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RÉSUMÉ

Dans ce travail on s’intéresse aux différentes notions de convexité généralisé, la plus

importante de ces notions étant la quasi-convexité, elle a été introduite par C. B. Morrey

en 1952 et elle garantit la semi-continuité inférieure faible de la fonctionnelle énergie, la

polyconvexité a été introduite par J. Ball en 1977 dans ces travaux sur l’élasticité. Dans

ce travail on donne un aperçu sur ces différentes notions ainsi que le lien existant avec la

semi continuité inferieure faible ; des contres exemples à l’équivalence de ces notions seront

également donnés.

Mots clés : convexité, quasiconvexité, polyconvexité, convexité de rang un, semiconti-

nuité inferieur faible.
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ABSTRACT

In this study we are interested in the different notions of generalized convexity, the

most important of these notions is the quasi-convexity, it was introduced by C. B. Morrey

in 1952 and it ensures the weak lower semi continuity of the energy function, the polycon-

vexity was introduced by J. Ball in 1977 while studying Elasticity problems. In this study

we give an overview on these different concepts and the relationship with the weak lower

semi continuity, we give also some counterexamples to the equivalence of this notions.

Key words : convexity, quasi-convexity, polyconvexity, convexity of rank one, weak

lower semicontinuity.
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NOTATION

On donne ci-dessous l’ensemble des diverses notations employèes tout au long de ce

mémoire. Les notations les plus spécifiques sont rappelées là où elles apparaissent.

On dénote par Rn×m l’espace des matrices réelles à m lignes et n colonnes.

v Ω : Ouvert borné de Rm.

v ∂Ω : frontière de Ω

v |Ω| : La mesure de Lebesgue de Ω

Pour une matrice ξ donnée dans Rn×m On dénote par :

v ξT :la matrice transposée de ξ ;

v adjs : le vecteur de tous les mineurs s× s de ξ

v T (ξ) = (ξ, adj2, ..., adjn∧m) ;

v Si x ∈ Rn, on désigne par xi ses coordonnées : x =
m∑
i=1

xiei

v On munit Rn du produit scalaire usuel, défini par :

∀x, y ∈ R, x.y =
m∑
i=1

xiyi

v a⊗b : Pour a ∈ Rm et b ∈ Rn on dénote a×b la matrice de Rm×n dont la composante

(i, j) a la valeur aibj.

Pour u : Ω −→ Rm

v u = (u1, u2, ..., um), uj sont les composants de u dans Rm

v



v ∇u =

(
∂uj

∂ui

)1≤j≤m

1≤i≤n

;

v p′ : L’exposant conjugué de p :
1

p
+

1

p′
= 1 ;

v C(Ω) : L’ensemble des fonctions réelles continues définies sur Ω ;

v C∞(Ω) : Espace des fonctions indéfiniment différentiables définies sur Ω

v D(Ω) : l’espace des fonctions C∞ à support compact dans Ω ;

v D′(Ω) : l’espace des distribution.

v L1
loc(Ω) : l’ espace des fonction localement intégrables sur Ω.

v L1(Ω) =

{
f : Ω→ R intgrable tel que

∫
Ω

|f(x)|dxdx < +∞
}
.

v Lp(Ω,Rm) = {u : Ω→ Rm,

∫
Ω

||u(x)||p < +∞}, pour tout 1 ≤ p ≤ ∞
v L∞(Ω,Rm) = {u : Ω→ Rm,∃C > 0, ||u(x)||p < Ca.e.x ∈ Ω},
v Lp

′
(Ω,Rm) : La topologie dual de Lp(Ω,Rm) ;

v Lp(Ω) = Lp(Ω,Rm) si m = 1

v L∞(Ω) = L∞(Ω,Rm) si m = 1

v W 1,p(Ω,Rm) = {u ∈ Lp(Ω,Rm),∇u ∈ Lp(Ω,Rm)} ;
v W 1,∞(Ω,Rm) = {u ∈ L∞(Ω,Rm),∇u ∈ L∞(Ω,Rm)} ;
v W 1,p(Ω) = W 1,p(Ω,Rm) si m = 1;

v W 1,p
0 (Ω,Rm) = {u ∈ W 1,p(Ω,Rm), u = 0, sur ∂Ω},∀1 ≤ p ≤ ∞;

v W 1,p
0 (Ω) = W 1,p

0 (Ω,Rm) si m = 1 ;

v W 1,∞
per (C,Rm) : L’espace des fonctions périodiques dans W 1,∞(C,Rm) ;

Pour f : Rm×n → R on note :

v Cf l’enveloppe convexe de f .

v Pf l’enveloppe polyconvexe de f .

v Qf l’enveloppe quasi-convexe de f .

v Rf l’enveloppe rang-1-convexe de f .
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INTRODUCTION

Le calcul des variations est l’une des branches les plus anciennes des Mathématiques,

elle a pour objet l’étude de l’ existence d’une solution d’un problème de minimisations

comme les problèmes d’élasticité non linéaire. Plus précisément si f représente la fonction

énergie associée au système et Ω la position du solide au repos, on cherche une solution du

problème :

inf
u∈X

{
I(u)

}
, I(u) =

∫
Ω

f
(
∇u(x)

)
dx (P)

u : Ω → Rm désignant le vecteur déplacement et infinimum étant pris sur un espace

Sobolev appropriée, ∇u =

(
∂ui
∂xj

)
, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ i ≤ m dénote la matrice Jacobienne

de u, f : Rm×n → R est une fonction définie sur l’espace des matrices et X un espace

donné.

Une question cruciale, liée à l’existence de solutions, et de dégager de hypothèses conve-

nables qui assurent la semi-continue inferieure faible de I dans W 1,p(Ω; RN). Une telle

condition est la quasi-convexité soi-disant mis en place par Morrey, en 1952,

f est quasiconvexe ⇐⇒ I est semi continue inferieurement.

Pour résoudre ce type de problème on dispose deux méthodes différentes à savoir les

méthodes classiques et les méthodes directes.

Dans ce travail on s’intéresse aux cas vectoriel, c’est-à-dire le cas n > 1 et m > 1 et on

ne considère que les méthodes directes.

1



2

L’idée de ces méthodes repose sur trois points :

Dans la première, on considère une suite minimisante du problème et on cherche à

la borner uniformément c’est-à-dire une suite (vk)k∈N telle que lim
k→∞

I(vk) = inf I(u) qui

soit compacte pour certaine topologie ; dans la deuxième étape, on extrait une sous suite

faiblement convergente dans l’ensemble des fonctions admissibles, ceci assurant au moins

inf{I(u); u ∈ X, u = u0 sur ∂Ω} > −∞ et dans la troisième étape, on établit la semi-

continuité inférieurement faible sur l’espace considéré de la fonctionnelle d’énergie .i.e. que

si uk converge vers u alors lim inf I(uk) ≥ I(u).

Une condition nécessaire et suffisante de semi-continuité inférieure faible-étoile dans

W 1,∞(Ω,Rm) est la quasi-convexité, notion due à Morrey. Puisque la notion de quasi-

convexité n’ est pas une condition ponctuelle, il est difficile de la vérifier dans la pratique.

Par conséquent, on est amené à introduire une condition nécessaire Un peu plus faible

(mais pas suffisante) locale de semi-continuité inférieure faible connu sous le nom de rang

un convexe qui est impliquée par la quasi-convexité, où l’on demande que la fonction f soit

convexe sur les segments dont les extrémités différent par une matrice de rang-1. D’autre

part, dans le cas où la fonction f est de classe C2, la rang-1-convexité est équivalente à la

condition de Legendre-Hadamard.

On définit également une condition plus forte, appelé polyconvexité, qui se pose naturel-

lement quand on essaye de généraliser les notions de dualité pour les fonctions convexes au

contexte vectoriel. On peut raconter toutes ces définitions à travers le schéma ci-dessous :

f convexe⇒ f polyconvexe ⇒ f quasiconvexe ⇒ f rang un convexe.

étant les contre-implications fausses, pour m, n ≥ 2. est un problème reste encore un

problème ouvert.

En général la fonctionnelle I n’est pas faiblement semi-continue inférieurement, de ce

fait, on ne peut pas appliquer les méthodes directes. Pour contourner cette difficulté on

considère le problème relaxé :

inf

{
Ī(u) =

∫
Ω

Qf
(
∇u(x)

)
dx

}
, (QP)

où
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Qf(ξ) = inf

{
1

mes(Ω)

∫
Ω

f(ξ +∇u(x))dx, u ∈ W 1,∞
0 (Ω,Rn)

}
désigne l’enveloppe quasi-convexe de f , qui est la plus grande fonctions quasi- convexe

majorée par f . Notons par ailleurs que f est quasi-convexe si et seulement si Qf = f .

Notre mémoire est composé essentiellement de trois chapitres liées, dans le premier

chapitre on présente quelques généralités et notions de base concernant la convergence faible

et faible ∗, les espaces de Sobolev et la semi continuité inférieure faible de la fonctionnelle

énergie.

Le deuxième chapitre est consacré à l’ étude des différentes notions de convexité géné-

ralisés qui intervienne dans l ’ étude des problème de minimisation ainsi que le lien existant

entre ses différentes notions et la semi-continuité inferieure faible de la fonctionnelle énergie.

Dans le dernier chapitre, on traite le cas où la fonction f n’est pas convexe (dans le

cas scalaire n = 1 ou m = 1) ou pas quasi-convexe (dans le cas vectoriel n ≥ 2 et m ≥ 2)

et on introduit le problème relaxé associé ainsi que les enveloppes correspondantes aux

différentes notions de convexités généralisées.



CHAPITRE 1

RAPPELS DES OUTILS DE BASE

On va introduire des notions, définitions et des théorèmes qu’on utilisera plus tard.

1.1 Rappel sur les opérations vectorielles

Dans ce tout qui suit, sauf mention contraire Ω désigne un ouvert bornée de Rn

1.1.1 Définitions

Produit scalaire

Définition 1.1.1 Le produit scalaire de deux vecteurs −→u et −→v non nuls est le réel, noté

u · v (ou < −→u ,−→v >) défini par :

−→u · −→v = ||u|| × ||v|| × cos(−→u ,−→v )

Rang d’une matrice

Définition 1.1.2 On appelle rang d’une matrice A (carrée ou non), le nombre de colonnes

et/ou de lignes linéairement indépendantes de cette matrice.

4



1.1. RAPPEL SUR LES OPÉRATIONS VECTORIELLES 5

1.1.2 Principaux opérateurs différentiels

L’analyse vectorielle fait intervenir à la fois des outils analytiques (dérivées partielles)

et du calcul vectoriel. On donnera les trois operateurs d’ analyse vectoriel qu’ on utilisera

par la suite.

Opérateur différentiel nabla :

L’ espace étant rapporté à la base orthonormale directe (
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ), on définit l ’opérateur

aux dérivées partielles nabla par :

−→
∇ = (

∂

∂x

−→
i +

∂

∂y

−→
j +

∂

∂z

−→
k )

On notera que nabla est un opérateur aux dérivées partielles, et pas un vecteur. Il opère

à gauche en utilisant les trois types de multiplication vectorielle.

Opérateur différentiel gradient :

Soit d ’abord u = u(m) une fonction de trois variables (fonction scalaire) ; on définit le

gradient de u par :

−−→
grad u =

−→
∇u = (

∂

∂x

−→
i +

∂

∂y

−→
j +

∂

∂z

−→
k )u =

∂u

∂x

−→
i +

∂u

∂y

−→
j +

∂u

∂z

−→
k

Définition 1.1.3 Soit Ω un domaine ouvert de Rn, les coordonnées dans Rn sont désignées

par x = (x1, x2, ...xn).

Pour u : Rn → R, la dérivée partielle de u par rapport à la variable xj, j = 1, 2, ..., n est

notée par
∂u

∂xj
, et

∇u :=

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xn

)
=

(
∂u

∂xj

)
1≤j≤n



1.2. TOPOLOGIE FAIBLE ET TOPOLOGIE FAIBLE ÉTOILE 6

Opérateur différentiel divergence :

Soit maintenant E = E(M) = Ex
−→
i + Ey

−→
j + Ez

−→
k un champ de vecteurs ; on définit

la divergence par :
div
−→
E =

−→
∇ .
−→
E = (

∂

∂x

−→
i +

∂

∂y

−→
j +

∂

∂z

−→
k ).(Ex

−→
i + Ey

−→
j + Ez

−→
k ) avec E. =

∂E

∂.

div
−→
E =

−→
∇ .
−→
E =

∂Ex
∂x

+
∂Ey
∂y

+
∂Ez
∂z

1.2 Topologie faible et topologie faible étoile

1.2.1 Topologie faible

Soit E un espace de Banach et E ′ son dual topologique, muni de sa norme duale. La

topologie faible sur E est alors définie de la manière suivante :

Définition 1.2.1 La topologie faible sur E, notée σ(E,E ′) est la topologie la moins fine

(i.e. ayant le moins d’ouverts) rendant continus les éléments de E ′.

Lemme 1.2.2 Soit X un espace topologique et ϕ une application de X vers E, alors ϕ est

continue pour la topologie σ(E,E ′) si et seulement si pour tout f ∈ E ′, f ◦ ϕ est continue

sur X.

Théorème 1.2.3 Soit (xn) une suite de E. On a xn → x converge faiblement pour

σ(E,E ′) ⇔ ∀f ∈ E ′, f(xn)→ f(x) ou < f, xn >−→< f, x >.

1.2.2 Topologie faible-∗

Définition 1.2.4 La topologie faible-∗ sur E’, notée σ(E ′, E) est la topologie la moins fine

(i.e. ayant le moins d’ouverts) rendant continus les formes linèaires f 7→ f(x) pour tout

x ∈ E.

Théorème 1.2.5 Soit (un) une suite de E ′. On a

un ⇀ u pour la topologie faible ∗ (E ′, E) ⇔ ∀x ∈ E, < un, x >−→< u, x >.

pour plus de détail (voir [5])



1.3. ESPACES RÉFLEXIFS, ESPACES SÉPARABLES 7

1.3 Espaces réflexifs, Espaces séparables

1.3.1 Espaces réflexifs

Etant donné un espace de Banach E, on rappelle que E s’injecte dans son bidual E ′′

via l’injection canonique J : E → E ′′ définie par :

J(x)(f) := f(x), ∀x ∈ E, ∀f ∈ E ′.

Il résulte que J est une isométrie de E sur E ′′, en particulier J est une injection continue.

Définition 1.3.1 On dit que l’espace vectoriel normé E est réflexif si J est surjective.

Autrement dit, dire que E est réflexif revient à dire qu’on peut identifier E ′′ à E. Evi-

demment tout espace de Hilbert est réfexif (ceci découle du théoréme de Riesz qui permet

d’identifier un espace de Hilbert à son dual topologique). Pour tout p ∈]1,∞] les espaces

Lp et W 1,p sont réflexifs. Par contre L1, W 1,1, L∞, W 1,∞, C0, les espaces de mesures ne

sont pas réflexifs.

Théorème 1.3.2 (Kakutani) Soit E un espace de Banach alors E est réflexif si et seule-

ment si BE est compact pour σ(E,E ′).

Pour la démonstration du théorème de kakutani (voir [5])

Théorème 1.3.3 Soit E un espace de Banach réflexif et (xn)n une suite bornée de E alors

(xn)n possède une sous-suite qui converge faiblement. (voir [8])

1.3.2 Espaces séparables

Définition 1.3.4 On dit que l’espace de Banach E est séparable si et seulement si E

possède une partie dénombrable dense.

Proposition 1.3.5 Soit E un espace de Banach tel que E ′ soit séparable alors E est

séparable.
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Pour plus de détails (voir [5])

Soit X un espace de Banach, et X? son dual. On désigne par || · ||X la norme dans X

dans l’espace dual X?

Théorème 1.3.6 On suppose que X est un espace de Banach réflexif.

Si (un) est une suite dans X, et C > 0 tel que

‖un‖X ≤ C

alors on peut trouver un uk sous-suite de (un) et u ∈ X, de telle sorte que

uk ⇀ u faiblement dans X

Théorème 1.3.7 On suppose maintenant que X est un espace de Banach séparable.

Si u?n ∈ X? et K > 0 tel que

||u?n||X? ≤ K

alors il existe une sous-suite u?k de u?n, et u? tels que

u?k ⇀
∗ u? converge faible ∗ vers u dans X

1.4 Rappels sur les Distributions

La théorie des distributions permet, en se plaçant dans un cadre plus large que celui,

classique, des équations différentielles ordinaires, de résoudre de nombreuses équations

issues de la physique, de la mécanique des fluides ou du traitement du signal. Elle permet

ainsi, par exemple, de dériver, même indéfiniment, en un certain sens, une fonction qui

n’est dérivable au sens usuel, et des informations essentielles tels que les discontinuités des

fonctions ne sont pas perdues par dérivation. Une des idées fondamentales de cette théorie

consiste à définir les distributions au travers de leur action sur un espace de fonctions, dites

fonctions testes.
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1.4.1 Espace vectoriel D(Ω)

Définition 1.4.1 (Support d’une distribution) Soit f ∈ D′(Ω) on appelle support de

f et l’on note supp(f) le complémentaire dans Ω du plus grand ouvert sur lequel f est

nulle. On définit par :

supp(f) = {x tel que f(x) 6= 0}

On dit que f est à support compact si son support est compact.

Définition 1.4.2 (Espace des fonctions tests) Soit Ω ouvert de R.

L’espace des foncions testes noté par D(Ω) (par fois C∞(Ω)) est l ’espace des fonctions

indéfiniment dérivable a supports compacts

D(Ω) = {ϕ ∈ C∞(Ω)/ supp(ϕ) est compact}.

1.4.2 Distributions

Définition 1.4.3 Une distribution sur Ω est une forme linéaire continue sur D(Ω). Les

distributions forment un espace vectoriel noté D′(Ω), c’est le dual topologique de D(Ω)

Une distribution T est donc un application de D(Ω) dans R ou (C) faisant correspondre à

une fonction test ϕ un nombre complexe noté < T (t), ϕ(t) >, ou plus simplement < T, ϕ >.

Les propriétés de linéarité et de continuité se traduisent respectivement par ∀ϕ1, ϕ2 ∈ D(Ω) : < T, ϕ1 + ϕ2 >=< T, ϕ1 > + < T, ϕ2 >

∀ϕ ∈ D(Ω),∀λ ∈ R ou C, < T, λϕ >= λ < T, ϕ >

et pour la continuité par : Si ϕk converge dans D vers ϕ, la suite < T, ϕk > converge au

sens usuel vers < T, ϕ >, c’est à dire :

∀ε > 0 ∃N(ε), k ≥ N | < T, ϕ > − < T, ϕk > | ≤ ε

La Dérivation Dans D′(Ω)

Il sagit de définir la dériveé de tout ordre d ’une distribution quelconque ; donc distri-

bution régulier associe aux fonction intégrable à partir des notion uselle.
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Définition 1.4.4 Soit T ∈ D′(Ω)

On définit La dérivée de T au sens de D′(Ω) par :

<
∂T

∂xi
, ϕ >= − < T,

∂ϕ

∂xi
>, ∀ϕ ∈ D(Ω)

1.5 Espaces de Sobolev

1.5.1 Espaces Lp

On présente ici quelques définitions et propriétés des espaces Lp (voir [10], [4])

Définition 1.5.1 (Espace L1(Ω))

Soit Ω un ouvert de Rm. L’espace L1(Ω) est l’ensemble des fonctions mesurables intégrables

(pour la mesure de Lebesgue 1) sur Ω. On note :

||u||L1(Ω) :=

∫
Ω

∣∣∣u(x)
∣∣∣dx.

Définition 1.5.2 (L’espace Lp(Ω))

On note Lp(Ω) l ’ensemble des fonctions définit par :

♦ Si 1 ≤ p <∞ on a

Lp(Ω) :=
{
u : Ω→ R, u mesurable et |u|p ∈ L1(Ω)

}
.

Lp(Ω) =
{
u : Ω −→ R,

∫
Ω

|u(x)|pdx <∞
}

que l’on munit de la norme :

‖u‖Lp =

(∫
Ω

|u(x)|pdx

) 1
p

1. Henri Léon Lebesgue (28 juin 1875 à Beauvais - 26 juillet 1941 à Paris) est un mathématicien

français. Il est reconnu pour sa théorie d’intégration publiée originalement dans sa dissertation Intégrale,

longueur, aire à l’Université de Nancy en 1902.
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♦ Si p =∞ on a

L∞
(
Ω
)

= {u : Ω −→ R, u mesurable et ∃ C > 0, telle que |u(x)| ≤ C pp 2 sur Ω}

dont la norme est :

‖u‖L∞ = inf
x∈Ω

{
C,

∣∣u(x)
∣∣ ≤ C p · p.

}
.

Proposition 1.5.3 (Inégalité de Hölder 3)

Pour tout f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω), |fg| ∈ L1(Ω) et on a l’inégalité :∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ ||f ||Lp ||g||Lp′

Définition 1.5.4 une fonction f : I → R est dite convexe lorsque :

∀(x, y) ∈ I ∀λ ∈ [0, 1], f
(
λx+ (1− λ)y) = λf(x) + (1− λ)f(y).

Proposition 1.5.5 ( Inégalité de Jensen 4)

Soit ρ ∈ L1(Ω) une fonction positive telle
∫

Ω
ρ(x)dx = 1. Alors, pour toute fonction f

mesurable telle que fρ ∈ L1(Ω) et pour toute fonction ϕ : R → R mesurable convexe, on

a :

ϕ

(∫
Ω

f(x)ρ(x)

)
≤
∫

Ω

ϕ
(
f(x)

)
ρ(x)dx.

Pour plus détails (voir [8])

Notions de Convergences dans Lp

Définition 1.5.6 Soit Ω un ouvert de Rm.

Soit 1 ≤ p ≤ +∞. On dit qu ’une suite (un)n∈N converge fortement vers u dans Lp si

un, u ∈ Lp et on note un −→ u dans Lp(Ω). Si

lim
n→∞

‖un − u‖Lp = 0

2. presque partout, c’est à dire partout sauf éventuellement sur un ensemble de mesure nulle.
3. Otto Ludwig Hölder (22 décembre 1859 - 29 août 1937) est un mathématicien allemand né á

Stuttgart.
4. Johan Jensen est un mathématicien danois (8 mai 1859 (Naksov) - 5 mars 1925 (Copenhague)).
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Définition 1.5.7 Soit Ω un ouvert de Rm.

♦ Si 1 < p < +∞, on dit qu ’une suite (un)n∈N converge faiblement vers u dans Lp, et on

note un ⇀ u, si un, u ∈ Lp et si

lim
n−→∞

∫
Ω

unϕ =

∫
Ω

u ϕ, ∀ϕ ∈ Lp′

♦ Si p = +∞, on dit qu’une suite (un)n∈N converge (∗)-faiblement vers u dans L∞, et on

note un ⇀∗ u dans L∞, si un, u ∈ L∞ et si

lim
n−→∞

∫
Ω

unϕ =

∫
Ω

u ϕ, ∀ϕ ∈ L1

1.5.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siècle et ont permis de résoudre

bon nombre de problèmes concernant les équations aux dérivées partielles restés sans ré-

ponse jusque là. Nous nous limiterons aux espaces les plus utiles en gardant bien à l ’esprit

que la théorie sous-jacente est beaucoup plus vaste. Dans ce qui suit, sauf mention explicite

du contraire, on suppose l ’ouvert Ω borné. Pour plus détail (voir [4])

Définition 1.5.8 (Espace H1)

Soit Ω un ouvert de Rm. On définit l ’espace vectoriel par H1(Ω)

H1(Ω) := {u ∈ L2(Ω) : ∂u
/
∂x ∈ L2(Ω)}.

Muni de la norme :

‖u‖H1 :=

 N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∣∂u(x)

∂xi

∣∣∣∣∣
2

dx+

∫
Ω

|u(x)|2dx

1/2

=

(∫
Ω

|∇u(x)|2dx+

∫
Ω

|u(x)|2dx
)1/2

.

La norme de H1(Ω) est issue d’un produit scalaire notée
〈
u, v
〉
H1 et définie par :

< u, v >H1 :=
N∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx+

N∑
i=1

∫
Ω

u(x)v(x)dx

=

∫
Ω

∇u(x)∇v(x)dx+

∫
Ω

u(x)v(x)dx.
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Dans cette définition la dérivée partielle Dα u est sous-entendue prise au sens des distri-

butions.

Définition 1.5.9 (Espace Hm)

De la même façon que dans la définition 1.5.7, on définit les espaces de Sobolev Hm(Ω) où

m est un entier strictement positif par :

Hm(Ω) := {u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω), α ∈ Nm, |α| ≤ m}.

On le munit de la norme naturelle :

‖u‖Hm :=

( ∑
α:|α|2≤m

∫
Ω

|Dαu|dx

)1

2
.

Définition 1.5.10 (L’espace de Sobolev W 1,p(Ω))

Soit Ω un ouvert de Rm, pour tout 1 ≤ p ≤ ∞. On définit l’espace de Sobolev W 1,p(Ω)

par :

W 1,p(Ω) := {u : Ω→ R u ∈ Lp(Ω) et
∂u

u ∂xi
∈ Lp(Ω), ∀1 ≤ i ≤ n}

♦ Si 1 ≤ p <∞, alors on définit la norme :

‖u‖W 1,p =
(
‖u‖pLp + ‖∇u‖pLp

)1/p

♦ Si p =∞, alors on définit la norme :

‖u‖W 1,∞ = max
{
‖u‖Lp , ‖∇u‖Lp

}
Notions de Convergences dans les espaces W 1, p

Définition 1.5.11 Une suite (un)n∈N converge fortement vers u dansW 1, p(Ω), si et seule-

ment si

lim
n−→+∞

‖un − u‖W 1, p(Ω) = 0

Définition 1.5.12 ♦ Soit 1 ≤ p ≤ ∞. Une suite (un)n∈N converge faiblement vers u

dans W 1, p(Ω), si un, u ∈ W 1,p(Ω), un ⇀ u dans Lp et ∇un ⇀ ∇u dans Lp. On note alors

un ⇀ u dans W 1,p



1.6. SEMI-CONTINUITÉ INFÉRIEURE 14

♦ On dit que un converge faible ∗ vers u dans W 1,∞(Ω) si un, u ∈ W 1,∞(Ω), un ⇀∗ u

dans L∞ et ∇u ⇀∗ ∇u dans L∞. On note alors u ⇀∗ u dans W 1,∞.

Définition 1.5.13 (Espaces de Sobolev Wm, p(Ω))

pour tout 1 ≤ p ≤ ∞ et pour tout m ≤ N, m ≥ 1, on peut définir les espaces de Sobolev 5

Wm,p(Ω) :=
{
u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), ∀α ∈ NN ; |α| ≤ m

}
,

que l’on munit de la norme :

‖ u ‖Wm,p(Ω):=

 ∑
0≤|α|≤k

‖ Dαu ‖pLp(Ω)

1/p

.

Proposition 1.5.14 Soit Ω un ouvert de RN . On définit

H1(Ω) := {u ∈ L2(Ω) :
∂u

∂xi
∈ L2(Ω), ∀i = 1, ..., N}.

‖ u ‖Wm,∞(Ω):=
∑

0≤|α|≤m

‖ Dαu ‖L∞(Ω)

est une norme sur l ’espace vectoriel Wm,p(Ω).

Définition 1.5.15 Pour Ω := (0, 1)n, on définit

W 1,∞
per (Ω,R) := {u ∈ W 1,∞(Rn,Rm) : u(x+ ei) = u(x), i = 1, ..., n}

Où {e1, ..., en} la base orthogonal standard

1.6 Semi-continuité inférieure

Dans ce paragraphe on donne la définition et les propriétés de la semi continue inféreiure

faible, pour plus des détails [voir [3]]

Définition 1.6.1 On dit que f est semi-continue inférieurement en x0 si l’une des pro-

priétés équivalentes suivantes est vérifiée :

5. Sergueé Lvovitch Sobolev,(6 octobre 1908-3 janvier 1989) est un mathématicien et physicien russe

de l’époque soviètique.
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1. pour tout ε > 0, il existe un voisinage U de x0 tel que pour tout x ∈ U : f(x) ≥
f(x0)− ε

2.

lim
x→x0

f(x) ≥ f(x0)

Définition 1.6.2 La fonctionnelle I est dite sequentiellement failbelement semi-continue

inférieurement (on écrit s.c.i. faiblement séquentiellement) si et seulement si pour toute

suite (xn)n∈N d’éléments de X :

xn ⇀ x faiblement ⇒ I(x) ≤ lim
n→+∞

inf I(xn)

On dit aussi s.c.i. pour la convergence faible.



CHAPITRE 2

NOTIONS DE CONVEXITÉ GÉNÉRALISÉE

2.1 Motivation

Le calcul des variations est l’un des sujets classiques des mathématiques. Il a attiré

un grand nombre de mathématiciens célèbres. En mathématiques, en physique, dans les

sciences de l’ingénieur ou même en économie ou en écologie, les modèles sont souvent

exprimés en termes d’un principe de minimalité ou de maximalité. C’est précisément la

question centrale du calcul des variations.

Avant d’entamer le cas générale on commence par l’étude des minimums sur les espaces

de dimension finie, on considère une fonction f : Rn → R semi continue inférieurement et

coercive. (i.e. |f(x)| ≥ c|x|p ∀x ∈ Rn, avec c > 0 et p ≥ 1.), alors la fonction f

admet au moins un minimum.

En effet :

Soit (xn) une suite minimisante de f c’est-à-dire

lim
n→∞

f(xn) = inf f = µ

Il résulte de l’hypothèse de coercivité que la suite (xn) est borné, on peut alors extraire

une sous-suite (xnk), de (xn) qui converge vers un élément x de Rn.

Clairement on a,

f(x) ≥ µ, x ∈ Rn

16
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Comme f est semi-continue inférierement alors

f(x) ≤ lim inf f(xnk) = µ

Et par conséquent,

f(x) = µ

Et donc x est un point minimum de f .

On ne peut pas adapter cette technique au cas d’espace de dimension infinie car ses

espaces ne possèdent pas des propriétés de compacité comme c’est le cas dans les espaces

de dimension finie. Néanmoins une telle propriété est valable relativement à la topologie

faible. Ainsi on considère le problème de minimisation (P ) suivant qui est le problème

modèle du calcul des variations.

inf

{
I(u) =

∫
Ω

f
(
∇u(x)

)
dx

}
, Ω ⊂ Rn (P)

Soit uk une suite minimsante du problème est sous des hypothèses de coercivité nécessai-

rement bornée dans W 1,p(Ω,Rm), Elle admet donc une sous suite faiblement convergente

uk → ū dans W 1,p(Ω,Rm)− faible. (2.1)

Pour démontrer enfin que ū est un minimum de (P ), il suffit de montrer que (2.1)

entrâine que

I(ū) ≤ lim
n→+∞

inf I(uk)

Ce qui revient à supposer que la fonctionnelle I est faiblement semi-continue inférieurement

dans W 1,p(Ω,Rm). Le raisonnement précédent nous conduit alors au résultat d’existence

suivant :

Théorème 2.1.1 Si X est reflixif, I : X → R coercive et faiblement sci alors I admet

une minimisation.

On donne maintenant une condition nécessaire et suffisante sur f qui garantit la semi

continuité inférieur faible de la fonctionnelle énergie.
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Théorème 2.1.2 Soit f : Rm×n → R une fonction quasi-convexe, telle que

−α(1 + ||ξ||q) ≤ f(ξ) ≤ (1 + ||F ||p)

où a ≥ 0 ,1 ≤ q < p. Alors la fonctionnelle

I(u) =

∫
Ω

f(∇u(x))dx

est faiblement semi-continue inférieurement dans W 1,p(Ω,Rm)

Pour la demonstration du théorème voir [9])

Théorème 2.1.3 Soient f : Rm×n → R et

I(u) =

∫
Ω

f(∇u(x))dx.

Si I est faible étoile semi-continue inférieurement dans W 1,∞(Ω,Rm), alors f est quasi-

convexe.

pour plus détails voir [9]

Remarque : La semi-continuité inférieure faible dans W 1,p(Ω,Rm) entrâine la semi-

continuité inférieure faible étoile dans W 1,∞(Ω,Rm), ainsi la quasi-convexité est aussi une

condition nécessaire pour la semi-continuité inférieure W 1,p(Ω,Rm)-faible.

C’est ce qui a conduit Morrey à introduire en 1952 une notion nouvelle, celle de quasi-

convexité, qui caractérise en fait la semi-continue inférieure faible dans W 1,p. La notion de

quasi-convexité est une condition non locale ; de ce fait il est difficile de la vérifier dans la

pratique. Ainsi d’autre notions de convexité ont été introduite, c’est l’objet du paragraphe

suivant (voir [6], [11]).

2.2 Notions de convexité généralisée

2.2.1 Fonction Convexe

Définition 2.2.1 Une fonction f : Rm → R ∪ {+∞} est convexe si

f
(
λξ + (1− λ)η

)
≤ λf(ξ) + (1− λ)f(η)

pour tout λ ∈ [0, 1] et tous ξ et η ∈ Rm
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Exemple 2.2.2 x 7→ x2 est convexe sur R. en effet, pour tous ξ, η de I pour tout λ ∈ [0, 1],

on a les équivalences :

[λξ + (1− λ)η]2 ≤ λξ2 + (1− λ)η2

En effet,

λ2 + 2λ(1− λ)ξη + (1− λ)2η2 − λξ2 − (1− λ)η2 = λ(1− λ[−ξ2 + 2ξη − η2])

= −λ(1− λ)(ξ − η)2) ≤ 0.

2.2.2 Fonction Polyconvexe

Définition 2.2.3 une fonction f : Rm×n → R ∪ {+∞} est polyconvexe s’il existe une

fonction convexe F : Rτ(n,m) → R ∪ {+∞}, telle que

f(ξ) = F (T (ξ)),

où T : Rm×n −→ Rτ(n,m) est définie par :

T (ξ) := (ξ, adj2ξ, ..., adjn∧mξ).

On note par adjsξ la matrice de tous les mineurs s × s de la matrice ξ ∈ Rm×n, avec

2 ≤ s ≤ n ∧m = min{n,m} et

τ(n,m) :=
n∧m∑
s=1

σ(s),

où

σ(s) := Cs
mC

s
n =

m!n!

(s!)2(m− s)!(n− s)!

Remarque :

1. Dans le cas n = m = 2 alors T (ξ) = (ξ, det ξ). Une fonction f : R2×2 → R est

alors polyconvexe s’il existe une fonction convexe F définie de R5 dans R telle que

f(ξ) = F (ξ, det ξ).

2. Si n = m = 3, alors T (ξ) = (ξ, adj2ξ, detξ), où adj2 ξ désigne le vecteur de R9

constitué de tous les mineurs 2 × 2 de ξ. Une fonction f : R3×3 → R est alors

polyconvexe s’il existe une fonction F : R19 → R telle que f(ξ) = g(ξ, adj2ξ, det ξ)
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Exemple 2.2.4 Les fonctions F (ξ) = detξ et F (ξ) = |detξ| sont polyconvexes.

Théorème 2.2.5 Soit f : Rm×n → R une fonction polyconvexe.

(i) S’il existe α ≥ 0 et 0 ≤ p < 2 telle que

f(ξ) ≤ α(1 + |ξ|p) pour tout ξ ∈ Rm×n

alors f convexe.

(ii) Il existe γ ≥ 0 telle que

f(ξ) ≥ −γ(1 + |ξ|n∧m), pour tout ξ ∈ Rm×n

pour plus détails (voir [2], [6])

2.2.3 Fonction Quasiconvexe

Définition 2.2.6 une fonction f : Rm×n −→ R borélienne localement intégrable, est qua-

siconvexe si

f(ξ) ≤ 1

mes(Ω)

∫
Ω

f(ξ +∇ϕ(x))dx

pour tout Ω ⊂ Rn domaine borné, pour tout, ξ ∈ Rm×n et ϕ ∈ W 1,∞
0 (Ω,Rm) (on dénote

par mes(Ω) la mesure de Lebesgue de l’ensemble Ω).

Proposition 2.2.7 une fonction f : Rm×n −→ R Borel mesurable et localement intégrable.

Soit Ω ⊂ Rn bornée ouvert. on a l’inégalité suivante :

f(ξ) ≤ 1

mes(Ω)

∫
Ω

f(ξ +∇ϕ(x))dx (2.2)

pour tout ξ ∈ Rm×n et pour tout ϕ ∈ W 1,∞
0 (Ω,Rm). alors on a

f(ξ) ≤ 1

mes(Θ)

∫
Θ

f(ξ +∇ψ(x))dx (2.3)

pour tout Θ ⊂ Rn domaine borné, pour tout, ξ ∈ Rm×n, ψ ∈ W 1,∞
0 (Θ,Rm).
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Démonstration :

D’aprés (2.2) supposons que (2.3) est vérifiée. Donc on a ψ ∈ W 0
1,∞(Θ,Rm) est donnée

aprés que a > 0 soit choisi suffisament grand

Θ ⊂ Qa := (−a, a)n

On défini par :

v(x) =

 ψ(x), si x ∈ Θ;

0, si x ∈ Qa −Θ.

Alors on a v ∈ W 1,∞
0 (Qa,Rm).

Soit x0 ∈ Ω et choississons ν suffisamment grand alors

x0 +
1

ν
Qa = x0 +

(
− a

ν
,
a

ν

)n
⊂ Ω

Définissons :

ϕ =


1

ν
v(ν(x− x0)), si x ∈ x0 +

1

ν
Qa

0, si x ∈ Ω− [x0 +
1

ν
Qa]

Observe que ϕ ∈ W 1,∞
0 (Ω,Rm) et∫

Ω

f(ξ +∇ϕ(x))dx = f(ξ)mes(Ω− [x0 +
1

ν
Qa]) +

∫
[x0 +

1

ν
Qa]

f
(
ξ +∇v

(
ν(x− x0)

))
dx

= f(ξ)
[
mes(Ω)− mes(Qa)

νn

]
+

1

νn

∫
Qa

f(ξ +∇v(y))dy

= f(ξ)
[
mes(Ω)− mes(Qa)

νn
+
mes(Qa −Θ)

νn

]
+

1

νn

∫
Θ

f(ξ +∇ψ(y))dy

Appliquant, dans (2.2). Donc on déduit que

f(ξ)mes(Ω) ≤ f(ξ)
[
mes(Ω)− mes(Θ)

νn

]
+

1

νn

∫
Θ

f(ξ +∇ψ(y))dy

Ce qui est équivalent à (2.3).

Proposition 2.2.8 Soit f : Rm×n −→ R une fonction Borel mesurable et localement

intégrable les deux conditions suivantes sont équivalentes.

(i) f est quasiconvexe
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(ii) pour Ω = (0, 1)n, On a

f(ξ) ≤
∫

Ω

f(ξ +∇ψ(x))dx (2.4)

pour tout ξ ∈ Rm×n et pour tout ψ ∈ W 1,∞
per (Ω,R).

Démonstration :

(ii)⇒ (i). D’aprés la proposition (2.2.7) et le fait qu’on a

W 1,∞
0 (Ω,Rm) ⊂ W 1,∞

per (Ω,Rm).

On trouve l’implication

(i)⇒ (ii). Soit d’abord ψ ∈ W 1,∞
per (Ω,Rm) et on observe que ν ∈ N et si

ψν(x) :=
1

ν
ψ(νx)

alors, d’aprés la périodécité de ψ, on a∫
Ω

f(ξ +∇ψν(x))dx =
1

νn

∫
Ων

f(ξ +∇ψ(y))dy =

∫
Ω

f(ξ +∇ψ(x))dx (2.5)

choississons ην ∈ C∞0 (Ω) telle que 0 ≤ ην ≤ 1 de Ω,

ην ≡ 1 sur Ων :=
(1

ν
, 1− 1

ν

)n
et ‖∇ην‖L∞ ≤ c1ν

où c1 > 0 est une constante indépendente de ν.

Soit maintenant,

ϕν(x) := ην(x)ψν(x).

et observons que ϕν ∈ W 1,∞
0 (Ω,Rm) et

‖∇ϕν −∇ψν‖L∞ = ‖(ην − 1)∇ψν +∇ην ⊗ ψν‖L∞

≤ c2‖ψ‖W 1,∞

Où c2 une constante indépendente de ν. et comme f une fonction localement intégrable,

on peut trouver une constante c3 indépendente de ν, alors

‖f(ξ∇ψν)− f(ξ∇ϕν)‖L∞ ≤ c3

D’aprés (2.5) et par la quasiconvexité de f , on trouve
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∫
Ω

f(ξ +∇ψ(x))dx =

∫
Ω

f(ξ +∇ν(x))dx+

∫
Ω

[
f(ξ +∇ψν(x))− f(ξ +∇ϕν(x))

]
dx

=

∫
Ω

f(ξ +∇ν(x))dx+

∫
Ω−Ων

[
f(ξ +∇ψν(x))− f(ξ +∇ϕν(x))

]
dx

≥ f(ξ)− c3mes(Ω− Ων)

Et comme ν →∞ on vas obtenir (2.4)

2.2.4 Fonction rang un convexe

Définition 2.2.9 une fonction f : Rm×n −→ R ∪ {+∞} est rang un convexe si

f(λξ + (1− λ)η) ≤ λf(ξ) + (1− λ)f(η)

Pour tout λ ∈ [0, 1], ξ, η ∈ Rm×n tels que rang{ξ − η} ≤ 1

Exemple 2.2.10 La fonction f : x 7→ det(x) est rang un convexe.

On va montrer que f est rang un convexe. Soient ξ, η ∈ R2, on a :

det(λξ + (1− λ)η) ≤ λ detξ + (1− λ) detη, λ ∈ [0, 1]

Avec le rang {ξ − η} ≤ 1, ce qui verifiée la définition de la convexité de rang un

Théorème 2.2.11 Si f ∈ C2(Rm×n) alors la convexsité de rang un est equivalente à la

condition de Legendre-Hadamard (ou la condition d’ellipticité)

m∑
i,j=1

n∑
α,β=1

∂2f(ξ)

∂ξαi ∂ξ
β
j

λiλjµαµβ ≥ 0

pour tout λ =
(
λ1, λ2, ..., λm

)
∈ Rm, µ =

(
µ1, µ2, ..., µm

)
∈ Rn.

En effet, pour tout λ ∈ Rm, µ ∈ Rn, la matrice λ⊗µ = (λiµj)1≤i≤m, 1≤j≤n est une matrice

de rang un et la fonction t ∈ R 7→ ϕ(t) = f(ξ + tλ⊗ µ) est de classe C2.

La rang un convexité de f est équivalente à la convexité de ϕ,or

ϕ′′(0) =
m∑

i,j=1

n∑
α,β=1

∂2f(ξ)

∂ξαi ∂ξ
β
j

λiλjµαµβ

d’où le résultat. pour plus détails (voir [3])
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Caractérisation des fonctions rang-1-convexes

Définition 2.2.12 Soit I un entier quelconque et λ ∈ ΛI telle que

ΛI =
{
λ = (λ1, ..., λI) : λi ≥ 0 et

I∑
i=1

λi = 1
}
.

Soit ξ ∈ Rm×n, 1 ≤ i ≤ I. On dit que (λi, ξi)1≤i≤I satisfont
(
HI

)
si

1. Si I = 2, alors rang {ξ1 − ξ2} ≤ 1

2. Si I > 2, on a, à une permutation prés, rang {ξ1−ξ2} ≤ 1 et pour tout 2 ≤ i ≤ I−1,

si l’on pose  µ1 = λ1 + λ2, η1 =
λ1ξ1 + λ2ξ2

λ1 + λ2

µi = λi+1, ηi = ξi+1.

alors (µi, ηi)1≤i≤I−1 satisfont (HI−1)

Pour plus détail (voir [7])

Exemples

1. Si I=2, λ ∈ Λ2, alors (λ1, ξ1), (λ2, ξ2) satisfont H2, si et seulement si,

rang{ξ1 − ξ2} ≤ 1

2. Si I = 3, λ ∈ Λ3, alors (λi, ξi)1≤i≤3 satisfont (H3) si, à une permutation près on a
rang{ξ1 − ξ2} ≤ 1

rang
{
ξ3 −

λ1ξ1 + λ2ξ2

λ1 + λ2

}
3. Si I = 4, λ ∈ Λ4, alors (λi, ξi)1≤i≤3 satisfont (H4) si, à une permutation près l’une

des deux condition suivantes est satisfaite :

(a) 

rang{ξ1 − ξ2} ≤ 1

rang
{
ξ3 −

λ1ξ1 + λ2ξ2

λ1 + λ2

}
≤ 1

rang

{
ξ4 −

λ1ξ1 + λ2ξ2 + λ3ξ3

λ1 + λ2 + λ3

}
≤ 1
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(b) 
rang{ξ1 − ξ2} ≤ 1, rang{ξ4 − ξ3} ≤ 1

rang

{
λ1ξ1 + λ2ξ2

λ1 + λ2

+
λ3ξ3 + λ4ξ4

λ3 + λ4

}
≤ 1

Une condition nécessaire pour que
(
λν , ξν

)
1≤ν≤I satisfont (HI) est la suivante :

Proposition 2.2.13 Si (λi, ξi)1≤i≤I satisfont HI alors :∑
1≤i≤j≤I

λiλj det(ξi − ξj) = 0.

On donne mainetenant une autre caractérésation des fonction rang un convexes.

Théorème 2.2.14 Soit f : Rm×n → R ∪ {+∞}, alors les deux conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) f est une fonction rang un convexe

(ii) On a l ’expression

f
( I∑
i=1

λiξi

)
≤

I∑
i=1

λif(ξi) (2.6)

Pour chaque famille (λi, ξi)i qui satisfait la condition (HI)

Démonstration :

On montre ce résultat par récurrence sur I. Par définition de la rang une convexité

(2.6) est vrai pour I = 2. Ensuite, on suppose que l’on a à l’ordre I − 1. On obtient

I∑
i=1

λif(ξi) = (λ1 + λ2)
( λ1

λ1 + λ2

f(ξ1) +
λ2

λ1 + λ2

f(ξ2)
)

+
I∑
i=3

λif(ξi)

D’où en utilisant la rang un convexité de f , et l’hypothése HI , il vient

(λ1 + λ2)f
(λ1ξ1 + λ2ξ2

λ1 + λ2

)
+

I∑
i=3

λif(ξi) ≤
I∑
i=1

λif(ξi)
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2.2.5 Fonction séparément convexe

Définition 2.2.15 Une fonction f : R→ R ∪ {+∞} est séparément convexe si

f(λξ + (1− λ)ξ) ≤ λf(ξ) + (1− λ)f(ξ)

pour tout λ ∈ [0, 1] et tous ξ, η ∈ Rm tels que ξ − η = sei, pour certains s ∈ R et

i = {1, ...,m} (ei dénote le ième-vecteur de la base canonique de Rm

Définition 2.2.16 Une fonction f est dite polyaffine, un quasiaffine ou rang-1 affine si et

seulement si f et −f :

sont, respectivement, polyconvexes, quasiconvexe ou rang un convexe.

2.3 Lien entre les notions de convexité généralisé

On donne un résultat qui nous permet de comparer les diverses notions de convexitè

introduites (voir [6]) :

Théorème 2.3.1 (i) soit f : Rm×n −→ R. Alors

f convexe ⇒ f polyconvexe ⇒ f quasiconvexe ⇒ f rang un convexe.

(ii) Si m = 1 ou n = 1, alors toutes ces notions sont équivalentes.

Remarque 2.3.2 Toutes les implications réciproques sont fausses et pour la dernière (f

quasiconvexe ⇒ frang un convexe) c’est le cas lorsque n ≥ 2,m ≥ 3 en effet, il existe un

célèbre contre-exemple.

On aura besoin du lemme suivant pour démontrer le théorème :

Lemme 2.3.3 Soit ξ ∈ Rm×n et T (ξ) est définie par :

(i) Pour tout ξ, η ∈ RN×n avec le rang de {ξ − η} ≤ 1 et pour tout λ ∈ [0, 1] l’identité

suivante est vérifiée :

T (λξ + (1− λ)η) = λT (ξ) + (1− λ)T (η).
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(ii) Pour tout Ω ⊂ Rn domaine bornée, pour tout, ξ, η ∈ Rm×n et, ϕ ∈ W 1,∞
0 (Ω,Rm) le

résultat suivant est valable :

T (ξ) =
1

mes(Ω)

∫
Ω

T (ξ +∇ϕ(x))dx.

Démonstration :

On considère le cas m = n = 2

ξ =

 ξ1
1 ξ1

2

ξ2
1 ξ2

2


et

T (ξ) = (ξ, detξ) = (ξ1
1 , ξ

1
2 , ξ

2
1 , ξ

2
2 , ξ

1
1ξ

2
2 − ξ1

2ξ
2
1).

(i) Comme le rang {ξ − η} ≤ 1, il existe a, b ∈ R2 telle que

η = ξ + a⊗ b =

 ξ1
1 + a1b1 ξ1

2 + a1b2

ξ2
1 + a2b1 ξ2

2 + a2b2

 .

On obtient :
det(λξ + (1− λ)η) = det(ξ + (1− λ)a⊗ b)

= λ detξ + (1− λ) detη.

On déduit que rang{λ− η} ≤ 1 alors

T
(
λξ + (1− λ)η

)
=
(
λξ + (1− λ)η, det

(
λξ + (1− λ)η

))
= λT (ξ) + (1− λ)T (η).

(ii) La preuve est similaire à la précédente. Si ϕ ∈ C2(Ω,R2), alors

det∇ϕ =
∂ϕ1

∂x1

∂ϕ2

∂x2

− ∂ϕ1

∂x2

∂ϕ2

∂x1

=
∂

∂x1

(
ϕ1∂ϕ

2

∂x2

)
− ∂

∂x2

(
ϕ1∂ϕ

2

∂x1

)
On intègre par partie on a si ϕ ∈ C2

0(Ω,R2) alors :

mes(Ω) detξ =

∫
Ω

[
detξ + ξ1

1

∂ϕ2

x2

+ ξ2
2

∂ϕ1

x1

− ξ2
1

∂ϕ2

x1

− ξ1
2

∂ϕ1

x2

+ det∇ϕ
]
dx

=

∫
Ω

(ξ +∇ϕ(x))dx
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Par densité, si ϕ ∈ W 1,∞
0 (Ω,R2), On déduit alors que, pour chaque ϕ ∈ W 1,∞

0 (Ω,R2), on

doit avoir

mes(Ω)T (ξ) =
(∫

Ω

(ξ +∇ϕ(x))dx,

∫
Ω

det(ξ +∇ϕ(x))dx
)

=

∫
Ω

T (ξ +∇ϕ(x))dx.

On passe maintenant à la démonstration du théorème principale de cette section.

Démonstration :

Partie 1. f est convexe ⇒ f est polyconvexe. (évident)

Partie 2. fest polyconvexe ⇒ f est quasiconvexe. Comme f est polyconvexes, il existe

F ∈ Rτ(n,m) −→ R convexe, telle que

f(ξ) = F (T (ξ))

En utilisant le lemme (2.3.3) et l’inégalité de Jensen on obtient :

1

mes(Ω)

(∫
Ω

f(ξ +∇ϕ(x)
)
dx =

1

mes(Ω)

∫
Ω

F
(
T (ξ +∇ϕ(x))

)
dx

≥ F
( 1

mes(Ω)

∫
Ω

T (ξ +∇ϕ(x))
)
dx = F (T (ξ)) = f(ξ),

Cet inègalité est la définition de quasiconvexité. Pour tout ouvert Ω ∈ Rn, pour tout

ξ ∈ RN×n et pour tout ϕ ∈ W 1,∞
0 (Ω,Rm).

Partie 3. f est quasiconvexe ⇒ f rang un convexe. Rappelons qu’on veut

montrer que

f(λξ + (1− λ)η) ≤ λf(ξ) + (1− λ)f(η)

pour tout λ ∈ [0, 1], ξ, η ∈ Rm×n avec le rang de {ξ − η} ≤ 1.

Soient ε > 0,Ωξ,Ωη ⊂ Ω et ϕ ∈ W 1,∞
0 (Ω,Rm) telle que

|mesΩξ − λmesΩ| ≤ ε, |mesΩη − (1− λ)mesΩ| ≤ ε

∇ϕ(x) =

 (1− λ)(ξ − η), si x ∈ Ωξ

−λ(ξ − η), si x ∈ Ωη

‖∇ϕ‖L∞ = γ



2.4. CONTRE EXEMPLES 29

Où γ = γ(ξ, η,Ω) est une constante indépendante de ε. On peut alors utiliser la quasicon-

vexité de f pour obtenir∫
Ω

f(λξ + (1− λ)η +∇ϕ)dx =

∫
Ωξ

f(ξ)dx+

∫
Ωη

f(η)dx+

∫
Ω−(Ωξ∪Ωη)

f(λξ + (1− λ)η +∇ϕ)dx

≥ f(λξ + (1− λ)η +∇ϕ)mes(Ω)

En utilisant les propriètès de la fonction f et le fait que ε est arbitraire, on a bien obtenu

que f est de 1-rang convexe.

Partie 4. f polyconvexes ⇒ f rang un convexe . On utilise le lemme (2.3.3). En

effet, depuis f est polyconvexes, il existe F : Rτ(n,m) → R ∪ {+∞} convexe de façon que

f(ξ) = F (T (ξ)).

Soit λ ∈ [0, 1], ξ, η ∈ Rm×n avec le rang {ξ − η} = 1, alors, on utilise le lemme (2.3.3), on

obtient

f(λξ + (1− λ)η) = F (T (λξ + (1− λ)η)) = F (λT (ξ) + (1− λ)T (η))

≤ λF (T (ξ)) + (1− λ)F (T (η)) = λf(ξ) + (1− λ)f(η).

2.4 Contre exemples

Dans ce paragraphe on va étudie les propriétés réciproques et on donne des contres

exemples pour les implications précédentes (voir [6], [1])

1. Une fonction rang un convexe et non polyconvexe

On sait que toute fonction polyconvexe est rang un convexe. Dans le cas n = 3 le

résultat est faux, un contre-exemple a été donnée par Terpstra et Serre. (voir [6])

Théorème 2.4.1 Soit M une matrice symétrique de R(m×n)×(m×n)

et f : Rm×n → R tels que :

f(ξ) =< Mξ, ξ >

avec <,> désigne le produit scalaire Euclidien dans Rm×n. Alors

f rang un convexe ; f polyconvexe.
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Lemme 2.4.2 Soit M une matrice symmetrique dans R(m×n)×(m×n) et soit

f(ξ) :=
〈
Mξ, ξ

〉
.

Alors on a les résultats suivants.

1. f est convexe si et seulement si

f(ξ) ≥ 0

pour tout ξ ∈ Rm×n

2. f est polyconvexe si et seulement s’il existe α ∈ Rσ(2) telle que

f(ξ) ≥
〈
α, adj2ξ

〉
pour tout ξ ∈ Rm×n. On note par

〈
., .
〉
le produit scalaire sur Rσ(2) où

σ(2) = C2
mC

2
n

3. f est quasiconvexe si et seulement si∫
D

f(∇ϕ(x))dx ≥ 0

pour tout ouvert D ⊂ Rn et pour tout ϕ ∈ W 1,∞
0 (D,Rm).

4. f est rang un convexe si et seulement si

f(a⊗ b) ≥ 0

pour tout a ∈ Rm, b ∈ Rn.

On donne maintenant un contre-exemple de fonction rang un convexe et qui n’est pas

polyconvexe pour n = 3.

Soit

ξ =


ξ1

1 ξ1
2 ξ1

3

ξ2
1 ξ2

2 ξ2
3

ξ3
1 ξ3

2 ξ3
3


et

f(ξ) =
(
ξ1

1 − ξ3
2 − ξ2

3

)2

+
(
ξ1

1 − ξ3
1 − ξ1

3

)2

+
(
ξ2

1 − ξ3
1 − ξ1

3

)2

+ (ξ2
2)2 + (ξ3

3)2
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Tout d’abord on va montrer qu’il existe ε > 0 tels que

f
(
a⊗ b

)
− ε|a⊗ b|2 ≥ 0 (2.7)

pour tout a, b ∈ R3, où |ξ|2 =
〈
ξ, ξ
〉
dénote la norme euclidien.

D’après le lemme (2.3.3) on aura garantie que la fonction :

g(ξ) = f(ξ)− ε|ξ|2 (2.8)

est rang un convexe.

Dans la deuxième étape on va montrer que g est non polyconvexe.

Premièrement, posons

ε0 = inf
{
f(a⊗ b) : a, b ∈ R3, |a⊗ b| = 1

}
(2.9)

Alors, puisque f ≥ 0 on a ε0 ≥ 0, Pour démontrer (2.7), il suffit de prouver que ε0 > 0.On

procède par l’absurde et supposons que ε0 = 0. Notons que dans (2.9) le minimum est

atteint (parce que f est continu et l’ensemble des matrice a× b = 1 est un ensemble borne)

et par conséquent, il existe a, b ∈ R3 tels que

f(a⊗ b) = ε0 = 0 et |a⊗ b| = 1

Rappelant que

a⊗ b =


a1b1 a1b2 a1b3

a2b1 a2b2 a2b3

a3b1 a3b2 a3b3


Donc, on obtient 

a1b1 = a2b3 + a3b2

a1b2 = a3b1 − a1b3

a2b1 = a1b3 + a3b1

a2b2 = 0, a3b3 = 0

(2.10)

1. a2 = a3 = 0 alors on obtient 
a2 = a3 = 0

a1b1 = a1b3 = 0

a1b2 = −a1b3

(2.11)
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– a1 = 0, donc a1 = a2 = a3 = 0 et par conséquant |a ⊗ b| = 0, contradiction avec

|a⊗ b| = 1.

– b1 = 0 et b3 = 0, d’aprés (2.11) b2 = 0. on déduit que |a⊗ b| = 0. Contradiction

2. a2 = b3 = 0 alors on obtient : 

a2 = b3 = 0

a1b1 = a3b2

a1b2 = a3b1

a3b1 = 0

– a3 = 0, alors a1b1 = a1b2 = 0 donc |a⊗ b| = 0, contradiction.

– b1 = 0, alors a3b2 = a1b2 = 0 donc |a⊗ b| = 0, contradiction.

3. De même pour le cas a3 = b2 = 0 et b2 = b3 = 0. Et donc la fonction g définie par

(2.8) est rang un convexe pour tout ε tels que 0 < ε < ε0.

On va montrer maintenant que g est non polyconvexe, en tenant compte du lemme

(2.4.2), il suffit de démontrer que pour tout α ∈ R3×3, il existe ξ ∈ R3×3 tels que g(ξ) +〈
α, adj2ξ

〉
< 0.

On va montrer que l’inégalité ci-dessus est vrai pour les matrices ξ de la forme suivante :

ξ =


a+ b c− a a

c+ a 0 b

c d 0


pour de telles matrices ξ on a f(ξ) = 0 et par conséquant

g(ξ) = −ε|ξ|2

= −ε[(b+ d)2 + (c− a)2 + a2 + (c+ a)2 + b2 + c2 + b2]

et

adj2ξ =


−bd bc cd+ ad

ad −ac −(bd+ d2 − c2 + ac)

bc− ab ac+ a2 − b2 − bd a2 − c2


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Donc, 〈
α, adj2ξ

〉
= −α1bd+ α2bc+ α3(cd+ ad)

+ α4ad− α5ac− α6(bd+ d2 − c2 − bd)

+ α7(bc− ab) + α8(ac+ a2 − b2 − bd) + α9(a2 − c2).

on considère pleusieurs cas

1. Si α8 > 0, alors a = c = d = 0 et b 6= 0, on obtient

g(ξ) +
〈
α, adj2ξ

〉
= −ε|ξ|2 +

〈
α, adj2ξ

〉
= −ε(2b2)− α8b

2 < 0

2. Si α6 > 0, alors a = b = c = 0 et d 6= 0, on a

g(ξ) +
〈
α, adj2ξ

〉
= −ε(2d2)− α6d

2 < 0.

3. Si α9 − α6 > 0 (α8 ≤ 0, α6 ≤ 0), alors a = b = d = 0 et c 6= 0 on a

g(ξ) +
〈
α, adj2ξ

〉
= −ε(2c2)− (α6 − α9)c2 < 0

on peut supposer que α8 ≤ 0, α6 ≤ 0 et α9 − α6 ≤ 0. d’aprés trois inégalité on peut

déduit que α8 + α9 ≤ 0, on prenant b = c = d = 0 et a 6= 0, on a

g(ξ) +
〈
α, adj2ξ

〉
= −ε(3a2) + (α8 + α9)a2 < 0

ce qui termine la démonstration

Deuxième exemple :

On donne maintenant un contre exemple de fonctions rang un convexes non polyconvexes

qui est donné avec des fonctions à valeurs dans R∪{+∞} et est dû à Dacorogna.(voir [6])

Soient ξ1, ξ2, ξ3 ∈ R2×2 ; λ1, λ2, λ3 ∈ [0, 1] tels que :
λ1 + λ2 + λ3 = 1,∑
i

λi det ξi = det(
∑
i

λi ξi),

det(ξi − ξj) 6= 0 ∀i, j; i 6= j :
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On pourra prendre
λ1 = λ2 = λ3 =

1

3
,

ξ1 =

 1 0

2 0

 , ξ2 =

 0 1

0 1

 , ξ3 =

 −1 −1

0 0

 .

Soit f : R2×2 → R ∪ {+∞}, définie par

f(ξ) =

 0, si ξ = ξi, i = 1, 2, 3

+∞, sinon.

Alors f est rang-1-convexe et non polyconvexe.

2. Une fonction rang un convexe et non quasiconvexe

Nous savons que toutes fonction quasiconvexe est rang un convexe. on va etudie la

réciproque. Dans le cas m ≥ 3 et n ≥ 2 le résultat est faux. Ceci a été démontré par

S̃verak dans un article publie en 1992, (voir [12]).

Théorème 2.4.3 Si m ≥ 3 et n ≥ 2. alors il existe f : Rm×n → R rang un convexe mais

non quasiconvexe

Remarque

1. Si n = m > 1, l’application F 7→ |detF | est quasiconvexe mais n’est pas convexe

2. Pour m = n = 2, la fonction f(ξ) = det ξ est polyconvexe sans être convexe.



CHAPITRE 3

LES ENVELOPPES CONVEXES AU SENS GÉNÉRALISÉ

En général la fonctionnelle I n’est pas faiblement semi-continue inférieurement, de ce

fait, on ne peut pas appliquer les méthodes directes. Toutefois il est possible de remplacer

(P ) par un nouveau problème (QP ), appelé problème relaxé, qui garde l’essentiel des

caractéristiques du problème :

inf

{
Ī(u) =

∫
Ω

Qf
(
∇f(x)

)
dx

}
, (QP)

Où Qf est l’enveloppe quasiconvexe de f , qui est la plus grande fonction quasiconvexe

majorée par f . La difficulté rencontrée dans le passage du problème (P ) au problème (QP )

réside dans le calcul explicite de l’enveloppe quasiconvexe QW .

3.1 Les différentes enveloppe

On définit les enveloppes convexe, polyconvexe, quasiconvexe, rang un convexe et sé-

parément convexe d’une fonction f par, respectivement, la plus grande fonction convexe,

polyconvexe, quasiconvexe, rang un convexe et séparément convexe qui minore f . On les

dénote, respectivement, par Cf , Pf , Qf , Rf , Sf et on a

Cf(x) = sup
{
g(x) : g convexe; g ≤ f

}

35
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Pf(x) = sup
{
g(x) : g polyconvexe; g ≤ f

}
Qf(x) = sup

{
g(x) : g quasiconvexe; g ≤ f

}
Rf(x) = sup

{
g(x) : g rang − un− convexe; g ≤ f

}
Sf(x) = sup

{
g(x) : g separement convexe; g ≤ f

}
On observe d’ après le théorème (3.4) immédiatement ce qui suit :

Cf ≤ Pf ≤ Qf ≤ Rf ≤ Sf ≤ f

3.1.1 L’enveloppe convexe

Théorème 3.1.1 Soit f : Rm×n → R ∪ {+∞} telle qu’il existe α ∈ R verifiant :

α ≤ f(ξ) pour tout ξ ∈ R

Alors on a la formule suivante, pour tout ξ ∈ Rm×n,

Cf(ξ) = inf

{
n.m+1∑
i=1

λif(xi) :
n.m+1∑
i=1

λiξi = ξ

}

3.1.2 L’enveloppe polyconvexe

Théorème 3.1.2 Soient f : Rm×n → R ∪ {+∞} et g : Rm×m → R ∪ {+∞} telle que

f(ξ) ≥ g(ξ) pour tout ξ ∈ Rm×n

Alors on a la formule suivante, pour tout ξ ∈ Rm×n,

Pf(ξ) = inf

{
τ(n,m)+1∑

i=1

λif(xi) :

τ(n,m)+1∑
i=1

λiT (ξi) = T (ξ)

}

3.1.3 L’enveloppe quasiconvexe

Théorème 3.1.3 Soient f : Rm×n → R borel mesurable localement borné et g : Rm×n → R

quasiconvexe telle que

f(ξ) ≥ g(ξ) pour tout ξ ∈ Rm×n
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alors, pour tout ξ ∈ Rm×n,

Qf(ξ) = inf

{
1

mes(Ω)

∫
Ω

f(ξ +∇ϕ(x))dx : ϕ ∈ W 1,∞
0 (Ω,Rm)

}
(3.1)

Où Ω ⊂ Rn ouvert borné. En particulier la borne inférieure de la formule est indépendant

du choix de Ω.

Pour plus de détails (voir [6])

3.1.4 L’enveloppe rang un convexe

Soit I un entier quelconque et λ ∈ ΛI telle que

ΛI =

{
λ = (λ1, ..., λI) : λi ≥ 0 et

I∑
i=1

λi = 1

}
.

Théorème 3.1.4 Soit f : Rm×n → R ∪ {+∞} est rang un convexe telle que

f(ξ) ≥ g(ξ) pour tout ξ ∈ Rm×n.

Alors pour tout ξ ∈ Rm×n,

Rf(ξ) = inf

{
I∑
i=1

λif(ξi) : λ ∈ ΛI ,
I∑
i=1

λiξi = ξ, (λi, ξi) satisfont(HI)

}

Où HI est définie dans le 1re chapitre

Théorème 3.1.5 Soit f : Rm×n → R, si on pose R0f := f et pour k ∈ N

Rk+1(ξ) := inf

 λRkf(ξ1) + (1− λ)Rkf(ξ2), λ ∈ [0, 1],

ξ = λξ1 + (1− λ)ξ2, et rang(ξ1 − ξ2) ≤ 1.


Alors

lim
k→∞

Rkf(ξ) = Rkf(ξ), ξ ∈ Rm×n
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Démonstration :

On note d’abord que,

g ≤ Rk+1f ≤ Rkf

Et par conséquent, les quantités suivantes sont bien définies

R′f := lim
k→∞

Rkf = inf
k∈N

Rkf

On montre maintenant que R′f est rang un convexe pour cella on considère ξ et η dans

Rm×n et λ ∈ [0, 1] tels que rang(ξ − η) ≤ 1 on doit montrer que

λR′f(ξ) + (1− λ)R′f(η) ≥ R′f(λξ + (1− λ)η).

Par définition de la borne inférieure, pour tout ε > 0, on peut trouver i, j ∈ N, tels que

R′f(ξ) ≥ −ε+Rif(ξ) ≥ −ε+Rjf(ξ) et R′f(η) ≥ −ε+Rjf(η).

On retrouve ainsi que

λR′f(ξ) + (1− λ)R′f(η) ≥ −ε+ λRjf(ξ) + (1− λ)Rjf(η)

≥ −ε+Rj+1f(λξ + (1− λ)η)

≥ −ε+R′f(λξ + (1− λ)η).

Comme ε est arbitraire, le résultat découle
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3.2 Théorème de relaxation

Le problème relaxé est utile non seulement à définir des solutions généralisées de (P).

On peut caractériser ces solutions par passage au problème relaxé qui, bien sûr admet des

solutions. [voir [6]]

Théorème 3.2.1 Soient Ω un ouvert borné de Rn f : Rm×n → R une fonction mesurable

vérifiant, pour un certain p ≤ 1

0 ≤ f(ξ) ≤ α (1 + |ξ|p), pour tour ξ ∈ Rm×n

Où α > 0 est une constante alors que pour le cas p = ∞, on suppose de plus que f est

localement borné. Pour chaque ξ ∈ Rm×n, soit

Qf(ξ) = sup
{
g(ξ) : g ≤ f et g quasiconvexe

}
soit l’enveloppe quasiconvexe de f .

1. alors

inf(P ) = min(QP ).

Plus précisément, pour tout u ∈ W 1,p
0 (Ω,Rm), il existe une suite (un){ν∈N ⊂ u +

W 1,p
0 (Ω,Rm) telle que

uν → u dans Lp quand ν →∞∫
Ω

f(∇(uν))→
∫

Ω

Qf(∇u(x))dx quand ν →∞

2. Supposons, en plus des hypothèses de la partie 1, que, si 1 < p < ∞, il existe

α ≥ β > 0, γ ∈ R alors

γ + β|ξ|p ≤ f(ξ) ≤ α(1 + |ξ|p) pour toutξ ∈ Rm×n

Puis, en plus des conclusions de la partie 1, la suivante est vérifiée :

uν ⇀ u dans W 1,p(Ω) si ν →∞.
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