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Résumé

Dans ce travail on obtient des paramétrages des surfaces de Delaunay qui sont des surfaces
de révolution a courbure moyenne constante, ces paramétrages découlent directement des pa-
ramétrages des coniques engendrant ces surfaces via la roulette correspondante. Ce traitement
utilise la géométrie naturelle de la conique (parabolique, elliptique ou hyperbolique) et conduit

a des expressions simples pour les courbures moyenne et gaussienne de ces surfaces.
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abstract

In this work we obtain parametrizations of the Delaunay surfaces which are surfaces of re-
volution with constant mean curvature, these parametrizations result directly from the parame-
trizations of the conics generating these surfaces via the corresponding roulette. This treatment
uses the natural geometry of the conic (parabolic, elliptical or hyperbolic) and leads to simple

expressions for the mean and Gaussian curvatures of these surfaces.
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Introduction

Les surfaces de révolution & courbure moyenne constante (CMC) ont été introduites et com-
plétement caractérisées par C. Delaunay. Outre les cas élémentaires de spheéres et de cylindres,
il existe trois classes de surfaces de Delaunay, les caténoides, les unduloides et les nodoides,
correspondant au choix de la conique comme parabole, ellipse ou hyperbole, respectivement.
Nous obtenons ici les paramétrages des roulettes (les courbes qui engendrent les surfaces de
Delaunay par rotation), et donc des surfaces de Delaunay correspondantes, directement & partir
des paramétrages des coniques. Dans notre approche, I'unduloide est décrit avec des fonctions
trigonométriques, tandis que le caténoide et le nodoide sont décrits avec des fonctions hyperbo-
liques. Cela donne des expressions simples pour la courbure gaussienne, la courbure totale et la
courbure moyenne ainsi que la longueur des roulettes. La courbure moyenne d’un unduloide, en
particulier, est donnée par 'inverse de la distance entre les sommets de 1'ellipse correspondante,
alors que la courbure moyenne d’'un nodoide est donnée par moins 'inverse de la distance entre
les sommets de I’hyperbole correspondante. Les paramétrages présentés ici donnent également
lieu & une construction simple de nodoides. Ce travail est organisé comme suit, en chapitre
un, on présente les notions générales nécessaires pour cette étude. Dans le chapitre deux, on
introduit les roulettes des coniques. Enfin, le chapitre trois est une présentation des surfaces a

courbure moyenne constante, appelées surfaces de Delaunay.




Chapitre 1

(Généralité sur les courbes et les surfaces

parameétrées

1.1 Courbes paramétrées

Définition 1.1.1. Une courbe paramétrée ou un arc paramétrée est une application de classe
cl:
v:la,b] — R™
Le paramétrage =y est dit régulier sur [a,b] si ' (t) #0 pour tout t € |a,b).
L’image Im v = v([a,b]) est appelée le support de .
Exemple 1.1.1. (Droite dans R™) La droite dans R? passant par Les deux points (1,2) et (2, —3)
peut étre paramétrer par :
v(t) = (1,2) + t(2,-3) = (1 + 2t,2 — 3t)
Remarquons que,y'(t) = (2,—3) # (0,0) pour tout t € R. Donc ~ est régulier sur R

Exemple 1.1.2. (Cercle) Le cercle C de rayon 2 et de centre (1, —1) est donné par I'équation :
(z =10+ (y+1)* =2
pour trouver un paramétrage pour C on peut prendre
r—1=2cost e y+1=2sint

alors
r=142cost et y=2sint—1
on définit
v :10,27] — R?
t — () = (x(t),y(t)) = (14 2cost,2sint — 1)
puisque'(t) = (—2sint,2cost) # (0,0) pour tout t € [0,27],alors v est un paramétrage régulire
de C.
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Exemple 1.1.3. (Ellipse) Pour trouver un paramétrage de I'ellipse E donné par I’équation

cartésienne : ) )
z Y
— + =1
4 9
on pose
T Y .
— =cost et = =sInt
2 3
alors

r=2cost et y=3sint
on peut vérifier facilement que :
v :R — R?
t +—— ~(t) = (2cost,3sint)
est un paramétrage de F .

Exemple 1.1.4. (Graphe d'une fonction) Si f : [a,b] — R une fonction de classe C* et T'y

son graphe alors :
v oila ] — R?

to—= ) =@ 1)

est un paramétrage de I'y .

1.1.1 Vecteur tangent

Définition 1.1.1. Soit v : [a,b] — R"(n =2 ou n = 3) un arc paramétré et t, € |a,b]
1.4/(t) est appele le vecteur tangent a vy au point ~y(t).

2. Un point v(ty) est dit singulier si ~'(t) = 0(ou 0 est le vecteur nul de R™).

3. Un point v(ty) est dit régulier si ~'(t) # 0

4. L’arc pramétré v est dit réguliers: tous ses points sont réguliers

5. Siy est de classe C?, le point p=y(to) est dit birégulier si les deuz vecteurs

lto) = Xt0) = (w4t0), 24 (1)

(1) = St 0) = (1) . (1)

sont linéairement indépendants dans R"

6. L’arc paramétré v est dit birégulier si vy est de classe C* et tous ses points sont birégulires .
Exemple 1.1.5. L’application y(t) = (t2,t*), t € R est un paramétrage de la parabole
d’équation y = z*. C’est un arc paramétré non régulier .En effet : v/(t) = (2t, 4t%)

pourt = 0,+'(0) = (0,0) donc le point y(0) = (0, 0) est un point singulier d’oti y est non régulier
sur R.




1.1. Courbes paramétrées 1. Généralité sur les courbes et les surfaces paramétrées

Exemple 1.1.6. L’arc parammétré :

v :R — R3
t — ) = (t3t%23).

est birégulier. En effet ~'(t) = (1,6t,6t*) et ~"(t) = (0,6,12t) sont des vecteurs non nuls et

non colinéaires donc linéairement indépendants.

1.1.2 Longueur d’arc

Soit C une courbe dans R? ( ou dans R?)

Définition 1.1.2. La longueur de l'arc de C d’origine y(a) et d’extrémité ~(t) est donnée par :

uw:ﬂwww.

Exemple 1.1.7. Soit un paramétrage d’un cercle C dans le plan

v :[0,27] — R?
t — (t) = (rcost,rsint)

pourt=m:

L(7) I/ﬂllv’(t)!\dtz/ﬂrdtzm-

La longueur du support de ~y (la circonférence du cercle) est :

27

L(7) = 7\|fy’(t)Hdt - /rdt = 2.

1.1.3 Abscisse curviligne

Définition 1.1.3. On appelle abscisse curviligne d’origine P= ~y(a) application définie

par :
v et — [0, L]
¢
t— s(t) = [V (u)lldu.
Remarque 1.1.1. 1. L’abscisse curviligne s = s(t) est une fonction diférentiable

et croissante. En efet :

ds

t
— d / _ /
=5 [ @ldu=ly @i >0

10
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2. Donc s = s(t) est une bijection de [a,b] sur [0, L]. Son inverse est t = t(s). De plus
on a :
it 1

e ds
ds o

Définition 1.1.4. Soit v : [a,b] — R™ un paramétrage d’une courbe C.
L’arc v est dit paramétré par abscisse curviligne(par longueur d’arc ou a vitesse

unitaire ) noté p.a.c si v/ (t) est un vecteur unitaire pour tout t € [a,b].

Exemple 1.1.8. Soit un paramétrage d’une droite
V() = (1+1t,2 —5t).
() = (1,-5). Alors

s(t) = /||7’(u)||du = /\/%du = V/26t.

la fonction inverse est

1.1.4 courbes planes

Soit 7 : I — R? un arc paramétré par abscisse curviligne, nous noterons 7'(s) son vecteur

tangent 7/(s), qui dans ce cas est un vecteur unitaire.
Définition 1.1.5. Soit v :— R? un arc paramétré p.a.c. On définit le vecteur normal au

point y(s) :
Y
n(s)=J xT(s),oun J= (1 0 )

remarquons que ||n(s)||= 1.
Exemple 1.1.9. Un paramétrage d’un cercle

v R — R?

s — ~(s) = (rcos f,rsin f)

r r
s s s s
— (—sin 2 2) et — (—cos 2. —sin2).
I'(s) = ( smr,cosr) et n(s) = ( cos —, smr)

Remarque 1.1.2. Cette définition est réalisée de telle maniére que la famille {T'(s),n(s)}
forme une base orthonormée positivement orientée de R?. En d’autres termes, le vecteur n(s)

est obtenu a partir de T'(s) par une rotation d’angle 7 dans le sens antihoraire.

11
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Courbure d’une courbe plane

Si~y: I — R? est un arc paramétré p.a.c pour s € I, on a :
<T(s),T(s) >=[IT(s)[=1
dérivons cette équation :
<T'(s), T(s) >+ <T(s),T'(s)=2<T'(s),T(s) >=0

Ainsi, les deux vecteurs T'(s) et T'(s) sont perpendiculaires. Par conséqent 7”(s) est un multiple
du vecteur normal n(s), d’ou :
T'(s) = k(s).n(s).

Définition 1.1.6. Soit v : I — R? un arc paramétré p.a.c. La fonction
k:I — R

est appelée la courbure de

Exemple 1.1.10. Soit le paramétrage d’un cercle de centre (0,0) et

de rayon r :
v R — R?
s — 7(s) =(rcos? rsin?)
remarquons que ||T(s)||= ||(—sin %, cos ?)||= 1, c-a-d vy est paramétré p.a.c, de plus

n(s) = (—cos2,—sin2), ona T'(s) = (—Lcos2, —1sin2) =1 xn(s), dou
K(s) = 2.

Remarque 1.1.3. 1 On peut calculr la courbure par :
K(s) =<T'(s),n(s) >= det(v'(s),7"(s))
2 Puisque ||T"(s)||= |x(s)|. La courbure d’une courbe plane est orientée.

Proposition 1.1.1. Soit v un arc paramétré régulier. La courbure de v au point y(t) est :

et ((0),4(1)
"0 = 0P

Preuve : (voir/5/) m
Exemple 1.1.11.
v R — R?
t +—— 7(t) = (rcost,rsint)
Y (t) = (—=rsint,rcost) et +"(t) = (—rcost, —rsint)

on obtient : ) , )
GGG 0) S
v (@®)1? o

12
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1.1.5 Courbes dans R?

Dans toute la section,y : ] — R3 est un paramétrage d’une courbe dans R®. De plus, si

v : I — R3 est p.a.c, on note par T'(s) le vecteur tangent 7/(s) au point ~y(s).

Courbure
Définition 1.1.7. Soit v : I — R3 est un arc paramétré p.a.c. La fonction

k I — R
s — K(s) =|[T'(s)ll

est appelée la courbure de v au point y(s).

Exemple 1.1.12. 1 La droite dans R3 passant par (\%,O, 1) et (\/5, —\%, 1) peut étre

paramétrer par :
1 0) = ( 1 L 1 ; 1 ;
eI R 2

Remarquons que : v'(t) = (—\%, —\%, 0) pour tout t € R. Puisque ||/ (t)||= 1, Alors :

50 1)+ 1)

r(s) = 17" (B)ll1= 11(0,0,0)]]

donc 7y est p.a.c

1
5(s) = ()= 5
Définition 1.1.8. Soit v : I — R3 est un arc paramétré p.a.c. Si k(s) # 0 pour tout s € I.
on définit le vecteur normal de v au point y(s) par :
T T
ey = )T
[T"(s)l - r(s)

Exemple 1.1.13.

d’aprés I’exemple précédent, v est p.a.c :

1 1

V() = (=g o8l ), =3 sin(5),0) et (s) = ()= 5
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d’ou :

= (— COS(E)’ — Sin(ﬁ), 0).

Proposition 1.1.2. Soit v : I — R3 un arc paramétré régulier. Alors

sa courbure est :

IO AW
RZCI

k(1)
Preuve : (Voir /3], pp 291) =
Exemple 1.1.14. L’hélice circulaire d’axe (zz') est la courbe paramétrée par :
v(t) = (acos(t),asin(t),bt),t € R
ot a, b sont des réels non nuls
7' (t) = (—asin(t),acos(t),b)
I (0)|= Ve T
ceci montre que vy est régulier, mais n’est pas p.a.c.
7" (t) = (—acos(t), —asin(t),0)

et
7' (t) A" (t) = (absin(t), —abcos(t), a*)

il s’ensuit : )
0) |(absint, —abcost,a®)||  (a?b® + a)? |al
k(t) = = .
—asin(t), acos(t),b)||? a2 + b2)3 a? + b2
(a* + b?)

1.2 Surfaces paramétrées

1.2.1 Surfaces paramétrées dans R?

Soit U un ouvert connexe de R?. On utilisera (u,v) comme coordonnées dans I'espace des

paramétres U et (x,vy,2) comme coordonnées dans R3

Définition 1.2.1. Une fonction o : U — R? est dite lisse sur U si pour tout entier k > 2,

toutes ses dérivées partielles jusqu’a l'ordre k existent et sont continues.
Définition 1.2.2. Soit U un ouvert connexe de R?. Une application lisse :

o U — oU)CR?
(u,v) —  o(u,v)

est dite un paramétrage d’une surface(ou une surface paramétrée)dans R? si

Ou X 0y(u,v) # Ogs pour tout (u,v) € U. o(U) est appelée le support de o.

14
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Remarque 1.2.1. La condition o, X o,(u,v) # Ogs est équivalente a l'une des deux assertions

équivalentes :
1. La matrice Jacobienne de o est de rang 2 en chaque point de U,
2. les deux vecteur oy et o, sont linéairement indépendants pour tout
(u,v) € U.
Exemple 1.2.1. Le plan définit par I’équation cartésienne :
3x+2y—2=0
. De I'équation découle
z=3r+ 2y
posons r = u et y = v on obtient un paramétrage de ce plan :

o U CR*> — RS
(u,v) — o(u,v) = (u,v,3u+ 2v)

Exemple 1.2.2. (Graphe d’une fonction lisse) Soit la fonction lisse

f U CcR® — R
(z,y) — flr,y) =2

Considérons le graphe I'y de

o U CR® — R?
(z,y) — o(z,y) = (2,9, f(z,y))

Papplication o est un paramétrage de la surface I'y C R®. En effet, I'application o de U
dans R? vérifie pour tout (u,v) € U :

Ou X 0y(u,v) = (= fu, — fo, 1)(u, v) 7# Ogs.

Exemple 1.2.3. (Surface de révolution)

Soit y(t) = (y(t),2(t)),t € [a,b]) un paramétrage régulier d’une courbe C' dans la plan (yz).
On suppose que y(t) > 0 pour tout t. La surface obtenue par rotation de C autour de I'axe z2'
est appelée la surface de révolution autour de I'axe zz'. Le point v(u) = (y(u), z(u)) engendre
un cercle dans le plan (zy) de centre (0,0) et de rayon y(t). On peut paramétrer ce cercle par

(y(t) cosv,y(t)sinv) ot v € [0, 72]. En utilisant ce qui précéde, on obtient le paramétrage :

o :la,b] x[0,27] — R3
(t,v) — o(t,v) = (y(t)cosv,y(t)sinv, z(t))

Vérifions la condition :
ou(t,v) = (' (1) cos v,y (£) sin v, 2/ (1))

15
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et
ou(t,v) = (—y(t) sinw, y(t) cosv, 0)

Par conséquent :

(00 x 0)(t,v) = (=2 (t)y(t) cos v, 2/ (t)y(t) sin v,y ()y(t))
et
[(o0 x a)(t,v)[|= y(@)[|7(t)I# 0

donc la surface de révolution de la courbe C' est une surface paramétrée dans R3.

1.2.2 Plan tangent et vecteur normal
Soit ¢ = o(u,v) un paramétrage d’une surface S = o(U) C R? et
v oia b — UcCR?
t = () = (ud), v(t))
un paramérage régulier d’'une courbe C. Considérons maintenant

o U — R3

(ut), v(t)) — o(u(t),v(t)) = o(7(t)) = p(t)

I'image de C' sur S = o(U). L’application p = o o v est lisse car c’est la composée de deux
applications lisses, de plus %(zﬁ) = 0 pour tout t.

Définition 1.2.3. Soit v € R® un vecteur non nul et S une surface de R®. Le vecteur v est
tangent a S en un point p € S s’il existe une courbe sur S passant par p et paramétrée par (5
d
telle que d—f(t) # 0.
Si B(t) = o(u(t),v(t)), alors
dg, . Oodu dodv du dv

t) = — ) _ o @vo_ / /
oW = gua Tavar = v T o How

d’ou la définition :

Définition 1.2.4. Soit p = o(u,v) € S. Uespace tangent a S au point p, noté 1,S est le plan
engendré par les deux vecteurs o, (u,v), o,(u,v).

Pour un point x € T,S, alors : x = p + o, (u,v) + o, (u, v).

Exemple 1.2.4. Considérons la fonction f(x,y) = 2% + 4> définie sur R?. Par ’exemple
prédédent, le graphe Ty = {(x,y,2* + y*)|(z,y) € R?} est une surface paramétrée par :

o(u,v) = (u,v, f(u,v))

Soit (u,v) € R?
ou(u,v) = (1,0,2u), 0,(u,v) = (0, 1,20)

16
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et
ou(u,v) Aoy (u,v) = (—2u, —2v,1) # Os

pour p = 0(0,0) = Ogs

1,8 = Vect{s,(0,0), 0,(0,0)}

= Vect{(1,0,0),(0,1,0)}
Définition 1.2.5. Soit
o U — S=0lU)eR?
(t,v) — o(u,v)
une surface paramétrée réguliere. Pour p = o(u,v) € U le vecteur o,(u,v) A o,(u,v) est un
vecteur non nul, orthogonal au plan tangent T,S, on obtient le vecteur unitaire correspondant

en prenant
ou(u,v) A oy, (u,v)

low(u, v) Aoy(u, vl

il est appelé le vecteur normal unitaire de S au poit p = o(u,v).

n(u,v) =

Exemple 1.2.5. 1. Considérons S = {(u,v, f(u,v))|(u,v) € R*}
Sip=o(u,v) €8, alors : o,(u,v) = (1,0, fu(u,v)),0,(u,v) = (0,1, f,(u,v) et

0w ) Nou(wv) _ (<fu—nd) _ (h—fu)
foulw o) Aou(w o)l ~ T fo—fo D~ P2+ 271

2. Pour S = {(x,y,2) € S?|z > 0} paramétrée par :

n(u,v) =

c: U=B(0,1 — S=0(U)eR?
(u,v) — o(u,v) = (u,v, V1 —u? —v?)

ot B(0,1) est la boule ouverte de R.

Le vecteur normal au point p = o(u,v) est :

_ou(u,v) Noy(u,v) u v — 2 — 02
) = o o) Ao o) MR

1.2.3 Surface orientée

Définition 1.2.6. Soit S une surface réguliere de R®. Un champ de vecteurs normal sur S est

une application vectorielle de class C*
n:S— R?
tel que pour tout p € S,n(p) € (T,,S)* le plan orthogonal a (T,S)

Définition 1.2.7. Une surface régulice de R? est orientée si elle admet un champ de

vecteurs normal unitaires global de class C*°.
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1.2. Surfaces paramétrées 1. Généralité sur les courbes et les surfaces paramétrées

1.2.4 Premiére Forme fondamentale

Soit S C R? une surface paramétrée par :

o U — R3

(u,v) — o(u,v)

Définition 1.2.8. la premiére forme fondamentale de S au point p = o(u,v) est la restriction du
produit scalaire de R a T,S l’espace tangent de S en p, ¢’est donc la forme bilinéaire symétrique

définie positive donnée par :

I

p -

T,SxT,8 — R
(u,v) — L(u,v) = (u,v).

ou (.,.) est le produit scalaire de R?

et
I(u,v) = Edu* + 2Fdudv + Gdv*

wee B = ()" F = fo.d8. et G = (3)°

1.2.5 Application de Gauss
Soit S une surface orientée et paramétrée par :
c:UCR* —R?
un paramétrage réguliére, p = o(u,v) un point de S.
Définition 1.2.9. L’application de Gauss de S est l'application définie par :

|28 S — SQ
p — V(p) an(u7 ’U) — Uu(u,v)/\av(u,v)

— llou(uw) Aoy (u,v)]

Ou S? est la sphére unité.

1.2.6 Endomorphisme de Weingarten
Soit S une surface orientée et paramétrée par :
c:UCR*—R°
un paramétrage réguliére, p = o(u,v) un point de S.
Définition 1.2.10. L’endomorphisme de Weingarten est Uapplicatin linéaire W, définie par :

W,: 17,5 — 1,5
X — Wy(X) = —dy,(X).

ou dvy(X) la différentielle de Uapplication de Gauss

18



1.2. Surfaces paramétrées 1. Généralité sur les courbes et les surfaces paramétrées

1.2.7 Deuxiéme forme fondamentale
Définition 1.2.11. Soit p = o(u,v). La forme bilinéaire symétrique

I,: T,SxT,S — R
(X)Y) = IL(X)Y) = (W(X),Y) = —(dp(X),Y)

est appelée la deuxiéme forme fondamentale de o en p.

On peut l’écrire sous la forme :
I1,(X,Y) = Ldu® + 2Mdudv + Ndv*

ou L = g%.n(u, v), M= %.n(u, v) et N = gQTg.n(u,v)

Proposition 1.2.1. Pour tout p C S, l’endomorphisme de Weingarten est une forme bilinéaire

symétrique pour le produit scalaire euclidien.
Preuve : (Voir [19])m

Proposition 1.2.2. (Ecriture matricielle de [’endomorphisme de Weingarten et de la deuziéme
forme fondamentale)

Sotent W, I,, et 11, respectivement les matrices de 'endomorphisme de Weingarten, la
premiére et la deuziéme forme fondamentale de S au point p = o(u,v) écritent dans la base
(ou(u,v),0,(u,v)), alors :

Wy(X) = [ (X).11,(X)

p

ou X € T,S

Démonstration

on sait que dn, € T,S, alors n,(u,v) et n,(u,v) s’écrivent dans la base (o,(u,v),o,(u,v))

Ny |\ Woo W Oy
Ty B Wi Wi Oy
~——

Wp

de T,,S sous la forme :

ou W, est la matrice de l’endomorphisme de Weingarten dans la base (o, (u,v), o, (u,v)).

Les matrices des deuz formes fondamentales écritent dans la base (o, (u,v),o,(u,v)) sont :

Ip:(E F)JIP:<L M)
F G M N
(i) ()
M N)\Xx,

19
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1.2. Surfaces paramétrées 1. Généralité sur les courbes et les surfaces paramétrées

— (Yua Y;) E F WOO W(Jl Xu
G \Ww Wi \X,

alors : .
Wo Wl (E F L M
Ww Win) \F G M N
B 1 G -—-F L M
- EG-F2\_-F E M N
B 1 GL-FM GM —-FN
- EG-F2\EM—-FL EN—FM
donc on a : det(I1,) IN
et —
d t pr— m =
WWn) =500 ~ BG=F?
et
EN +GL —-2FM
tr(W,,) = 70— B2
Courbures

L’endomorphisme de Weingarten W, étant symétrique donc diagonalisable dans la base
orthonormale (V, V3) de 1,5, ou Vi, V5 sont les vecteurs propres de W), associés respectivement

aux valeurs propres ki, ks.

Définition 1.2.12. On appelle ki et ks. Les courbures principales

de S enp=o(u,v)

Remarque 1.2.2. Si ky = ky = k, alors W,(X) = kX. Si ki # ko, les deux vecteurs propres
u,v).

sont appelés directions principales de S en p = o

Définition 1.2.13. La courbure de Gauss de S en p = o(u,v) est :
K(p) = ki(p)-ka(p) = det(W})

Définition 1.2.14. La courbure moyenne de S en p = o(u,v) est :

Hp) = 3 (n(p) + ha(p) = 5r(17;)
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1.3. Application 1. Généralité sur les courbes et les surfaces paramétrées

1.3 Application

On va appliquer les calculs précédants pour une surface de révolution.

Soit S est une surface de révolution paramétrée par :

o(u,v) = (h(u) cos(v), h(u) sin(v), g(u))

ou u €la, b, v €]0,2x[ et h(u) > 0.

' 1 (w) cos(v) —h(u) sin(v)
ou(u,v) = | K(u)sin(v) | ,00(u,v) = | h(u)cos(v)
g (u) 0
R (u) cos(v) —h(u) cos(v
Ouu(u,v) = | B'(u)sin(v) |, ow(u,v) = | —h(u)sin(v)
9" (u) 0
—h/(u) sin(v)
ouw(u,v) = | A'(u)cos(v)
0
1.3.1 Le vecteur normal
On a:
—h(u) cos(v)g'(u)
ou(u,v) N oy(u,v) = | —h(u)sin(v)g'(u)
h(u)h'(u)
o (1, v) A oy (u, v)||= R(u)\/g' (u)? + B! (u)?
donc
—g'(u) cos(v)
n(u,v) = 7u(1,v) A ou(u,v) L —¢'(u) sin(v)

1.3.2 Premiére Forme fondamentale

On a:

E = ||ow(u, v)[I*= B (u)* + ¢'(u)*.

G = [low(u, v)|[*= h(u)*.
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1.3. Application 1. Généralité sur les courbes et les surfaces paramétrées

F = (oy(u,v),0,(u,v)) = 0.

(B FY_(Fertgdw? o
\F G) 0 h(u)?

1.3.3 Deuxiéme forme fondamentale

donc

On a:
1 " / / /"
L = o0u(u,v).n(u,v) = NCIOESTE (—=h"(u)g'(u) + A (u)g" (u)).
1 /
N = oyu(u,v).n(u,v) = NCIOEESIOE (h(t)g'(u)) .
M = oyp(u,v).n(u,v) =0.
donc
]j:<L M): 1 <—mwmmyumm¢m) 0 )
M N Jgw)?+ W (u)? 0 h(t)g'(u)

1.3.4 Les courbures

Soit S une surface de révolution, les courbures donnée par :

¢ les courbures principales :sont les valeurs propres de I1,(X,Y)

L 1
iy == = =(=h"(u)g' (uv) + W' (u)g" (u)).
E (g’(U)2+h’(u)2)§( (u)g'(u) + h'(u)g"(u))

D=

p oV _ 1 GW»
TG (g ) \ )
¢ la courbure moyenne :

L N
2H = ki + ko = = + —
1+ Ko E+G

o 1 KWW d (u "W d (u 1 g’(u)
e W)+ K )+ ().

¢ la courbure de Gauss :

LN g )= () () + (1) (w)
BG = Mg+ W)
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1.3. Application 1. Généralité sur les courbes et les surfaces paramétrées

Exemple 1. Soit S une surface de révolution paramétreé par :
o 3]0, 7[x]0, 27[— R3

(u,v) — (f (u) cos(v), f(u) sin(v), g(u))
avec :f(u) = sin(u) et g(u) = cos(u).

cos(u) cos(v) — sin(v) sin(u)
ou(u,v) = | cos(u)sin(v) | ,o,(u,v) = | cos(v)sin(u)
)

alors on a :

—sin(u 0
— sin(u) cos(v) — cos(v) sin(u)
Ouu(u,v) = | —sin(u)sin(v) | ,0p(u,v) = | —sin ’U) sin(u)
— cos(v)
qu(u U ( COS cos )
E = ||oy(u, U)HQ— f(u)? = cos*(u) + sin

(u)
= [low(u, v)||2 () —sz(U)

F = {ou(u,v),0,(u,v))

. ou(u,v) A\ oy(u,v) ( /, Z)) ?j: )
||Uu(uvv)/\av(u’v)” \/g +f f’(u)
= (sin(u) cos(v), sin(u) sin(v), cos(u)) = o(u, v).
L = 0yy(u,v).n(u,v) = V9 (u 1+ e = (=" (U)g (u) + f'(u)g"(w)) = — (sin®(u) + cos*(u)) = 1.

NZIO) 1+f, (f(u)g'(w)) = —sin*(u).

M = oy (u,v).n(u,v) = 0.

N = oyu(u,v).n(u,v) =

¢ les courbures principales :

¢ la courbure moyenne :

¢ la courbure de Gauss :

LN g'(u)(=h"(u)g'(u) + h'(u)g"(u))

EG . hu(gdwr Rz

K =
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Chapitre 2

Les roulettes des coniques

Rappelons que les coniques sont les courbes obtenues par l'intersection d'une cone et d’un

plan : la parabole, 1’ellipse et I’hyperbole.

Définition 2.0.1. Etant donné une courbe dans le plan qui roule sur une autre courbe fixé sans

glisser, le mouvement d’un point de cette courbe décrit une courbe appelée une roulette

Définition 2.0.2. (Roulette de Delaunay) On appelle roulette de Delaunay le lieu l'un des
foyers d’une conique roulant sans glisser sur une droite, on appelle roulette elliptique, parabolique

ou hyperbolique suivant que la conique est une ellipse, une parabole ou une hyperbole.

2.1 Paramétrage d’une roulette de Delaunay

Chercherons un paramétrage du tracé du foyer F'(t) = (Fi(t), F5(t)) d’une conique quant il
roule sans glisser sur une droite. Considérons :
P = (P, P») un point de la conique, T la droite tangente de la conique passant par P, F le
foyer de la conique, R la droite perpendiculaire a T" et passant par F' et () est I'intersection de
T et R.

Suivant le type de la roulette, on distingue 3 cas. Commencons par :

2.1.1 Roulette d’une parabole
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2.1. Paramétrage d’une roulette de Delaunay 2. Les roulettes des coniques

FIGURE 2.1 — Position initiale d'une roulette d’une parabole.

FIGURE 2.2 — 2¢1€ position

On peut voir dans la figure (2.2) que la premiére coordonnée du foyer F et la premiére

coordonnée de ' = (Q1, Q2) sont égaux, alors :

s(t) — |PQ|

S
]
O
[
N
|
gl
Q
I

ou :

s(t) est la longueur d’arc de la parabole du point Py au point P, et ]P—QT est le module du
vecteur I% ou en d’autre terme, la longueur du segment P;Q);.

Au lieu de rouler la conique sur une ligne, on peut changer les roles, on fixant la conique et
on utilisant la tangente T" a chaque point de la conique. Comme le paramétrage de le parabole
est donné par :

a(t) = (2bsinh t, bsinh?® t).
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2.1. Paramétrage d’une roulette de Delaunay 2. Les roulettes des coniques

oub>0ett €[ty ts]. Alors s(t) est donnée par :
¢
s(t) = / |’ (u)|du = b(t + sinh t coth ).
to

la droite tangente T' est paramétrée par :
T : (2bsinht, bsinh®t) + A(2bcotht, 2bcoshtsinht), A € R.

puisque 7' passe par le point P = «(t) de la parabole et son vecteur directeur o(t). Alors
en considérant le point () est l'intersection entre les droites y = 0 et T, de plus la deuxiéme

coordonnée de T' est 0, donc on obtient :
Q) = (bsinht,0).
P‘Cj = (—bsinht, —bsinh?t).

et la longueur du segment 1@ est :

—
|PQ)| = bsinht cosht.

d’ou N
Fi(t) = s(t) - [PQ] = bt.

. —
Maintenant, on va calculer Fy = |F

—

| ou |F'Q| est la longueur du segment qui passe par F' et
Q). Le segment R qui passe par ) et de vecteur directeur perpendiculaire a o/(t) est paramétré
par :

R : (bsinht,0) + A(2bcosh ¢ sinht, 2b cosh t).

et comme F' est 'intersection de R est la droite x = 0, on obtient : F' = (0,b).
Alors :

FQ = (bsinht, —b)

donc :
—
Fy, = |FQ| = bcosht.

Le paramétrage de la roulette engendrée par F est :
A(t) = (F17 FQ) = (bt, bCOSht).

C’est un paramétrage de la chainette dont la surface de révolution est la caténoide. Notons
que :
|A'(t)| = bcosh .

et 'abscisse curviligne est :
t

s(t) = / |A'(u)|du = [bsinhul’,

(voir le figuer 2.3 et 2.4) (chainette, caténoide)
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2.1.

Paramétrage d’une roulette de Delaunay

2. Les roulettes des coniques

FIGURE 2.3 — chainette
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2.1. Paramétrage d’une roulette de Delaunay 2. Les roulettes des coniques

FIGURE 2.4 — caténoide
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2.1. Paramétrage d’une roulette de Delaunay 2. Les roulettes des coniques

2.1.2 Roulette d’une ellipse
Le paramétrage de l'ellipse est donné par :
B(t) = (acost,bsint).
avec :b < a,t € [ty,1ts].
La longueur d’arc est :

s(t) = / |6 (u)|du = /\/@2 — ¢ cos? udu.

avec :c = va? — b2.

Puisque lellipse admet deux foyers : F, F’ (voir figure 2.5), dans ce cas deux courbes sont

engendrées.
d1
-
/;f”"_—'_—_h_' —
e Ty 1 P
' Y
/ ' g
IF \HI
i i
\ /ﬁ
\ p
N P

FIGURE 2.5 — ellipse

Premiérement, On prend F| le foyer le plus proche a la droite tangente 7', on a :

—>  csint(a — ccost)
|PQ| =

a? — c2cos?t
Alors :

t
—
Fy =s(t)—|P |:/ a? — 2 cos® udu —

to

csint(a — ccost)

a? — c2cos?t
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2.1. Paramétrage d’une roulette de Delaunay 2. Les roulettes des coniques

et
— bla — ccost
Py = [FQ| = )

a? — c2cos?t
Donc

le paramétrage de la roulette engendrée par F' est :

5u(t) = (Fu, ) = /\/——d esint(a — ccost) ba— ccost

Va2 — cZcos?t Va2 — 2cos?t

Notons que :
ab

a+ ccost

B1(0)] =

et ’abscisse curviligne est :

/|B1 )|du = [Qaarctan< o tan (g))I :

s
Maintenant on prend le deuxiéme foyer F”, la longueur du segment est donnée par : |PQ)’|
ou : in 1 9
——> csint(a + ccos
IR iilas
vac —c?cost
Alors :
—_— csint(a + ccost
Fy = s(t) — |PQ| :/\/a2—c2cos2 udu — ( )
a? — c2cost
to
et

b(a + ccost)

a? — c?cos?t

e
B =FQ|=

d’oul le paramétrage de la roulette engendrée par F” est :

s [ T e s
2 172 —_ _

Vaz — cZcost Va2 — 2cos?t

Notons que :
ab

a—ccost

B()] =

et I’abscisse curviligne est :

S (O =

P1(t) et Ba(t) sont des paramétrages de 'ondulaire dont la surface de révolution est
I'onduloide. (voir la figure 2.6 et 2.7)
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2.1. Paramétrage d’une roulette de Delaunay 2. Les roulettes des coniques

FIGURE 2.6 — ondulaire

FIGURE 2.7 — onduloide

2.1.3 Roulette d’une hyperbole

Le paramétrage de I’hyperbole est donné par :

~(t) = (acosht, bsinh).
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2.1. Paramétrage d’une roulette de Delaunay 2. Les roulettes des coniques

avec :a,b > 0,t € [ty t].

la longueur d’arc est donnée par :

t t
= / 1Y (u)|du = / Ve cosh® u — a2du.
to to

avec :c = v a? + b?

L’hyperbole admet deux foyers F' et F’ (voir figure 2.8) On commence par F'

I

FIGURE 2.8 — hyperbole

La longueur du segment P() est :

——=  c¢sinht(ccosht —a
1PQ| = ( ! )
c?cosh”t — a?
Alors : t
inh ¢ ht —
Fr=sit) ~ [PQ] = [V cosu—atay - “HLLCODL 1)
2 cosh? t — a?
to
et

b(ccosht — a)

e
e

c2cosh®t — a2
d’ou le paramétrage de la roulette engendrée par F est :

Ci(t) = (Fy, B) = /\/62 cosh? 0 — a2du — csinht(ccosht —a) b(ccosht — a)

V2 cosh?t — a2 , V2 cosh?t — a2
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2.1. Paramétrage d’une roulette de Delaunay 2. Les roulettes des coniques

Notons que :

ab

') = ——.
€L () ccosht + a

et ’abscisse curviligne est :

s1(t) = / |C] (u)|du = [2& arctan <\/Z:;ftaﬂh <g>>};

Pour le deuxiéme foyer F”, la longueur du segment |PQ’| est :

——  csinht(ccosht +a
PO = ( : )
c2cosh”t — a?
Alors : t
Fy = s(t) — |PQ'| = / Ve cosh2u — a2du — (ccos +a).
t 2 cosh?t — a?
et

b(acosht + a)

V2 cosh?t — a2 '

d’onl le paramétrage de la roulette engendrée par F” est :

——
F — |F/Ql| —

_ csinht(ccosh? +a) blacoshi +a)

Cy(t) = (F1, Fy) = /\/C2COSh2 a’du

)
2 cosh? t — a? c2 cosh?t — a2

Notons que :
ab

ccosht —a

C5(8)] =
et 'abscisse curviligne est :

t

So(t) = / |C5(u)|du = [Qa arctan < 4E¢ tanh (g))}; .

to

C1(t) et Cy(t) sont des paramétrages du nodulaire dont la surface de révolution est le nodoide
. (voir figure 2.9 et 2.10)(nodulaire, nodoide )
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2.1. Paramétrage d’une roulette de Delaunay

2. Les roulettes des coniques

FIGURE 2.9 — nodalaire

-1

" "
\\& //)n/ z
by
\\.
4
\/

FIGURE 2.10 — nodoide
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Chapitre 3
Les surfaces de Delaunay

Dans ce chapitre nous étudions les surfaces de Delaunay, qui sont des surfaces de révolution
engendrées par les roulettes des foyers des coniques discutés dans le chapitre précédent. Donc
ce sont les surfaces de révolution engendrées par les courbes A(t), Bi(t), Ba(t), C1(t) et Cy(t).
Ensuite nous décrivons les paramétrages des coefficients de la premiére et la deuxiéme formes
fondamentales et le vecteur normal de chacune de ces surfaces et de leurs courbures., pour ce

faire on commence par :

3.1 Catenoide :

le paramétrage de la caténoide est :
A(t,v) = (fet) cos(v), feo(t) sin(v), ge(t))

ou
fe(t) =bcosh(t) et g.(t) = bt.

Donc
Ay(t,v) = (bsinh(t) cos(v), bsinh(t) sin(v), b).

A, (t,v) = (—bcosh(t)sin(v), bcosh(t) cos(v), 0).
\/ le vecteur normal est :

_cos(v)  sin(v)

nc(t,v):( 0L COSh(t),tanh(t)).

\/ les coefficients de la premiére forme fondamental sont :

I - E F\ b? cosh?(t) 0
"\F G) 0 b? cosh?(t) |
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3.2. Onduloide : 3. Les surfaces de Delaunay

\V/ les coefficients de la deuxiéme forme fondamental sont :

(500

¢ les courbures principales sont :

k -1 t k L
= - e = —
' bcosh®(t) 2 bcosh®(t)
¢ la courbure moyenne est :
H=0
¢ la courbure de Gauss est : )
T2 cosh*(t)’

3.2 Onduloide :

le paramétrage de la onduloide est :

B(t,v) = (fu(t) cos(v), f,(t) sin(v), g, (t)) -

Ou
b(a — ccost) / csint(a — ccost)
fi@t) = Ry et gi(t) = / Vva? — 2 cos? udu — 7
Donc :
Bi(t,v) = (esin(t)hy(t) cos(v), csin(t)hy, (t) sin(v), bhy(t)) .
Bo(t,v) = (—f,i(t) sin(v), fi(t) COS(U),O) .
avec :

ab
a2 — 2 cos?(t)(a + ccos(t))

hu (t) =

\/ le vecteur normal est :

Stv) = ( —bcos(v) —bsin(v) csin(t) ) ‘

Va2 — 2 cos?(t) /a2 — 2cos2(t) \/a® — c® cos?(t)

\/ les coefficients de la premiére forme fondamental sont :

Im:EF.
F G

a’b?

(a+ ccos(t))?

avec :
E =
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3.3. Nodoide

3. Les surfaces de Delaunay

et
_ b*(a — ccos(t))

a+ ccos(t)

\V/ les coefficients de la deuxiéme forme fondamental sont :

IIm:LM.
M N

avec :
I —ab*c cos(t)
~ (a? — c®cos?(t))(a + ccos(t))
et
N = i
~ a+ccos(t)
¢ les courbures principales sont :
b ¢ cos(t)
" ala = ccos(t))
1
ko = :
> 4= ccos(t)
¢ la courbure moyenne est :
1
H=—.
2a
¢ la courbure de Gauss est :
o ¢ cos(t)

a(a — ccos(t))?

Remarque 1. On peut faire le méme calcul pour la surface engendrée par Ps, mais il suffit

de considérer que le domaine propre du parametre t appartient ¢ un ou une autre partie de

lUonduloide. En fait, ces surfaces sont périodiques avec la période 2m en ce qui concerne au

parameétre t.

3.3 Nodoide

Il faut cependant considérer les deux parties C'; et C5 dans la construction des nodoides,

parce que chaque roulette admit un domaine en R.

3.3.1 Nodoide 1 :

le paramétrage du nodoide 1 est :

Ci(t,v) = (fo(t) cos(v), f,(t) sin(v), g, (t)).
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3.3. Nodoide 3. Les surfaces de Delaunay

Ou
1 b(ccosh(t) — a) 1 / 5 csinh(t)(ccosh(t) — a)
fat) = et g, (t) = c? cosh”(u) — a®du — .
\/02 cosh?(t) — a2 to/ \/ \/02 cosh?(t) — a2
Donc :
(C1)¢(t,v) = (csinh(t)hy(t) cos(v), esinh(t)hy(t) sin(v), bhy(t)) .
(C1)u(t,v) = (= fa(t) sin(v), f,(t) cos(v),0) .

ab
\/02 cosh?(t) — a2(ccosh(t) + a) .

ha(t) =

\/ le vecteur normal est :

n (£0) = ( —bcos(v) ’ —bsin(v) | csinh(t) ) .
\/02 cosh?(t) — a2 \/02 cosh?(t) — a2 \/02 cosh?(t) — a2

V/ les coefficients de la premiére forme fondamental sont :

Im:EF.
F G

avec :
I a’b?
~ (ccosh(t) +a)?’
et
o b*(ccosh(t) — a)

ccosh(t) +a

\V/ les coefficients de la deuxiéme forme fondamental sont :

I[m:LM.
M N

avec :
B —ab?ccosh(t)
~ (c2cosh®(t) — a2)(ccosh(t) + a)’
et .
N=——7"——.
ccosh(t) +a
¢ les courbures principales sont :
by = —ccosh(t) ‘
a(ccosh(t) — a)
1
he = ccosh(t) —a’
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3.3. Nodoide 3. Les surfaces de Delaunay

¢ la courbure moyenne est :
-1
H=—.
2a

¢ la courbure de Gauss est :

—ccosh(t)

K= a(ccosh(t) —a)?

3.3.2 Nodoide 2 :

le paramétrage du nodoide 2 est :

Ca(t,v) = (fo(t) cos(v), f5(t) sin(v), g, (t)).

b(ccosh(t) + a)

B _ csinh(?)(ccosh(t) + a)'
\/02 cosh?(t) — a2

\/02 cosh?(t) — a2

t
et g(t) = / \/02 cosh?(u) — a2du
to

(Ca)i(t,v) = (csinh(t)ha(t) cos(v), csinh(t)hy(t) sin(v), bha(t)) .
(Ca)o(t,v) = (=7 (t) sin(v), f(t) cos(v), 0) .

avec :

—ab
\/02 cosh?(t) — a2(ccosh(t) — a)

ho(t) =
\/ le vecteur normal est :

) — | b psin(e) _esinb()

\/02 cosh?(t) — a2 \/02 cosh?(t) — a2 \/02 cosh?(t) — a2

\/ les coefficients de la premiére forme fondamental sont :

I, = EF .
F G
a’b?
(ccosh(t) —a)?’

avec :

et
_ b*(ccosh(t) + a)

¢= ccosh(t) —a

\/ les coefficients de la deuxiéme forme fondamental sont :

I[m:LM.
M N
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3. Les surfaces de Delaunay

avec :
B —ab?c cosh(t)
(c2 cosh®(t) — a2)(ccosh(t) —a)’
et .
N=———.
ccosh(t) —a
¢ les courbures principales sont :
P cosh(?)
"7 a(ccosh(t) + a)’
-1
ko = —————.
> ccosh(t) + a
¢ la courbure moyenne est :
-1
H=—.
2a
¢ la courbure de Gauss est :
- ccosh(t)

a(ccosh(t) + a)?

Définition 1. Les surfaces de Delaunay sont les surfaces de révolution a courbure moyenne

constant(CMC)

Exemple 1. Soit S| une surface de révolution paramétrée par :

o: ]—o00,+00[x]0,27] — R?
(u,v) — o(u,v) = (f(u)cos(v), f(u)sin(v), g(u))
avec :f(u) =1 et g(u) = cos(u).
alors on a :
0 —sin(v
ou(u,v) = 0 (u,v) cos(v
— sin(u)
0 — cos(v)
(U, 0) = 0 , O (U, V) — sin(v)
—cos(v)
= [low(u, v)[*= f'(w)* + = sin’
G = |loy(u,v)[*= f( )?=1.
F = {o,(u,v),0,(u,v)) =0.
_ou(u,v) Aoy(u,v)
") = o) Ao (w0l
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3.3. Nodoide 3. Les surfaces de Delaunay

. —g'(u) cos(v) )
= —¢'(u) sin(v = — sin(u) cos(v), sin(u) sin(v), 0) .
AT | gy (5100 cos(o). sinfu) sin(v), 0)
1 " U / U / U 1 U =0.
L= 0l 0)1050) = s (<" (W) () + /10 (0) = 0
N = oy (u,v).n(u,v) = NC 1+ e (f(u)g'(u)) =—1.

M = oy (u,v).n(u,v) = 0.

¢ les courbures principales :

¢ la courbure moyenne :

Donc :

Sy est une surface de Delaunay .
Exemple 2. Soit S5 une surface de révolution paramétrée par :

o: |0,400[x]0,27[ — R3
(u, ) — o(u,v) = (f(u)cos(v), f(t) sin(v), g(u))

avec :f(u) =u et g(u) = cos(u).
cos(v) —usin(v)
ou(u,v) = | sin(v) |,0u(u,v) =] wucos(v)
)

ouu(u,v) = | cos(v)

alors on a :

E = |loy(u,v)||*= f'(u)* + ¢'(u)* = 1 + sin®*(u).

G = [lov(u,v)|*= f(u)* =’




3.3. Nodoide 3. Les surfaces de Delaunay

1 ) . .
- m (sin(u) cos(v), sin(u) sin(v), 1) .
1 //u/u ! ’/u :_;COSU.
L = oy (u,v).n(u,v) = \/g’(u)Q ) (=f"(w)g' (w) + f'(t)g" (u)) sin?(u) + 1 (u)
1 ! - % in(u
N = o 0)n(u,0) = s (F0 () = = sinu),

M = oy, (u, v).n(u, v) =0.

¢ les courbures principales :

_L 1 " / ! " —COS(u)

kl - - 3\ (4 u U ) = ———.

E (9’(U)2+f’(u)2)5( f(u)g'(u) + f(u)g" (u)) (1 1 sin2(u))3
by = Y _ 1 (g’(u)) _ —sin(u)

1 +sin®(u)

¢ la courbure moyenne :

— cos(u) P sin(u)

(1+sin®(w)2  uy/1+ sin?(u)

2H:l{?1+k2:

Donc :

Sy n’est pas une surface de Delaunay .
Théorém 1. Une surface de révolution Y paraméltrée par :
o(u,v) = (f(u) cos(v), f(u)sin(v), g(u)).
admit une courbure moyenne constante si et seulement si la fonction f(t) satisfait :

2 4 2a.f

it f?

= +b%.

preve.(voir/17] ) =
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