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Résumé

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a l’étude des équations aux ¢-différences
pour ¢ un réel non nul vérifiant |¢| < 1. Nous commengons par donner quelques outils de
base concernant la g-analyse. Nous introduisons les séries ¢-hypergéométriquesapres avec
quelques propriétés, les équations aux ¢-différences linéaires du premier ordre et enfin les

systémes aux ¢-différences linéaires du premier ordre.

Mots clés :équations, différences, hypergéométrique, analyse.
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Introduction

Le 18°™M€ giscle a été témoin des débuts des équations aux ¢-différences avec Euler dans
le cadre des problémes de dénombrement en théorie des nombres. Une étape importante
due a Heine qui a introduit les g-analogues des fonctions hypergéométriques d’Euler et de
Gauss : les fonctions hypergéométriques basiques qui sont des solutions des équations aux
g-différences linéaires algébriques du second ordre, analogues des équations différentielles
hypergéométriques classiques. Il faut citer ensuite les travaux de Jacobi : sa fonctions théta
et sa célébre formule du triple produit jouent un role central dans la théorie. Aprés Jacobi,
on retrouve les équations aux ¢-différences chez Poincaré et Picard, puis Ramanujan, G.
Watson.Un peu plus tard, dans le cadre des motivations assez différentes chez G. Birkhoff
et certains de ses éléves, ce theme a été largement oublié et a presque totalement disparu
pendant un bon demi-siécle aprés la fin des années quarante. Aujourd’hui il y a un foi-
sonnement de travaux en mathématique et physique faisant intervenir des équations aux
g-différences. C’est assez paradoxal de constater que le sujet manquait jusqu’a une date trés
récente des fondations solides, méme dans le cas le plus simple des équations linéaires ordi-
naires. Ceci est en fait similaire qui s’est passé pour les équations différentielles ordinaires
au ZOéme siécle ; entre la fin des années quarante et le début des années soixante-dix le sujet
fut considéré comme clos et sans grand intérét.

Dans ce mémoire, pour ¢ un réel non nul tel que |g| < 1, nous nous intéressons a 1’étude

des équations aux ¢-différences qui sont des équations fonctionnelles de la forme :
0 (2) D} (@) + 4y a (D)D) f(2) + oo+ 01 (2)DLF (1) + aola) f(2) = 0, 2 € R

ou les a;(z) (i =0, ...,n) sont des fractions rationnelles sur R, f une fonction définie sur un

domaine de R et

qr) — f(x
by - 100 = 1)
qr — T
est la g-dérivation définie si-dessous (définition 1.3.1) appelée la dérivée de Jackson
D) = I ) e se
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et ¢ € R tel que |g| < 1, on travail sur un réseau géométrique :

T=[0=¢°..¢"¢ . ¢0"=1q¢"q¢% . ..¢%qg " .., =]
Le premier chapitre de ce mémoire est une mise en évidence des concepts de base de ¢-
analyse, les séries ¢-hypergéometriques, la dérivé au sens du g¢-analyse (g-dérivation) et
'intégration au sens du g-analyse (g-intégration).

Le second chapitre fait référence aux équations aux qg-différences linéaires du premier
ordre. Certains exemples sont fournis avec des preuves relatant les calculs appropriés, et le
chapitre est terminé par la mise en place de I'importance des séries ¢-hypergéométriques
dans le g-analyse (relation g-équation différentielle avec la série g-hypergéométrique).

Le troisiéme est le dernier chapitre, contient la formulation et la théorie générale des

systémes aux ¢-différences linéaires du premier ordre.



1

Fonctions g-hypergéométriques,

g-dérivation et g-intégration

Dans ce chapitre, nous allons introduire les notions de base concernant les équations aux
g-différences. Nous allons commencer par les séries ¢-hypergéométriques puis nous allons

passer aux notions de dérivation et intégration dans le sens du ¢-analyse.

1.1 Les fonctions hypergéométriques de (GGauss

Les fonctions hyergéométriques sont intronduites par Gauss au début du 1geme siecle,

Porsqu’il a étudié ’équation différentielle qui provient de la physique :
z(l—2)F"+(c—(a+b+1)2")F' —abF =0 a,b,c,e C

La recherche de solutions en séries entiéres sous la forme :

F(z) = Z cpa”
k=0

conduit & la relation de récurrence suivante, tel que ¢ € C

crr1  (k+a)(k+0)

Cr (k+c)(k+1)

En fixant ¢y = 1, on obtient :




1.1. Les fonctions hypergéométriques de Gauss

ou (a); désigne le symbole de Pochhammer :
() = (a)(a+1)...(a+k+1),aeC,keN*
(a)o = 1

en particulier, (1), = k.

1.1.1 Les fonctions hypergéométriques

Le terme fonction hypergéométrique provient de la relation :

chr1  (k+a)(k+0)

Cr (k+c)(k+1)

cette relation de type :
Ckt+1 = H(k‘)ck (111)

quotient de deux polyndémes de degré 2, ou H est une fonction rationnelle. Si ces deux

polynomes étaient constants égaux a 1, on obtient la série
Glx)=1+x+2*+ ..

qui est la série géométrique (de raison x). On obtient aussi la série géométrique comme cas

particulier de la fonction hypergéométrique de Gauss :
F(l,c,c;7) = G(z) =1+ +2° + ...

la premieére généralisation des fonctions hypergéométriques consiste a modifier la fraction

rationnelle H de la relation 1.1.1. On obtient les fonctions :
—+o00

Z (ala"'aar>k$_k
k=0 (bla"'abs)k k!
notées :
TFS al,...,ar;X
bl; e 7bs;
(a1, s ar)p = (1) g-.-(ar )k
Si
a; =—n pourt=1,...,r
ou
n € N*

dans ce cas cette fonction est un polynoéme fini sur Z.



1.2. Equations aux q-diftérences

1.2 Equations aux q-différences

Une équation différentielle ordinaire est une relation

Gz f, ..., f™) = 0.
entre une fonction inconnue f et ses transformées par itération de "l’automorphisme infini-
tésimal"
d
— —
/ dx

De facon analogue on peut s’intéresser au cas ot I’automorphisme infinitésimal est remplacé

par un véritable automorphisme
f(x) — o(f(x)) = flav)
d’un domaine réel en x. On obteint alors des équations fonctionnelles
G(z; f,of,..,0"f) =0
ol 'on a posé
of(x) = flqz).
Nous nous intéresserons uniquement au cas ot

G(l’, Yoy -y yn)

est analytique en toutes les variables sur un domaine réel.

Définition 1.2.1 Une équation fonctionnelle est une équation n’est pas une simple variable

mais une fonction qui elle-méme dépend d’une variable.

Exemple 1.2.1 L’équation fonctionnelle

vf(x) = flz +1)

est satisfaite par la fonction gamma d’Euler

['(z) = /tZ1etdt

0

pour z un nombre complexe vérifiant

Re(z) > 0.



1.2. Equations aux q-diftérences

Les équations fonctionnelles expriment des égalités entre des fonctions inconnues d’une ou
plusieurs variables et celles qu’on en déduit en effectuant sur ces variables des substitutions

connues ou inconnues.

Définition 1.2.2 Une équations aux q-différences linéaire d’ordre n est une équation fonc-

tionnelle de la forme :
an(2)0" f(2) + an_1(x)0™ L f(z) + ... + a1 (z)ot f(z) + ap(z)o  f(x) =0 ou a,(x) #0

les a;(x) pouri=0,...,n sont des fractions rationnelles sur R.

on peut exprimer cette équation sous une autre forme :
an(2) (") + an-1(2) f(¢"2) + .. + ao(2) f(z) = 0.
Exemple 1.2.2 A titre d’exemple, un q-analogue de la factorielle
n! = 1Ih<i<p?

est la g-factorielle A
¢ —1
nq! = ngignﬁ.

La série

n>0
a pour somme la fonction
flx) =e”
qui est solution de l’équation différencielle
dy
i

De méme, la série
n

x
D
n>0

admet pour somme une fonction f, l'un des g-analogues de la fonction exponentielle est une

solution de l’équation fonctionnelle

fqz) — f(z)

(¢— 1

si l’on prend la limite ¢ — 1 dans la série ou dans ’équation fonctionnelle, on retrouve sa

flx) =

contrepartie différentielle.



1.2. Equations aux q-diftérences

Remarque 1.2.1 Dans ce mémoire, on s’intéresse aux équations aux q-différences qui sont

des équations fonctionnelles de la forme :

an () D) f () + an-1(2)Di ' f2) + ... 4+ a1 () Dy f (x) + ao(x) f(z) =0, z € R

o
flgz) — f(z
D, () = 1= T)
qr —
est la g-dérivation définie si-dessous (définition 1.3.1) appelée la dérivée de Jackson
D,f(z) = w, x(s)=¢q¢°, ¢€T ,s€l

donc et puisque q € R tel que —1 < q < 1, on travaille sur un réseau géométrique :

2 —s —s—1 —00

T=[0=¢°.¢"" ¢ i’ ¢, " =1, ¢ % g ¢ g =]

c’est une suite géométrique de raison égal a q. Pour cette raison, les équations aux q-

différences sont parfois appelées équations de différences géométriques.

1.2.1 Les fonctions g-hypergéométriques

Les analogues des fonctions hypergéométriques dans le g-analyse sont les fonctions ¢-

hypergéométriques.

Définition 1.2.3 Soita,b,q eC avec |q| < 1. La fonction g-hypergéométrique est la fonction
définie par :

a,...,0ap; oo o B k
r¢s ’ L giz| — Z (ala 7a7“7q>k((_1)kq7k(k2 1))1+5,r x

bl,...,bs; k=0 (b17'-~7bs)k;q

(a1, .-ap; Ok = (a1; Qk---(ap; Q) (a3 ¢)o = 1
(a;q)r = (1 —a)(1 —aq)(1 —ag®)...(1 —ag"™) k=1,2...

Nous supposons que les paramétres de la fonction en question ne soient jamais nuls. Si
un des paramétres a; de la définition précedante est égal & ¢, o n est un nombre entier

positive cette série q-hypergéométrique est un polynome sur 7.

En particulier, si

r=s+1



1.3. La g-dérivation et la g-intégration

on obtient :
A1y oy Qgyit; +oo . k
s+19s Clax ] =% (a1, -y Gs413 Q)@
bi,..., b k=0 <b1"“7bs)k (G,q>k

Cette série g-hypergéométrique a été la premiére fois présentée par Heine au 1846, elle est

appellée parfois la série de Heine.

Remarque 1.2.2 La série g-hypergéométrique, q-analogue de la série hypergéométrique

Dans toute la section, f et g sont des fonctions définies sur des domaines de R.

classique est définie par :

ai a2 ar
lim T¢s< qa-,q97,...,4

b b bs
-l a2, ... q" by, b, ... bs

a1,09, ..., 0,
¢; (¢ = 1) ) = Fs< v

1.3 La g-dérivation et la g-intégration

1.3.1 La g-dérivation

On introduit la fonction dérivée d’une fonction f au sens de la g-analyse :

Définition 1.3.1 La ¢-dérivée de f est la fonction donnée par :

flgz) - f(z)

qr — T

D, f(x) = (1.3.1)

Exemple 1.3.1 1. Pour f(x) = 2%, sa g-dérivée est :

c’est un polynoéme de degré k — 1.

2. Pour .
p(x) = Z apx”
k=0
on obtient sa g-dérivée :
Dyp(x) = ZakH 17



1.3. La g-dérivation et la g-intégration

1.3.2 q-derivée d’un produit

On a la formule de la ¢-derivée d’un produit

Proposition 1.3.1 La ¢-derivée du produit f.g est :

Dq(f.g)(x) = g(qm)qu(x) + f(x)Dq9($>

1.3.3 g-dérivée d’une fraction

La ¢-dérivée d’une fraction retionnelle est donnée par la Proposition suivante.

Proposition 1.3.2 Pour g # 0. La g-derivée de la fonction
f

9

est donnée par :
g _ 9(@)DuJ (@) ~ () Dyg(a)
g 9(qx)g(x)

1.3.4 g-dérivée d’une fonction composée

La g-dérivée d’une fonction composée est donnée par la proposition suivante

Proposition 1.3.3 La q-dérivée de la fonction f o g est :

D,(f(o))a) = TR Tla) otam) ~ol2)

- Dq,gf(g>'Dq,xg(x)

ol
Dqgf(9)

est la g-dérivée de f par rapport a g, et

qug(x)

est la q-dérivée de g par rapport a x.



1.3. La g-dérivation et la g-intégration

1.3.5 g-derivée de la fonction inverse d’une fonction continue

On pose y = f(x). Dans le cas * = f~!(y) avec f~! est I'inverse de la fonction f, on

applique la ¢-derivée on obtient

1 = Dyz=D,f '(y)
R A V(')

I = Dq;yfil(y)-Dq;wy(l’)

par conséquence :

ou
Dy f ()

est la g-dérivée de f~! par rapport a y, et

Dy.f(x)

est la ¢-dérivée de f par rapport a x.

1.3.6 La g-intégration

On introduit ici la fonction primitive d’une fonction f au sens de la g-analyse.

Définition 1.3.2 La g-primitive d’une fonction f est la fonction g solution de [’équation

aux q-différences suivante :
Dyg(x) = f(x) (1.3.2)

Cherchons une formule de la ¢g-primitive d’une fonction continue f :

g(q;c;:i(x) _ (i:i‘; 9(x) = f(z) on Egh(z) = h(g)

puisque la norme de E,, ||E,|| < 1 (voire [Gal, Chapitre 5, pp 18]), on obtient :

g9(x) = (1 - E,) (1 - g)af(x)) = (1 —q) Z Ey(af ()

enfin la ¢-primitive de f est :

10



1.3. La g-dérivation et la g-intégration

Le calcul précédent est clairement valide seulement si la série dans le coté droit de cette
égalité est convergente.

La ¢-primitive de f qui s’annule en z = ¢ = 0 est la fonction :
| f@de = 0= d it (133)
0 i=0

L’expression dans le coté droit de la formule (1.3.3) est une somme de Riemann de la

fonction f sur [0, z] pour x # oo, ou la segmentation est donnée par le lattice géométrique

c’est-a-dire si f est intégrable au sens de Riemann au voisinage de xq = 0, on peut donner

sa primitive comme dans la formule (1.3.3) qui est définie pour
xeTl, x+# .

Si la fonction f n’est pas intégrable au sens de Riemann, au voisinage de xg = 0 mais

est intégrable au sens de Riemann au voisinage de xy = 0o, on peut définir la primitive de

f par:

/xf(w)dq:v — lim S (e — a2 ) fg )

§——+00
o0 =0

= (@' =Dz) g flg )

= Dy ) e 40
=0

= (1-q)z Z ¢ g )

on pose j =1+ 1 on obtient :

=(1-q) Z g flg7x)

Donc : .
[ f@de == > (1.3.4)
00 i=1

Si la fonction f n’est pas intégrable au sens de Riemann, au voisinage de xy = 0,

ni au voisinage de ry = 0o, mais intégrable au sens de Riemann au voisinage de certain

11



1.3. La g-dérivation et la g-intégration

2o = c = ¢%,d € Z, on peut définir la primitive de f par :

[ r@de = Y - avec e gt 20 =
¢ i=d
x s—1
| f@ds = =03 dr@)
¢ i=d
Si on pose
¢ =t
on obtient :
[ f@d=(a=1) Y tr)
Donc :

xq’l

/ @) = (- 1) Y (1) (1.3.5)

C

La formule (1.3.3) est un cas particulier de la g-intégrale la plus générale :
| f0d = =)= Y e+ g - a) (136)
a 0

lorsque a = 0 on obtient la formule (1.3.3).

Définition 1.3.3 Soit f une fonction, la g-primitive de f est la fonction donnée par :

B
/bf(a:)dq:v: (q — 1)Zqif(qi) avechb=¢*>a=¢"" a,B€R
@ 0

1=
Si on pose ¢' = x, on obteint :

x=qP

[ r@de= -3 2@

T=b
Si la fonction f est intégrable au sens de Riemann au voisinage de xy = 0, on peut ’écrire

d’une autre maniére :

/abf(a:)dqx = /Obf(a:)dqx + /Oa f(z)d,x

Evidemment, si la fonction f est différentiable au point z, la ¢-dérivée dans (1.3.1) tend

vers la dérivé ordinaire lorsque ¢ — 1. De méme, si la fonction f est intégrable au sens

12



1.3. La g-dérivation et la g-intégration

de Riemann sur les intervalles en question, les intégrales dans les formules (1.3.3),( 1.3.4),
(1.3.5) et (1.3.6) tend vers les intégrales de Riemann de f sur les intervalles correspondants
lorsque ¢ — 1.

On remarque que la g-intégrale admet les mémes propriétés de intégrale de Reimann sur

des intervalles finis ou infinis.

Exemple 1.3.2 Calcul de la g-intégrale [ x*dyx

1. Pour a > —1, f(x) = z est intégrable au sens de Riemann au voisinage de xo = 0

par conséquant :

[atde = =02 dian =0 - e Y e
0 0 0

= (1= gz (¢"+)y

St on pose
p=q*
on a:
S = = et
_ l—q .1 _ 1 a+1
1—qgott q*+ ...+ ¢°

lorsque ¢ — 1 on obteint :

o0 1 xT
Z p = 2t = [ 2%dx
a+1 0
0
2. Pour a < —1, f(x) =z n’est pas intégrable au sens de Riemann au voisinage xq = 0,
mais est, intégrable au sens de Riemann au voisinage xo = 0o. On obtient

/ %dr = <q . 1) Zq—(i—&—l)xaq—(z’—&-l)a
=0

[e.9]

_ 1_C] a+1
- 1 _qa+1

St on applique la régle de I’hopital et ¢ — 1, on obtient f—J: = fox x%dx,q — 1.
3. Pour a = —1, la fonction f(x) = % n’est pas intégrable au sens de Riemann au
voisinage xo = 0 ni au voisinage xo = 0o, on utilise la formule (1.5.5), avec q € [0,1]

on obtient :

T dyx

-1 v
:(61—1)23(1):@—1)5:‘11 1nx—>1nx=/ i—x,qﬁl
1

x n
1 i—o q

13



1.3. La g-dérivation et la g-intégration

1.3.7 Les principes fondamentaux de la g-analyse

On a les deux propriétés de la ¢-intégration suivantes :

1.

Dq(/xf(x)dqff) = D{(1—q)( quqx —anfqa

- e l“x)—azqfﬂqia)—xzqwqimazqiﬂqia»
r(1-q) i+,

= xéq Cﬁ(;qlf q quqx

~ @)

/;qu(x)dqx _ / Haz) — f(z) -/

. 1_qum ~ flg's) _ f) RGO

g’z = 1)¢'a

= Zf(qi:c) ¢ Zf d'a) ¢ a)
= > fld'n) - Z flg1)] — Z flgia) — Z f(q+a)

= [f(z) = f(a)

14



2

Les équations aux g-différences

linéaires d’ordre 1

Ce chapitre est une étude de base des équations aux ¢-différences linéaires d’ordre 1.
Deux types des équations aux g¢-différences sont traités a titre illustratif, le 1" concerne les
équations aux g¢-différences linéaires, le second les équations aux ¢-différences non linéaires

transformables en équations linéaires.

Définition 2.0.4 Une équation aux q-differences du premier ordre est une équation de la

forme :
f(@,y(x), Dgy(x)) =0 (2.0.1)
ou bien :

y(qz) — y(z)
f(z,y(z), Dyy(z)) = f(%y(ﬂ?)?(q_—l)x)

= g(iL’, y(l’), y(qa:))

elle peut étre exprimée sous la forme :

g(w,y(r),y(qr)) =0 (2.0.2)

Souvent on utilise I’équation (2.0.1) au lieu de I'equation (2.0.2).

Il n’existe pas une méthode générale pour résoudre les équations aux g¢-différences d’ordre
1, mais on peut résoudre des cas spéciaux, parmi ces cas : les équations aux g¢-differences
linaires d’ordre 1 et les équations aux g¢-differences non linaires qu’on peut transformer a

des équations aux ¢-différences linaires du premier ordre.
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2.1. Les équations aux g-différences linaires d’ordre 1

2.1 Les équations aux g-différences linaires d’ordre 1
On considére I’équation aux g-différences suivante :
Dy(z) = a(z)y(qx) + b(z) (2.1.1)
L’étude de cette équation est équivalente a 1’étude de I’équation :
D,y(z) = a(x)y(x) + b(z) (2.1.2)

en effet, (2.1.1) est équivalente a I’équation :

Dyy(x) = ay(x) + b(x) (2.1.3)
a(x) = a(qx)
et
b(x) = b(qx)

de (2.1.3) on peut trouver (2.1.1) lorsque on pose :z = ¢ 'z et remplace q par ¢~*

et vice versa

2.1.1 Le cas homogeéne :

On considére le cas homogeéne suivant :

Dyy(z) = a(z)y(qx) (2.1.4)
L’équation (2.1.4) donne :
_ ylgr) —y(z) _
Dyy(x) = W = a(x)y(qx)
d’ou
y(z) = (1+ (1 = g)za(z))y(qr) (2.1.5)

Par réccurence on obtient :

D2y(z) = Dy(Dgy(x)) = Do(a(z)y(qz))
a(qr)y(q’z) — a(x)y(qx)
z(g—1)
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2.1. Les équations aux g-différences linaires d’ordre 1

de méme on peut calculer :
3
Dyy(x)

D’ou :
y(r) = (1 + (1 — g)wa(x))y(qr)

appliquons la méme formule pour y(qz) :
y(@) = (1+ (1 = g)za(z)) (1 + (1 — g)gza(qz))y(q’x)

par recurrence :

y(z) = N1+ (1= g)g'za(q'z)).y(¢" @) (2.1.6)
Si
N — oo
avec
0<g<1
on obtient :

y(x) = y(O)II2o(1 + (1 — q)¢'za(q'z)).

Exemple 2.1.1 Pour

k
q°"—1 1
= ) ke N
a(z) g—1 ¢"z—1
on trouve :
W) = YOI+ (- ggal L L
=0 g—1 ¢gtle —1
k
_ k—1 i q-—1
— YOm0 - da R )

lorsque k — oo et comme 0 < g < 1, on obtient :

y(O) I (1 — g'z) = y(0)(x; )

17



2.1. Les équations aux g-différences linaires d’ordre 1

2.1.2 Le cas d’équation non homogeéne :

On considére le cas non homogeéne suivant :

Dyy(z) = a(z)y(qz) + b(x) (2.1.7)

On applique la méthode de variation des constantes, on obtient une solution particuliere

y(z) = c(z)yo(v)

pour trouver la fonction ¢(z) on pose :

pour r = Irp on trouve :

la solution particuliére sous la forme :

o) = claohe) + [ (" ()¢
z0
donc la solution générale sous la forme :

y(x) =y + Yo
y(@) = c(zo)yo(c) + / @b (Ot + (o)

T

y(2) = (c(xo) + Vyolz) + / vol)b(E)yi™ (1) dyt

z0
On note :

c(zg)+1=0C
et d’aprés la formule (2.1.1) de I’équation :

y(@) = yo(a)C + / vol(@)b(t)ye (at)dt

z0
On applique la ¢-primitive on obtient la solution générale :

y(z) = yo(z)C + (1 — @)z Z a'yo(2)ys (¢ 2)b(q'z)
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2.1. Les équations aux g-différences linaires d’ordre 1

Cas 1 : Equation sous la forme
Dyy(z) = ay(z)

ou a est une constante.

On peut écrire :
y(gz) = (1+ (¢ — Nza)y(z)

et on cherche la solution formelle sous la forme :

Yoy =3 et
n=0

remplagons y(x) dans I’équation précédante :

n=0 n=0
i cn(qr)” = (¢ —1)a i cpr" T+ i Cpa™
n=0 n=0 n=0
i(q” — Deya™ = (g — 1)aicnx”+1
n>1 n=0

aprés le changement de variable (m = n + 1 ) on obtient :

Z(q” —Deyz™ = (g —1)a Z Cmqx™
n>1 m>1
Donc : - .
Z(q” — Deya™ = (g — l)ach_lxn
n>1 n>1
par identification :
("= Den=(g—-1)a) cu
n>1 n>1
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2.1. Les équations aux g-différences linaires d’ordre 1

pour n =1
(¢—Dear = (¢—Daco
_ (g-1)
RS
aa  qg—1
co  q-—1
2 (¢—1)
g —1lcs = (¢g—1)a. acy
@ =Ver = 4=V
l—q,
Cy = 1_q2aco
n 1-
e = T(—L)ac
avec

on peut écrire :

ou
l1—gq
de n
(n)q! = Hk:1 1—gq .

Par conséquant la solution est donnée par la fonction g-exponentiel ¢y exp(az) :

ys(xr) = coexp(ax)

o0 an .
y(x) = COZ T
n=0

(1)g:
Cas 2 : Equation sous la forme
Dyy(x) = ay(qx)

On peut écrire :
y(x) = (1 + (1 - q)za)y(qz)

On utilisant le cas 1 et en posant © = ¢ '’ on a :

y(g'a') = (1+Q1—qq '2'a)y(a)



2.1. Les équations aux g-différences linaires d’ordre 1

D’ot la solution est donné sous la forme :
CLTL

(n)q—I!

o0
Yo (7) = coeq®s = o E .
n=0

ou (n),_1! est obtenue de (n),, en remplagant ¢ par ¢~*.
Les fonctions e et e,-1 sont les g-exponentielles.
La question qui se pose ici, consiste & trouver leur fonctions respectives de ¢-inverse. La

réponse a cette question peut voir facilement d’apres le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1 Sous les hypothéses suivantes :

D,z = —a(x)z(qx)
y(wo)z(xo) =1

y(r)z(z) =1
Preuve. On a D,(zy) = z(qx)D,y(z) + Dyz(x).y(z) = z(qx)a(z) — z(qx)a(z)y(z) =0
par conséquent :

y(z)z(z) = cste.

Corollaire 2.1.1 Les deux fonctions e et €g1 vérifient la relation :

T _—xr __
€yt =

Cas 3 : Equation sous la forme

Dyy(z) = ay(z) +b

D’aprés le cas 1 et la méthode de variation des constantes on obtient :

La solution homogéne sous la forme :

Pour trouver la fonction ¢(x) on pose :

0= @
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2.1. Les équations aux g-différences linaires d’ordre 1

c(r) = / eq_,“fbdqt + cst
0

pour x = 0, on obteint

c(0) = y(0)
donc
—e —e, T b
c(x) = ob+y(0) = . b+ — + y(0)
d’ou
W) = (—b+ 2 y(0)e;

Cas 4 : Equation sous la forme
Dyy(x) = ay(qz) + b

d’aprés le cas 2 et la méthode de variation des constantes on obtient :

La solution homogene sous la forme :

Pour trouver la fonction ¢(x) on pose :

c(zr) =

clx) = / e, "bdyt + cst
0

pour = = 0, on obtient ¢(0) = y(0)

—at

—e
o) = bt y(0)
_ _—azw b
c(r) = - b+a+y(0)
d’ou
b q_am axr
we) = (0= by,
b b
y(x) = Eegfl — =+ y(0)eg”
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2.2. Equations aux g-différences non linéaires transformables en équations linéaires

Cas 5 : Equation sous la forme
Dgy(x) = axy(x)

On cherche la solution sous la forme :

On obtient les coefficients :

avec
I—gq
i—¢ 1-¢ “1=q

On peut écrire :

et
2); =" 1+ +¢")...(1+4")

et

im(2n) = (2n)!! =% (2n)(2n — 2)(2n — 4)...2.1

q—}l

= 2"nl =lim(n)u(2);
qg—1

donc la solution est :

ou

est la ¢-version de la fonction

2.2 Equations aux g-différences non linéaires transfor-

mables en équations linéaires

On considére ’équation aux g¢-différences non linéaire de type :
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2.2. Equations aux g-différences non linéaires transformables en équations linéaires

f(z,y(z), Dyy(z)) =0
ou de type :
9(z,y(z),y(qr)) =0

transformable en équation aux g¢-différences linéaire.

2.2.1 Cas 1 : Equation de type de Riccati

Dyy(z) = a(z)y(qr) + b(x)y(x)y(qr)

pour résoudre cette équation, on remplace

on obtient :

1 a(z)z(z) + b(x)
qu(m) 2(qz).z(x)
W W _ alw)x(@) + bx)
(g -1z 2(qx).z(x)
2(z) — 2(qx) 1 _ a(z)z(z) + b(x)
z(qx).2(z) (¢— 1) z(qw).z(x)
Doz(x) = —(a(z)z(x) + b(x))

c’est une équation aux g-différences linéaire d’ordre 1.
Exemple 2.2.1 Pour résoudre ’équation :

y(qr)y(z) — y(gz) +y(r) =0

on remplace :

On obtient :

et donc la solution est donnée par :

—Inz
z(x) = g
alors
—Ing
y(l') - h’ll’
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2.2. Equations aux g-différences non linéaires transformables en équations linéaires

2.2.2 Cas 2 : Equation homogéne de la forme f (Dﬁ/g ),3;) =0

Ces équations peuvent étre transformer & des équations linéaires par le changement de

variable :

Exemple 2.2.2 Pour résoudre ’équation :

(Dyy())?* = 2y(x) Dyy(x) — 3(y(x))* = 0

par le changement de variable

_ Dgy(z)
o) = y(z)
on obtient : Do) Doye)
ASAV I dY\T)\ 9
S ) T w780
2(z) —22(z) —=3=0
On trouve
z(z) =3
et
z(z) =1
d’ot
y(a) = cey”
y(x) = cey.

2.2.3 Cas 3 : Equation homogéne de la forme (y(qz))?(y(z)) = g(x)

ol ¢; et ¢y sont de constantes quelconques.

Dans ce cas on obtient :

c1In(y(gz)) + 2 In(y(z)) = In(g(x))

et on a
z(x) = In(y(z))
et enfin :

c12(qr) + coz(z) = In(g(x))
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2.2. Equations aux g-différences non linéaires transformables en équations linéaires

Exemple 2.2.3 On a l’équation sous la forme :

on applique la fonction In on obtient :

22(z) — 2(qr) = 2*  z(x) = Iny()

la solution de l’équation homogéne est :

pour obtenir :

B T
b
d’ot la solution est :
(#) = calit 1 2
z(z) = cxna
2 — ¢?
et par conséquant :
In2 1’2

y(x) = exp(cxma + 5

z T
= exp(c2had 4
Xp(c2™d + o— 7
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3

Systémes aux q- différences linéaires

d’ordre 1

Ce chapitre est une bréve introduction aux systémes aux g¢-différences linéaires d’ordre

On considére le systéme aux g¢-différences linéaire suivant :

Dyy(x) = A(2)y(ga) + b(z) (3.0.1)

ou

telle que la matrice :
I+ (1 — q)zA(x)

soit non singuliere.

Comme le cas scalaire, le systéme (3.0.1) est équivalent au systéme suivant :

Dgy(x) = A(z)y(x) + b(x) (3.0.2)
A(z) = A(q)
et
b(x) = b(qx)



3. Systémes aux q- différences linéaires d’ordre 1

de (3.0.1) et on posant :

et ¢7! par g

on trouve (3.0.2), et vice versa.

Le systéme (3.0.1) est dit non homogene (respectivement, non autonome) si le terme
indépendant b ne s’annule pas (respectivement, ses coefficients dépendent de ) .

Ainsi, le systéme homogene correspondant a (3.0.1) est :

Dyy(z) = A(z)y(qz) (3.0.3)

comme dans le cas des équations scalaires, on peut reécrire les équations (3.0.1) et (3.0.3)

respectivement sous les formes récurrentes suivantes :

Dgyi(x Zamyj qr) + bi(x)

7j=1

On obtient :

k
yi(x) = yi(qr) + (1 —¢q xZa”y] qr) + (1 — q)xb;(x) i=1.k
7j=1

yi(z) = (I + (1 - QzA(2))y(gz) + (1 — q)ab(z)  i=1.k
On prend le cas homogéne donc :
y(@) = (I + (1= q)zA(x))y(qz) (3.0.4)

On considére le cas du systéme homogene (3.0.3) équivalent au systéme (3.0.4) dont la

solution est :

y(z) = (I+ Q1 —q)zA(x))y(qz)
y(gr) = (14 (1= qzA(x))I + (1 — q)qzA(qz))y(q’z)

et par recurence, on obtient :
y(x) = g (1 + (1 — q)tAt))y(¢"x) (3.0.5)

lorsque

k — o0
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3. Systémes aux q- différences linéaires d’ordre 1

avec

0<qg<1
et
2o =0
(3.0.5) donne :
y(x) = (g1 + (1 — q)¢'vA(q'x)))y(0)

Le théoreme suivant montre I'existence et 1'unicité de la solution d’un systéme au g-

différences linéaire :

Théoréme 3.0.1 Pour tout vecteur vy € RF, il existe une solution unique du systéme
homogéne (3.0.3) vérifiant
y(wo) = vo

Soit (), ..., yx(x) un systéme de k vecteurs dans R¥, et soit Y'(x) une matrice d’ordre

k avec les colonnes sont constituées par les vecteurs yi (), ..., yx ().

Théoréme 3.0.2 La matrice Y (x) est solution du systéme homogéne (3.0.3) si et seulement

si chaque élément de U'ensemble {y1(z), ..., yr(x)} Uest.
Des deux théoremes précédents, on obtient le suivant :

Théoréme 3.0.3 Pour Vi une matrice d’ordre k, il existe une solution unique du systéme
homogéne (3.0.3) vérifiant
Y(zo) = Vo

On considére I’équation (3.0.4), la solution est donnée par :

V() = (g1, (I + (1 = @)t A())) Vo

71$0

et pour

ZEOZO

V() = (I20(1 + (1 — q)¢'zA(q'x))) Vo
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3. Systémes aux q- différences linéaires d’ordre 1

Théoréme 3.0.4 Soient les deux matrices Y et Z telles que :

D) = —Z(gr)A)
Y(x0)Z(xo) =1 (3.0.6)
Alors :
Y()Z(x)=1

ot I est la matrice identité.

Preuve. On a :

D, Z(x)Y (z)) = Z(qx).D,Y(x)+ D,Z(z).Y (x)
= Z(qr).Ay(x) — Z(qz).AY (x)
=0

c’est-a-dire :

ZY = const

et d’aprés le théoreme précédent, on obtient
ZY =1.

De méme, on prouve facilement :
Théoréme 3.0.5 Si Y et Z sont deux matrices telles que :
DgY (x) = A(x)Y (¢x)

D,Z(x) = —Z(x)A(x)

Y(LU())Z(.T()) =1

Alors
Y(x)Z(x)=1 (3.0.7)

Les corollaires suivants sont des conséquences directes du théoréme précédent.
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3. Systémes aux q- différences linéaires d’ordre 1

Corollaire 3.0.1 Les matrices Y (z) et Z(x) dans (3.0.6) et (3.0.7) vérifient :

Corollaire 3.0.2 La solution de l’équation
DY (z) = A(z)Y (x)
est une matrice non singuliére si et seulement si elle est non singuliére pour r = xg.

Définition 3.0.1 Soit A un ensemble de k solutions linéairement indépendantes de (3.0.3),
A est appelée un systéeme fondamental de solutions. La matrice non singuliére, solution du

systéeme Y (x) est dite matrice fondamentale.

Théoréme 3.0.6 Tout systéme d’équations aux q-differences linéaires (3.0.3) admet tou-

jours un systéme fondamental de solutions ou une maniére fondamentale.
Preuve. On considére un systéme linéaire indépendant de k vecteurs de R, notée
Ul eeey Vg
D’aprés le corollaire 3.0.1, soit
yi(xg) = v;, 1 = 1...k.
Cela signifie que I’ensemble des solutions
yi(x),i=1....k

est linéairement indépendant au point z5. Ou de maniére équivalente, Y () est non singuliére
en © = xy grace au corollaire (3.0.2), y(x) est non singuliére pour tout x et le systéme

correspondant {y;(z), ..., yr(x)} est un systéme fondamental . m

Corollaire 3.0.3 L’éspace de solutions du systéme homogéne (3.0.3) est un R-espace vec-

toriel de dimension k.
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