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Résumé

Dans ce mémoire, on a étudié deux types de problèmes elliptiques non locaux. On

a démontré des résultats d’existence pour ces problèmes par des arguments de point

fixe.

Mots-clés : Problèmes elliptiques non locaux, théorème de Lax-Milgram, point fixe

de Schauder, point fixe de Tikhonov, opérateurs pseudo monotones.
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Notations

Ω un ouvert borné de RN

∂ Ω frontière topologique de Ω

|Ω| mesure de Lebesgue du l’ensemble Ω

x = (x1, · · · , xN ) point générique de RN

d x = d x1d x2 · · ·d xN mesure de Lebesgue sur Ω

Ω l’adhérence de l’ensemble Ω

* la convergence faible

p.p. presque partout

V un espace de Banach

H un espace de Hilbert

V ′ le dual topologique de V

〈., .〉V ′×V le crochet de dualité entre l’espace V et

son dual topologique V ′

‖.‖ la norme sur l’espace de Banach V

(., .) le produit scalaire sur l’espace de Hilbert H

|.| la norme sur l’espace de Hilbert H

Rm×N l’espace des matrices réelles.

Id l’application identique.

C 0(R) l’espace des fonctions continues

∂i La i-i ème dérivée partielle ; ∂i =
∂
∂ xi
.

∂ α La dérivée d’ordre α; ∂ α = ∂ |α|

∂ x
α1
1 ···∂ x

αN
N
.

∇u = ( ∂ u
∂ x1

, ∂ u
∂ x2

, · · · , ∂ u
∂ xN
) gradient de v :Ω−→R

div v La divergence du vecteur v = (v1, ..., vN )

div v = ∂ v1
∂ x1
+ ...+ ∂ vN

∂ xN
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Introduction générale

L’objectif de ce mémoire est d’étudier l’existence des solutions faibles pour deux
problèmes elliptiques non locaux

(P1)

(

−G
�∫

Ω
|∇u |2

�

∆u = g (x , u ) dans Ω,

u = 0 sur ∂ Ω,

et

(P2)

(

−div (a (x , l (u ))∇u ) = f dans Ω,

u = 0 sur Ω,

où Ω est un ouvert borné de RN, G :R+ −→R est une fonction continue vérifiant

∃m0 > 0 G (t )≥m0 ∀t ∈R+,

et g : Ω×R−→R est une fonction de Carathéodory satisfaisant

|g (x , s )| ≤ h (x ) + c |s |,

où c > 0, et h est une fonction positive appartenant à L 2(Ω).

On suppose de plus que f ∈ L 2(Ω), l : L 2(Ω)−→R est une forme linéaire continue, et
a :Ω×R−→R est une fonction de Carathéodory telle que

∃α> 0, ∃β > 0; α≤ a (x , s )≤β p.p x ∈Ω, ∀s ∈R. (1)

Le problème (P1) est la contrepartie stationnaire de l’équation hyperbolique

∂ 2u

∂ t 2
−

�

τ0

m
+
σE

2m L

∫ L

0

�

�

�

∂ u

∂ x

�

�

�

2

d x

�

∂ 2u

∂ x 2
= 0, (2)

qui a été proposé par Kirchhoff dans [18] afin de généraliser le modèle de d’Alem-

bert :
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∂ 2u

∂ t 2
−
τ0

m

∂ 2u

∂ x 2
= 0, x ∈ [0, L ], t > 0, (3)

qui décrit des petites vibrations verticales d’une corde élastique, avec extrémités
fixés. Les paramètres de l’équation (2) ont les significations suivantes : L est la longueur
de la corde, τ0 représente la tension initiale,m est lamasse de la corde, E est lemodule
de Young (ou module d’élasticité) du matériau, et σ est l’aire de la section transversale
de la corde à la position de repos. L’inconnue u représente le déplacement de la corde
dans la direction orthogonale à [0, L ] (pour plus de détails voir [16, 24, 25, 26, 30], et les
références qui s’y trouvent). Tandis que le modèle de d’Alembert (3) suppose que la
longueur de la corde est invariante pour des petites vibrations transversales, le modèle
de Kirchhoff (2) prend en compte ces variations.

Dans [7], Carrier a établi l’équation qui modélise la vibration d’une corde élastique
lorsque les variations de tension ne sont pas faibles :

∂ 2u

∂ t 2
−

�

1

m
+
σE

τ0m L

∫ L

0

u 2 d x

�

∂ 2u

∂ x 2
= 0. (4)

Le cadre abstrait du modèle de Kirchhoff a été proposé dans [23] sous le forme
suivante :















∂ 2u
∂ t 2 −G

�∫

Ω
|∇u (x , t )|2

�

∆u = f dansΩ× ]0, T [,

u = 0 dans ∂ Ω× ]0, T [,

u (0) = u0, u ′(1) = u1,

où G : [0,+∞[−→R est une fonction continue telle que G (s )≥ c > 0 pour tout s ≥ 0, et
Ω est un ouvert borné de RN , avec une frontière régulière.

Dans [3], il a été signalé que le problème (P1) pourrait modéliser plusieurs systèmes
physiques, où u décrit un processus qui dépend de la moyenne de lui-même. L’effet
non local (présence du terme G

�∫

Ω
|∇u |2

�

) trouve également ses applications dans les
systèmes biologiques. La version parabolique du problème (P1) peut être utilisé pour
décrire la croissance d’une espèce particulière (par exemple des bactéries).

Dans le cas où la fonction a ne dépend pas de x et l (u ) =

∫

Ω

u (x ) d x , Le problème

(P2) a été proposé par Chipot-Lovat [9]. Plus précisément, ils ont étudié le problème
suivant :
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(

a
�∫

Ω
u (x ) d x

�

∆u = f dansΩ,

u = 0 sur ∂ Ω,

et sa version parabolique :

(P3)















∂ u
∂ t −a

�∫

Ω
u (x , t ) d x

�

∆u = f dansΩ× ]0, T [,

u (x , t ) = 0 sur ∂ Ω× ]0, T [,

u (x , 0) = u0 dansΩ.

Les auteurs de ce travail ont signalé que le problème (P3) se présente dans diverses
situations. Par exemple, la fonction inconnue u pourrait décrire la densité d’une popu-
lation (par exemple de bactéries). Le coefficient de diffusion a est alors censé dépendre
de l’ensemble de la population du domaine plutôt que de la densité locale c’est-à-dire
les mouvements sont guidés en tenant compte de l’état global du support. Une autre
explication de la l’importance d’un tel modèle réside dans le fait que les mesures qui
servent à déterminer les constantes physiques ne sont pas faites en un point mais
représentent une moyenne dans un voisinage d’un point de sorte que ces constantes
physiques dépendent de moyennes locales.

Ce travail a été généralisé par la suite par Chipot-Lovat [10] au problème suivant

(P4)















∂ u
∂ t −a (l (u (., t )))∆u = f dansΩ× ]0, T [,

u (x , t ) = 0 sur ∂ Ω× ]0, T [,

u (x , 0) = u0 dansΩ,

où l est une forme linéaire continue sur L 2(Ω). Les auteurs de ce modèle ont men-
tionné que dans le cas où l (u (., t )) =

∫

Ω′
u (x , t )d x , avec Ω′ est un sous-domaine de Ω,

le problème (P4) pourrait modéliser une migration de population (par exemple des
bactéries dans un récipient). Le terme non local a

�∫

Ω′
u (x , t )d x

�

signifie que la vitesse
de la migration dépend de la population totale dans un sous-domaine Ω′.

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Le premier est entièrement consacré à
l’exposé des définitions et résultats nécessaires pour la suite de ce travail. L’objectif du
deuxième chapitre est de présenter un résultat d’existence pour le problèmeP1. Le
troisième chapitre est consacré pour l’étude du problèmeP2.
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L’objectif de ce chapitre est de rappeler l’essentiel des notions et résultats utilisés
tout au long de ce travail.

1.1 Rappels sur quelques espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces de Lebesgue
Définition 1.1: (Espaces de Lebesgue L p (Ω))

On définit l’espace de Lebesgue L p (Ω) par :
1. Pour 1≤ p <+∞

L p (Ω) =

�

u :Ω−→R mesurable,

∫

Ω

|u (x )|p d x <+∞
�

,

muni de la norme

‖u‖L p (Ω) =

�∫

Ω

|u (x )|p d x

�
1
p

.

2. Pour p =+∞

L∞(Ω) =
§

u :Ω−→R mesurable, sup
x∈Ω

ess|u (x )|<+∞
ª

,

muni de la norme
‖u‖L∞(Ω) = sup

x∈Ω
ess|u (x )|.

1



Chapitre 1. Préliminaires

Theorem 1.1 – [5, 14]. Pour 1≤ p ≤∞, l’espace L p (Ω) est un espace de Banach et
de Hilbert pour p = 2 muni du produit scalaire :

( f , g ) =

∫

Ω

f (x )g (x )d x .

Proposition 1.1: (Séparabilité, réflexivité et dual de l’espace L p (Ω) [5])

1. L p (Ω) est séparable pour 1≤ p <+∞ et réflexif pour 1< p <+∞.
2. Le dual de L p (Ω) pour 1≤ p <+∞ est isomorphe à L p ′(Ω), où p ′ est l’exposant

conjugué de p , c’est-à-dire 1
p +

1
p ′ = 1.

3. L 1(Ω) est séparable, ni réflexif et son dual est L∞(Ω).
4. L∞(Ω) ni séparable, ni réflexif et son dual est contient strictement L 1(Ω).

Définition 1.2: (Fonction localement intégrable [4])

On dit qu’une fonction f définie sur un ouvert Ω de RN est localement intégrable
si pour tout compact K de Ω on a

∫

K
| f (x )|d x <∞.

Exemple 1.1
La fonction g :R+ −→R définie par

g (x ) =

�

ln |x | si x 6= 0,
0 si x = 0,

est localement intégrable.

Définition 1.3: (L’espace des fonctions localement intégrable L 1
l o c (Ω) [4])

L’espace L 1
l o c (Ω) est le quotient de l’espace des fonctions intégrables par la relation

d’équivalence f = g p.p sur Ω.

Theorem 1.2 – Inégalité de Young [5]. Soient p > 1 et p ′ l’exposant conjugué de
p . Alors pour tout réels positifs a et b , on a

a b ≤
1

p
a p +

1

q
b p ′ .

Theorem 1.3 – Inégalité de Hölder [5]. Soient f ∈ L p (Ω) et g ∈ L p ′(Ω) avec 1≤ p ≤

2



1.1. Rappels sur quelques espaces fonctionnels

+∞, et p ′ l’exposant conjugué de p . Alors f g ∈ L 1(Ω) et de plus on a
∫

Ω

| f (x )g (x )|d x ≤ ‖ f ‖L p (Ω) ‖g ‖L p ′ (Ω).

Corollaire 1.1. Soit 1≤ p ≤ q ≤+∞. Si |Ω|<+∞, alors L q (Ω)⊂ L p (Ω).

Définition 1.4: (Mode de convergence dans l’espace L p (Ω))

Soient p ∈ ]1,+∞[, p ′ l’exposant conjugué de p , et
�

fn

�

n
une suite de fonctions de

L p (Ω).
1. On dit que la suite

�

fn

�

n
converge fortement vers la fonction f dans L p (Ω),

et on noté fn → f dans L p (Ω), si

lim
n→+∞

‖ fn − f ‖L p (Ω) = 0.

2. On dit que la suite
�

fn

�

n
converge faiblement vers f dans L p (Ω), et on noté

fn * f dans L p (Ω), si

lim
n→+∞

∫

Ω

�

fn (x )− f (x )
�

g (x )d x = 0, ∀g ∈ L p ′(Ω).

Theorem 1.4 –Convergence dominée de Lebesgue [19]. Soient Ω un ouvert de
RN, et ( fn )n∈N une suite de fonctions de L p (Ω) avec p ∈ ]0,+∞[, convergeant presque
partout vers une fonctions mesurable f . S’il existe une fonction g ∈ L p (Ω) telle que
pour tout n ∈N

| fn (x )| ≤ g (x ) p.p. sur Ω.

Alors f ∈ L p (Ω) et on a :

lim
n−→∞

‖ fn − f ‖L p (Ω) = 0.

Theorem 1.5 –Réciproque partielle du théorème de la convergence dominée
[17]. Soient Ω un ouvert de RN, et ( fn )n∈N une suite de fonctions qui converge vers
f dans L p (Ω). Alors il existe une sous suite ( fnk

)k∈N et une fonction g de L p (Ω) telles
que :
1. fnk

(x )−→ g (x ) p.p. sur Ω.

2. ∀k ∈N, | fnk
(x )| ≤ g (x ) p.p. sur Ω.

Définition 1.5: (Fonction de Carathéodory)

Soit f :Ω×R−→R dit que f est Carathéodory si :
1. f (., s ) :Ω−→Rmesurable pour tout s ∈R,
2. f (x , .) :Ω−→R continue presque partout x ∈Ω.

3



Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.6: (Opérateur de Nemytskii [29])

Soient u : Ω −→ R et f : Ω×R −→ R une fonction de Carathéodory. L’opérateur
défini par (Nf u )(x ) = f (x , u (x )), pour toute fonction mesurable u : Ω −→ R, est
appelé l’opérateur de Nemytskii (ou opérateur de superposition) relatif à f .

Theorem 1.6 –Continuité de l’opérateur de Nemytskii [29]. Soit f une fonction
de Carathéodory satisfaisant la condition de croissance :

| f (x , s )| ≤ a (x ) + b |s |, p.p x ∈Ω∀s ∈R,

où b > 0, et a est une fonction positive appartenant à L 2(Ω). Alors l’opérateur de
Nemytskii Nf est continu de L 2(Ω) dans L 2(Ω).

1.1.2 Espaces de Sobolev
Définition 1.7: (Espace des fonctions test [20])

. Soit Ω un ouvert de RN et ϕ :Ω−→R une fonction.
On appelle support de ϕ l’ensemble :

supp(ϕ) =
�

x ∈Ω :ϕ(x ) 6= 0
	

.

On dit que la fonction ϕ à support compact si il existe une partie compacte
K de RN telle que supp(ϕ)⊂ K .
On appelle l’espace des fonctions test et on note D (Ω) ou (C∞c (Ω)) l’espace
des fonctions de classe C∞ à support compact dans Ω.

Exemple 1.2: [33, 21]
Soit x = (x1, · · · , xN ) ∈RN , r = ‖x‖RN =

Æ

x 2
1 + · · ·+ x 2

N . On pose

ϕ(x ) =

�

e −
1

1−r 2 si r < 1
0 si r ≥ 1.

est une fonction de classe C∞ à support compact. En effet, on a

suppϕ =
�

x ∈RN ; ‖x‖RN ≤ 1
	

,

la boule de centre 0 et de rayon 1.

Définition 1.8: [Distribution][33, 34, 21]

On appelle distribution T sur Ω une fonctionnelle linéaire continue sur D(Ω).
1. fonctionnelle linéaire signifie : une application T de D(Ω) dans R (ou C)

faisant correspondre à une fonction ϕ ∈D(Ω), nombre 〈T ,ϕ 〉 tel que : pour

4



1.1. Rappels sur quelques espaces fonctionnels

tout ϕ1, ϕ2 ∈D(Ω) et α, β ∈C, on a

〈T ,αϕ1+βϕ2 〉=α〈T ,ϕ1 〉+β 〈T ,ϕ2 〉.

Au lieu de fonctionnelle linéaire, on dit aussi forme linéaire.
2. continue signifie : si la suite (ϕn ) converge dans D(Ω) vers ϕ, alors 〈T ,ϕn 〉

converge au sens usuel vers 〈T ,ϕ 〉.

Exemple 1.3
Soit f une fonction localement intégrable. Il définit une distribution Tf par

〈Tf ,ϕ 〉=
∫

RN

f (x )ϕ(x )d x .

Pour la démonstration voir [33, Example I., page 74].

Exemple 1.4: [33]
La distribution de Dirac δ est définie par

〈δ,ϕ 〉=ϕ(0).

La distribution de Dirac δa au point a ∈RN est définie par

〈δa ,ϕ 〉=ϕ(a ).

Exemple 1.5: (La distribution pv 1
x )

La fonction 1
x ne définit pas une distribution car elle n’est pas intégrable au voisinage de 0.

Cependant, l’intégrale

pv
∫ +∞

−∞

ϕ(x )
x

d x = lim
ε→0

∫

|x |≥ε

ϕ(x )
x

d x

existe si ϕ ∈D(Ω). En conséquence, on peut définir une distribution T = pv 1
x (valeur princi-

pale de Cauchy) de la manière suivante :

〈pv
1

x
,ϕ 〉= lim

ε→0

∫

|x |≥ε

ϕ(x )
x

d x .

Une présentation plus détaillée peut se trouver dans [33, page 84].

Proposition 1.2: (Densité deD(Ω) dans les espaces de Lebesgue )

D(Ω) est un sous-espace dense dans L p (Ω) pour tout 1≤ p <+∞.

5



Chapitre 1. Préliminaires

Preuve.

Voir [19, Theorem 1.12.], ou [14, Proposition 1.2.21.].

Définition 1.9: [Dérivées aux sens de distributions]

Soit N ∈N?, k ∈ {1, . . . , N },α ∈NN et T ∈D ′(Ω). On appelle dérivé partielle de T par
rapport à la k-ième variable et on la note ∂ T

∂ xk
, la distribution définie par

〈
∂ T

∂ xk
,ϕ〉=−〈T ,

∂ ϕ

∂ xk
〉, ∀ϕ ∈D(Ω),

par récurrence, on définit la dérivé partielle de T d’ordre α par

〈DαT ,ϕ〉= (−1)|α|〈T ,Dαϕ〉, ∀ϕ ∈D(Ω).

Définition 1.10: (Dérivée au sens faible)

Soit u ∈ L 1
l o c (Ω). Ondit que la fonction u admet unedérivée faible dans la direction

i , s’il existe une fonction v ∈ L 1
l o c (Ω) telle que

∫

Ω

u (x )
∂ ϕ

∂ xi
(x )d x =−

∫

Ω

v (x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈D (Ω).

Exemple 1.6
La fonction u : Ω= ]−1, 1[−→R définie par

u (x ) =







−x si −1< x < 0,
0 si x = 0,
x si 0< x < 1,

est faiblement dérivable. En effet, la fonction u est clairement localement intégrable (elle est
continue), et de plus, pour toute fonction ϕ ∈D(Ω), on a

∫ 1

−1

u (x )ϕ′(x )d x =

∫ 0

−1

u (x )ϕ′(x )d x +

∫ 1

0

u (x )ϕ′(x )d x

=−
∫ 0

−1

xϕ′(x )d x +

∫ 1

0

xϕ′(x )d x

=−
�

xϕ(x )
�0

−1
+

∫ 0

−1

ϕ(x )d x +
�

xϕ(x )
�1

0
−
∫ 1

0

ϕ(x )d x

=−
∫ 0

−1

(−1)ϕ(x )d x −
∫ 1

0

(1)ϕ(x )d x .

Par suite il existe une fonction

v (x ) =

�

−1 si −1< x < 0,
1 si 0< x < 1,

localement intégrable telle que

6



1.1. Rappels sur quelques espaces fonctionnels

∫ 1

−1

u (x )ϕ′(x )d x =

∫ 1

−1

v (x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈D(Ω).

Donc la fonction u est faiblement dérivable.

Définition 1.11: (Espace de Sobolev H 1(Ω))

Soit Ω un ouvert de RN. On définit l’espace de Sobolev H 1(Ω) par :

H 1(Ω) =
§

u ∈ L 2(Ω) tel que ∀i ∈ {1, ...N } ,
∂ u

∂ xi
∈ L 2(Ω)

ª

,

où ∂ u

∂ xi
est la dérivée faible de u dans la direction i .

Exemple 1.7
La fonction définie dans l’exemple 1.6 appartient à l’espace de Sobolev H 1 (]−1, 1[).

Theorem 1.7 – Structure Hilbertienne de H 1(Ω) [32]. L’espace H 1(Ω) muni du
produit scalaire :

〈u , v 〉H 1(Ω) =

∫

Ω

(u (x )v (x ) +∇u (x )∇v (x ))d x

et de la norme

‖u‖H 1(Ω) =

�∫

Ω

(|u (x )|2+ |∇u (x )|2)d x

�
1
2

,

est un espace de Hilbert.

Theorem 1.8 – Séparabilité de H 1(Ω) [32]. L’espace H 1(Ω)muni et de la norme

‖u‖H 1(Ω) =

�∫

Ω

(|u (x )|2+ |∇u (x )|2)d x

�
1
2

,

est séparable.

Définition 1.12: [Convergence forte, faible dans H 1(Ω)]

Soit
�

fn

�

une suite de H 1(Ω).
1. On dit que fn converge fortement vers f dans H 1(Ω), et on note fn → f dans

H 1(Ω), si
fn → f dans L 2(Ω) et ∇ fn →∇ f dans L 2(Ω).

7
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2. On dit que fn converge faiblement vers f dansH 1(Ω), et on note fn * f dans
H 1(Ω), si

fn * f dans L 2(Ω) et ∇ fn *∇ f dans L 2(Ω).

Définition 1.13: (L’espace de Sobolev H 1
0 (Ω) )

Soit Ω un ouvert de RN. L’espace de Sobolev H 1
0 (Ω) est défini comme l’adhérence

de D (Ω) dans H 1(Ω) ; c’est-à- dire :

H 1
0 (Ω) =D (Ω)

H 1(Ω)
.

Theorem 1.9 – Inégalité de Poincaré [2]. Soit Ω un ouvert de RN. Il existe une
constante CΩ ≥ 0 (dépend seulement du domaine Ω) telle que pour toute fonction
u ∈H 1

0 (Ω), on a :

‖u‖L 2(Ω) ≤CΩ‖∇u‖L 2(Ω).

Remarque 1.1. L’inégalité de Poincaré reste vraie si Ω est borné seulement dans une
direction.

Theorem 1.10 –Norme équivalente sur H 1
0 (Ω) . Soit Ω un ouvert borné de RN.

Alors la semi-norme

‖u‖H 1
0 (Ω)
=

�∫

Ω

|∇u (x )|2d x

�
1
2

,

est une norme sur H 1
0 (Ω) équivalente à la norme usuelle induite par celle de H 1(Ω).

Démonstration. Il suffit d’appliquer l’inégalité de Poincaré 1.9.

Définition 1.14: (Ouvert de frontière régulière [2])

On dit qu’un ouvert Ω de RN est régulier de classeC 1 s’il existe un nombre fini
d’ouverts (ωi )0≤i≤I tels que

ω̄0 ⊂Ω, Ω̄⊂∪I
i=0, ∂ Ω⊂∪I

i=1,

et que, pour chaque i ∈ {1, · · · , I }, il existe une application bijective φi , de classe
C 1, deωi dans l’ensemble

Q =
�

y = (y ′, yN ) ∈RN−1×R; |y ′|< 1, |yN |< 1
	

,

dont l’inverse est aussi de classeC 1, et telle que

φi (ωi ∩Ω) =Q ∩
�

y = (y ′, yN ) ∈RN−1×R; |yN |> 0
	

=Q+,

φi (ωi ∩ ∂ Ω) =Q ∩
�

y = (y ′, yN ) ∈RN−1×R; yN = 0
	

.
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1.1. Rappels sur quelques espaces fonctionnels

−1 1

−1

1

y ′

yN

ω0

Q+

Q

ω1

ω2

φi

ω0

∂ Ω

ωi

Figure 1.1 – Ouvert de classeC 1

Theorem 1.11 –Théorème de trace [2]. Soit Ω un ouvert borné de classeC 1, ou
bien Ω=RN

+ . On définit l’application trace γ0

γ0 : H 1(Ω)∩C (Ω) −→ L 2(∂ Ω)∩C (∂ Ω)
v 7→ γ0(v ) = v |∂ Ω .

Cette application γ0 se prolonge par continuité en une application linéaire continue
de H 1(Ω) dans L 2(∂ Ω), notée encore γ0. En particulier, il existe une constante C > 0
telle que, pour toute fonction v ∈H 1(Ω), on a

‖γ0(v )‖L 2(∂ Ω) ≤C ‖v ‖H 1(Ω).

Theorem 1.12 –Caractérisation de l’espace H 1
0 (Ω) [32]. On suppose que Ω est

un ouvert borné de RN de classeC 1. Alors H 1
0 (Ω) est le noyau de l’application trace

γ0, i.e.,

H 1
0 (Ω) =

�

u ∈H 1(Ω); v |∂ Ω = 0
	

.

Theorem 1.13 –Rellich [2]. Soit Ω un ouvert borné régulier de RN de classe C 1,
alors de toute suite bornée de H 1(Ω), on peut extraire une sous-suite convergente
dans L 2(Ω) (on dit que l’injection canonique de H 1(Ω) dans L 2(Ω) est compacte).

Remarque 1.2. Si l’on remplace H 1(Ω) par H 1
0 (Ω), le théorème de Rellich 1.13 reste

vrai sans supposer que le domaine est de classeC 1.
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Définition 1.15: (Espace de Sobolev H −1(Ω))

L’espace de Sobolev H −1(Ω) est le dual topologique de l’espace H 1
0 (Ω) ; c’est-à-dire :

l’espace vectoriel de toutes les formes linéaires continues sur H 1
0 (Ω).

Theorem 1.14 – Formule d’intégration par parties [32]. On suppose que Ω est
un ouvert borné de RN de classe C 1. Alors, si u et v sont des fonctions de H 1(Ω), on a

∫

Ω

∂ u

∂ xi
v d x =−

∫

Ω

u
∂ v

∂ xi
d x +

∫

∂ Ω

u v ni dσ, 1≤ i ≤N . (1.1)

où n = (ni )1≤i≤N est le vecteur normal unitaire, orienté vers l’extérieur de ∂ Ω.

Theorem 1.15 – Formule de Green. Soit Ω un ouvert borné de RN de classe C 1. Si
u ∈H 2(Ω) et v ∈H 1(Ω) sont des fonctions de H 1(Ω), on a

∫

Ω

∆u (x )v (x )d x =−
∫

Ω

∇u (x ).∇v (x )d x +

∫

∂ Ω

∂ u

∂ η
v (x )d s ,

où ∂ u

∂ n
=∇u ·n .

Preuve.

Il suffit d’appliquer la formule d’intégration par parties (1.1).

1.2 Méthode variationnelle

1.2.1 Rappel sur les espaces de Banach et de Hilbert
Définition 1.16: (Norme [13])

Soit V un espace vectoriel sur R. Une norme sur V est une application de V vers
R que l’on note

x 7→ ‖x‖,

telle que, pour tout (x , y ) ∈V ×V et pour tout λ ∈R, on ait :

1. ‖x‖ ≥ 0,
2. ‖x‖= 0 =⇒ x = 0E ,
3. ‖λx‖= |λ|‖x‖,
4. ‖x + y ‖ ≤ ‖x‖+ ‖y ‖, (inégalité triangulaire).
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1.2. Méthode variationnelle

Définition 1.17: (Espace vectoriel normé)

Soit V un espace vectoriel muni de la norme ‖.‖. Alors Le couple (V ,‖.‖) est appelé
un espace vectoriel normé. V est un espace métrique pour la distance associée à
la norme ‖.‖ définie par

d (x , y ) = ‖x − y ‖; ∀x , y ∈V . (1.2)

Définition 1.18: (Espace de Banach)

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (V ,‖.‖) complet pour la
topologie induite par la norme.

Définition 1.19: (Espace préhilbertien réel [31])

Un espace préhilbertien réel V est un espace vectoriel sur Rmuni d’un produit
scalaire (. , .)V , c’est à dire : une applicationdeV ×V dansR vérifiant les hypothèses
suivantes :
1. bilinéaire :

(u1+λu2 , v )V = (u1 , v )V +λ (u2 , v )V ; ∀λ ∈R, ∀u1, u2, v ∈V ,

et
(u , v1+λv2)V = (u , v1)V +λ (u , v2)V ; ∀λ ∈R, ∀u , v1, v2, v ∈V ,

2. symétrique : (u , v )V = (v , u )V ; ∀u , v ∈V ,
3. définie : (v , v )V = 0 =⇒ v = 0V ,
4. positive : (v , v )V > 0; ∀v ∈V , v 6= 0V .

Définition 1.20: (Norme associée au produit scalaire )

Soit V un espace préhilbertien réel muni du produit scalaire noté (. , .)V . L’appli-
cation N : x 7→

p

(x , x )V est une norme sur V appelé norme associée au produit
scalaire (. , .)V .

Proposition 1.3: (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit V un espace préhilbertien réel muni d’un produit scalaire noté (. , .)V , et de la
norme ‖.‖V associée. Pour tous vecteurs u et v de V , on a :

�

� (u , v )V
�

�≤ ‖u‖V ‖v ‖V .

Définition 1.21: (Espace de Hilbert)

Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet par rapport à la norme
associée au produit scalaire.

11



Chapitre 1. Préliminaires

Theorem 1.16 – (Projection) [11]. Soit K un ensemble convexe, fermé et non vide
d’un espace de Hilbert H . Alors pour tout u ∈H il existe une unique élément de K ,
noté PK u , tel que :

‖u −PK u‖H =min
v∈K
‖u − v ‖H , (1.3)

qui est caractérisé par :

(u −PK u , v −PK u )≤ 0 ∀v ∈H . (1.4)
En outre, l’application PK est une contraction :

‖PK u −PK w ‖ ≤ ‖u −w ‖ ∀u , v ∈H . (1.5)

Corollaire 1.2 – [11]. Soit F un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert H . On a
la décomposition H = F ⊕ F ⊥, où F ⊥ est un sous-espace vectoriel fermé de H , appelé
l’orthogonal de F et défini par :

F ⊥ =
�

u ∈ F tel que (u , v )H = 0, ∀v ∈H
	

, (1.6)

et en outre,
�

F ⊥
�⊥
= F .

Theorem 1.17 –Théorème de représentation de Riesz . Soient H un espace de
Hilbert et f ∈H

′ une forme linéaire continue sur H . Alors il existe élément unique u
de H tel que :

f (v ) = (u , v )H ; ∀v ∈H .

Preuve.

1. Existence.On distingue deux cas.
(a). Si f ≡ 0, il suffit de prendre u = 0 comme un représentant de f .
(b). Si f 6≡ 0, alors il existe un élément non nul u0 de (ker f )⊥. Dès que f est

continue, ker f est un sous-espace fermé de H , et par le corollaire 1.2,
il vient

H = ker f ⊕ (ker f )⊥.

Soit v ∈H . Il est clair que w = u0 f (v )− f (u0)v est un élément de ker f ,
et en conséquence, on a

0= (u0, w ) =
�

u0, u0 f (v )− f (u0)v
�

= ‖u0|2 f (v )− f (u0) (u0, v )

Par suit, il vient

f (v ) =
�

f (u0)u0

‖u0‖2
, v
�

Donc, on peut prendre u =
f (u0)u0

‖u0‖2
comme un représentant de f .
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1.2. Méthode variationnelle

2. L’unicité.On suppose qu’il existe deux éléments u1 et u2 de H tels que

f (v ) = (u1, v ); ∀v ∈H , (1.7)

et
f (v ) = (u2, v ); ∀v ∈H . (1.8)

En soustrayant (1.8) de (1.7), il vient

(u1−u2, v ) = 0 ∀v ∈H . (1.9)

Prenant v = u1−u2 dans (1.9), il s’en suit que ‖u1−u2‖2 = 0, ce que implique
que u1 = u2.

Theorem 1.18 – Lax-Milgram [1]. Soient H un espace de Hilbert, a une forme
bilinéaire sur H ×H telle qu’il existe deux constantes strictement positives α et β
telles que
1. ∀u , v ∈H , |a (u , v )| ≤β‖u‖H ‖v ‖H (a est continue sur H ×H ),
2. ∀v ∈H , a (v, v )≥α‖v ‖2

H (a est coercive).
Soit L une forme linéaire continue sur H . Alors, le problème suivant







Trouver u ∈H tel que :

a (u , v ) = L (v ) pour tout v ∈H .
(1.10)

admet une unique solution.

Preuve.

On définit l’opérateur
A : H −→H

u 7→ Au

où A(u ) est le représentant unique de Riesz de la forme linéaire continue a (u , .).
Donc, on a :

a (u , v ) = (Au , v ), ∀v ∈H . (1.11)
On va montrer que A est une application linéaire, continue, et bijective.
1. Linéarité de A.

Soient u , w ∈H , et t ∈R. On va démontrer que :

A (u + t w ) = A(u ) + t A(w ).

Soit v ∈H . En utilisant la linéarité de a par rapport à la deuxième variable,
on obtient :

(A(u + t w ), v ) =a (u + t w , v )
=a (u , v ) + t a (w , v ),
=(A(u ), v ) + t (A(w ), v )
(A(u ) + t A(w ), v ) .

13
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Par conséquent
(A(u + t w )−A(u )− t A(w ), v ) = 0

En choisissant v = A(u + t w )−A(u )− t A(w ), il s’en suit que

‖A(u +w )−A(u )−A(w )‖2
H = 0,

ce qui implique que A(u + t w ) = A(u ) + t A(w ).
2. Continuité de A.

Soit u ∈H . En utilisant la continuité de la forme bilinéaire a et l’inégalité
de Young, il vient :

‖A(u )‖2
H = (A(u ), A(u ))
= a (u , A(u ))
≤β‖u‖H ‖A(u )‖H

≤
1

2
β 2‖u‖2

H +
1

2
‖A(u )‖2

H .

(1.12)

De (1.11), il découle que

‖A(u )‖H ≤β‖u‖H .

D’où la continuité de l’opérateur A.
3. Injectivité de A. Il suffit demontrer que ker A = {0}. Soit u ∈H tel que A(u ) =

0. En utilisant la coercivite de la forme bilinéaire a , il s’en suit que

0= (A(u ), u ) = a (u , u )≥α‖u‖2
H .

Ce qui implique que ‖u‖= 0, et en conséquence u = 0.
4. Surjectivité de A. Il suffit de montrer que Im(A) =H .

(a). Im(A) est fermé. Soit (un ) une suite de H telle que

A (un )−→η fortement dansH .

En utilisant la coercivité de a , et l’inégalité de Young, il découle que

α‖up −uq‖2 ≤ a
�

up −uq , up −uq

�

=
�

A(up −uq ), up −uq

�

≤β‖A(up )−A(uq )‖‖up −uq‖

≤
1

2α
β 2‖A(up )−A(uq )‖2+

α

2
‖up −uq‖2

De la dernière inégalité, il s’en suit que

‖up −uq‖ ≤
β

α
‖A(up )−A(uq )‖.

Donc un est une suite Cauchy dans l’espace de Hilbert H, et par consé-
quent, il existe u ∈H tel que

14



1.2. Méthode variationnelle

un −→ fortement dansH .

En conséquence, par la continuité de A, il vient

A (un )−→ A(u ) fortement dansH .

L’unicité de la limite implique que η = A(u ), ce que entraîne que η ∈
Im(A). Donc Im(A) et fermé.

(b). Im(A)⊥ = {0}. Soit u0 ∈ Im(A)⊥. En utilisant la coercivité de a , il vient

α‖u0‖2 ≤ a (u0, u0) = (A(u0), u0) = 0.

En conséquence u0 = 0.

Puisque Im(A) est un sous-espace fermé de H , alors par le corollaire 1.2, on
a :

H = Im(A)⊕ Im(A)⊥

= Im(A)⊕{0}= Im(A).

Puisque L est une forme linéaire continue sur H , alors par le théorème de repré-
sentation de Riesz 1.17, il existe f ∈H tel que :

L (v ) =
�

f , v
�

H
∀v ∈H . (1.13)

De (1.11) et (1.11), il est clair que le problème (1.10) équivaut au problème sui-
vant :







Trouver u ∈H tel que :

A(u ) = f .
(1.14)

Comme A est une bijection, le problème (1.14) admet une unique solution u =
A−1( f ).

1.2.2 Formulations faibles et leur résolution
On considère le problème suivant :

�

−div (M (x )∇u ) = f dans Ω,
u = 0 sur ∂ Ω,

(1.15)

où Ω est un ouvert borné deRN , et M est unematrice elliptique bornée; c-à-d., il existe
α> 0 et β > 0 tels que

α|ξ|2 ≤M (x )ξ ·ξ, |M (x )ξ| ≤β |ξ|, (1.16)

pour tout ξ ∈Rn et presque partout x ∈Ω. De plus, on suppose que f est une fonction
L 2(Ω).
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Définition 1.22: (Solution faible)

On dit que u ∈ H 1
0 (Ω) est une solution faible du problème (1.15), si pour tout

ϕ ∈H 1
0 (Ω), on a :

∫

Ω

M (x )∇u (x ) ·∇ϕ(x )d x =

∫

Ω

f (x )ϕ(x )d x . (1.17)

Theorem 1.19. On suppose que l’hypothèse (1.16) est satisfaite, et que f ∈ L 2(Ω).
Alors le problème (1.15) admet une unique solution faible.

Preuve.

On définit la forme bilinéaire a : H 1
0 (Ω)×H 1

0 (Ω)−→R par :

a (u ,ϕ) = 〈A(u ),ϕ〉=
∫

Ω

M (x )∇u ·∇ϕd x

et on définit la forme continue L : H 1
0 (Ω)−→R par :

L (ϕ) =

∫

Ω

f ϕd x .

On vamontrer que a est L satisfaire toutes les hypothèses du théorème de Lax-
Milgram 1.18.
1. Continuité de a .

En utilisant l’hypothèse (1.16) et l’inégalité de Hölder, on obtient, pour tout
u , ϕ ∈H 1

0 (Ω)

|〈A(u ),ϕ 〉|=
�

�

�

∫

Ω

M (x )∇u ·∇ϕd x
�

�

�

≤β
∫

Ω

|∇u ||∇ϕ|d x

≤β‖∇u‖L 2(Ω) ‖∇ϕ‖L 2(Ω)

=β‖u‖H 1
0 (Ω)
‖ϕ‖H 1

0 (Ω)
.

2. Coercivité de a . En utilisant l’hypothèse (1.16) ,on obtient pour tout u ∈
H 1

0 (Ω)

〈A(u ), u 〉=
∫

Ω

M (x )∇u ·∇u d x

≥α
∫

Ω

|∇u |2 d x

=α‖∇u‖2
L 2(Ω)

=α‖u‖2
H 1

0 (Ω)
.
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1.3. Méthode demonotonie

Par suite, il vient

〈A(u ), u 〉
‖u‖H 1

0 (Ω)
≥α‖u‖H 1

0 (Ω)
.

D’où 〈A(u ),u 〉
‖u‖H 1

0 (Ω)
−→+∞ si ‖u‖H 1

0 (Ω)
−→+∞.

1.3 Méthode demonotonie
Dans ce qui suit, V est un espace de Banach réflexif et séparable, A est un opérateur

de V dans V ′ (en général non linéaire).
Définition 1.23: [Opérateur borné]

On dit que l’opérateur A est borné, s’il transforme les bornés de V en des bornés
de V ′.

Exemple 1.8
Soient E = C ([0, 1],R) l’espace des fonctions continues de [0, 1] à valeurs dans R, muni
de la norme de convergence uniforme ‖ f ‖∞ = supx∈[0,1] | f (x )|. On considère l’opérateur de
Volterra

A : E −→ E ,

f −→ A f ,

défini par

A f (t ) =

∫ t

0

f (s )d s pour tout t ∈ [0, 1].

L’opérateur de Volterra A est borné. En effet, pour tout t ∈ [0, 1], on a

|A f (t )|=
�

�

�

∫ t

0

f (s )d s
�

�

�

≤
∫ t

0

| f (s )|d s

≤
∫ t

0

sup
s∈[0,1]

| f (s )|d s

≤ t ‖ f ‖∞.

Ainsi ‖A f ‖∞ ≤ ‖ f ‖∞, ceci implique que l’opérateur de Volterra A est borné.

Définition 1.24: [Opérateurmonotone]

On dit que l’opérateur A est monotone si

∀u , v ∈V , 〈A(u )−A(v ), u − v 〉 ≥ 0. (1.18)
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On dit que A est strictement monotone si de plus 〈A(u )−A(v ), u − v 〉= 0 implique
u = v .

Exemple 1.9
Soient H est un espace de Hilbert et f : H −→H un opérateur vérifiant

‖ f (u )− f (v )‖H ≤ ‖u − v ‖H pour tout u , v ∈H . (1.19)

Alors A = idH − f est un opérateur monotone. En effet, si u , v ∈H , alors en utilisant (1.19),
et l’inégalité de Cauchy-Schwarz 1.2.1, il vient

〈A(u )−A(v ), u − v 〉=
� �

id− f
�

(u )−
�

id− f
�

(v ), u − v
�

H

=
�

u − v −
�

f (u )− f (v )
�

, u − v
�

H

= ‖u − v ‖2
H −

�

f (u )− f (v ), u − v
�

H

≥ ‖u − v ‖2
H −‖ f (u )− f (v )‖H ‖u − v ‖H

≥ 0.

Exemple 1.10: (Opérateur laplacien)
Soit Ω un ouvert borné de RN . On définit l’opérateur laplacien A : H 1

0 (Ω)−→H −1(Ω) par

〈A(u ),ϕ〉=
∫

Ω

∇u∇ϕd x .

Cet opérateur est strictement monotone. Effectivement, si u et v deux éléments distingués de
V , on a

〈A(u )−A(v ), u − v 〉= 〈A (u − v ) , u − v 〉

=

∫

Ω

∇(u − v ) ·∇(u − v )d x

= ‖u − v ‖2
H 1

0 (Ω)

> 0.

Définition 1.25: [Opérateur hémi-continu]

On dit que l’opérateur A est hémi-continu si
∀u , v, w ∈V , l’application t 7→ 〈A(u + t v ), w 〉 est continue de R dans R.

Exemple 1.11
L’opérateur laplacien défini dans l’exemple 1.10 est hémi-continu. Évidemment, si u , v et w
trois éléments de H 1

0 (Ω), la fonction

18
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ϕ(t ) =

∫

Ω

∇(u + t v )∇(w )d x

=

∫

Ω

∇(u )∇(w )d x + t

∫

Ω

∇(v )∇(w )d x

=b +a t ,

est continue de R dans R (car elle est affine).

Définition 1.26: [Opérateur coercitif]

On dit que l’opérateur A est coercitif si

∃ζ :R+ −→R+ : lim
s−→+∞

ζ(s ) = +∞ et 〈A(u ), u〉 ≥ ζ (‖u‖)‖u‖

En d’autres termes, A est coercitif si

lim
‖u‖←→+∞

〈A(u ), u〉
‖u‖

=+∞. (1.20)

Exemple 1.12
L’opérateur laplacien est coercif. En effet, si u ∈H 1

0 (Ω), on a

〈A(u ), u〉=
∫

Ω

∇u ·∇u d x

= ‖u‖2
H 1

0 (Ω)

Par suite, il vient

〈A(u ), u 〉
‖u‖H 1

0 (Ω)
≥ ‖u‖H 1

0 (Ω)
.

D’où 〈A(u ),u 〉
‖u‖H 1

0 (Ω)
−→+∞ lorsque ‖u‖H 1

0 (Ω)
−→+∞.

Theorem 1.20 –Théorème de surjectivité de Leray-Lions [22]. Soit A : V −→V ′

un opérateur borné, hémi-continu, monotone et coercif. Alors A est surjectif ; cela
signifie, pour tout f ∈V ′, il y a au moins une solution à l’équation

A(u ) = f . (1.21)

Si on suppose de plus la stricte monotonie sur l’opérateur A, l’équation (1.21) admet
une unique solution.
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Application 1.1
Montrer que le problème que le problème (1.15) admet une unique solution
faible u ∈H 1

0 (Ω).

Solution.

On définit l’opérateur A : V =H 1
0 (Ω)−→V

′ =H −1(Ω) Par :

〈A(u ),ϕ〉=
∫

Ω

M (x )∇u (x ) ·∇ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω).

On va montrer que l’opérateur A est borné, monotone, hémi-continu, et coercif.
1. L’opérateur A est borné. Soient u , v ∈H 1

0 (Ω), en utilisant l’hypothèse (1.16)
et l’inégalité de Hölder, on obtient :

|〈A(u ),ϕ 〉|=
�

�

�

∫

Ω

M (x )∇u ·∇ϕd x
�

�

�

≤β
∫

Ω

|∇u ||∇ϕ|d x

≤β ‖∇u‖L 2(Ω) ‖∇ϕ‖L 2(Ω)

=β ‖u‖H 1
0 (Ω)
‖ϕ‖H 1

0 (Ω)
.

Par suite, il en résulte que

‖A(u )‖H −1(Ω) = sup
‖ϕ‖≤1

|〈A(u ),ϕ 〉| ≤β‖u‖H 1
0 (Ω)

.

Donc l’opérateur A transforme les bornés de H 1
0 (Ω) en des bornés de H −1(Ω).

2. L’opérateur A est strictement monotone. Soient u , v ∈ H 1
0 (Ω), avec u 6= v .

En utilisant l’hypothèse (1.16), on obtient :

〈A(u )−A(v ), u − v 〉= 〈A(u − v ), u − v 〉

=

∫

Ω

M (x )∇(u − v ) ·∇(u − v )

≥α
∫

Ω

|∇(u − v )|2 > 0.

3. L’opérateur A est hémi-continu.
Soient u , v etw ∈H 1

0 (Ω). Onvamontrer queφ(t ) = 〈A(u+t v ), w 〉 est continue
de R dans R. En effet, on a :

φ(t ) = 〈A(u + t v ), w 〉
= 〈−div(M (x )∇(u + t v ), w 〉

=

∫

Ω

M (x )∇u ·∇w d x + t

∫

Ω

M (x )∇v ·∇w d x ,

= c1+ c2t .
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Donc φ est une fonction affine, et par conséquent elle est continue.
4. L’opérateur A est coercif. Voir la démonstration du théorème 1.19.

Définition 1.27: [Opérateur pseudo-monotone [36]]

On dit que l’opérateur A est pseudo-monotone si
1. A est borné,
2. lorsque un −→ u dans V faible et lim sup

n−→+∞
〈A(u j ), un −u〉 ≤ 0 alors

lim inf
n−→+∞

〈A(un ), un − v 〉 ≥ 〈A(u ), u − v 〉 ∀v ∈V . (1.22)

Proposition 1.4: [22]

Si A est borné, hémi-continu et monotone alors A est pseudo-monotone.

Proposition 1.5: [19, 27]

Soit A : V −→V ′. l’opérateur A est pseudo-monotone si et seulement si A est borné et
satisfait la condition suivante :

un −→ u faiblement dansV
A(un )−→ ξ faiblement dansV ′

lim sup
n→+∞

〈A(un ), un 〉 ≤ 〈ξ, u 〉







⇒ ξ= A(u ) et 〈A(un ), un 〉 −→ 〈A(u ), u 〉. (1.23)

Theorem 1.21 – Leray-Lions [22]. Tout opérateur A pseudo-monotone et coercitif
est surjectif ; cela signifie, pour tout f ∈V ′, il y a au moins une solution à l’équation

A(u ) = f .

Application 1.2
Montrer que le problème







-div(M (x )∇u ) = f dansΩ,

u = 0 sur∂ Ω,

admet au-mois une solution faible u ∈H 1
0 (Ω).

Solution.

On considère l’opérateur A défini par :
A : V =H 1

0 (Ω)−→V
′
=H −1(Ω)

u −→ A(u )
avec

〈A(u ),ϕ〉=
∫

Ω

M (x )∇u ·∇ϕd x ϕ ∈H 1
0 (Ω).
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On va montrer que l’opérateur A est coercif et pseudo-monotone.
1. L’opérateur A est coercif. Voir l’application la démonstration du théorème

1.19.
2. L’opérateur A est pseudo-monotone.

(a). L’opérateur A est borné. Voir l’application 1.3.
(b). L’opérateur A satisfait (1.22). Soit (un ) une suite de V =H 1

0 (Ω) telle que

un * u faiblement dansV . (1.24)

et
lim

n→+∞
〈A(un ), un −u〉 ≤ 0. (1.25)

On va montrer que :

lim inf
n→+∞

〈A(un ), un −w 〉 ≥ 〈A(un ), u −w 〉 ∀w ∈H 1
0 (Ω).

Tout d’abord, on montre que A est monotone :
Soient u , v ∈H 1

0 (Ω). En utilisant l’hypothèse (1.16), on obtient

〈A(u )−A(v ), u − v 〉= 〈A(u − v ), u − v 〉

=

∫

Ω

M (x )∇(u − v ) ·∇(u − v )

≥
∫

Ω

|∇(u − v )|2

≥ 0.

Comme l’opérateur A est monotone, alors

〈A(un ), un −u〉 ≥ 〈A(u ), un −u〉

En passant à la limite inférieure, et en utilisant le fait que un * u dans
V =H 1

0 (Ω), il s’en suit que

lim inf
n→+∞

〈A(un ), un −u〉 ≥ 0. (1.26)

De (1.25) et (1.26) il vient
lim sup

n→+∞
〈A(un ), un −u〉= lim inf

n→+∞
〈A(un ), un −u〉= 0.

Par conséquent
lim

n→+∞
〈A(un ), un −u〉= 0. (1.27)

Soit v ∈H 1
0 (Ω), en posant w = u + t (v −u ), avec t ∈ ]0, 1[. En utilisant la

monotonie de l’opérateur A, on obtient

〈A(un )−A(w ), un −w 〉 ≥ 0,

et par conséquent

〈A(un )−A(w ), un −u − t (v −u )〉 ≥ 0.
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D’où

t 〈A(un ), u − v 〉 ≥ −〈A(un ), un −u〉+ 〈A(w ), un −u〉+ t 〈A(w ), u − v 〉,

et par suite

t 〈A(un ), un − v 〉+ t 〈A(un ), u −un 〉 ≥ −〈A(un ), un −u〉
+ 〈A(w ), un −u〉+ t 〈A(w ), u −w 〉.

(1.28)

En utilisant (1.27) et le fait que un * u , et en passant à la limite infé-
rieure quand n→+∞ dans l’inégalité (1.28), il vient

t lim inf
n→+∞

〈A(un ), un − v 〉 ≥ t 〈A(w ), u − v 〉.

Après avoir divisé par t , on obtient

lim inf
n→+∞

〈A(un ), un − v 〉 ≥ 〈A(w ), u − v 〉 (1.29)

Puisque l’opérateur A est linéaire, alors

A(w ) = A(u + t (v −u )) = (1− t )A(u ) + t A(v ).

En substituant dans (1.29), il découle que

lim inf
n−→∞

〈A(un ), un − v 〉 ≥ (1− t )〈A(u ), u − v 〉+ t 〈A(v ), u − v 〉.

En passant à la limite quand t tend ver 0, il s’en suit que

lim
n→+∞

〈A(un ), un − v 〉 ≥ 〈A(u ), u − v 〉.

Définition 1.28: Opérateur de Leray-Lions

Soit F :Ω×R×RN −→RN une fonction de Carathéodory vérifiant :
1. Il existe k ∈ L 2(Ω) est constante C tels que

∀(x , s ,λ) ∈Ω×R×RN, |F (x , s ,λ)| ≤ k (x ) +C (|s |+ |λ|) (1.30)

2. Pour x et s fixés, F est monotone par rapport à λ,
3. Il existe une constant α> 0 telle que

∀(x , s ,λ) ∈Ω×R×RN, F (x , s ,λ) ·λ≥α|λ|2. (1.31)
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Application 1.3
On considère le problème







A(u ) = f dansΩ,

u = 0 sur ∂ Ω,
(1.32)

où A(u ) =−div (F (x , u ,∇u )) est l’opérateur de Leray-Lions agissant de H 1
0 (Ω) dans

son dual, et f est une fonction de H −1(Ω).
Montrer que le problème (1.32) admet au-moins une solution faible u ap-
partenant à H 1

0 (Ω).

Solution.

Soient u et v sont deux fonctions de H 1
0 (Ω). Grâce à la condition de croissance

(1.30), il vient

�

�〈A(u ), v 〉
�

�=
�

�

�

∫

Ω

F (x , u ,∇u )(x ) ·∇v (x )d x
�

�

�

=

∫

Ω

|F (x , u ,∇u )(x )||∇v (x )|d x

≤
∫

Ω

�

�k (x ) +C |u (x )|+C |∇u (x )|
�

�|∇v (x )|

≤
∫

Ω

|k (x )||∇v (x )|d x +C

∫

Ω

|u (x )||∇v (x )|d x +C

∫

Ω

|∇u (x )||∇v (x )|d x

≤
�

‖k‖L 2(Ω)+ ‖u‖L 2(Ω)+ ‖∇u‖L 2(Ω)

�

‖v ‖H 1
0 (Ω)

Par conséquent

‖A(u )‖H −1(Ω) ≤ ‖k‖L 2(Ω)+ ‖u‖L 2(Ω)+ ‖∇u‖L 2(Ω).

Donc, A transforme les bornés de H 1
0 (Ω) en des bornés de H −1(Ω).

Maintenant, on montre que A est pseudo-monotone, et coercif.

1. A est coercif. En utilisant la condition (1.31), il s’en suit que

〈A(u ), u 〉=
∫

Ω

(F (x , u (x ),∇u (x )) ·∇u (x )d x

≥α
∫

Ω

|∇u (x )|2 d x .

Par suite
〈A(u ), u 〉
‖u‖H 1

0 (Ω)
≥α‖u‖H 1

0 (Ω)

D’où 〈A(u ),u 〉
‖u‖H 1

0 (Ω)
−→+∞ si ‖u‖H 1

0 (Ω)
−→+∞.
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2. A est pseudo-monotone.

Soit (un ) une suite de H 1
0 (Ω) telle que

un −→ u faiblement dans H 1
0 (Ω), (1.33)

et
A(un )−→ ξ faiblement dans

�

L 2(Ω)
�N

. (1.34)
On suppose de plus que

lim sup
n→+∞

∫

Ω

F (x , un ,∇un ) ·∇un d x ≤ 〈ξ, u〉. (1.35)

Par la condition de croissance (1.30), la suite F (x , un ,∇un ) est bornée dans
�

L 2(Ω)
�N . Donc, on peut extraire une sous-suite, toujours notée un), telle que

F (x , un ,∇un ) = gn −→ g faiblement dans
�

L 2(Ω)
�N

. (1.36)
De (1.34) et (1.36), il vient

ξ=−div(g ). (1.37)
Par (1.35) et (1.37), il en résulte que

lim sup
n→+∞

∫

Ω

gn ·∇un d x ≤
∫

Ω

g ·∇u d x . (1.38)

Maintenant, en utilisant la monotonie de F par rapport à sa troisième variable, il
vient pour tout φ de

�

L 2(Ω)
�N

∫

Ω

[F (x , un ,∇un )− F (x , un ,φ)] · [∇un −φ]d x ≥ 0, (1.39)

soit
∫

Ω

gn ·∇un d x −
∫

Ω

gn ·φd x −
∫

Ω

F (x , un ,φ) · [∇un −φ]d x ≥ 0 (1.40)

Puisque la suite (un ) est bornée dans H 1
0 (Ω) qui, par le théorème de Rellich 1.13,

s’injecte de façon compacte dans L 2(Ω), alors on na

un −→ u fortement dans L 2(Ω). (1.41)
Par suite, enutilisant le théorèmedeLa réciproquepartielle de Lebesguedominée
1.5, il en résulte que

un −→ u p.p x ∈Ω, (1.42)

et il existe une fonction h de L 2(Ω) telle que

|un (x )| ≤ h (x ) p.p x ∈Ω. (1.43)
Comme F est continue par rapport à la deuxième variable, alors
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F (x , un ,φ)−→ F (x , u ,φ) p.p x ∈Ω. (1.44)

En utilisant la condition de croissance (1.30) et (1.43), il découle que
�

�F (x , un ,φ)
�

�≤ k (x ) +C h +C |φ|=ψ ∈ L 2(Ω). (1.45)
Tenant compte de (1.44) et (1.45), on peut appliquer le théorème de convergence
dominée 1.4, pour conclure que

F (x , un ,φ)−→ F (x , u ,φ) fortement dans
�

L 2(Ω)
�N

. (1.46)
Par conséquent

∫

Ω

F (x , un ,φ) · [∇un −φ]d x −→
∫

Ω

F (x , u ,φ) · [∇u −φ]d x , (1.47)

et
∫

Ω

gn ·φd x −→
∫

Ω

g ·φd x . (1.48)

En utilisant (1.38), (1.47) et (1.48), on peut passer à la limite supérieure dans
(1.40), pour obtenir

∫

Ω

g ·∇ud x −
∫

Ω

g ·φd x −
∫

Ω

F (x , u ,φ) · [∇u −φ]d x ≥ 0,

soit
∫

Ω

[g − F (x , u ,φ)] · [∇u −φ]d x ≥ 0,

Prenant φ =∇u − tϕ avec t > 0, il vient
∫

Ω

[g − F (x , u ,∇u + tϕ)] ·ϕd x ≥ 0,

d’où en faisant tendre t vers 0 et enutilisant le théorèmede convergence dominée,
∫

Ω

[g − F (x , u ,∇u )] ·ϕd x ≥ 0,

on en déduit que g = F (x , u ,∇u ) ; c’est à dire ξ= A(u ).
Reprenons alors la monotone de F par rapport à la troisième variable

∫

Ω

[F (x , un ,∇un )− F (x , un ,∇u )] · [∇un −∇u ]d x ≥ 0,

soit

∫

Ω

F (x , un ,∇un ) ·∇un d x ≥
∫

Ω

F (x , un ,∇un ) ·∇ud x +

∫

Ω

F (x , un ,∇u ) ·∇(un −u )d x ,

(1.49)
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De (1.47) et (1.48), il s’en suit que
∫

Ω

F (x , un ,∇u ) ·∇(un −u )d x −→ 0, (1.50)

et
∫

Ω

F (x , un ,∇un ) ·∇ud x −→
∫

Ω

g ·∇ud x =

∫

Ω

F (x , u ,∇u ) ·∇ud x , (1.51)

Par conséquent, passant à la limite inférieure dans (1.49),il vient

lim inf

∫

Ω

F (x , un ,∇un ) ·∇un d x ≥
∫

Ω

F (x , u ,∇u ) ·∇ud x = 〈A(u ), u〉.

Par hypothèse

lim sup

∫

Ω

F (x , un ,∇un ) ·∇un d x ≤ 〈ξ, u〉= 〈A(u ), u〉.

Puisque par l’étape précédente ξ= A(u ), on a montré que
∫

Ω

F (x , un ,∇un ) ·∇un d x = 〈A(un ), u〉 −→ 〈A(u ), u〉.

Donc que A est bien un opérateur pseudo-monotone.

1.4 Méthode de compacité

1.4.1 Applications compactes
Définition 1.29: (Application continue)

Soient X et Y deux espaces de Banach. Une application T : X −→ X est continue
en point x ∈ X , si pour toute suite (xn )n∈N de X qui converge par la norme vers x ,
T ((xn ))n∈N converge par la norme vers T (x ).
T est dite continue sur un ensemble A ∈ X si elle est continue en tout point x ∈ A.

Définition 1.30: (Application compacte [28])

Soient X et Y deux espaces de Banach et C un sous-ensemble non vide de X . On
dit que f : C −→ Y est compacte si elle est continue et pour tout B ⊂C bornée,
f (B ) est compacte dans Y .

Exemple 1.13: [14]
Si A : X −→ Y est un opérateur linéaire avec dim Im(A) <∞ (l’opérateur dit de rang fini),
alors A est compact.
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Exemple 1.14
Soient E = C ([0, 1],R) l’espace des fonctions continues de [0, 1] à valeurs dans R, muni
de la norme de convergence uniforme ‖ f ‖∞ = supx∈[0,1] | f (x )|, et F = C 1 ([0, 1],R) l’espace
des fonctions continûment dérivables de [0, 1] à valeurs dans R, muni de la norme ‖ f ‖C 1 =
max

�

‖ f ‖∞, ‖ f ′‖∞
	

. Alors l’injection canonique i : F −→ E , est un opérateur compact (voir
[15, Example 6.5., page 168]).

Exemple 1.15: [14]
Soit E = C ([0, 1],R) l’espace des fonctions continues de [0, 1] à valeurs dans R, muni de la
norme ‖.‖∞. Soit k une fonction continue sur le produit cartésienne [0, 1]× [0, 1] à valeurs
dans R. L’opérateur A : E −→ E défini par

A f (t ) =

∫ 1

0

k (t , s ) f (s )d s ; ∀ f ∈ E ,

est compacte de E en lui-même (voir [35, Examples 4.5.5, page 266.]).

Remarque 1.3. Dans l’exemple précédent, si on choisit k est la fonction caractéris-
tique de l’ensemble {(s , t ) ∈ [0, 1]× [0, 1]; t < s }, on tombe sur l’opérateur de Volterra
qui est également compacte malgré que la fonction k n’est pas continue ((voir [35,
Examples 4.5.5, page 266.])).

1.4.2 Théorèmes de Point fixe
Définition 1.31: (Point fixe d’une application)

Soient X un espace deBanach.On appelle point fixe d’une applicationT : X −→ X
tout point x ∈ X vérifiant T x = x .

Theorem 1.22 – Point fixe de Schauder [12, 29]. Soient X un espace de Banach,
K un sous-ensemble convexe fermé de X et S une application continue de K dans K
telle que S (K ) est relativement compact, alors S admet au-moins un point fixe dans
K .

Application 1.4
On considère le problème elliptique suivant :







−div (M (x )∇u ) = g (x , u ) dansΩ,

u = 0 sur ∂ Ω,
(1.52)
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où Ω est un ouvert borné de RN , et M : Ω−→RN×N est une fonction satisfaisant

∃α> 0; α|ξ|2 ≤M (x )ξ ·ξ, p.p x ∈Ω ∀ξ ∈RN , (1.53)

et

∃β > 0; |M (x )ξ| ≤β |ξ|, p.p x ∈Ω ∀ξ ∈RN . (1.54)
Deplus, on suppose que g : Ω×R−→R est une fonctiondeCarathéodory vérifiant
la condition de croissance :

|g (x , s )| ≤ h (x ) + c |s |, p.p x ∈Ω ∀s ∈R, (1.55)

où c > 0, et h est une fonction positive appartenant à L 2(Ω).
Montrer que le problème (1.52) admet au-mois une solution faible u ap-
partenant à H 1

0 (Ω).

Solution.

On définit l’application
S : L 2(Ω)−→ L 2(Ω),

v 7−→ S (v ) = u .

où u est la solution unique faible du problème linéaire suivant :






−div (M (x )∇u ) = g (x , v ) dansΩ,

u = 0 sur ∂ Ω,
(1.56)

au sens faible suivant
∫

Ω

M (x )∇u (x ) ·∇ϕ(x )d x =

∫

Ω

Ng (v )(x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω), (1.57)

où Ng est l’opérateur de Nemytskii associé à la fonction g (voir la définition 1.6).

Remarque 1.4. La problème (1.56) admet une unique solution faible u ∈H 1
0 (Ω)

par le théorème de Lax-Milgram 1.18 (On peut également utiliser le théorème de
surjectivité 1.20). En conséquence l’application S est bien définie.

On va vérifier que l’application S satisfait toutes les hypothèses du théorème de
point fixe de Schauder 1.22.
1. L’application S laisse invariante une certaine boule fermée deL 2(Ω).

En prenant ϕ = u dans (1.57), et en utilisant (1.53) et (1.55), on obtient
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α‖u‖2
H 1

0 (Ω)
≤
∫

Ω

| f (x , v (x ))||u |d x ,

≤
∫

Ω

[h (x ) + c |v (x )|] |u (x )|d x ,

≤
∫

Ω

h (x )|u (x )|d x + c

∫

Ω

|v (x )||u (x )|d x ,

Par l’inégalité de Hölder 1.3, il en résulte que

‖u‖2
H 1

0 (Ω)
≤

1

α
‖h‖L 2(Ω)‖u‖L 2(Ω)+

c

α
‖v ‖L 2(Ω)‖u‖L 2(Ω).

Grâce l’inégalité de Poincaré 1.9, on en déduit que

‖u‖2
H 1

0 (Ω)
≤

CΩ
α

�

‖h‖L 2(Ω)+ c ‖v ‖L 2(Ω)

�

‖u‖H 1
0 (Ω)

.

Par l’inégalité de Young 1.2, il s’en suit que

‖u‖H 1
0 (Ω)
≤

CΩ
α

�

‖h‖L 2(Ω)+ c ‖v ‖L 2(Ω)

�

. (1.58)

Par l’inégalité de Poincaré encore une fois, il découle que

‖u‖L 2(Ω) ≤
C 2
Ω

α

�

‖h‖L 2(Ω)+ c ‖v ‖L 2(Ω)

�

=R .

Donc B (0, R ) =
�

w ∈ L 2(Ω); ‖w ‖L 2(Ω) ≤R
	

est une boule fermée de L 2(Ω) in-
variante par l’application S .

2. L’application S est continue de L 2(Ω) dans L 2(Ω).

Soit (vn ) une suite de L 2(Ω) telle que

vn −→ v fortement dans L 2(Ω). (1.59)

On va montrer que

S (vn ) = un −→ S (v ) = u fortement dans L 2(Ω). (1.60)

Or un et u vérifient respectivement

∫

Ω

M (x )∇un (x ) ·∇ϕ(x )d x =

∫

Ω

Ng (vn )(x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω). (1.61)

et
∫

Ω

M (x )∇u (x ) ·∇ϕ(x )d x =

∫

Ω

Ng (v )(x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω). (1.62)

En soustrayant (1.62) de (1.61), on obtient
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∫

Ω

M (x )∇(un −u ) ·∇ϕd x =

∫

Ω

�

Ng (vn )(x )−Ng (v )(x )
�

ϕ(x )d x . (1.63)

Prenant ϕ = un −u , et en utilisant (1.53), il vient

α

∫

Ω

|∇(un −u )|2d x ≤
∫

Ω

�

�Ng (vn )(x )−Ng (v )(x )
�

�|un −u |d x . (1.64)

Par l’inégalité de Hölder 1.3, il découle que

‖un −u‖2
L 2(Ω) ≤

1

α
‖Ng (vn )−Ng (v )‖L 2(Ω)‖un −u‖L 2(Ω). (1.65)

Grâce à l’inégalité de Young 1.2, on en déduit que

‖un −u‖L 2(Ω) ≤
1

α
‖Ng (vn )−Ng (v )‖L 2(Ω). (1.66)

Par le théorème 1.6, l’opérateur de Nemytskii Ng est continue de L 2(Ω) fort
dans L 2(Ω) fort. En conséquence, en utilisant (1.59), il en résulte que

Ng (vn )−→Ng (v ) fortement dans L 2(Ω) (1.67)

Laisser n tend vers +∞ dans (1.66), et en utilisant (1.67), il s’en suit que la
suite (un ) converge fortement dans L 2(Ω) vers la fonction u .

3. S
�

B (0, R )
�

est relativement compacte.

Soit (un ) = (S (vn )) une suite de S
�

B (0, R )
�

. En vertu de (1.58), cette suite est
bornée dans H 1

0 (Ω) qui, par le théorème de Rellich 1.13, s’injecté de façon
compacte dans L 2(Ω). Par conséquent la suite (un ) admet une sous-suite
convergente dans L 2(Ω).

Theorem 1.23 – Point fixe de Tikhonov [29]. Soit X un espace vectoriel topolo-
gique localement convexe séparé. Si T : K ⊂ X −→ K est une application continue
laissant invariant un sous-ensemble K non vide, convexe et compact de X , alors T
admet au-moins un point fixe dans K .

Application 1.5
On considère le problème suivant







−div (a (x , u )∇u ) = g (x , u ) dansΩ,

u = 0 sur ∂ Ω,
(1.68)

oùΩ est unouvert bornédeRN , et a : Ω×R−→R est une fonctiondeCarathéodory
vérifiant

∃α> 0, ∃β > 0; α≤ a (x , s )≤β , p.p x ∈Ω ∀s ∈R. (1.69)
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De plus, on suppose que g : Ω×R−→R est une fonction de fonction de Carathéo-
dory satisfaisant la condition de croissance :

|g (x , s )| ≤ h (x ) + c |s |, p.p x ∈Ω∀s ∈R, (1.70)

où c > 0, et h est une fonction positive appartenant à L 2(Ω).

Montrer que le problème (1.68) admet au-mois une solution faible u ∈H 1
0 (Ω)

au sens faible suivant :
∫

Ω

Na (u )∇u ·∇ϕd x =

∫

Ω

Ng (u )ϕd x , ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω),

où Na (respectivement Ng ) est l’opérateurs de Nemytskii associé à a (res-
pectivement à g )(voir la définition 1.6).

Solution.

On définit l’application
T : H 1

0 (Ω)−→H 1
0 (Ω),

v −→ T (v ) = u ,

où u la solution problème

(Pv )







−div (a (x , v )∇u ) = g (x , v ) dans Ω,

u = 0 sur ∂ Ω,

au sens faible suivant :






u ∈H 1
0 (Ω) tel que,

∫

Ω

Na (v )∇u ·∇ϕd x =

∫

Ω

Ng (v )ϕd x , ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω).

(1.71)

On peut vérifier facilement que (1.71) admet une unique solution via le théorème
de Lax-Milgram 1.18, et en conséquence l’application T est bien définie.
Maintenant, on montre que T satisfait toutes les hypothèses du théorème du
point fixe de Tikhonov 1.23.
1. Il existe une boule B (0, R ) de H 1

0 (Ω) telle que T
�

B (0, R )
�

⊂ B (0, R ).

En prenant ϕ = u dans (1.71), et en utilisant (1.69)

α

∫

Ω

|∇u (x )|2 d x ≤
∫

Ω

|Ng (v )(x )||u (x )|d x (1.72)

Grâce à la condition (1.70), l’opérateur de Nemytskii envoie L 2(Ω) dans L 2(Ω)
(voir le théorème 1.6). Par conséquent, en utilisant inégalité de Hölder 1.3,
on obtient

α

∫

Ω

|∇u (x )|2 d x ≤ ‖Ng (v )‖L 2(Ω)‖u‖L 2(Ω).
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En utilisant l’inégalité de Poincaré 1.9, il vient

‖u‖2
H 1

0 (Ω)
≤

CΩ
α
‖Ng (v )‖L 2(Ω)‖u‖H 1

0 (Ω)
. (1.73)

Par l’inégalité de Young 1.2, il s’en suit que

‖u‖2
H 1

0 (Ω)
≤

C 2
Ω

2α2
‖Ng (v )‖2

L 2(Ω)+
1

2
‖u‖2

H 1
0 (Ω)

. (1.74)

De (1.74), il découle que

‖u‖H 1
0 (Ω)
≤

CΩ
α
‖Ng (v )‖L 2(Ω) =R (1.75)

En définissant
B (0, R ) =

�

w ∈H 1
0 (Ω); ‖w ‖H 1

0 (Ω)
≤R

	

,

l’application T envoie la boule B (0, R ) dans elle-même.
2. L’application T est continue de H 1

0 (Ω) faible dans H 1
0 (Ω) faible.

Soit (vn ) une suite de H 1
0 (Ω) qui converge faiblement vers la fonction v . On

va montrer que la suite (un ) = (T (vn )) converge faiblement dans H 1
0 (Ω) vers

la fonction u = T (v ). Le fait que (vn ) converge faiblement dans H 1
0 (Ω), alors

par le théorème de Rellich 1.13, il existe une sous-suite (vn ′) telle

vn ′ −→ v fortement dans L 2(Ω). (1.76)
Par le théorème 1.6, l’opérateur Ng (resp. Na ) est continue de L 2(Ω) fort dans
L 2(Ω) fort, en conséquence il découle de (1.76)

Ng (vn ′)−→Ng (v ) fortement dans L 2(Ω). (1.77)
et

Na (vn ′)−→Na (v ) fortement dans L 2(Ω). (1.78)
Le fait que, pour tout n fixé, la fonction un ′ satisfait l’inégalité (1.75), alors
la suite (un ′) est bornée dans H 1

0 (Ω)(qui est réflexif), donc elle est admet une
sous-suite (un ′′) telle que

un ′′ −→ u faiblement dansH 1
0 (Ω). (1.79)

Puisque tout n ′′ fixé un ′′ = T (vn ′′), alors
∫

Ω

Na (vn ′′)∇un ′′ ·∇ϕd x =

∫

Ω

Ng (vn ′′)ϕd x , ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω). (1.80)

En utilisant (1.79), (1.77) et (1.78), on peut passer à la limite dans (1.80),
pour obtenir

∫

Ω

Na (v )∇u ·∇ϕd x =

∫

Ω

Ng (v )ϕd x , ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω). (1.81)

Ce qui prouve bien que u = T (v ). Pour compléter la démonstration on a
besoin de lemme suivant
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Lemme 1.1. [19] Soit X un espace topologique et (xn ) une suite de cet
espace qui a la propriété qu’il existe x ∈ X tel que de toute sous-suite de
cette suite, on peut extraire une nouvelle sous-suite qui converge vers x .
Alors la suite entière (xn ) converge vers x .

En utilisant (1.79), et le fait que u = T (v ), on en déduit, par le lemme 1.1, que
la suite entière (un ) converge faiblement vers u = T (v ). Donc T est continue
de H 1

0 (Ω) faible dans H 1
0 (Ω) faible. Comme T vérifie toutes les hypothèse

du théorème du point fixe de Tikhonov 1.23, elle est admet au-moins un
point fixe u ∈H 1

0 (Ω). Par conséquent, le problème (1.68) admet au-moins
une solution faible u ∈H 1

0 (Ω).
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2.1 Position du problème
On considère le problème elliptique non local suivant







−G
�∫

Ω
|∇u |2

�

∆u = g (x , u ) dans Ω,

u = 0, sur ∂ Ω,
(2.1)

où Ω est un ouvert borné de RN, et G : R+ −→R est une fonction continue vérifiant la
condition suivante :

∃m0 > 0 G (t )≥m0 ∀t ∈R+. (2.2)
On suppose, en outre que g : Ω×R−→R est une fonction de Carathéodory satisfaisant
la condition de croissance :

|g (x , s )| ≤ h (x ) + c |s |, (2.3)

où c > 0, et h est une fonction positive appartenant à L 2(Ω).
Définition 2.1

Une solution faible du problème (2.1) est une fonction u ∈H 1
0 (Ω) telle que

∫

Ω

∇u (x )∇ϕ(x )d x =
1

G
�∫

Ω
|∇u |2 d x

�

∫

Ω

Ng (u )(x )ϕ(x )d x , ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω),

où Ng est l’opérateur de Nemytskii associé à g (voir la définition 1.6).
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2.2 Énoncé du résultat principal

Theorem 2.1. Sous les hypothèses (2.2) et (2.3), le problème (2.1) admet au-moins
une solution faible.

2.3 Preuve du théorème 2.1
On définit l’application

S : H 1
0 (Ω)−→H 1

0 (Ω),
v −→ S (v ) = u ,

où u est la solution unique du problème linéaire






−G
�∫

Ω
|∇v |2 d x

�

∆u = g (x , v ) dans Ω,

u = 0 sur ∂ Ω,
(2.4)

au sens faible suivant
∫

Ω

∇u (x )∇ϕ(x )d x =
1

G
�∫

Ω
|∇v |2 d x

�

∫

Ω

Ng (v )(x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω). (2.5)

Lemme 2.1. Le problème (2.4) admet une unique solution faible.

Preuve.

1. Méthode 1 : Via le théorème de Lax-Milgrame 1.18.
En reprenant la formulation faible (2.5) : on peut l’écrire sous la forme

a (u ,ϕ) = L (ϕ) ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω), (2.6)

où
a (u ,ϕ) =

∫

Ω

∇u (x )∇ϕ(x )d x ∀u , ϕ ∈H 1
0 (Ω), (2.7)

et

L (ϕ) =
1

G
�∫

Ω
|∇v |2 d x

�

∫

Ω

Ng (v )(x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω), (2.8)

On va prouver que a et L satisfont toutes les hypothèses du théorème de
Lax-Milgram 1.18.
(a). a est une forme bilinéaire continue coercive. Il suffit de reprendre la

démonstration du théorème 1.19 en prenant M est la matrice d’iden-
tité.

(b). L est une forme linéaire continue.

I. Linéarité de L . Il découle directement de la linéarité de l’intégrale.
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II. Continuité de L . En utilisant (2.2), l’inégalité de Hölder 1.3 et celle
de Poincaré 1.9, il en résulte que

|L (ϕ)|=
�

�

1

G
�∫

Ω
|∇v |2 d x

�

∫

Ω

Ng (v )(x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω)

�

�

≤
1

m0

∫

Ω

|Ng (v )(x )||ϕ(x )|d x

≤
1

m0
‖Ng (v )‖L 2(Ω)‖ϕ‖L 2(Ω)

≤
CΩ
m0
‖Ng (v )‖L 2(Ω)‖ϕ‖H 1

0 (Ω)

≤C ‖ϕ‖H 1
0 (Ω)

.

Ce qui prouve bien la continuité de L .

2. Méthode 2 : Via laméthode demonotonie.
On définit l’opérateur A : V =H 1

0 (Ω)−→V
′ =H −1(Ω) par :

〈A(u ),ϕ 〉=
∫

Ω

∇u (x ) ·∇ϕ(x )d x ; ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω).

L’opérateur A est borné, strictement monotone, hémi-continu, et coercif.
Pour s’en convaincre, il suffit de reprendre la démonstration de l’application
(1.3), avec M (x ) est la matrice d’identité. Le fait que Ng (v ) appartenant à
L 2(Ω) qui est un sous-espace deH −1(Ω), alors, par le théorème de surjectivité
de Leray-lions 1.20, le problème (2.4) admet une unique solution faible
u ∈H 1

0 (Ω).

Maintenant, on vérifie que l’application S satisfait toutes les hypothèses du théo-
rème du point fixe de Schauder 1.22.
1. Il existe une boule B (0, R ) de H 1

0 (Ω) telle que S
�

B (0, R )
�

⊂ B (0, R ).

Prenant ϕ = u dans la formulation (2.5), et en utilisant (2.2), et le fait que l’opéra-
teur de Nemytskii Ng envoie L 2(Ω) dans L 2(Ω), on obtient

‖u‖2
H 1

0 (Ω)
≤

1

m0
‖Ng (v )‖L 2(Ω)‖u‖L 2(Ω).

En utilisant l’inégalité de Poincaré 1.9, puis l’inégalité de Young 1.2, il s’en suit
que

‖u‖2
H 1

0 (Ω)
≤

CΩ
m0
‖Ng (v )‖L 2(Ω)‖u‖H 1

0 (Ω)

≤
C 2
Ω

2m 2
0

‖Ng (v )‖2
L 2(Ω)+

1

2
‖u‖2

H 1
0 (Ω)

.

En conséquence, on a

‖u‖H 1
0 (Ω)
≤

CΩ
m0
‖Ng (v )‖2

L 2(Ω) =R .
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Donc l’application S envoie la boule B (0, R ) =
�

w ∈H 1
0 (Ω);‖w ‖H 1

0 (Ω)
≤R

	

dans elle-
même.

2. S est continue de H 1
0 (Ω) fort dans H 1

0 (Ω) fort.

Soit (vn ) une suite de H 1
0 (Ω) telle que

vn −→ v fortement dans H 1
0 (Ω). (2.9)

On va montrer que

un = S (vn )−→ u = S (v ) fortement dans H 1
0 (Ω). (2.10)

Comme un et u sont respectivement solutions des problèmes

∫

Ω

∇un (x )∇ϕ(x )d x =
1

G
�∫

Ω
|∇vn |2 d x

�

∫

Ω

Ng (vn )(x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω), (2.11)

et

∫

Ω

∇u (x )∇ϕ(x )d x =
1

G
�∫

Ω
|∇v |2 d x

�

∫

Ω

Ng (v )(x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω), (2.12)

alors en soustrayant (2.12) de (2.11), et prenant ϕ = un −u , et en utilisant (2.2) et
l’inégalité de Hölder 1.3, il s’en suit que

∫

Ω

|∇(un −u )(x )|2 d x =
1

G
�∫

Ω
|∇vn |2 d x

�

∫

Ω

�

Ng (vn )(x )−Ng (v )(x )
�

(un (x )−u (x )) d x

+

�

1

G
�∫

Ω
|∇vn |2 d x

� −
1

G
�∫

Ω
|∇v |2 d x

�

�

∫

Ω

Ng (v )(x ) (un (x )−u (x )) d x .

≤
CΩ
m0
‖Ng (vn )−Ng (v )‖L 2(Ω)‖un −u‖H 1

0 (Ω)

+CΩ

�

�

�

1

G
�∫

Ω
|∇vn |2 d x

� −
1

G
�∫

Ω
|∇v |2 d x

�

�

�

�‖Ng (v )‖L 2(Ω)‖un −u‖H 1
0 (Ω)

En utilisant l’inégalité de Young 1.2, il découle que

‖un −u‖2
H 1

0 (Ω)
≤

C 2
Ω

m 2
0

‖Ng (vn )−Ng (v )‖2
L 2(Ω)+

1

2
‖un −u‖2

H 1
0 (Ω)

+C 2
Ω

�

1

G
�∫

Ω
|∇vn |2 d x

� −
1

G
�∫

Ω
|∇v |2 d x

�

�2

‖Ng (v )‖2
L 2(Ω)

(2.13)

De (2.13), on en déduit que
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‖un −u‖H 1
0 (Ω)
≤

2CΩ
m0
‖Ng (vn )−Ng (v )‖L 2(Ω)

+2CΩ

�

�

�

1

G
�∫

Ω
|∇vn |2 d x

� −
1

G
�∫

Ω
|∇v |2 d x

�

�

�

�‖Ng (v )‖L 2(Ω)

= In + Jn .

(2.14)

Tenant en compte de (2.9), la continuité de l’opérateur de Nemytskii de L 2(Ω) fort
dans L 2(Ω) (voir le théorème 1.6), et celle de la fonction G , il découle que

In , Jn −→ 0 lorsque n→+∞. (2.15)

De (2.14) et (2.15), on en déduit que la suite (un ) converge fortement dans H 1
0 (Ω)

vers la fonction u .
3. S (B (0, R )) et relativement compacte.

Soit (vn ) une suite de B (0, R ). On va montrer que la suite (un ) = (S (vn )) admet une
sous-suite convergeant fortement dans H 1

0 (Ω).

Puisque (un ) est borné dans H 1
0 (Ω) qui est réflexif, alors il existe une fonction u

appartenant à H 1
0 (Ω) telle que

un −→ u faiblement dans H 1
0 (Ω). (2.16)

Par le théorème de Rellich 1.13, la suite (un ) admet une sous-suite (un ′) telle que

un ′ −→ u fortement dans L 2(Ω). (2.17)

Par la réciproque partielle de Lebesgue dominée 1.5, la suite (un ′) admet de son
tour une sous-suite (un ′) telle que

un ′′(x )−→ u (x ) p.p x ∈Ω. (2.18)

Puisque un ′′ = S (vn ′), alors on a

∫

Ω

∇un ′′(x )∇ϕ(x )d x =
1

G
�∫

Ω
|∇vn ′′ |2 d x

�

∫

Ω

Ng (vn ′′)(x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω), (2.19)

Prenant ϕ = un ′′ −u dans (2.19), et en utilisant (2.2), il vient

∫

Ω

∇ (un ′′ −u ) (x ) ·∇ (un ′′ −u ) (x )d x ≤
1

m0

∫

Ω

�

�Ng (vn ′′)(x ) (un ′′ −u ) (x )
�

�d x

−
∫

Ω

∇u (x ) ·∇ (un ′′ −u ) (x )d x

(2.20)

Par suite en utilisant l’inégalité de Hölder 1.3, il s’en que
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‖un ′′ −u‖2
H 1

0 (Ω)
≤

1

m0
‖Ng (vn ′′)‖L 2(Ω)‖un ′′ −u‖L 2(Ω)

+ 〈div (∇u ) , un ′′ −u 〉H −1(Ω)×H 1
0 (Ω)

.
(2.21)

Tenant compte de (2.16) et (2.17), on peut passer à la limite dans (2.21), pour
déduire que la suite (un ′′) converge fortement vers u dans H 1

0 (Ω).
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3.1 Position du problème
On considère le problème elliptique quasi-linéaire non local







−div (a (x , l (u ))∇u ) = f dans Ω,

u = 0 sur Ω,
(3.1)

où Ω est un ouvert borné de RN , et a : Ω×R −→R est une fonction de Carathéodory
satisfaisant la condition

∃α> 0, ∃β > 0; α≤ a (x , s )≤β p.p x ∈Ω∀s ∈R. (3.2)

On suppose de plus que
f ∈ L 2(Ω) (3.3)

et
l : L 2(Ω)−→R est une forme linéaire continue. (3.4)

Définition 3.1

Une solution faible du problème (2.1) est une fonction u ∈H 1
0 (Ω) telle que

∫

Ω

a (x , l (u ))∇u (x )∇ϕ(x )d x =

∫

Ω

f (x )ϕ(x )d x , ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω).
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3.2 Énoncé du résultat principal

Theorem 3.1. Sous les hypothèses (3.2)–(3.4), le problème (3.1) admet au-moins
une solution.

3.3 Preuve du théorème 3.1
1. Méthode 1 : Point fixe de Tikhonov

On définit l’application T

T : H 1
0 (Ω)−→H 1

0 (Ω),
v −→ T (v ) = u ,

où u est la solution unique faible du problème linéaire suivant :






−div (a (x , l (v ))∇u ) = f dans Ω,

u = 0 sur Ω,
(3.5)

au sens faible suivant
∫

Ω

a (x , l (v ))∇u (x ) ·∇ϕ(x )d x =

∫

Ω

f (x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω). (3.6)

Lemme 3.1. Le problème (3.6) admet une unique solution.

Preuve.

(a). Méthode 1 : Par le théorème de Lax-Milgrame 1.18.
En reprenant la formulation faible (3.6), on peut l’écrire sous la forme

b (u ,ϕ) = F (ϕ) ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω), (3.7)

où

b (u ,ϕ) =

∫

Ω

a (x , l (v ))∇u (x ) ·∇ϕ(x )d x ∀u , ϕ ∈H 1
0 (Ω), (3.8)

et

F (ϕ) =

∫

Ω

f (x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω), (3.9)

On va prouver que b et F satisfont toutes les hypothèses du théorème
de Lax-Milgram 1.18.
I. b est une forme bilinéaire continue coercive.

A. b est une forme bilinéaire.
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3.3. Preuve du théorème 3.1

Il découle directement de la linéarité du gradient et celle de
l’intégrale.

B. b est continue. En utilisant (3.2), et l’inégalité de Hölder 1.3,
il vient

|b (u ,ϕ)|=
�

�

∫

Ω

a (x , l (v ))∇u (x ) ·∇ϕ(x )d x
�

�

≤β
∫

Ω

|∇u (x )||∇ϕ(x )|

≤
�∫

Ω

|∇u |2 d x

�
1
2
�∫

Ω

|∇ϕ|2 d x

�
1
2

≤β‖u‖H 1
0 (Ω)
‖ϕ‖H 1

0 (Ω)
.

C. b est coercive. En utilisant (3.2), il en résulte que

b (u , u ) =

∫

Ω

a (x , l (v ))∇u (x ) ·∇u (x )d x

≥α
∫

Ω

|∇u (x )|2 d x

≥α‖u‖2
H 1

0 (Ω)
.

II. L est une forme linéaire continue.

A. F est une forme linéaire.
Il découle directement de la linéarité de l’intégrale.

B. F est continue. Par l’inégalité de Hölder 1.3, puis l’inégalité
de Poincaré 1.9, on trouve

|F (ϕ)|=
�

�

∫

Ω

f (x )ϕ(x )
�

�

≤
∫

Ω

| f (x )||ϕ(x )|d x

≤ ‖ f ‖L 2(Ω)‖ϕ‖L 2(Ω)

≤CΩ‖ f ‖L 2(Ω)‖ϕ‖H 1
0 (Ω)

.

≤C ‖ϕ‖H 1
0 (Ω)

.

(b). Méthode 2 : Par laméthode demonotonie.
On définit l’opérateur

A : V =H 1
0 (Ω)−→V

′
=H −1(Ω),

u −→ A(u ) =−div (a (x , l (v ))∇u ) .

On va vérifier que l’opérateur A satisfait toutes les hypothèses du
théorème 1.20.
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I. A est est borné.
Soient u , ϕ ∈H 1

0 (Ω). Par l’hypothèse (3.2) et l’inégalité de Hölder,
il s’en suit que

|〈A(u ),ϕ 〉|=
�

�

�

∫

Ω

a (x , l (v ))∇u ·∇ϕd x
�

�

�

≤
∫

Ω

|a (x , l (v ))||∇u ·∇ϕ|d x

≤β
∫

Ω

|∇u ||∇ϕ|d x

≤β‖∇u‖L 2(Ω)‖∇ϕ‖L 2(Ω)

≤β‖u‖H 1
0 (Ω)
‖ϕ‖H 1

0 (Ω)
.

D’où

‖A(u )‖H −1(Ω) = sup
‖ϕ‖≤1

|〈A(u ),ϕ 〉| ≤β‖u‖H 1
0 (Ω)

.

Donc l’opérateur A transforme les bornés de H 1
0 (Ω) en des bornés

de H −1(Ω).
II. A est est strictementmonotone.

Soient u , w ∈H 1
0 (Ω), avec u 6=w . En utilisant l’hypothèse (3.2) et

linéarité du l’opérateur A, il vient

〈A(u )−A(w ), u −w 〉= 〈A(u −w ), u −w 〉

=

∫

Ω

a (x , l (v ))∇(u −w ) ·∇(u −w )

≥α
∫

Ω

|∇(u −w )|2 > 0.

III. A est est hémi-continu.
Soient u , g et w ∈H 1

0 (Ω). On va montrer que φ(t ) = 〈A(u + t g ), w 〉
est continue de R dans R. En effet, on a :

φ(t ) = 〈A(u + t g ), w 〉
= 〈−div

�

a (x , l (v ))∇(u + t g )
�

, w 〉

=

∫

Ω

a (x , l (v ))∇u ·∇w d x + t

∫

Ω

a (x , l (v ))∇g ·∇w d x ,

= c1+ c2t .

Donc φ est une fonction affine, et par conséquent elle est conti-
nue.
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3.3. Preuve du théorème 3.1

IV. A est est coercif.
Soit u ∈H 1

0 (Ω). Par l’hypothèse (3.2), il vient

〈A(u ), u 〉=
∫

Ω

a (x , l (v ))∇u ·∇u d x

≥α
∫

Ω

|∇u |2 d x

=α‖u‖2
H 1

0 (Ω)
.

Par suite, il vient

〈A(u ), u 〉
‖u‖H 1

0 (Ω)
≥ c ‖u‖H 1

0 (Ω)
.

D’où 〈A(u ),u 〉
‖u‖H 1

0 (Ω)
−→+∞ si ‖u‖H 1

0 (Ω)
−→+∞.

Le fait que f ∈ L 2(Ω) qui est un sous-espace de H −1(Ω), alors par le
théorème 1.20 l’équation A(u ) = f admet ununique solution u ∈H 1

0 (Ω).
Et par suite, le problème (3.5) admet une unique solution faible.

On va vérifier que l’application T satisfait toutes les hypothèses du théorème du
point fixe de Tikhonov 1.23.

(a). L’application T fixe une certaine boule fermée de H 1
0 (Ω).

Prenant ϕ = u dans (3.6), et en utilisant (3.2), et l’inégalité de Hölder 1.3,
puis celle de Poincaré 1.9, il vient

‖u‖2
H 1

0 (Ω)
≤

CΩ
α
‖ f ‖L 2(Ω)‖u‖L 2(Ω).

En utilisant l’inégalité de Young 1.2, on trouve

‖u‖2
H 1

0 (Ω)
≤

C 2
Ω

2α2
‖ f ‖L 2(Ω)+

1

2
‖u‖H 1

0 (Ω)
.

En conséquence, il vient

‖u‖H 1
0 (Ω)
≤

CΩ
α
‖ f ‖L 2(Ω) =R .

Donc l’application T laisse invariante la boule

B (0, R ) =
�

w ∈H 1
0 (Ω);‖w ‖H 1

0 (Ω)
≤R

	

.

(b). L’application T est continue de H 1
0 (Ω) faible dans H 1

0 (Ω) faible.

Soit (vn ) une suite de H 1
0 (Ω) telle que

vn −→ v faiblement dansH 1
0 (Ω). (3.10)
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On va prouver que

un = T (vn )−→ u = T (v ) faiblement dansH 1
0 (Ω). (3.11)

Le fait que (vn ) converge faiblement dans H 1
0 (Ω), alors par le théorème de

Rellich 1.13, il existe une sous-suite (vn ′) telle

vn ′ −→ v fortement dans L 2(Ω). (3.12)
Le fait que l est une forme linéaire continue sur L 2(Ω), alors

l (vn ′)−→ l (v ). (3.13)

Puisque a est continue par rapport à la deuxième variable, alors

a (x , l (vn ′))−→ a (x , l (v )) p.p x ∈Ω. (3.14)

En utilisant (3.2), et (3.14), on en déduit par le théorème de Lebesgue domi-
née 1.4, que pour toute fonction ϕ ∈H 1

0 (Ω)

a (x , l (vn ′))∇ϕ(x )−→ a (x , l (v ))∇ϕ(x ) fortement dans
�

L 2(Ω)
�N

. (3.15)

En extrayant si nécessaire une sous-suite de (un ′), toujours notée (un ′), on
peut supposer, en tenant compte la réflexivité de H 1

0 (Ω), qu’il existe une
fonction w appartenant à H 1

0 (Ω) telle que

un ′ −→w faiblement dansH 1
0 (Ω). (3.16)

Puisque, un ′ = T (vn ), alors on a

∫

Ω

a (x , l (vn ′))∇ϕ(x ) ·∇un ′(x )d x =

∫

Ω

f (x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω). (3.17)

En vertu de (3.16) et (3.15), on peut alors passer à la limite dans (3.17), afin
d’obtenir

∫

Ω

a (x , l (v ))∇ϕ(x ) ·∇w (x )d x =

∫

Ω

f (x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω). (3.18)

De (3.18), on en déduit que w = T (v ). Par conséquent, en utilisant (3.16) et
le lemme 1.1, il découle que la suite entière (un ) converge faiblement vers
T (v ) dans H 1

0 (Ω).

2. Méthode 2 : Point fixe de Schauder

On définit l’application du point fixe :

S : L 2(Ω)−→ L 2(Ω),
v −→ S (v ) = u .
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où u est la solution unique faible du problème linéaire suivant :






−div (a (x , l (v ))∇u ) = f dans Ω,

u = 0 sur Ω,
(3.19)

au sens faible suivant
∫

Ω

a (x , l (v ))∇u (x ) ·∇ϕ(x )d x =

∫

Ω

f (x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω). (3.20)

On va vérifier que l’application S satisfait toutes les hypothèses du théorème de
point fixe de Schauder 1.22.

(a). L’application S laisse invariante une certaine boule fermée deL 2(Ω).

En prenant ϕ = u et en utilisant la condition 3.2, on obtient :
∫

Ω

|∇u |2d x ≤
∫

Ω

| f ||u |d x .

Par l’inégalité de Hölder 1.3, il en résulte que

‖u‖2
H 1

0 (Ω)
≤

1

α
‖ f ‖L 2(Ω)‖u‖L 2(Ω).

Grâce l’inégalité de Poincaré 1.9, on en déduit que

‖u‖2
H 1

0 (Ω)
≤

CΩ
α
‖ f ‖L 2(Ω)‖u‖H 1

0 (Ω)
.

Par l’inégalité de Young 1.2, il s’en suit que

‖u‖2
H 1

0 (Ω)
≤

C 2
Ω

2α2
‖ f ‖2

L 2(Ω)+
1

2
‖u‖2

H 1
0 (Ω)

. (3.21)

L’inégalité (3.21) implique que

‖u‖H 1
0 (Ω)
≤

CΩ
α
‖ f ‖L 2(Ω). (3.22)

Par l’inégalité de Poincaré 1.9 encore une fois, il en résulte que

‖u‖L 2(Ω) ≤
C 2
Ω

α
‖ f ‖L 2(Ω) =R . (3.23)

Donc B (0, R ) =
�

w ∈ L 2(Ω);‖w ‖L 2(Ω) ≤R
	

, est une boule fermée de L 2(Ω) inva-
riante par l’application S .

(b). L’application S est continue de L 2(Ω) dans L 2(Ω).

Soit (vn ) une suite de L 2(Ω) telle que

vn −→ v fortement dans L 2(Ω). (3.24)

47



Chapitre 3. Problème elliptique quasi-linéaire non local

On va montrer que

S (vn ) = un −→ S (v ) = u fortement dans L 2(Ω). (3.25)

Or un et u vérifient respectivement

∫

Ω

a (x , l (vn ))∇un (x ) ·∇ϕ(x )d x =

∫

Ω

f (x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω). (3.26)

et
∫

Ω

a (x , l (v ))∇u (x ) ·∇ϕ(x )d x =

∫

Ω

f (x )ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω), (3.27)

on obtient, en soustrayant (3.27) de (3.26)

∫

Ω

a (x , l (vn ))∇(un −u ) ·∇ϕd x =

∫

Ω

�

a (x , l (v ))−a (x , l (vn ))
�

∇u ·∇ϕd x . (3.28)

Prenant ϕ = un −u , et en utilisant (3.2),il en résulte que

α

∫

Ω

|∇(un −u )|2d x ≤
∫

Ω

�

�a (x , l (vn ))−a (x , l (v ))
�

�|∇u | · |∇(un −u )|d x . (3.29)

Par l’inégalité de Hölder 1.3, on a

‖un −u‖2
H 1

0 (Ω)
≤

1

α

�∫

Ω

�

�a (x , l (vn ))−a (x , l (v ))
�

�

2|∇u |2d x

�
1
2

‖un −u‖H 1
0 (Ω)

. (3.30)

Grâce à l’inégalité de Young 1.2, on en déduit que

‖un −u‖H 1
0 (Ω)
≤

1

α

�∫

Ω

�

�a (x , l (vn ))−a (x , l (v ))
�

�

2|∇u |2d x

�
1
2

. (3.31)

En vertu de (3.24), la continuité de la formé linéaire l , et celle de la fonction
a par rapport à la deuxième variable, il s’en suit que

�

�a (x , l (vn ))−a (x , l (v ))
�

�

2|∇u |2 −→ 0 p.p x ∈Ω. (3.32)

En vertu de (3.2), il vient

�

�a (x , l (vn ))−a (x , l (v ))
�

�

2|∇u |2 ≤ 4β 2|∇u |2 p.p x ∈Ω. (3.33)

Au vu de (3.32), (3.33), et le théorème de convergence dominée 1.4, il en
résulte en passant à limite dans (3.31) que la suite (un ) converge fortement
vers u dans H 1

0 (Ω), et en conséquence dans L 2(Ω).
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(c). S
�

B (0, R )
�

est relativement compacte.

Soit (un ) = (s (vn ))n une suite de S
�

B (0, R )
�

. En vertu de (3.22), cette suite est
bornée dans H 1

0 (Ω) qui, par le théorème de Rellich 1.13, s’injecté de façon
compacte dans L 2(Ω). Par conséquent la suite (un ) = (s (vn ))n admet une sous
suite convergente dans L 2(Ω).
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