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Résumé :

Le calcul fractionnaire est un domaine de mathématiques appliquées qui traite des
dérivés et des intégrales d’ordres arbitraires. C’est une généralisation du calcul classique
des intégrales et des drivées. Dans ce travail, nous utilisons une matrice opérationnelle
des dérivées d’ordre fractionnaire au sens de Caputo basée sur les polynome de Bernoulli
pour résoudre numériquement des équations différentielles linéaires et non-linéaire. Cette
matrice est construite en utilisant quelques propriétées de polynomes de Bernoulli. Conjoin-
tement avec la méthode de collocation et la méthode tau, les équations différentielles sont
réduites a un systeme d’équations algébrique qui peuvent étre efficacement résolues. L’effica-
cité de la technique proposée sera illustré par la résolution numérique de plusieurs équations
différentielles linéaires et non- linéaires.

Mots-clés :Polynome de Bernoulli, Matrice opérationnelle de dérivé d’ordre fraction-
naire (matrice opérationnelle a la dérivation fractionnaire), Dérivé de caputo, Analyse

numérique, Equations différentiels d’ordre fractionnaire

Math Subject Classifications : 11B68 - 656M70 - 34A08 - 26A33



Abstract
Fractional calcul is a field of applied mathematics that deals with derivatives and integrals
of arbitrary orders. are generalization of classical calcul Integrals and derivatives. In this
work, we use an operational matrix of fractional derivative order in the Caputo sense based
on Bernoulli polynomial, for solving numerically linear and non-linear fractional differential
equations (FDEs). This matrix is constructed by using some important properties of Ber-
noulli polynomials. These matrices Jointly with the collocation method and tau method are
used to reduce the FDEs into a system of algebraic equations that can be effciently solved.
The effciency of the proposed techniques will be illustrated by solving several examples of
linear and non-linear FDEs and to compare with the existing results.

Keywords : Bernoulli polynomials, Operational matrix of fractional derivatives, Nume-

rical analysis, Caputo derivative, fractional-order differential equations.

Mathematics Subject Classiffication : : 11B68 - 66M70 - 34A08 - 26A33
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Liste de symboles
N : 'ensemble des nombres naturels {0, 1, 2, 3, ...}.
R : I'ensemble des nombres réels.
R™ : espace euclidien de dimension n,n > 1.
C : I’ensemble des nombres complexe.
Re(z) : la partie réel de nombre complexe z.
(1] : la partie entiere de nombre réel s.
[1] : la partie entiére par exes .
(.,.) :Produit scalaire.

D® : est la matrice operationnelle de dérivée d’ordre fractionnaire
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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique. L’histoire
du calcul fractionnaire remonte a plus de 300 ans. En 1695, Leibniz a posé une question
a ’'Hopital en échangeant une lettre, ” Le sens de la dérivée d’ ordre entier peut étre
généralisé au dérivée d’ ordres non entiers?” Cette question révolutionnaire a suscité la
curiosité de 1’hopital, le 30 septembre 1695, il répondit a Leibniz avec une autre question,
”Que faire si 'ordre sera %?” Leibniz a répondu, ” Par conséquent, il s’ensuit que sera égal
A xv/dz : z. utiles seront tirées. De nombreux systémes physiques du monde réel sont gou-
vernés par une dynamique d’ordre fractionnaire, c¢’est-a-dire que leur comportement est régi
par des équations différentielles fractionnaires (EDFs)[16]. Les EDFs ont suscité un intérét
considérable en raison de leur capacité a modéliser des phénomenes complexes tels que des
matériaux viscoélastiques [2], économie [1], mécanique des milieux continus et mécanique
statistique [14], mécanique solide [19] et la dynamique des interfaces entre les nanoparti-
cules douces et les surfaces rugueuses [5]. L'un des travaux les plus récents sur le calcul
fractionnaire, c’est-a-dire la théorie des dérivées et des intégrales d’ordre fractionnaire (non
entier), est le livre de Podlubny [17], qui traite principalement des équations différentielles
fractionnaires. Aujourd’hui, il existe de nombreux travaux sur le calcul fractionnaire (voir
par exemple [11, 6]). Les résultats analytiques sur l'existence et I'unicité des solutions aux
équations différentielles fractionnaires ont été étudiés par de nombreux auteurs (voir, par
exemple, [17, 11]). Au cours des derniéres décennies, plusieurs méthodes ont été utilisées
pour résoudre des équations différentielles fractionnaires, des équations différentielles par-
tielles fractionnaires et des systemes dynamiques contenant des dérivés fractionnaires.

Les fonctions orthogonales ont fait I’'objet d’une attention considérable dans le traitement

de divers problemes. La principale caractéristique de ’approche utilisant cette technique est
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Table des matieres 2

qu’elle réduit ces problemes a ceux de la résolution d’un systeme d’équations algébriques, ce
qui simplifie grandement le probleme. Les polynoémes de Bernoulli et les séries de Taylor ne
sont pas basés sur des fonctions orthogonales, mais ils possedent des matrices opérationnelles
d’intégration et de dérivation. Dans cette méthode, une série tronquée est utilisée pour
I'intégration numérique des équations différentielles, dans le but d’obtenir des solutions
numériques efficaces.

Il existe plusieurs définitions de la dérivée fractionnaire d’ordre u. Les définitions les plus
utilisées sont celle de Riemann-Liouville et de Caputo. L’objectif principal de ce mémoire
est d’utiliser la matrice oppérationnelle des dérivées fractionnaires basé sur les polyndémes
de Bernoulli pour résooudre des équation différentielles fractionnaire.

Ce mémoire est organisée selon le plan suivant :

Le premier chapitre sera consacré aux élément de base du calcul fractionnaire, nous citons
par exemple la fonction Gamma, la fonction Béta, I'integrale fractionnaire sur intervalle [a,b].
Deux approches sont présentés, ainsi que 'approche de Riemann-Liouville et celle de Caputo
pour la généralisation des notions de dérivation entiere.

Le deuxieme chapitre de ce mémoire est dédié a la matrice opérationnelle de Bernoulli de
dérivation d’ordre fractionnaire, Nous rappelons brievement la définition et les propriétées
de polynomes de Bernoulli, afin de dériver notre matrice.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons des illustrations numériques (Application)
dans le but de prouver la validité et ’applicabilité de la technique proposée.

Finalement nous terminons notre mémoire par une conclusion générale avec quelques

perspectives.

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 H.CHERIFI



Chapitre 1
Préliminaires

Introduction
Dans ce chapitre nous rappelons quelques définitions et quelques résultats élémentaires
de la théorie du calcul fractionnaire : la dérivation fractionnaire, I'intégration fractionnaire,

des notions que nous utilisons tout au long de ce mémoire.

1.1 Notations et définitions

1.1.1 Espaces L?(Q)

Définition 1.1 Soient Q = (a,b) un intrevalle de R et 1 < p < 0o

1. Pour 1 <p < oo. L'espace LP(QY) est lespace des fonctions f reélles sur Q telles que

f est mesurable et
b
([ @) < +oc

2. Pour p = o0o. L’espace L>(S)) est l’espace des foctions mesurables f bornneés presque

partout sur €

Définition 1.2 (Convergence dans L*) Soit {f,} est une suite mesurable

On dit que {f,} converge vers f dans L¥(Q) si

tim £, — fl, =0

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 H.CHERIFI



Fonctions spécifques pour la dérivation fractionnaire 4

1.1.2 Espaces des fonctions continues

Théoreme 1.1 [11] Soit Q@ = [a,b], (—o0 < a < b < o00) et n € N=0,1.... On note
C™(Q) lespace des fonctions f dont les dérivées d’ordre inférieur ou égale a n existent et
sont continues dans Q. En particulier Sin = 0, C°(Q) = C(Q) : Uespace des fonctions f

continue sur ) muni de la norme

1l = max | (2)

1.2 Fonctions spécifques pour la dérivation fraction-
naire

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma et Béta, qui seront utilisées
dans les autres chapitres. Ces deux fonction jouent un role trés important dans la theorie

du calcule fractionnaire.

1.2.1 La fonctions Gamma

L'un des outils de base de calcul fractionnaire est La fonction Gamma d’Euler I (z).
C’est une fonction qui prolonge naturellement la factorielle aux nombres réels, et méme aux

nombres complexes.

Définition 1.3 Pour z € C tel que Re (z) > 0, on définit la fonction Gamma par

—+00
[(z) = / e "7t (1.2.1)
0

avec I'(1) = 1,.
Une propriété importante de la fonction Gamma I" (2) est la relation de récurrence sui-

vante

I'(z+1)=2I(2) (1.2.2)

qu’on peut la démontrer par une intégration par parties

(z+4+1)= / e "t dt = [—e’ttz}go + z/ e 't = 2T (2)
0 0

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 H.CHERIFI



Fonctions spécifques pour la dérivation fractionnaire 5

T W‘:-*L —'3 32 JI: i 'l 5 I& :l Ih %
| -
-2--
-3--
4-0-
FIGURE 1.1 — La fonction Gamma
La propriété (1.2.2) permet d’établir que
I'(n+1)=nl, VneN. (1.2.3)

La fonction Gamma est illustré a la figure 1.1

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 H.CHERIFI



Fonctions spécifques pour la dérivation fractionnaire 6

1.2.2 La Fonctions Béta

Définition 1.4 La fonction Béta est un type l'integrale d’Fuler définie pour tout nombres

complexe z et w de partie reelles strictement positive par :

1
Bz, w) = / FY1 = "t Re(z) >0, Re(w)> 0 (1.2.4)
0
La fonction Béta est liée & la fonction Gamma par la relation suivante [11] :
L(2)I'(w)
= 1.2.5
Propriété 1.1 1. La fonction Béta est symetrique en les deux variables :

B(z,w) = p(w,2), Re(z) >0, Re(w) >0,

2. FElle satisfait les équations suivantes

B(’%w + 1) = z.z:wﬁ(sz)
Bz,1) =1
3. st z=m, w=mn avec n,m € N* on obtient

m—n)!(n—1)!
B(m,n) = ﬁ

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 H.CHERIFI



calcul fractionnaire 7

1.3 calcul fractionnaire

1.3.1 Intégrale et dérivée fractionnaires de Riemann-Liouville

Définition 1.5 Lintégrale fractionnaire d’ordre p > 0 ,u est arbitraire réel ou compleze

de Riemann-Liowville d'une fonction f € L' [a,b] continue sur [a,b] est donnée par

0 f(t) = ﬁ /m(x (e, > (1.3.1)

ou I' est la fonction Gamma donner par (1.2.1).

Théoréme 1.2 [J],[11] Pour f € Cla,b], lintegrale fractionnaire de Riemann-Liouville

posséde la proprieté suivante :
IMIWF)] =T f(#) o> 0,0 > 0 (1.3.2)
Preuve. La preuve découle directement de la définition
LR F0)] = w5 [ (= )27 [2(s = )~ Lf(H)dtds pour a >0, > 0

d’aprés le théoreme de Fubini et par le changement de variable t = u + s(z — u) on obtient

L PO = 15 Jo (6= w)' e fw)du = L7 f @) @ > 0,1 > 0

Ou B(a, ) désigne la fonction Béta.

Théoréme 1.3 [3],[11] Si f € L'([a,b]), alors I f(t) existe pour tout t € [a,b] et de plus
18" f(t) € L'([a, b))

Exemple 1.1 Soit f(t) =t" avecr > —1 On a

010 = 1950 = = [ 00— oyt (133)

En posant © = tu (1.3.3) devient :

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 H.CHERIFI



calcul fractionnaire 8

En utilisant la fonction Béta (1.2.4) puis de la rélation (1.2.5) on trouve :

(I 1)) = F55 Jo (w) (1 =)~ du
T+p
- ?(M)B(r—i— 1 M)

_ I(r+1) prtn
T(u+r+1)

Dérivée fractionnaire

Il existe de nombreuses définitions de dérivées fractionnaires ; Riemann-Liouville ; Griinwald-
Letnikov; Caputo; ect... Pour la définition au sens Caputo la dérivée d’'une constante est
nulle, et les conditions initiales ont une interprétation physique connue. Ce qui la rend

importante de point de vue d’un ingénieur.

1.3.2 Dérivation fractionnaire au sens de Riemen-Liouville

Définition 1.6 Soit f une fonction intégrable sur [a,b], alors la dérivée fractionnaire d’ordre

w (avecn —1 < pu<n ) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

Drf(t) = ﬁ%/@ (t—T)"—u—lf(T)dT
" n—p
= ().

En particulier, pour y =m € N, on a

D) = 5 () [ Foar= s

1
T
D) = i () [ 7= i = 5 0,

ot fU™) (t) déssigne la dérivée usuelle d’ordre n de f (t). Par suite la dérivée fractionnaire

au sens de Riemann-Liouuville coincide avec la dérivée classique pour p € N.

Exemple 1.2 Soit f(t) = (t —a)" avec r > —1.

Pour ;>0 tel que 0 <m — 1< pu <n avecr > —1 alors on a :
DH(t —a)" = n,ufo )t — )" H Lt —a)"dT

En faisant un changement de variable T = a + s(t + 1), on aura

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 H.CHERIFI



calcul fractionnaire 9

1 !
DHF(t —a)" = — (+— n+r—u 1— n—a—1 rd
1= = gt = [ etds

Fn+r—a+1I'(n—a)l(r+1)

T Tr—p+ (- pT(n+r—p+ 1)“ -
_ Pr+1) (t— a)—"
 T(r—p+1) '

fPouru:%,r:%etazo,ona

Remarque 1.1 Pour p > 0, p = 0, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’une
fonction constante f (t) = C' non nulle, sa valeur est :
—n
DHC = Clt—a)*
I'(1—p)
1.3.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.7 Pour une fonction donnée f sur l'intervalle |a,b], la dérivée d’ordre frac-

tionnaire au sens de Caputo de f, d’ordre p > 0 est définie par

pry— L o)
Df(t)_F(n—u)/O (t—T)“H_”dT’ n—1l<pu<n, neN (1.3.4)

Remarque 1.2 L’avantage principal de l’approche Caputo est que les conditions initiales
des équations différentielles fractionnaires au sens de Caputo prennent la méme forme que

dans le cas des équations différentielles d’ordre entier.

Exemple 1.3 Pour f (z) = (t —a)" avec r >0, on a

y 0 si m€{0,1,....n—1}
Daf(t) - T'(r+1) r— ;
NS (t—a) " si r>n.
En particulier,
DHC = 0, C est une constante, (1.3.5)
0, st reNetr< ,
prro= 8 a (1.3.6)
F(T(_:J{_L) "+ si reNetr>[u|l ouréNetr>/[u],

ou [p] désigne le plus petit nombre entier supérieur ou égal a p.

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 H.CHERIFI



calcul fractionnaire 10

1.3.4 propriétés générales des Dérivées fractionnaires

Proposition 1.1 ~ Sip=0. Loperateur D} est l'operateur identité, ¢’est a dire

D} f(t) = f(t)

— Dopérateur de dérivation fractionnaire ( au sens de Riemen-Liouville ou au sens de

Caputo) est est un opérateur lineaire
Di(Af(t) + ag(t)) = AD" f(t) + aD"g(t)
avec \ et a constants

Le théoreme suivants établit le lien entre la dérivée fractionnaire au sens de Caputo et

celle au sens de Riemann-Liouville.

Théoréme 1.4 Soient a > 0, n = [a] + 1. Si f posséde (n — 1) dérivée en a et si D" f

existe, alors

(DEf) () = DH(f(x) — 5 L2 (1 gy

a k
DIf(t) = DI f(E) + Z s TR

ou [p] est la partie entiere de u. La dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville avec 0 < pu < 1

est donnée par

—(1— t f(r
D{f(t) = & (D; ( M)f(t)) - r(i@%(f# (tf—(q—gu dr)
la dérivée fractionnaire de Caputo est donnée par

df(T

CD”“f() ( M)(T)_ e uft

Remarque 1.3 Le résultat du théoréme (1.4) signifie que la dérivation au sens de Caputo

d’une fonction f est une dérivation fractionnaire du reste dans le développement de Taylor

de f.

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 H.CHERIFI



Chapitre 2

Matrice opérationnelle de dérivation

de Bernoulli d’ordre fractionnaire

2.1 Polynémes et les nombres de Bernoulli

Les nombres de Bernoulli jouent un role important et assez mystérieux dans des par-
ties aussi diverses des mathématiques que l'analyse, la théorie des nombres, la topologie
différentielle, ect... Il sapparaissent dans la représentation integrale des fonctions dérivables
périodiques, ainsi, ils interviennent dans des développements en séries entieres, dans la for-

mule d’Euler-Mac Laurin et aussi dans les valeurs aux entiers pairs de la fonction Zeta.

Définition 2.1 Les polyndémes de Bernoulli d’ordre m sont définis sur l'intervalle [0, 1] par

b (1) = i (”k”‘) Byt ", (2.1.1)

k=0

ou B;, 1 =0,1,...,m sont les nombres de Bernoulli. Ces nombres sont définis par

t e
— § :Bi.—,' (2.1.2)
7!
=0

et —1

Les premiers nombres de Bernoulli sont

1 1 1 1
Bo=1 Bi=-g. By=g Bi=0, Bi=—5. By= . (2.1.3)

tels que By =0,1=1,2,...

Les premiers polynomes de Bernoulli sont

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 H.CHERIFI



Polynomes et les nombres de Bernoulli 12
bo(t) =1
bhi(t)=t—3
bo(t) =t>—t+ 1
bs(t) =13 — 32 + it
ba(t) = t* — 26° + 12 —
bs(t) = t° — 3t + 313 — &t
be(t) =15 — 3t° + 3t* + 32 + 5
Les premiers polynémes de Bernoulli:
e i —5a/
01 | ________i ______________________________________ ;74___
0.05 T S S S .
[ R e S e S Sy S e S o
0,05~ S e e P e
e S
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
—t
Quelques proprietés [3] ,[20]
Théoréme 2.1 Les polynémes de Bernoulli satisfont aux formules suivantes [172]
; In!
n—1 min.
/bn ()b Ot = (1) 0 mnz L (2.1.4)
0
db,, (t) b (1)
= nb,_
dt '
bi(1) = (=1)" By
bo(t) =Y CrkB, 1" *
k=0

Pour tout n € N* on a: b, (t) = nb,_(t)

Pourn >1, on a:b,(t+1)—b,(t) = nt"*

1
Pourn>1, ona: / b, (t)dt =0
0

Pour tout n € N, B, = b,(0)

UNIVERSITE DE MEDEA
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Approximation d’une fonction par les polynémes de Bernoulli 13

2.2 Approximation d’une fonction par les polynémes
de Bernoulli

Soit H = L?[0,1] l'espace de Hilbert et soit. Y = Vect{by(t),bi(t), ..., bas(t)} un sous-
espace fermé de dimension fini, donc Y est un sous-espace complet de H . Donc, si f(t)
est un élément arbitraire dans H ; il a une meilleure approximation unique dans Y sachant

que

fo(t) € Y, telle que Vy(t) € Y |[f(t) = fo()[| < [1F(t) = y(1)]]

cela implique que
Vy(t) €Y < f(t) — fo(t), y(t) >=0 (2.2.1)

Ou <,> désigne le produit scalaire sur H. Comme fo(t) € Y, il existe des coefficients

uniques co, c1, ...., c2, tels que
Ft) = folt) = eabi(t) = CTB(1) (2.2.2)
=0
ou C' et B(t) sont donnés par :
c = [00,017...,CM]T, (223)
B(t) = [bo(t),bi(t),...,ba(t)]" (2.2.4)

En utilisant I’équation (2.2.1), nous avons
< f(t) = CTB(t),b(t) >=0, i =1,2,...M

Pour simplifier, nous écrivons

CT < B(t), B(t) >=< f(t), B(t) > (2.2.5)

Ou < B(t), B(t) > est une matrice de dimension (M + 1)(M + 1) :

D =< B(t), B(t) >= /1 B()B(t) dt (2.2.6)

La matrice D de 'équation (2.2.6) peut étre calculée en utilisant la relation (2.1.4). Toute

fonction f(t) € L?[0, 1] peut étre développée en série de polynomes de Bernoulli par
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f(t) = CTB(t)

Ou a partir des équations (2.2.5) et (2.2.6), nous obtenons

C=D"'<ft),B(t) > (2.2.7)
Exemple 2.1 Soit la fonction a appproximer, f(t) = t%, selon la base
B(t) = [1,t — 5,8 =t + ¢, t* — 2> + 3]
On a (En utilisant Matlab) voir (3.2.2)

D =< B(t), B(t) >= [, B(t)B(t)"dt

1 0 0 0
S0 s 0 -
0 0 = O
0 _éo 0 84110
Donc
1 0 0 0
D1 0 40 0 280
0O 0 180 O
0 280 0 2800

D’autre part

< f(0), B(t) >= [fy f()bo(t)dt, [y F(Obi(8)dE, [y f(£)ba(t)dt, [y f(t)bs(t)dt]

2 L oL o2y
137157 3157 315

Donc

C=D"1<f(t),B(t) >
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14 T T T

12r

£

1
2

FIGURE 2.1 — L’approximation de f(t) =t

1 0 0 0 2 2
0 40 0 280 = | | 3
0 0 180 0 S N =
0 280 0 2800 = 8

par conséquent ’approrimation de la fonction f est donnée par :

1
1
) ) _1
f =t =CTBO = 3425 2
r—t+3
8 — St* + 5t

_ 843 _ 4042 | 40y L 8
_9t 21t +21t+63

La figure 2.1 montre q'une petite valeur de M donne une bonne approzimation de f (t) = v/t.
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16

FIGURE 2.2 — L’approximation de f(t) = ¢’

Exemple 2.2 Soit la fonction a approximer f(t) = €' selon la base :
B(t)=[1,t — 5,82 =t + 5, t* = 32 + St ¢* — 263 + 7 — ]

On trouve

1 0 0 0 0
0 40 0 280 0

D7'=|0 0 3780 0 12600
0 280 0 2800 0
0 0 12600 0 44100

C = [e — 1,2720 — 1000e, 180390 — 490350, 27020 — 9940¢, 630630e — 1714230]

Par conséquent; f(t) =e! ~ CTB(t)

_ 74604793 t4 + 38390234991 t3 + 280693872371t2 + 1097805595055t+ 16889387640033691
1073741824 274877906944 549755813888 1099511627776 16888498602639360
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2.2.1 Analyse de convergence
Lemme 2.1 [20] Soient f(t) € CMF1[0,1] et Sy = span{bo(t), bi(t),....bar(t)}. Si CT B (t)
est la meilleure approzimation f(t) dans Sy alors
1f(t) = C'B (t) |lr2po,1) < Wma
ot K = maxyepq |fMHD(1)]

Preuve. L’ensemble {1,¢.....t7} est un base de 'espace des polynomes de degreé M . On

pose

y(t) = F(0) +t£(0) + L () + oo + L2 FO0(0).

Par la formule de Taylor on a :

tm+l

(&) = ()] = [FM (&) | (2.2.8)

(m+1)!"
ot & € (0,1). Comme CT B (t) est la meilleure approximation de f(t) dans S, 1(t) €
Sm et de equation (2.2.8), on a :

LF() = C () g0, < 1) = 91020
= [y 1F () = (@)t = [ | f(m+ D€ () “at

k2 Liom42 7, ke
< (m~+1)12 fO At = (m+1)12(2m+3)

En prenant les racines carrées, la preuve est complete. m
Théoréme 2.2 [20] Supposons f(t) € L?[0.1] est approzimée par :

fn(t) = cibift) = CTB(t),

ou C' et B(t) sont définis par les équations (2.2.3) et (2.2.4). Alors, nous avons

Tim [[f(2) = fin (O] 2100 = 0.
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2.3 Matrices opérationnelles de dérivation de Bernoulli

2.3.1 DMatrice opérationnelle de dérivation de Bernoulli d’ordre

entier

La propriété (2.1) nous permettre de prouver le théoreme suivant

Théoréme 2.3 [1(]
Si l’on introduit le vecteur de Bernoulli B (t) sous la forme B (t) = [bo (t), b1 (t) ..., bar (2)],

alors sa dérivée B'(t) peut étre exprimée par :

d
—B(t) =DB(t) = DWB (1) (2.3.1)
ou bien ~ ~ _ o _
bl (t) 000 - 0 0 0|/ bo(t)
b, (t) 100 0 0 0[] b (t)
v, (t 020 - 0 0 0| by(t
S I e M 2.3.2)
b,y (1) 000 -~ M—=1 0 0| [by_1(t)
V(@) | 000 0 0 M 0f| bu(t) |
B’E)T D‘(,l) B(:)T

ot DW est la matrice opérationnelle de dérivation des polynémes de Bernoulli d’ordre (M +

1) x (M +1).

Corollaire 2.2 La dérivée n*™¢ de B (t) est donnée par :

dn

—B(t)=D"B(t

telle que

D™ = (DW) (2.3.3)
Exemple 2.3 Pour M = 3, on a

1 1 3 1
Bt)=[1,t— = t>—t+ -3 — =2+ —t]"
(t) =11, 2’ +6’ 2 +2]’
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donc la matrice opérationnelle de dérivation de Bernoulli s’écrit sous la forme

00 00
bD_pl— 100 0 |
0200
0030
par conséquent

0000
D® _ 0000
20 00
06 00

2.3.2 Matrice operationnelle de dérivation de Bernoulli d’ordre

fractionnaire

L’objectif principal de cette section est de généraliser la matrice opérationnelle de Ber-
noulli donnée en (2.3.1) pour un ordre fractionnaire.
Dans tout ce qui suit la dérivation fractionnaire est au sens de Caputo. On commence

par demontrer le lemme suivant, bien utile :
Lemme 2.3 Soit B;(t) un polynéme de Bernoulli. Alors
D¢B;(t) =0, i=0,1,...,[p] — 1. (2.34)

Preuve. Nous pouvons obtenir le résultat facilement par l'usage des relations (1.3.5) ,

(1.3.6) et la linéarité de 'opérateur de dérivation. m
Théoréme 2.4 Soit B(t) le vecteur Bernoulli donné par
B (t) = [bO (t> 7b1 (t) IR} bM (t)]T )

et soit pu > 0. Alors, on a
D'B(t) ~ DWB(t), (2.3.5)

ot DWW est la matrice opérationnelle de dérivation fractionnaire de Bernoulli définie par
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0 0 0
O11i1.0.0 Oar 0 O
D(”) _ . . .
Zi:[u] 9i.0.r Zi:“ﬂ ei.l.r e Z:n: m ei.M.r
Zi\im Orr.o.r Zr]‘\ihﬂ Orar - Zi‘im Onr.arr
Avec
O;.jr = birCrj, (2.3.6)
.!Bifr
bip = : (2.3.7)

(i—r)T(r+1—p)

Les B; sont le nombres de Bernoulli et les c,; sont obtenus par la formule (2.2.7) Notons

que dans DWW | les élément de la premiére ligne sont touS nules.

Preuve. On a

bzt - Bi_rtr, 238
0=3(,) (2.35)
par linéarité de 'opérateur D*, on trouve
D"B,(t) = <Z) B,_, D" (2.3.9)
r=0 r
En utilisant les relations (1.3.5) et (1.3.6), nous aurons
DHt" = 0 sir< [u] (2.3.10)
L(r+1)
DT = T i avec > 4], 2.3.11
s > (1] (2311)
donc la relation (2.3.10) devient
" il T(r+1)
D!B;(t) = B, T
®) zf:W rl(i —r)! Cir+1—p)
r=[p
On ar €N donc I'(r+1)=r! alors
: i'B;_
D' B;(t) = - e
®) Z(i—r)!F(r—i—l—u)
r=[u]
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On pose
i!B;_
by = — - 2.3.12
(t—r)T(r—p+1) ( )
par conséquent
DM B;(t Z bt ™, (2.3.13)
r=[p]
En déveleppant t"~# en terme de polynomes de Bernoulli par
N
=Y eby(t) (2.3.14)
=0
avec
¢ =DV < f(),B(t) >, j=0,1,...,N
avec
D =< B(t),B(t) > et f(t)=t""*
Remplagant (2.3.14) dans (2.3.13) nous aurons
i N
DWBi(t) = Y by Y cyB(t) (2.3.15)
r=ln]  §=0
N i
> (> 040)By(t) (2.3.16)
=0 r=[u]
avec
O jr = bircCr (2.3.17)
DM B;(t Z Z 0:;») B (2.3.18)
J=0 r=[u]
Réécrivons (2.3.16) sous une forme matricielle, nous obtenons
D By(t) = [Z 0;.0.rs Z Oitreneenn. Z Oinrr) B (1)
r=[p] r=[p] r=[p]
donc
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0 0 0
0.0 O Oru).atr
DWW — - ~
Z:«:[u] 9i.0.r Z:ﬂ:“ﬂ ei.l.r Z:ﬂ:m] ei.M.r
M M M
Zr:[lﬂ HM.O.’V‘ Zr:“ﬂ eM.l.r ZT:[M" QM.M.T‘
donc nous arrivons au résultat désiré. m
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre on va essayer d’appliquer les différents outils introduits dans les cha-
pitres precédents, on utilisera la matrice operationnelle de Bernoulli vues au chapitre précédent

pour rechercher la solution approcheé.

3.1 Méthodes de résolution

3.1.1 Cas d’une équation différentielle fractionnaire linéaire
Considérons 1’équation différentielle fractionnaire suivante :
DFy(t) = a; D" y(t) + ... + ax D%y (t) + ap1y(t) + api29(t) (3.1.1)
avec les conditions initiales
yD0)=d; i=0,..,nd;=n (3.1.2)

oua;j=1,..,k+ 2 sont des coefficients réels constants et n < p<n+1, 0<f < fy <
Ok < et DP désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre p.
Pour résoudre le probleme (3.1.1) — (3.1.2) selon la méthode proposée, nous développons

y(t) et g (t) en série de polynomes de Bernoulli par

y(t) ~ Zcibz-(t):CTB(t), (3.1.3)
g(t) = > _gibi () =GTB (1), (3.1.4)
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. T T :
ou G = [go, g1, .-, gn]  est un vecteur connu et C' = [cg, 1, ...,cn]|  est un vecteur inconnu.

En utilisant les équations (2.3.5) et (3.1.3) nous aurons

D'y(t) ~ CTD"B (t) ~ CTDW B (t) (3.1.5)

DPiy(t) ~ CTDP B (t) ~ CTDWIB (1) (3.1.6)

En utilisant les équations (3.1.3)-(3.1.6), le résidu d’ équation (3.1.1) peut étre écrit comme

suit :

Ry (t) ~ CTDWB(t) —a,CTDPIB(t)... — 0, CTDYPW B (t) — a1 CT B (t) — ar2GT B (t)

k
= (CTD(“) —) a;C"DW) — g, CT - ak+2GT> B(t).

=1

En appliquant la méthode tau comme dans [4] :
1
< R(t),b;(t) >= / R,,(t)b;(t)dt =0, j=0,1,..,.N—n—1. (3.1.7)
0
Remplagant les deux équations (2.3.3) et (3.1.3) dans (3.1.2) nous obtenons :

y(()) = CTB(O) =d
yM(0) = CTDYB(0) = d;

(3.1.8)

y™(0) = CTD™B(0) = d,

Les équations (3.1.7) et (3.1.8) nous donnent un systeme de M + 1 équations linéaires.
Ce systeme linéaire peut étre résolu pour les coefficients inconnus ¢; du vecteur C. Par

conséquent, y (t) donné dans I’équation (3.1.3) peut étre calculé.

3.1.2 Cas d’une équation différentielle fractionnaire non linéaire

Considérons I’équation différentielle fractionnaire non linéaire :

DFy(t) = F(t,y(t), DPy(t), DPy(t)....., D y(t)) (3.1.9)
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Avec les conditions initiales :

yD(0)=d;i=0,...,n, (3.1.10)

telsquen < pu<n+1,0< b <f <... < Pr < p,et D* désigne la dérivée fractionnaire
aux sens de Caputo, on peut noter que F', peut étre non lineaire.

Pour résoudre ce probleme par la matrice opérationnelle de Bernoulli, on doit d’abord ap-
proximer y(t), D*y(t) et DPiy(t), j=0,..,k, par (3.1.3), (3.1.5) et (3.1.6) respectivement.

En substituant ces équations dans 1’équation (3.1.9) pour trouver la solution. D’ou

CTDWB (t) ~ F(t,CTB(t),CTDPIB (t),cCTDY B (t),...,cTDPIB (1))  (3.1.11)

Ou C = [¢g.....c,] est un vecteur inconnu. Afin de trouver la solution de (3.1.9), nous
collocons ’équation (3.1.11) a M — n points de collocation. Pour des points de colloca-
tion appropriés, nous utilisons les premieres (M — n) racines de polynéme Legendre décalé
Pyriq (1) . Ces équations, avec I'équation (3.1.10) génerent un systéme de M + 1 équations
non linéaire, qui peut étre résolu en utilisant la méthode itérative de Newton (en utilisant

Matlab). Par conséquence y(t) donné dans 1'équation (3.1.3) peut étre calculé.

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 H.CHERIFI



Exemples 26

3.2 Exemples

3.2.1 Equations différentielles fractionnaires linéaires

Exemple 3.1 Considérons le probleme de valeur initiale suivant :

D2y(t) + D2y(t) +y(t) = g(t)
g(t) = + 2+ g=t"° (3.2.1)
y(0) =y'(0) = 1.
La solution exacte de ce probléme est y(t) = t*. En appliquant la technique décrite a

la section 3.1.1 avec M = 2 |, nous développons en séries de polynomes de Bernoulli les

éléments sutvants :

y(t) = C'B(1),
Dy (1) = C'DOB(1),
Diy(t) = C™DE)B(),

g(t) = G'B(t).

Avec
B(t) = [bo (t) by (), ba ()]" .

D’apre (2.3.5) nous avons

)
)
o

Et
000

D®=11000
200

Un algorithme (Matlab) voir (3.2.2) nous permetons de calculer la matrice D2, nous obte-

nons :

(@)
-
-

3

5
3
3
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L’aproximation de g (t) est donnée par :

i+ e

G=1] 1+ 359\6/E

1+ 57=
Co

Soit C' = | ¢ | En appliquant la méthode taw [4] nous obtient :
Ca
1
/0 [CTD®B (t) + C"™DR@B (t) + CTB (t) — GTB (t)]dt = 0 (3.2.2)

Avec
R, ~ (CTD® 4+ ¢TDG) + T — GT)B (t)

En utilisant I’équation (3.2.1) nous avons :

=30+ 50 =0 (3.2.3)

Cl—CQZO

D’apres (3.2.2) nous avons :

)C_(z+ 16
23 T 15w

En résolvant les équations du systéme (3.2.3) et (3.2.4) nous obtenons :

P S S ) =0 (3.2.4)
co + ———=c - — = 2.
0T 3157 157

Q
I
— — Wl

Donc la solution y(t) est donnée par

1
y(t) =[5 1; 1] t—1 =12
2 —t+ ¢

Qui est la solution exacte de ce probléme.
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Exemple 3.2 Considérons le probléme de valeur aux limit linéaire suivant [18] :

DMy(t) — DFy(t) = =1 -1 0<t <1, 1<y <1, 0< pp << 1 (3.2.5)

u(0) =u(1) =0 (3.2.6)

Si nous définons py = 2, s = 1 et M = 2, le probléme ci-dessus (3.2.5) et (3.2.6) devient

C'DYB(t) — C'DPB(t) — GTB (t) = 0 (3.2.7)

C'B(0) =0 (3.2.8)

Avec

o
)
o

000
D@ =110 0 0
200
La solution ezact de ce probléme (3.2.5) et (3.2.6) dans le cas correspondant a iy = 2 et
po =1 esty =t(—1—e™1).
Dans le tableau ci dessous, nous comparons numériquement les résultats de y(t), en
utilisant notre méthode d’écrit dans la section (3.1.1) ou M = 6 avec la solution exacte

(voir figure (3.4)), et les solutions obtenus par d’autre méthodes numériques [10] :
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t | Bernoulli wavelet [10] | Notre méthode M = 6 | Solution exactj, = 2etus =1
0.1 0.05934279 0.05934279 0.05934303
0.2 0.11013431 0.11013412 0.11013420
0.3 0.15102443 0.15102473 0.15102440
0.4 0.18047575 0.18047575 0.18047534
0.5 0.19673476 0.19673472 0.19673467
0.6 0.19780804 0.19780761 0.19780797
0.7 0.18142748 0.18142688 0.18142724
0.8 0.14501561 0.14501541 0.14501539
0.9 0.08564683 0.08564654 0.08564632

tableau 1 : Résultats numériques
0.2
GREL :
016} :
014t :
012t :
2 o1 :
008t :
008} :
004t :
0.0zt Exact 1
O =2, 21
0

I I 1 1 1 1 1 1 1 \_:]
a 0.1 0z 03 04 04 o 07 os 09 1

X

FIGURE 3.4 :Comparaisons de y(t) ou (M=5) avec la solution exacte pour j13 =2 et g =1 .

L’erreurs absolue 1°° et 1> pour la solution y(t) est obtenue avec des différentes valeurs

de M =2,3,5,7,9 pour p; =2 et us =1 montionnées dans le tableau ci-dessous
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M 2 3 5 7 9
Erly | 4.22x 10792147 x 107°2 | 2.17 x 1079 | 2.66 x 107% | 4.42 x 10~
Erly |2.02x 10792728 x 1079 | 1.21 x 107% | 1.52 x 10798 | 1.09 x 10~

La figure (3.1) montre que les solutions approchées dans le cas ou p; = 2 et pour les

différentes valeurs de uy proches de la valeur 1 (us = 0.7,0.8,0.9,1). La figure (3.2) montre

tableau 1 : L’érreur absolue [ et [?

que les solutions approchées dans le cas ou py = 1 et pour les différentes valeurs de py

proches de la valeur 2 (1 = 1.7,1.8,1.9,2). Dans lequel les chiffres affirment que lorsque p

approchée a 1, notre résultat approchée a la solution exacte.
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0.z

0.18

0.18

0.14

0.1z

0.0

0.06

0.04

0.0z

FIGURE 3.1 — Comparaisons les résultats numériques de y(t) avec (M=6) dans le cas

corresspondant de p; = 2 et s = 0.7,0.8,0.9, 1 avec la solution exacte
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|:|35 I 1 I I 1 I I 1 I

0.3

0.24

0.2

¥it)

0.14

0.1

0.05

FIGURE 3.2 — Comparaisons les résultats numériques de y(t) avec (M=6) dans le cas

corresspondant de s =1 et uy = 1.7,1.8,1.9, 2 avec la solution exacte
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Exemple 3.3 Considérons l’équation différentielle fractionnaire linéaire de valeur initiale

suvant :

DFy(t) +y(t) = —t* — P 0<pu<1 (3.2.9)

L3~ p)

Avec la condition initial :

y(0) =0 (3.2.10)

En appliquant notre technique pour résoudre l’équation.(3.2.9) pour différentes valeurs de
w. En utilisant la technique décrite a la Section (3.1.1), en convertissant l’équation. (3.2.9)

au systeme suivant :

2
CT(DW +1)B(t) + 12 + th =0 (3.2.11)

Si nous définons. = 0.5 et M =2, le probleme ci-dessus (3.2.9) devient :

2
C'D@ + 1)B (1) + 2 + F(5)t3 =0 (3.2.12)
2
CTB(0)=0 (3.2.13)
De (3.2.2) nous avons :
0 0 0
(3) —
4 8 _4
5/ 7J/r Toyr

En appliquant la méthode tau, pour le cas M = 2 et p = % le résidu de l’équation (3.2.9)

peut étre calculé par la formule :
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/1[((JtD<§> +1)B(t) +t* + Ffé)tg]dt =0 (3.2.14)
/01[(CtD<%> +1D)B(t) + 1%+ F(Qg)tg](t - %)dt =0 (3.2.15)

En utilisant ’équation (3.2.13), (3.2.14) et (3.2.15) nous obtenons :

11
Co — §C1 + 662 =0 (32].6)

4 4 1 16
- =) = 0 3.2.17
“t 3T B5Ee T BT B (82.17)

2 1 2 18

1 e (L 8y 2.1

Gatetaze" Rteas =0 (3:2.18)

En résolvant les équations du systeme (3.2.16), (3.2.17) et (3.2.18) nous obtenons :

Q
I
— — Wl

Par conséquent 'approzimation y(t) est donnée par :

1
y(t) =[5 ;1 t—1 =12

2 1
2 —t+1

Qui est la solution exacte de ce probleme .

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 H.CHERIFI



Exemples 35

3.2.2 Exemples d’une équation différentielle fractionnaire non linéaire

Exemple 3.4 considéront le probleme de valeure initiale non linicaire suivant :

D?y(t) + D3y(t) + y2(t) = t* (3.2.19)

Awvec les condtions initials :

y(0) =y (0) =0, y (0) =2 (3.2.20)

La solution de ce probléme est y(t) = t>.
Nous avons résolu le probleme ci dessus (3.2.19), en appliquant la thechnique décrite a

la section (3.1.2) (cas non linéaire) ou M = 3, nous approchons d’une solution comme
M—1
y(t) = > Bi(t) = C'B(t)
i=0

En utilisant les formulés (3.1.5), (3.1.6) et (3.1.8) nous obtenons :

(3.2.21)

y'(t) = CTDWB(0) =0 (3.2.22)
2

Nous avons

B(t)= [t — 582 —t+ 3 =32+ 47
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0000
DO _ 1000
0200
0030
Alors
0000
D@ _ 0000
2000
06 00
et
0000
D® 0000
0000
6 000

Un algorithme (Matlab) voir (3.2.2)( dans l’annexe) nous permetons de calculer la matrice

D(%), nous obtenons :

0 O 0 0

5 0 O 0 0
DG =

0 O 0 0

8 32 —48 32
Vro 3ymo TYm 3w
Remplacant (3.2.21) et les condtions initiales (3.2.22) dans (3.2.19) nous obtenons :

CTDOB () + C"TDEB (1) + [CTB ()] —t* = 0 (3.2.23)
CTB(0)=C"™DWB(0) =0, C"DPB(0) =2 (3.2.24)
En utilisant "équation (3.2.24) nous obtenons :
co—%cl+%0220
c1 — Cy + %03 =0 (3225)
202 — 303 =2
Maintenant, nous collectons le systéme ci-dessus (3.2.23) a la premiére racine de Polynomes

de Legendre décalée. to = %
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C"DP B (ty) + CTDBB (to) + [CT B (to)] — t; = 0 (3.2.26)

En résolvant les équations du systéme (3.2.25) et (3.2.26) en utilisant la méthode itérative

de Newton.(en utilisant matlabe), nous obtenons :

e} — e L

Donc la solution approzimative y(t) est donnée par :

1
1 t_%
y(t) = [3;1;1;0 = t?
t2—t+1

3 342 1
-3+ 1t

Qui est la solution exacte.

Exemple 3.5 Considérons le probléme non-linéaire de valeur initiale de Riccati suivant [J]

D'y(t) =1—9*(t) 0<pu<1 (3.2.27)

Avec une condtion initial

y(0) =0 (3.2.28)

Nous avons appliquer la méthode operationnelle actuelle des polynome de Bernoulli, pour
résoudre 'équation. (3.2.27) avec des différentes valeurs de u. En wutilisant la thechnique

d’écrite a la Section (3.1.2). Nous convertissons ['équation (3.2.27) au systéme suivant :

CTDWB )+ [CTBt)]?-1=00<pu<1 (3.2.29)

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 H.CHERIFI



Exemples 38

Maintenant on rassemble le systeme ci-dessous dans les zéros de polynomes de legendre
pour trouver le vecteur C, en utilisant la méthode itérative de Newton (utilisant le Matlab),
La solution obtenue par cette approche pour = 1 et M = 5 est présenté dans la figure

sutvante :

¥(t)

Exact 7]
o A

T I
a 0.1 0z 03 04 04 oe 07 og 09 1
X

FIGURE 3.4 :Comparaisons de y(t) ou (M=5) avec la solution exacte pour =1 .

Dans le tableau ci dessous, nous comparons numériquement les résultats de y(t), en uti-
lisant notre méthode d’écrit a la section (3.1.2) ou M = 5 avec la solution exacte et les

solutions obtenus par d’autre méthodes numériques [10] :
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t | Bernoulli wavelet [10] | Notre méthode M =5 | Solution exactj, = 2etus =1
0.1 0.099684 0.099658 0.099668
0.2 0.197417 0.197407 0.197377
0.3 0.291316 0.291333 0.291310
0.4 0.379912 0.379931 0.379945
0.5 0.462083 0.462083 0.462117
0.6 0.537057 0.537036 0.537053
0.7 0.604405 0.604387 0.604369
0.8 0.664052 0.664061 0.664032
0.9 0.716264 0.716289 0.716296

tableau 2 : Résultats numériques

L’erreur absolue pour la solution y(t) obtenue avec les valeurs différentes de M =

2,4,6,8,12 et u =1 décrite dans le tableau :

2

4

6

8

12

13

ET[Q

1.34 x 10792

1.42 x 107%

7.62 x 1079

2.50 x 10797

4.26 x 107%

7.58 x 1071

Erl

8.05 x 10702

9.10 x 107%

4.24 x 107%

1.21 x 10797

2.37 x 107%

4.11 x 1071

tableau 2 : L’érreur absolue [ et [?

Dans la figure (3.5) nous avons comparé les résultats obtenus par approche actuelle avec

M =10 pour = 0.9,0.75,0.5 et la solution exacte. Dans lequel les chiffres affirement que

lorsque 1 approche de 1 notre résultat approche a la solution exacte.
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o 0.1 0.2 0.3 0.4 (1= 0 07 08 0.8 1

FIGURE 3.5- Comparaisons de y(t) ou (M=10) avec la solution exacte pour u = 0.9,0.75,0.5 .
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Exemple 3.6 On considére | équation différentielle d’ordre fractionnaire non-linéaire de

Riccati suivante voir [15], [21] :

Dry(t) =2y(t) —y*(t) +10<pu <1 (3.2.30)

Avec une condtion initial

y(0) =0 (3.2.31)

La solution exacte pour p =1 a été trouvé que [15]

y(t) = 1 + v/2tanh[v/2t + %log(gﬁ)]

Pour résoudre 'équation (3.2.30) en utilisant notre méthode d’écrite a la Section (3.1.2),

y(t) = CTB(t) (3.2.32)

Alors

D¥y(t) = CTDWB (t) (3.2.33)

On remplace (3.2.32) et la condtion initiale (3.2.33) dans [’équation. (3.2.30) on trouve le

systeme algébrique suivant :

CTDWRB(t) —20T"B(t)+ [CTB(t)]?-1=00< pu<1 (3.2.34)

Maintenant on rassemble le systéme (3.2.34) ci-dessous dans les zéros de polynomes de
legendre pour trouver le vecteur C, on utilisant la méthode itérative de Newton, (utilisant le
Matlab). La solution obtenue par cette approche pour p =1 et M =5 est présenté dans la

figure suivante :
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¥(t)

_Dz 1 1
1] .

FIGURE 3.3 — Comparaison de y(t) pour (M=5) avec la solution exacte pour u = 1

Dans le tabbleau ci dessous, nous comparons numériquement les résultats de y(t), en utili-

sant notre méthode d’écrit a la section (3.1.2) ou M = 10 avec la solution exacte (voir figure

3.6). et les solutions obtenus par d’autre méthodes numériques [10)] :

t | Bernoulli wavelet [10] | Notre méthode | la solution exact pour =1
0 0.000001 0 0
0.1 0.110295 0.110295 0.110295
0.2 0.241977 0.241976 0.241976
0.3 0.395105 0.395104 0.395104
0.4 0.567812 0.567812 0.567812
0.5 0.756015 0.756014 0.756014
0.6 0.953566 0.953566 0.953566
0.7 1.152949 1.152949 1.152948
0.8 1.346364 1.346363 1.346363
0.9 1.526911 1.526911 1.526911
1 1.689497 1.6894983 1.6894983
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tableau 3 : Résultats numériques
L’erreur absolue de la solution y(t) est obtenue par les valeurs différentes de M =
2,4,6,8,10,12 et . = 1, montionée dans le tableau :
M 2 4 6 8 10 12
Erly [9.60 x 10792 | 3.62 x 1079 | 1.32 x 107 | 5.37 x 1079 | 1.64 x 107°7 | 3.69 x 10~
Erle | 475 x 10792 | 1.85 x 107% | 7.47 x 1079 | 3.03 x 107% | 1.09 x 10797 | 2.75 x 108

tableau 3 : L’érreur absolue [ et [?

Cet exemple est résolu par l'approche par M = 10 pour p = 0.9,0.75,0.5 On compare les

résultats numériques a celui de la solution exacte dans la figure (3.7). Ce qui est affirmé

dans la figure lorsque p approche de 1 notre résultat approche a la solution exacte.

FIGURE 3.7 :Comparaisons de y(t) ou (M=10) avec la solution exacte poury = 0.9,0.75,0.5 .
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Les programmes en matlabe utilisé

Programme Matlab pour calcule La matrice operationnell de Berrnoulli

Eunction DD= D alpham(x,t,B,D,M, mu, ub)

TEELEEEEE5E5%5%5%% Calculation of cr] %5555 RSESEE5E5S55%55%%
cr=zeros (x,M) ;
for r=ub:M-1

muu=r-mu;

g=t muu

G=g*B;

F=int (G,0,1);

C=F."'"* (D™ (-1));

cr=[cr;C]

end

Cr;

T FEEEERREREERRRREERRRRREE5%%% calcule b (i,r)% BERRRERERRRERRRRRRRRRRRR:

bernoulli=[1 -1/2 1/6 0 -1/30 0 1/42 0 -1/30 0 5/66 0 -691/2730 0 7/6 0
-3617/510 0 43867/798 0 -174611/330];

bb=zeros (M) ;
for i=0:M-1
for r=0:M-1
if is=r

bb(i+l,r+l)=(factorial (i) *bernculli (i-r+1))/ (factorial (i-r) *gamma (r+l1-mu)) ;
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cooooooo

for j=1:M
if i<=ub
DD(1i,3)=0;
else
for i=(ub+l):M
5=0;
for r=(ub+l):i
s=bb (i, r)*cr(r,j)+s:
end
DD(i,j)=s;
end
end
end
end
end

oo

ooo

ooo

L’approximation des fonctions par la base de polynéme de Bernoulli
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syms t i j

B=[1;t-1/2;t"2-t+1/6;£"3-(3/2)*t~2+(1/2) *t];

Ft=0:0.1:1;

D=int (B*B."',0,1);

f=exp(t)-;

F=[int (£*B(1),0,1);int (£*B(2),0,1);int (£*B(3),0,1) ;int (£*B(4),0,1)]:
k=inv (D) ;

CT=F.'*inv (D) ;

F=CT*B;

F=exp(l) - (1000*exp(l) - 2720)*(t - 1/2) + (210%exp(l) - 570)*(t.~2 - t +
1/6) - (9940*%exp(l) - 27020)*(t.~3 - (3*t£.~2)/2 + t/2) - 1

plot(t,f,'z',t,F, "bo'")

legend({'Exact','F'}, "Location', 'southEast", ...
'FontSize', 8, 'FontWeight', "bold")

$Légende du tracé avec le texte a afficher se trouvant entre
xlabel('t','FontSize',10,... ENom de 1'axe des abscisses du tracé

'FontWeight', 'bold', 'FontName', ...
"Times New Roman', "Color','b'")

ylabel ('f(t) ', 'FontSize',10,... tNom de l'axe des ordonnées du tracé
'FontWeight', 'bold', 'FontName"', ...
'"Times New Roman', "Color', 'h')

Exemple 1.2
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clc

clear all

% format long

% format compact

format long e

-

syms t ¢0 cl c2 c3 c4 c5 c6 7 cB c% cl0 cll cl2 cl3 cl4d cl5 cle
C=[cO0 cl c2 c3 cd4 c5 ce c7 c8 c9 cl0 cll1 cl2 cl13 cld4 cl15 cle]l:
C=C(1,1:M);

%%%%%%%%% polynomail functions 35555555553 5335%5%5%%%%
b0=B (t) 0*t+1;

bl=@(t)t-1/2;

b2=@(t)t~2-t+1/6;

b3=@ (L) t~3-(3/2) *L"2+(1/2) *t;

bd=@(t)t~4-2*%t~3+t~2-1/30;

b5=@ (t) t~5-5/2%t~4+5/3%t~3-1/6%t;

be=@ (L) t"E6-3*L"5+5/2%t~4-1/2%t~2+1/42;

b7=@ (£) t~7-7/2*t~6+7/2*%t~5-T/6*t~3+1/6%t;

bB=@ (t) t~B-4*t~T+14/3%t~6-T7/3*t~4+2/3*£~2-1/30;
bo=@(t)£t~9-9/2%t~B+6*L~T7-21/5%t"~5+2%t~3-3/10*%;
bl0=R(tYt~10-5*%t"~9+15/2%t~B-T*L 6+5%t~4-3/2*L~2+5/66:
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b11=@(t)t~11-11/2%£~10455/6%£~0-11*£~T+11*£~5-11/2*%t~3+5/6%t;
bl2=@(t)t 12-6*t~11+11*t~10-33/2% L B+22%L"6-33/2%L4+5%L~2-651/2730;
b13=@(t)t~13-13/2*L~12+13*%t~11-143/6*£~9+286/T7*t"7
-425/10%t~5+65/3%t~3-691/210%t;
bld=Q@(t)t~14-7*t~13+91/6*t~12-1001/30*t~10+143/2*t~8
-1001/10*t~6+455/6%t~4-691/30%t"2+7/6;
b15=@(t)t~15-15/2*%t~14+35/2%£~13-51/2*t~11+715/6*%t"9
—429/2% L~ T+455/2%£~5-6091/6%L~3+35/2%¢;
blé=@(t)t~16-B*t~15+20%t~14-182/3*%t~124572/3*%t~10-429%t~8
+1820/3*%t~6-1382/3*t~4+140%t~2-3617/510;
B=[b0O(t); bl(t); b2(t); b3(t); b4(t); b3(t); be(t); b7(t); bB(L); bo(L):
b1lO(t); bll(t); bl2(t); bl3(t); bld(t); bl3(t); ble(t)]:

TEEEEEE%E calculation of D 32225 E e e e e e s eaaeessssssss
D=int (B*B."',0,1);
TE%EE%%%% calculation of £ 222523525552 55%%%%%
f=-l-exp(t-1);
F=f*B;

F=int (F,0,1);
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R=C*DZ*B-C*D1*B-CF*B
eql=int(R,0,1);
eg2=int (R*B(2),0,1);
eg3d=int (R*B(3),0,1);
egd=int (R*B(4),0,1);
egS5=int (R*B(5),0,1);
egé=int (R*B(6),0,1);
eq7=int (R*B(7),0,1);
egf=int (R*B(8),0,1);
eqgb=int (R*B(9),0,1);
eqgql0=int (R*B(10),0,1);
egll=int (R*B(11),0,1);
eqgql2=int (R*B(12),0,1);
eql3=int (R*B(13),0,1);
(
(

P ol o el o\@

ol

egld=int (R*B(14),0,1);
egl5=int (R*B(15),0,1);

af

eglé=C*subs (B, t,0);
% cO-(1/2)*cl+(1/6) *c2—(1/30) *cd+(1/42) *c6—(1/30) *cB+ (5/66)
E*xc10-(691/2730) *cl2+(7/6) *cl4—-(3617/510) *clé6;

eql7=C*subs (B, t,1);
% cO+(1/2)*cl+(1/6) *c2—-(1/30) *cd+(1/42) *ce—-(1/30) *cB+(5/66) *cl0-
2MAGT /2T AN % ~1 24 1T/ AV * - TA_(2RT1T/SINV Rk ~T1 A -
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cle= S51.
cl5= 51.
cld= s51.
cl3= s1.
clz= s51.
cll= 51.
cl0= s1.
c9= 51.cb5;
cB = 51.c8
cl 51.c7
ce S51.ce
c5 51.c5
cd= 51.c4d;
c3 51.c3
c2 = 81l.c2
cl = 51.c1
cl = 51.c0

o o® ol 0 ol® ol ae

clée;
cl5;
cld;
cl3;
clz;
cll;
cl0;

r
r
r

r

r
r
r

r

C=coefficients

u2l=R()Cc*rl ;t-1/2;

disp('--——-—-—-——- coefficients ————————mmmmmm——

51 = solve(eql,eqg2,eq3,eqd,eq5,eqé,eq’,eql,eqlé,eql’);

coefficients =[c0 cl c2 c2 c4 ¢5 cé c7 cB c9];

th2-t+1/6;£°3-(3/2) *t£~2+(1/2) *t;£t~4-2*£~3+t"~2-1/30
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t=0:0.1:1;
figure (1) ;%Numérotation de la figure (important si plusieurs figures)
grid on; %Une grille de fond est affichée
1=length(t);
—Ifor i=1:1

yy=@(t)t* (1l-exp(t-1)):
u(i)=yy(t(i)):
-end
—|for i=1:1
ug2l (i)=u2l(t(i));

- end
plot(t,u,'x',t,ug2l, "bo')
%Tracés des quatre fonctions cosinus sur le m&me graphe
legend ({'Exact', 'ul=2, n2=1'}, 'Location', 'southwest', ...
'FontSize', 8, 'FontWeight', "bold'")
%Légende du tracé avec le texte a afficher se trouvant entre {}
xlabel ('x', "FontSize',10, ... SNom be 1'axe des abscisses du tracée
'FontWeight', "bold', 'FontName"', ...
'"Times New Roman', 'Color','b')
ylabel ('uix)',''FontSize',10,... %Nom de 1'axe des ordonnées du tracé
'FontWeight', "bold', 'FontName', . ..
'Times New Roman', 'Color','bh'")

11=11cr21

Exemple 1.5
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2880000000000

clear all
% format long

format compact

% format long e

M=7;% ub=3;mu=3;

syms T <0 ¢l c2 c3 cd ¢c5 ce 7 c8 c8% cl0 cll cl2 ¢l3 cld cl5 cle
C=[cO ¢l c2 c3 cd ¢5 c6 c7 B ¢9 cl10 cl11 cl12 ¢cl13 cl1d4 cl15 cle]l;
C=C{(1,1:M);

F5%55%5%%% polynomail functions 2555555325555 55%5%%5%%
bO=R(t)0*t+1;

bl=@(t)t-1/2;

b2=@(t)t~2-t+1/6;

b3=R(t)t"3-(3/2)*t"2+(1/2) *t;

b4=0(t)t~4-2*t~3+t~2-1/30;

b5=@(t)t"5-5/2%t~4+5/3%t~3-1/6*%t;

bE=@ (L)L 6-3*L"5+5/2*%t~4-1/2%t"2+1/42;
b7=R(t)t~T7-T7/2*t~6+7/2%c~"5-T/6*t~3+1/6*¢;

bB=@(t) t~B-4*L~T7+14/3%L~6-T7/3*t~4+2/3%£~2-1/30;
bo=@(t)t"5-8/2%L~B+o*L~T7-21/5%L~5+2*L~3-3/10%t;
bl0o=@(t)t~10-5*t£~9+15/2* L "B-T*L~6+5*t~4-3/2%L"~2+5/66;
bl1=@(t)t~11-11/2%t~10+55/6%t~9-11*t£~T+11*£~5-11/2*t"~3+5/6%;
bl2=QR(t)t*12-6*t~11+11%t~10-33/2%t~8+22%t~0-33/2%L~4+5%£~2-691/2730;
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b15=@(t)t"15-15/2*%t~14+35/2%t~13-91/2*t~11+715/6*t~9-429/2*£~7+455/2%t"5

-691/6%t~3+35/2%;

ble=@(t)t~1le-B*t~15+20*t~14-182/3*%t~12+572/3*t~10-429*£~8+1820/3*t~6-1382/3

*t~4+140*t~2-3617/510;

B=[bO0(t); bl(t); b2Z(t); b3(t); b4(t); b3(t); be(t); bT(t); bB(t); bS(t):
b10(t); bll(t); bl2(t):;bl3(t); bld(t),; bl3(t); ble(t)]:

o a == - - - - - ) P - L=~ - - - - T~ - T - - T - - T - - - - - - - - - - - - - -
255555555 calculation Of D 225555555555 5555555555555555585%5
— * T )

=int (B*B."',0,1);

aoo0oo0ooooon aocoocooooo0ooooooooon

55%%%55%%%% calculation of £ 5555555555555 55%5%5%%
f=t~2;
F=f*R;
F=int (F,0,1);
CF=F."'"*(D~(-1));

00000 0000000000000 ~_7,~+71 - X o oooo0o0o0o0o0o00000o00oo0o0o0o0 000
EEEEEEEEEREEEERE5%Calculation of V EEERREERRRERRRRERERRERRR
L= i -~

— -
% V = aproximalt v2(M,D);
9900000000000000000000000000000300000003
R e e k]

D52= D alpham(3,t,B,D,M,2.5,3);
D05= D alpham(l,t,B,D,M,0.5,1)
D1=D alpham(l,t,B,D,M,1,1)

2282220202202 0282220202282232202022229
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N=[1/e¢, 1/3, 1/2, 2/3, 5/6 , 1]:
egl=subs (R, t,N(1))
egZ=subs (R, t,N(2))
eg3=subs (R, L,N(3))
egd=subs (R, t,N(4))
egs=subs (R, t,N(3))
egé=subs (R, t,N(€))
eqg7=C*subs (B, t,0)
guess=l1l*ones (1,M);
C=fsolve (Bmyfuné, guess)
Cl=fsolve (Emyfunrecatié, 1*guess)

: 5 c2=fsolve (Bmyfunrecatig, l*guess)

%% disp('-————————- coefficients —--——— ")

%5 % coefficients =C

% disp('-———————- La solution-----——————————————— ")

% % y07 =@(t)C*[1 ;t-1/2; t~2-t+1/6 ;t~3-(3/2)*t~2+(1/2)*t; t4-2%L"3+t"2

of@

-1/30; t~5-5/2*t~445/3*%t~2-1/6%t];

% w08 =R(t)Cl*[1 ;t-1/2; tr2-t+l/6 ;t"3-(3/2)*L 2+ (1/2)*t; £t 4-2*%c~3+L"2

%-1/30; t~5-5/2*%tL~4+5/3*t~2-1/6%t];
yv0%=B(t)C*[1 ;t-1/2; t 2-t+1l/6;t"3-(3/2)*t~2+(1/2) *t;t~4-2%t~3+t~2-1/30;
th5-5/2%t~4+5 /3%t 3-1/6%t; £t 6-3%L 5+5/2%t~4-1/2%t~2+1/42];

t=0:0.1:1;

figure (1) %Numérotation de la figure (important si plusieurs figures)

grid on; %Une grille de fond est affichée

o
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l=lengthit):
[-] for 1=1:1

% yy=@ (£t) 1+ (sgrt (2) *tanh (sgrt (2) *t+1/2*% (log ((sart (2)-1) / (sart(2)+1)))));
yy=8(t) (exp(2*t)-1)/ (exp(2*t)+1);
y(i)=yy(t(i));
-end
[l for i=1:1
s yg07 (1) =y07 (t (1))
% yg08 (1) =y08(t(i));
yg08(i)=y08(t(i));
~end

plot(t,vy, "', t,vagl0%, "bo')

%Tracés des guatre fonctions cosinus sur le méme graphe

legend ({'Exact', 'ul=1"}, 'Location’', "'southwest', ...

'FontSize', 8, 'FontWeight', "bold")
%Légende du tracé avec le texte 4 afficher se trouvant entre {}
xlabel('x', 'FontSize',10, ... ENom de 1'axe des abscisses du trace

'FontWeight', 'bold', 'FontName', ...
'Times New Roman', 'Color','b')

ylabel ("y(t) "', '"FontSize',10,... EZNom de 1'axe des ordonnées du tracée
'FontWeight', 'bold', 'FontName', . ..
'Times New Roman', 'Color','b')

y-vyg08
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Conclusion

Dans ce mémoire, La matrice opérationnelle de dérivation fractionnaire de Bernoulli a
été présentée pour résoudre des équations différentielles fractionnaires EDFs, Les dérivés
fractionnaires sont décrits au sens de Caputo. Cette matrice est utilisée pour approximer
la solution numérique de EDFs. Notre approche était basée sur la méthode tau pour les
équations linéaires et sur la méthode de collocation pour les équations non-linéaires . Dans la
limite, comme approche une valeur entiere, le schéma fournit une solution pour les équations
différentielles d’ordre entier. La solution obtenue a ’aide de la méthode proposée montre
que cette approche peut résoudre le probleme efficacement. En outre, seul un petit nombre
de polynomes de Bernoulli est nécessaire pour obtenir un résultat satisfaisant. L'un des
avantages de cette méthode est que la solution numérique de 1’équation EDF peut étre
convertie en systeme d’équations algébriques linéaires. Un autre avantage considérable de
cette méthode est d’obtenir des solutions analytiques si I’équation EDF a une solution exacte

qui est une fonction polynomiale.
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