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Résumé

Notre intérét est d’étudier le calcule combinatoire des g-analogues, nous avons
défini coefficient binomial, fonctions génératrices, g-factorielles et coefficients q-
binomiaux, Identité g-binomiale, Nombres de g-Stirling et g-analogue de la matrice
de Seidel.

Le but de cette étude est de généraliser un théoréme, une identité ou une expres-
sion impliquant un nouveau parameétre q et qui se spécialise en le théoréme originel
lorsque 'on prend la limite quand q tend vers 1.

Mots-Clés : Triangle de Pascal. Identité binomiale. Nombres de Stirling. Matrice
d’Euler Seidel.



Abstract

Our interest is to study the combinatorial calcul of g-analogues, we have defined
binomial coefficient, generating functions, g-factorials and g-binomial coefficients,
g-binomial identity, g-Stirling numbers and g-analog of the matrices of Seidel.

The purpose of this study is to generalize a theorem, an identity or an expression
implying a new parameter q and who specializes in the original theorem when we
take the limit when q tends to 1.

Keywords : Paschal triangle. Binomial identity. Stirling numbers. Euler Seidel
matrix.
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Introduction

Par définition un g-analogue d’un théoréme, d’une identité ou d’une expression
est une généralisation impliquant un nouveau parameétre q (= quantum) et qui se
spécialise en le théoréme originel lorsque 1’on prend la limite quand q tend vers 1.

Considérons, par exemple, la série binomiale, qui a été étudié pour la premiére fois

par Newton
+oo
ala+1)...(a+n—-1) ,
2 M

n=0

Elle est solution de I’équation différentielle
(1-2)y —ay=0

ce qui permet de démontrer le théoréme binomial :

N

n=0

Il existe un g-analogue de cette identité, donnée par Cauchy en 1843. En effet,
la série binomiale (1) peut étre généralisé de la fagon suivante :

F,(z) =

8

(a;9), o
(@ @)

)n Y

ou 'on a posé, pour ¢ € C, |g| < 1et n € NU{oo}

i
o
=

(a;q), (1—aq")

Il
=

o

(1—@)(1—@(])(1—aq2)~~~(1—aq”).

La série (2) c’est une généralisation de (1) en ce sens que, si 'on impose a = ¢°,
alors les coefficients de la série (2) tendent terme & terme vers ceux de (1) lorsque
q — 1.Par ailleurs, elle est solution de I’équation aux g¢-différences

(1-az)y(gz) — (1 —-2)y(z) =0,
1



Introduction

ce qui permet de démontrer le théoréme ¢-binomiale

+m . .
(a,q)nxn (a5 q) o

(), (9

n=0
L’idée de généralisation peut étre précisée comme suit : pour |z| < 1, la fonction
F,(z) tend vers la fonction f(x) lorsque ¢ — 1. L’un des problémes auxquels on

se heurte lorsqu’on s’intéresse aux g-analogues est qu’en général il n’existe pas un
mais plusieurs g-analogues possibles d’un objet donné. Les propriétés

de ce dernier se généralisent tantot a l'un, tantdt a 'autre de ses g-analogues. 11
n’existe donc pas de g-analogue "naturel".

Par exemple, Euler & proposé deux g-analogues pour la série exponentielle suiv-

ante : "

. T

e = Z m

n>0
A savoir . )
x
eq (7) = = ,lzl <1, gl <1

et

n
€

(5) 1
(z) = Z?l-q) =(—z;9), 0< g <1

>

Q=

I

3

n>0
La deuxiéme fonction e: (x) est une fonction entiére, tout comme la fonction

exponentielle habituelle. !

Bien qu’il n’existe pas une théorie générale pour la construction des g-analogues
des suites classiques de nombres, on peut toutefois dégager des régles fondamentales.
On sait qu’on obtient des résultats intéressants lorsqu’on remplace par exemple la

dérivée Fleth) - f () g
) x — f(x
A I = &/ @
par la g-dérivée () @
. flgr)—f(z) d
clzlLri (-1 _%f(@'

Ce mémoire, intitulé "Sur le calcul combinatoire des g-analogues" s’intéresse aux
g-analogues de ’analyse combinatoire classique. Il est constitue de trois chapitre
principaux ; Notions de combinatoire classique, Calcul combinatoire des g-analogues
et la généralisation de la matrice d’Euler-Seidel.

Au premier chapitre, nous présentons des préliminaires sur I’analyse combinatoire
classique et un peut de la théorie des probabilités.

Le chapitre deux concerne le calcul combinatoire des g-analogues et ces pro-
priétés remarquables. Le dernier chapitre concerne la matrice d’Euler-Seidel et son
g-analogues. A la fin de ce mémoire, on présente le code Maple pour ces matrices.

2



CHAPITRE 1

NOTIONS DE COMBINATOIRE
CLASSIQUE

Ce chapitre est consacré aux définitions des objets combinatoires les plus simples
que nous avons besoin dans les chapitres qui suivent. Pour des notions plus précise
et détaillées, le lecteur pourra consulter [1, 4, 5, 7]

1.1 Dénombrement

1.1.1 r-permutation

Définition 1.1 Soit [n| = {1,2,...,n} un ensemble a n objets distincts pour 0 <
r<n,

un r-permutation de [n| est la fagon d’arranger r objet de [n] en une liste, lorsque
r=mn

un n-permutation est simplement appelée une permutation.

Le nombre de r-permutation de [n], noté P! vaut

Pl=nn—-1)---(n—r+1).

T

Si nous utilisons la notation n!=n(n—1)---2.1, alors

n!
pr—_"
" (n—r)l’

par convention, nous posons 0! =1 nous notons Pj =1 et P’ = nl.

1.1.2 r-combinaison

Définition 1.2 Soit [n] = {1,2,...,n} un ensemble & n objets distincts pour 0 <
r <n,



1.1. Dénombrement

une r-combinaison de [n| est un sous ensemble de [n| a r éléments.
Le nombre de r-combinaison d’un ensemble [n] vaut

ny n! P
r)  rl(n—r) 7l

En particulier

1.1.3 Factorielle descendante

Définition 1.3 Soit x un nombre réel ou complexe et n € N*, la fonction factorielle
descendante d’ordre n, notée (x),,, est définie par :

(), =z(x—1)---(x—n+1) sin>1et (z),=1.
Notons que pour x,y € C et k,r € Z, on a

(@)gyr = (@) (w = k) et (x+n—1), =(=1)" (-2),

et pour k € N*, nous posons

1.1.4 Factorielle montante

Définition 1.4 Soit x un nombre réel ou complexe et n € N*, la fonction factorielle
montante d’ordre n, notée (x)", est définie par :

()" =z(x+1)(z+n—-1) sin>1et ()’ =1.

Nous avons

1.1.5 Coefficient binomial

Définition 1.5 Pour tout réel ou complexe x et pour tout entier k, le coefficient
binomial d’ordre k noté (i), est défini par :



1.1. Dénombrement

avec
T
= 1.
(0

Les coefficients binomiaux satisfont aux relations suivantes :

1. Si z = n, et n est un entier tel que k < n, alors le coefficient binomial (Z) est

égal a
n\ n!
k) nl(n—k)

2. Si z = n, et n est un entier tel que 0 < k < n, alors on a

()= ()G

avec (3) = (Z) = 1, pour tous .n > 0.

3. Formule de Pascal :

1.1.6 Triangle de Pascal

Définition 1.6 On appelle triangle de Pascal le tableau infini obtenu en disposant
chaque (Z) a la croisée de la n®™ ligne et de la k™ colonne, avec n,k > 0

n\k| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 3 3 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1




1.2. Fonctions génératrices

1.2 Fonctions génératrices

Définition 1.7 Soit C le corps des nombres complexes et soit x une indéterminée
sur C.
une série formelle sur C a une indéterminée x est l’expression :

A(x) =) apa" (1.1)

ol ag, a1, ...sont des nombres réels.
St

= E a,x",

n>0

alors a,, le n®™ coefficient de A(z), pour lequel nous écrivons
an, = [2"] A(x).
Définition 1.8 Une série formelle A(x) est dite réversible s’il existe une série
formelle notée A=Y (x) (appelée réciproque de A) tel que
A(A™N (@) = A7V(Alx) = .
Définition 1.9 La fonction génératrice ordinaire de la suite {ag, a1,...,ax,...}

des nombres réels est la série formelle

oo

O(x) = Z apz®.

k=0

Définition 1.10 La fonction génératrice exponentielle de la suite {ag, a1, ..., ax, ...
des nombres réels est la série formelle :

Z =0 (3
TN
Pour les suites doubles indices nous avons les définitions suivantes :

Définition 1.11 La fonction génératrice ordinaire double (bivariée ordinaire) de
la suite {anm} des nombres réels est la série infinie

Can E E anmx z"

n=0 m=0

n,meN

Définition 1.12 La fonction génératrice exponentielle double (bivariée exponen-

tielle) de la suite {anm}, oy des nombres réels est la série infinie



1.3. La formule de chu-Vandermonde

1.3 La formule de chu-Vandermonde

Théoréme 1.1 Soient x ety des nombre réels et n un entier positif. Alors

=3 (1) @) 12)

k=0

Preuve. On utilise la démonstration par récurrence pour démontrer la formule (1.2)
e Initialisation : pour n = 1, la formule (1.2) est vraie.
eH érédité : supposons que (1.2) est vrai pour n — 1, c’est a dire

On montre que (1.2) est aussi vrai pour n.avec = + y au lieu de x et ’hypothese
d’induction, nous avons

(+y),=@+y—n+1)(z+y),

n—1
n—1

~wrr-n 0 (") O

Puisque

(517 +y—n+ 1) (x)k (y)n_k_1 = (1‘)1@ (?J)n_k + ($>k+1 (?J)n_k_l )

nous obtenons successivement

@)=Y 1(”‘1) <y>n_k+:_: (") e s

- (") @+ Z (171 @
~o (") (o) e o,

Par conséquent, en utilisant le triangle de pascal, on déduit,
" /n
k=0

Donc (1.2) est vrai pour tout entier positif n. O



1.3. La formule de chu-Vandermonde

Exemple 1.1 Moyenne des probabilités hypergéométrique

Une urne contient n boule (r boules blanches et s boules noir). On tire au hasard
successivement sans remise n boules de ['urne, la probabilité de tirer k boules blanches
parmi n est donnée par

(1) G2

P(X = k) = (r+s)
_ k!(rTik)! ’ (nfk)!(i!7n+k)!
(r+s)!
n!(r+s—n)!

B (n) a.fB.(r+s—n)!

- \E/ . (r = ) (s —n+k)!
wvec s a=r(r— 1) (r— k4 1) (r = K) (r —k — 1) -
ﬁ:s(s—1)---(s—n—|—k—|—1)(s—n—l—k)(s—n—i—k—1)

’y:(T+s)(r+s—1)---(T+s—n+1)(T+s—n)(r—l—s—n—1)--- .

Donc (), (
P (MY Sk gy
’ k) (r+s),
Noter que pp > 0, k=0,1,...,n, et selon la formule de Vandermonde,
S P S (M) )= 1
T (r+s) k kAT /n=k
k=0 " k=0

Ce qui implique qu’il s’agit d’une fonction de masse de probabilité légitime, la moyenne
du nombre des boules blanches tirée parmi n est donnée par la somme

= Zk (1) 06

" k=1

En utilisant les expressions

k(Z) :n<Z:D (M =70 =1,

T, Zn(Z )= Do
- e (1) e G
T (r+s) (TTS —1), g (Z _ D (r =Dy ()
Alors .
s



1.4. Formule de binéme de Newton

1.4 Formule de bindme de Newton

Théoréme 1.2 Soient x ety des nombres réels et n un entier positif, alors

(x+9y)" = En: (k> aFyn k. (1.3)

k=0

Preuve. Par récurrence sur 'entier n.

e Initialisation : Lorsque n = 0, les deux membres sont égaux & 1 (avec le cas
échéant la convention 0° = 1).

oH érédité : Supposons la formule vraie au rang n, et montrons qu’elle est encore
aurang n+ 1. On a

(z+y)" =@ty (@ +y)" = (+y) (Z> atyh

n+1 n
_ N k+1, n—k N\ &k n—ktl
=3 (i)t 3 (1)t

k=1

:§<k21) k,n— kH—i_Z(Z) k, n—k+1

k=1

n+1+z( e k+1+yn+1+z(> "
(e B Q) )
<n+1> 5

La derniere égalité utilise la formule de Pascal pour I'addition des deux coefficients
binomiaux.

I
™3z

O

Corollaire 1.1 On a les éqgalités suivantes :

2 ()= per(i)-

Exemple 1.2 Moyenne des probabilités binomziales
Une urne contient n boule (r boules blanches et s boules noir). On tire au hasard

9



1.5. Formule de binéme négative de Newton

successivement avec remise n boules de l’'urne, la probabilité de tirer k boules blanches
parmi n est donnée par

P = <Z)pkq”k k=0,1,...,n.

Ouwp=r/(r+s)etq=s/(r+s), remarquer que P, >0, k=0,1,...,n, et selon
la formule de binomiale de Newton,

TS (Z)pkq”k =(p+q"=1
k=0

k=0

Ce qui implique qu’il s’agit d’une fonction de masse de probabilité légitime. La
moyenne du nombre des boules blanches tirée parmi n est donnée par la somme

p= i kP
=
- i k <Z) g
~3 <Z - Dpkan
=n Zn: (Z i} i)pkan-

On posek —1=1

1.5 Formule de bindme négative de Newton

Théoréme 1.3 Soient x et y des nombres réels, avec y # 0, —1 < z/y < 1 et n
entier positive, Alors

(x+y) ™" = i (_k”) wT Ry, (1.4)

k=0

10



1.6. Formule de binéme génerale de Newton

Preuve. Par récurrence sur ’entier n.

elnitialisation : Lorsque n = 0, les deux membres sont égaux a 1 donc (1.4) est
vrai.

e H érédité : Supposons la formule (1.4) est vrai pour n, et montrons qu’elle est
vrai pour n + 1. On a

k=0
- —-n —n— - —n—
g (D)
k=0 k=0
oo _n o oo _n o
:Z(k T k+1yk+z(k> k;yk+1
k=0 k=1
— o —-n —n—k+1, k . -n —n—k+1 _ k
() (e
k=0 k=1

k=1 k=1
0 > (—n+1
_ (0) —n+1y0+2( . ) ik, k
k=1
- —(—n+1\ gk
S AR
P

1.6 Formule de bindme génerale de Newton

Théoréme 1.4 Soient t et x des nombres réels avec —1 <t < 1, alors

(1+1)" = i (i) k. (1.5)

k=0

Corollaire 1.2 Soient x et y des nombres réels et n entier positive, alors

() -2 06

11



1.7. Les nombres de Stirling

1.7 Les nombres de Stirling

1.7.1 Nombre de Stirling de la premiére espéce

Définition 1.13 La décomposition de (X),, de la base ((X),), . Sur la base canon-

ique de X™ s’écrit

keN

(X), => s(nk) X"
k=0
La famille des coefficients (s (n,k)), pyene S appelle famille des nombres de Stirling
signé de premiére espéce.

Définition 1.14 Les nombre de Stirling de premiére espéce mon signés |s(n, k)]
sont les coefficients du développement de la factorielle montante (X)", c’est a dire
que :

(X)" =" |s(n, k)| X",

On a:
|s(n, k)| = (—1)"_k s(n, k).

Définition 1.15 Le nombre (—=1)" " s(n, k) est le nombre de permu tations de
l’ensemble [n] ayant ezactement k cycles.

Proposition 1.1 Les nombres s(n, k) sont aussi définis par la relation de récurrence

{ s(n,0) = s(0,k) =0, sauf s(0,0) =1 (1.6)
s(nyk)=s(n—1,k—1)—(n—1)s(n—1,k) n,k>1. ’
Définition 1.16 (Table des nombres de Stirling de premiere espece)
Soit (s(n,k))o<k<n un triangle, alors d’aprés la relation de récurrence (1.6) on a
cette illustration du triangle de Stirling de premiére espéce, telle que n représenté les
lignes et k les colonnes :

n\k | 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
0 1

1 0 1

2 0 -1 1

3 0 2 -3 1

4 0 —6 11 —6 1

3 0 24 —30 35 —10 1

6 0 —120 274 —225 85 —15 1

7 0 720 —1764 1624 —735 175 —21 1

8 0 —=5040 13068 —13132 6769 —1960 322 28 1

9 0 40320 109584 118124 —67284 22449 —4536 549 —-36 1

12



1.7. Les nombres de Stirling

Les fonctions génératrices des nombres de Stirling de premiére espéce

La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres de Stirling de premiére
espéce est donnée par :

Y s (n,k) 2—7 _ =1 (h;fl —2) (1.7)

n=~k

On en déduit la fonction génératrice exponentielle des nombres de Stirling de pre-
miere espece signés :

> n—=k z" 1 k
> (-1 s(n k) = (I (1+2)". (1.8)
n=k

La fonction génératrice double est donnée par :

Z s(n, k)i—?uk =(1-2x)". (1.9)

n,k>0

1.7.2 Nombre de Stirling du deuxiéme espéce

Définition 1.17 la décomposition de X" sur la base ((X) s’écrit

=) S(nk)(X),

La famille des coefficients (S (n, k‘)) (nk)en2 ‘appelle famille des nombres de Stirling
de deuxiéme espéce.

n)neN

Définition 1.18 Le nombre de Stirling de deuxiéme espéce, noté {Z}, est le nombre
de partitions de ’ensemble [n] en k sous-ensembles non vides, disjointes deux a
deuz, et la réunion de l’ensemble [n].

Proposition 1.2 Les nombres de Stirling de deuzxiéme espéce vérifient la relation
de récurrence suivante :

(BB e

Définition 1.19 (Table des nombres de Stirling de deuxriéme espéce)
D’aprés la relation de récurrence (1.10) les premiéres valeurs des nombres {Z} sont

13



1.7. Les nombres de Stirling

données dans la table suivante :

n\k | 0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1
3 1
7T 6 1

15 25 10 1

31 90 65 15 1

63 301 350 140 21 1

1 127 966 1701 1050 266 28 1

1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

© 00 O Ui W+ O
O OO DD OO O OO -
el e

Exemple 1.3 L’ensemble {1,2,3,4} posséde 7 partitions en deuz sous-ensembles
nonvides, {1,2,3}{4}, {1,2,443}, {1,3,4H2}, {2.3.4}{1} et aussi {1,2}{3,4},0pt {1,
et {1,4}{2,3}. Par conséquent {J} = 1.

Fonctions génératrices des nombres de Stirling de deuxiéme espéce
La fonction génératrice ordinaire de la suite des nombres de Stirling de deuxieme
espéce est donnée par :

k

n} n—k H 1
Y it =] (1.11)
et la fonction génératrice exponentielle est donnée par :

> {Z}Z—T = %(e”” - (1.12)

n>k

14



CHAPITRE 2

CALCUL COMBINATOIRE DES
-ANALOGUES

Dans ce chapitre, nous avons présenté en détail les g-suites et les ¢-fonctions de
base, qui facilitent ’étude des ¢-distributions discrétes, Plus précisément, aprés avoir
introduit les notions de g-puissance, de g-factorielle et de coefficient g-binomial d’un
nombre réel, deux formules de g-Vandermonde (convolution g-factorielle) sont don-
nées. De plus, deux formules de ¢g-Cauchy (convolution g-binomiale) sont présentées
comme corollaire des deux formules de ¢-Vandermonde. En outre, les formules ¢-
binomiale et négative g-binomiale sont obtenues. En outre, une formule générale
g-binomiale est dérivée. Les nombres ¢-Stirling du premier et de la deuxiéme es-
péce, qui sont les coefficients des développements de g-factoriels en g-puissances et
de g-puissances en ¢-factoriels. Ce chapitre est largement puisés de [2].

2.1 g-factorielles et coefficients ¢g-binomiaux

Soient x et ¢ des nombres réels, avec g # 1, et k£ un entier. Le nombre

_1=q

2], =

1—q’
s’appelle g-nombre et en particulier [k], s’appelle g-entier. Notez que

gﬂ 2], = =.

La base (parameétre) ¢, dans la théorie des distributions g¢-discrétes, varie dans
I'intervalle
0 < g < 1 ou dans l'intervalle 1 < ¢ < co. Dans ces deux cas,

[Jf]q § [y]q> si et seulement si x § 1, respectivement.

En particulier,

< . . < .
[x] = 0, siet seulementlzl z = 0, respectivement.



2.1. g-factorielles et coefficients q-binomiaux

On suppose que 0 < g < loul < g < .
La factorielle d’ordre k du g-nombre [z],, est définie par

[y, =2l o =1, [ —k+1],, k=12,...,

)

est appelé g-factorielle de x d’ordre k. En particulier,
B =02, K, k=12

est appelé g-factorielle de k.
Les factorielles g-décalées sont définie par

(@3q)n = (L= 2)(1 = gz)... (1 = ¢"'2) et (2;¢)00 = lim (25 ¢)n.

n—oo

La g-factorielle de x d’ordre négatif. peut étre définie comme suit.
On a

[x]r+k,q:\[x]q[x—l]q---[x—T—{—l]qix—r]q[x—r—1]q[m—T+2]q---[x—r—k+1]g,
[;]:;q [m:ﬁkﬁq
donc
@iy = [Ty o =7y, k=12, r=12..

c’est la propriété fondamentale de la g-factorielle
pour = 0 on a I’équation suivant

[x]k,q = [‘T]O,q ) [z]k,q7 k= ]-7 27 s

siz #0,1,...k—1et [2],, #0, cette équation implique

[x]Oq =1,

)

siz=0,1,...,k—1, De plus, a partir de la propriété fondamentale, avec k£ un entier
positif et r = —k, nous concluons que

[x]fk,q ’ [.fll' + k]k,q = 17

et pour x # —1,-2,... — k,

[z] = ! k=12
x = = : =1,2,... .
—ha [z +klp, [w+k [z+k-1] - [z+1],

Remarquer que la derniére expression, pour x = 0, donne

16



2.1. g-factorielles et coefficients q-binomiaux

Le coefficient g-binomial (ou polynéme Gaussien) est défini par

] T
[”T | ]’“’f, k=0,1,,... .
k| q [k]q.
et donc )
x x
li = , k=0,1,...,
quﬁ_k}q (k)
en remarquant
l—q¢™ " 1-¢" _
[‘/B]qflzl_q,]_:qfl ]_—q_q []q?
et puisque
k
@ygr = [[le—i+1 Hq -+ 1],
j=1
= q " 2], g ”2[33—1}41---61 Tz —k+1],
— qfcck+1+2+-~+k [x]k,q,
donc . .
g = o], Kt =076 [k,
et

k

I

} . k=01,....
q

Les deux g-analogues de la série exponentielle e! = ano t™/n!, sont définis par

eq(t) =) Lo ! (2.1)

= [n]q! (=) t;q9)

/\
—_

g\z
=2 [n —(1—q)t;q) (22

n>0

En utilisant ces expressions, peut étre converti une formule comprend des g-nombres,
g-factorielles et les coefficients ¢g-binomiaux dans une base ¢ avec 1 < ¢ < 00 a la
formule similaire dans la base p = ¢ ! avec 0 < p < 1.

Deux versions utiles d’une relation de récurrence triangulaire pour le coefficient
g-binomial, constituant un g-analogue du triangle de Pascal, sont dérivées dans le
théoréme suivant.

Théoréme 2.1 Soient x et q des nombres réels avec ¢ # 1 et k un entier positif, le
coefficient q-binomial mq satisfait la relation de récurrence triangulaire

x x—l} _k[x—l}
- Y k=12 . (2.3)
Mq { ko, k1),
17



2.1. g-factorielles et coefficients q-binomiaux

avec condition initiale [’(ﬂq = 1. Ou,

x el —1 r—1
= k=1,2,... 2.4

Preuve. Puisque

et
[# = i-rqlz — kg = [ = kg,
et
[z]q =[x — k+ k],
1 et
l—¢q
s (qfa:Jrk _ qk)
= -
s (q—x-i-k P 1)
l—¢q
s (qf:erk _ 1) 1 gk (1 _ qk)
- - ,
donc

z—k
[zlq = [z — klg + ¢" [k,
d’ou la g-factorielle de z d’ordre k satisfait la relation de récurrence triangulaire
suivant

[x]k;,q = [Jf - 1]k,q + qx_k [k]q [Jf - 1]]@—1}(] )
avec la condition initiale [z]o, = 1. Ainsi, en divisant les deux nombres par [k],! et
en utilisant ’expression
m N

k q [k:]q' 7
on en déduit facilement la relation de récurrence triangulaire (2.3).

m I T A PR

k




2.1. g-factorielles et coefficients q-binomiaux

(2.3) peut étre réécrit sous la forme (2.4).
Remarquer que la relation de récurrence triangulaire (2.4) peut étre également
donnée, indépendamment de (2.3), en utilisant I’expression

[I]q = [x"‘k_k]q

1— qx-i-k—k:
T 1-q
- ¢ (qfk . quk)
= - .
= 1= .
- 1—g l—q

donc
[z], = [k]q + qk[$ — kg,

qui implique pour la g-factorielle de x d’ordre k la relation de récurrence triangulaire
k
[x]k,q = [k]q [z — 1]k:71,q +q" [z — 1]k,q7

par conséquent, en divisant les deux nombres par [k],!,

[x]kq [k]q [z — 1]k71,q +¢" [z — 1]k,q
[Klg! [£]! ’

on en déduit facilement la relation de récurrence triangulaire (2.4). O

Remarque 2.1 Le manque d’unicité d’expressions et de formules des q-analogues,
comme

[z +ylg = [z] +¢" [?/]q et [z +ylg = ¢"[z]y + [y]q )

o 0 < g<1loul <q< oo, doit étre remarqué dans le début de la présentation
des q-formules. Remarquer que les deux formules peuvent étre considérées comme
équivalentes au sens ot l'une implique l’autre en remplacant la base q par g~ L.

Les cas particuliers des coefficients g-binomiaux [Z]q et [”Jr:_l}q, avec n et k
entiers positifs, admettent des interprétations g-combinatoires, qui sont déduites
dans le théoréme suivant, & partir d’'une fonction génératrice d’un nombre de parti-
tions d’un entier en parties de taille restreinte. Rappelons qu’une partition d’un

entier positif m en k parties est une collection non ordonnée d’entiers positifs,

{ri,ra,...,11}, avec ry > ro > -+ > 1 > 1, pour k = 1,2,...,m, dont la somme
est égale a m . Dans une partition de m en k parties, soit k; > 0, le nombre de
parties égales a i, pour ¢ = 1,2,...,m. Alors,

ki +2ky +---+mky,=m, kit+ke+-+ky=Fk
19



2.1. g-factorielles et coefficients q-binomiaux

Théoréme 2.2 Pour n et k des entiers positifs, le coefficient q-binomial [Z]q est

égal auz k-combinaisons de l'ensemble {1,2,...,n}, {mqi,ma,...,my}, pondérées
k+1
mi+ma+-+mg—
par q (5,

3 gmtmatemi (K1) {Z} ) (2.5)

1<mi<meo<---<mp<n

De plus, pourn et k des entiers positifs, le coefficient q-binomial ["+,§_1} . est égal aux
k-combinaisons de l’ensemble {1,2,...,n} avec répétition, {ri,rs,...,rx}, pondéré
par
qr1+r2+~- +re—k

9

1T dr— n+k—1
Z gt £ k:[ ) } (2.6)
q

1<ri<re<---<rr<n

Preuve. Soit p(m, k;n) le nombre de partitions de m en k parties dont chacune est
inférieure ou égale & n et considérons sa fonction génératrice bivariée

:iipmkntk m

m=0 k=0

pour n fixé. en utilisant la définition d’une partition de m en k parties, dont chacune
est inférieure ou égale a n, elle peut étre exprimée comme suit :

If q = i i (Z tk1+k2+"'+kmqk1+2k2+“'+mkm> |

=0 k=0

ou dans la somme interne, la somme s’étend sur toutes les solutions entiéres k; > 0
pour i = 1,2,...,n, et k;, = 0 pour ¢ = n+ 1,n+ 2,...,m, des équations k; +
2ky + -+ + mk,, =m, et ky + ko + - - - + k,,, = k. Puisque cette somme interne est

additionnée pour tout £k =0,1,...,m et m =0,1,..., on conclut que
7 - i\ —1
=[] ~TTa-w) "
i=1 \k;=0 i=1

De plus, pour la séquence de fonctions génératrices univariées
Gn,k (Q) = Zp(m> kan>qm7 kZOala"'a

en utilisant la relation g,(t,q) = > oo gnk(q)t" et puisque
(1= tq" ) ga(tq, q) = (1 — tq)ga(t, ),

20



2.1. g-factorielles et coefficients q-binomiaux

on en déduit la relation de récurrence de premier ordre suivante

1— qn—l—k—l

_—qun,k;—l(Q)a k=1,2,.., gnolg) =1

gnik(q) = ¢ ]

En appliquant a plusieurs reprises, on trouve 1’expression

- m n+k—1
k(@) =Y _ p(m, k;n)g qu[ h } '
m=k q

Puisque le nombre p(m, k;n) de partitions de m en k parties dont chacune est in-
férieure ou égale a n, est égal au nombre de solutions en entiers positifs de I’équation
ri+ro+---4rg=m,avecl <rp <rp_; <---<r; <n, oude maniére équivalente
(en remplacant ;1 par r;, pour i = 1,2, ... k),avec 1 <r; <ry <--- <71 < n,
la derniére expression peut étre écrite sous la forme

T L
Y g ]
q

1<ri<ro<---<rg<n

ce qui implique facilement (2.6)

En outre, en remplacant n + k — 1 par n dans (2.6) puis en fixant m; = r; +i — 1,
pouri=1,2,... klesinégalités 1 < ry <7y <--- <1, < n—k+1 sont transformés
en
L<my<my<---<mp<n etri+ry+-+rg=mi+my+---+m—(5). En
conséquence, l'expression (2.6) se transforme en

q

1<mi<meo<---<mp<n

d’ou on déduit (2.5). O

Remarque 2.2 Une expression alternative d’un coefficient g-binomial. Expression
(2.6) du coefficient q-binomial ["J“f:_l]q, peut étre écrit alternativement comme suit.
Soit k; > 0 le nombre de variables (liées) r1,rs, ..., égales a i pouri=1,2,... ,n.
Ensuite,

ri4+rot--+ry =k +2ko+---+nk, avec ki + ke +---+k, =k et

{(ri,ra,....m) 1< <rp <+ <y <}
:{(k’l,k’g, ,kn)kzzo, 221,2, , N, k1+]€2++/{7n:]{7}

Par conséquent, 'expression (2.6) peut étre exprimée par

Z R [n + Z - 1} ' (2.7)
ki >0, i=1,2,...,n q
k1tko+tkn=k
Dans l’exemple suivant, une variable aléatoire théorique est défiée dans une séquence
d’essais de Bernoulli indépendants et o distribution identique, et sa fonction de prob-
abilité est exprimée par un g-nombre.
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2.1. g-factorielles et coefficients q-binomiaux

Exemple 2.1 FEssais de Bernoulli et théorie des nombres. Considérons une
séquence d’essais de Bernoulli indépendants avec une probabilité d’échec constante
q, et prenons X le nombre d’échecs jusqu’a l'apparition du premier succés. Claire-
ment, la variable aléatoire X suit une distribution géométrique avec une fonction de
probabilité

P(X=x2)=(1-q)q¢", x=0,1,...,

ot 0 < q < 1. Aussi, considérons un entier positif five n et soit
Co={x+kn:k=0,1,...}, z=0,1,....,n—1.

Clairement, chacune des valeurs possibles de la variable aléatoire X appartient a
l'une de cesn classes de congruence (ensembles disjoints par paires) {Co, Cy, ..., Cp_1}.
En outre, considérons une séquence d’essais de Bernoulli indépendants, avec une
probabilité d’échec constante q, et soit X,, lindice de la congruence classe dans le
nombre d’échecs . Puisque la variable aléatoire X,, prend la valeur x si et seulement
st X appartient o C, sa fonction de probabilité

00 ok _ -
P(X,=0)=P(X€C) =Y (1-q) ¢ = lim (1 - g =0V _ 1=

k=0 foo L=q L=q
peut-étre exprimé comme
@ _
P(X,=x)= , r=0,1,....n—1 0<gqg<l.
7],

Remarquer que la fonction de probabilité limite comme q — 1

1
limP(X,=2)=—, z=0,1,....,n—1,
q—1 n
est la fonction de probabilité uniforme discréte sur l'ensemble {0,1,...,n—1}. Pour
cette raison, la distribution de X,, est appelée distribution discréte de q-uniformes.
Il est a noter que la fonction de probabilité P(X = x/X <n — 1), puisque
P(X=2,X<n-1) P(X =x)

P =e/X<n=) == w1 ~PX<n=1)

pourx =0,1,....n — 1,et

—_

n—

P(X<n-1)= (1-q)¢"=1-q",

en dédiant que

P(X=z/X<n-1)=




2.2. Formule de q-Vandermonde et q-Cauchy

2.2 Formule de ¢-Vandermonde et ¢-Cauchy

Deux versions de la formule de ¢-Vandermonde (convolution ¢-factorielle) sont don-
née dans le théoreme suivant

Théoréme 2.3 Soit n un entier positif et x, y et q des nombres réels, avec q # 1.
Alors,

n n v
o sl = 3 [1] 4" el i (2.9
k=0 q
Ou,
n n .
o 3 =3 | 40 el ] (29)
k=0 q

Preuve. Considérons la suite des sommes

n

n _ _
Su (2,550) = M ¢"EP ] Whes =12,
k=0 q

avec valeur initiale

su(z,ysq) = 4" [y, + [2], = [z + v,

En utilisant la relation de récurrence triangulaire (2.3) avec x = n, la séquence

sn(T,y;9), n =1,2,..., peut étre exprimé par
- n—1 nok|P—1 (n—k)(a—k)
sn(T,050) = e N [l W]k g
k=0 q q
~[n—1 (n—k)(z—Fk) ~ [n—1 (n—k)(z—k+1)
= Z k q [x]k:,q {y]n—k,q + Z k . 1 q [x]k,q [y]nfl@q .
k=0 q k=1 q

Remplacer & — 1 par k£ dans la derniére somme

n—1 -1
n—1 (n—k)(z— n—1—k)(z—
:E Y4 Z |: :| o k)[ n k,q Z |: k :| (=== [m]k-i-l,q [y]n—l—k,q
k=0 k= q
n—1 1

n—1 n—1-k)(z—k) ,x— \ n—1 n—l—=r){z—
=S| e, [y]n_k,ﬁZ{ 2] e b
k=0 q k=0 q

puis utiliser la relation

ql‘—k [x]k,q [y]n—k,q + [x}k-i-l,q [y]n—l—k,q = [.T ty—n+ 1]q ['r]k:,q [y]n—l—k:,q )
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2.2. Formule de q-Vandermonde et q-Cauchy

on conclut que

x]k,q [y]n—k,q

n—1
n—1 n—1-k)(z—k) , x—
sn (2,93 ¢) = { }q‘ R gk
q

k=0
[n—1
e e b,
q

—[n—1
e
q

il
o

=[z+y—n+1],

k=0

Par conséquent, la suite s,,(x, y; ) satisfait la relation de récurrence de premier ordre
Sn(l’;yaQ):[I+y_n+1]q5n—1($,y;Q> n:1727"'7

avec la condition initiale s1(x,y;q) = [* + y],. En 'appliquant successivement on
obtient s,(x,y;q) = [z + y],, et donc (2.8) est montré. En outre, on changement z
par y puis en remplagant k par n — k, la formule (2.8) est récrite sous la forme (2.9).
Remarquer que la formule alternative (2.9) peut étre donnée indépendamment de
(2.8), en utilisant la relation de récurrence triangulaire (2.4) au lieu de (2.3) et

[y Wi gt " ]y Wy = e+ y—n+ 1 [z +y—n+1] (2], W1k,
au lieu de

T 2l Wkt g Wiy = oty —nt 1 oty —n+ 1 [aly Wy

La preuve du théoréme est donc terminée. 0

Deux versions de la formule de ¢-Cauchy (convolution g-binomiale), tel que

H ey oy
q

k

peuvent étre considérées comme des reformulations des deux versions correspon-
dantes de la formule de ¢-Vandermonde (convolution g-factorielle), sont décrites
dans le corollaire suivant du théoréme 2.3.

Corollaire 2.1 Soit n un entier positif et x, y et q¢ des nombres réels, avec q # 1.

Alors,
Y| NS bk [T Y 21
[n]q ZC] k| n—Fk], (2.10)

k=0
Ou,
Tty _ - k(y—n+k) [T Y
{ N ] => g N (2.11)
q k=0 q q
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2.2. Formule de q-Vandermonde et q-Cauchy

Deux versions d’une formule négative de ¢g-Vandermonde sont obtenues dans le
prochain théoréme.

Théoréme 2.4 Soit n un entier positif et x, y et q des nombres réels, avec q # 1.
Alors,

[z + y]—n,q — Z {—kn] q—(n+k)(x7k) mk’q [y]fnfk,q , (2.12)
k=0 q
avec || < 1. Ou
o0
w4y =D [ } R (] (9] kg (2.13)
k=0

avec |q@ VY| < 1.

Preuve. Considérons la suite des sommes

o0

-n —(n xr— —(x

su(wy;0) =) [ . } gRER ) [y s Y <L n=1,2,.
k=0 q

avec valeur initiale

NE

~-17 .
s1(w,y5q) = [ I } g D=k [x]k,q [y]—kfl,q
k=0 q
= Z (_1)k q—(k-&-l)x-i—(k;l) [:U]k,q [y]—k—l,q .
k=0

Puisque
[z +y+ 1, [2]kgly]-k-14 = 0" F2]kg Y] —kg + [2]hs1,0 V] -1
donc le premier terme de cette suite peut-étre écrit comme

s yiq) = ———— {Z (1) g ) 2], o],

[z +y+1], | &=

o0

B Z k+1 —(k+D)z+("41) [x]kH’q [y]kl,q}

et donc s1(z,y;q) = 1/[xr+y+1],. En utilisant la relation de récurrence triangulaire
(2.3), avec x = —n, la séquence s,(z,y;q), n =1,2,..., peut étre exprimée par

. —n—1 —(n T—
sn(T,03¢) = ) { h ] A ) PR ) I
q

k=0

. —1
" Z |: n :| —(n+k)(z—k+1) [l‘]k:,q [y]—n—k,q '
k=0
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2.2. Formule de q-Vandermonde et q-Cauchy

Remplacer k£ — 1 par k£ dans la derniere somme, puis utiliser la relation

" alkgly)-n-tg + [#lisrgl¥)-n-1-re = 2 +y + 0+ 1, [2legyl-n-1-k;

on conclut que

- —n—1 —(n z—k) ao—
sn(T,03q) = ) [ h ] g HRER G ] W]k
q
> [-n—1 _(n -
P | T e
q

“[-n—-1 —(n _
SRR S I Pl
q

=z +y+n+1] sn1(z,y;9)

Par conséquent, la suite s, (z,y;q),n = 1,2,... satisfait la relation de récurrence de
premier ordre
Su(, ¥5 q)
Sp+1(T, Y5 q) = , =12 ..
+1(2,439) [z +y+n+1],

avec la condition initiale s;(z,y;q) = 1/[x +y + 1], = [ + y]_1,,. En conséquence,
sn(,y;q) = 1/[v +y 4+ nlny = [ + y]l-n, et donc (2.12) est montré. De plus,
remplacer la base ¢ par ¢! et utiliser les relations

T n+(2 -n n -n
2+ ) g = Gz 1y, {k} :qM+m{k]
gt q

et

ekt ("3 y(ntk)+("1"

[@]egt = q ear  Wlonpgr =4 N

la formule (2.12) peut étre réécrite sous la forme (2.13).
Notez que l'expression alternative (2.13) peut étre donnée indépendamment de
(2.12), en utilisant la relation de récurrence triangulaire (2.4) au lieu de (2.3) et

['x]k,q [y]fnfk,q + qy+n+k+1 [x]kJrl,q [y]fnflfk,q = [.fL' + Y +n+ 1](] [x]k,q [y]fnflfk,q
au lieu de
qx_k [x]k;,q [y] —n—k,q + [x]k'—i-Lq [y]—n—l—k,q = [.’,U + y —l— n + ]‘LZ [x]k:,q [y] —n—1-—k,q "

La preuve du théoréme est donc terminée. [l

Remarque 2.3 Autres expressions de la formule négative de q-Vandermonde. Les
deuz versions de la formule négative de q-Vandermonde (2.12) et (2.13) peuvent étre
réécrites comme suit :

[n+k—1 . 7]
[ Z [ ] k(y +1)#7 ] < 1 (2.14)
y n,q k=0 q x yn+k,q
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2.2. Formule de q-Vandermonde et q-Cauchy

et
1 > k—1 T

= [n+ } b o g7 <1, (2.15)

Y] — k . [+ Yotk
respectivement.
La g-factorielle de x = —n d’ordre k, avec n entier positif, peut étre exprimée par

k
=l = (<D O k- 1],
puisque ‘
=i, =—a’ll,, J=nn+l.,n+k-1,

et

n+(n+1)+---+(n+k’—1):nk+(1+2+---+(k’—1)):nk¢+(z).

De maniére équivalente, le coefficient q-binomial de x = —n, avec n un entier positif,
est définie comme
[;”} = (-1t g0 {” e 1} .
q q

dans lexpression (2.12), en remplagant x +y + 1 par —y et en utilisant la derniére
relation avec les relations

[~y —1] ; 1
-y — —nq - : |
q [_y +n— l]mq (—1)n q_"y+(2) [y]n q
et
| 1 1
_ZL’ _— - =
Y —n—k,q [~z —y+n+k— 1]n+k,q
B 1
(—1)n+k q_(n+k)(m+y)+("§k) [z + y]nJrk,q’

peut-étre écrit comme

1 %) n+ E—1 qfnkf(g)f(nJrk)(xfk) [ZL’]
Gy 2 { k Lq<n+k>(z+y)+(“;’“

n,q k=0

g

) [:L‘ + y]n+k,q |

") = (3) + (5) + nk, aprés les annulations dans les

Enfin, en utilisant la relation ( 5 5
exposants de q, est réduite a (2.14). De méme, 'expression (2.13) peut étre réécrite

sous la forme (2.15).

Exemple 2.2 Soit n un entier positif et x,y, q des nombres réels, avec ¢ # 1. En
utilisant la formule de q-Vandermonde (2.8), montrez que

En: m ()t kg _ [z +y+n],,
k q [y + k]k,q [y + n]mq
27
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2.3. Formule q-binéme et g-binéme négatif

et conclure que

s k =k, [,
! : )
IR M Cngytk) Wl 1
2! b [i] o R,

En remplacant y par y + n, dans la formule de q-Vandermonde (2.8), nous avons
— [n (n—Fk)(z—k) _
Z q [x]k:,q {y + n]n—k,q - [33 + Y + n]n,q '
k
k=0 q
Multiplier les deux cotés par [y|—n, et utiliser la relation de récurrence
[y]—k,q = [y]—n,q[y + n]n—k,m

on a

- n n—k)(x—
{ k] g RE ] e =yl W,
k=0 q

et puisque [y]—xq = 1/[y + k], en dédiant la formule requise,

$ ] e bl
q

k=0 k [y + k]k,q B [y + n]n’q
Fixer y = —x et puisque
B _kx n (2)—nx
T G A e | e e U RS

(7 = ()~ (5) ~ k(0 —8).on a

S (-1 m qq(”E’“) . [f]';{; r= [m_ll}q.

k=0 q n

De méme, en remplacant x par —y, nous concluons que

u R KRGS [y]q _ 1
2 (=1 Mq PE RGO

k=0 q

2.3 Formule ¢-bindéme et ¢-binéme négatif

Le nombre mq est appelé coefficient ¢-binomial, car c’est le coefficient du terme
général d’une formule g-binomiale (¢g-bindme de Newton). Cette formule est donnée

dans le théoréme suivant.
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2.3. Formule q-binéme et g-binéme négatif

Théoréme 2.5 Soit n un entier positif et soient t et q des nombres réels, avec
q# 1. Alors

n

Hth” Zq H . (2.16)

Preuve. Les multiplications et additions dans le produit [}, (1 + t¢"') peuvent
étre effectuées dans les étapes suivant :
(a) sélectionnant le terme t¢"™ !, dans le facteur

s (t1q) = 1+ tq™
pour i = 1,2, .... k, avec {my, maq,...,mi} C {1,2,....n};

(b) formant les produits

qm1+m2+...+mk—ktk7 {mq,ma, ....,mp} C{1,2,....,n};

dditionnant ces produits, on déduit une somme de la forme b, ;(q)t*, pour
.,m, en utilisant (2.5) on obtient

D S I H
q

1<mi<mo<---<mp<n

JOIS
o

Par conséquent, selon le principe de sommation on obtient I'expression (2.16).
Une autre dérivation algébrique de la formule g-binomiale (2.16). peut étre réal-
isée comme suit. Considérons la suite des sommes

0= a0 4 n-ta
k=0 q

En utilisant la relation de récurrence triangulaire (2.3) avec x = n, ainsi que la
relation

(g) = (kgl) + (kIl), on déduit pour la suite s,(¢;q), n = 1,2,..., la relation de

récurrence de premier ordre suivante :
su(t;q) = (1+t¢" Nsn1(t;q), n=2,3,...,

avec la condition initiale s;(¢;¢) = 1 + t. Donc

2(t;q) :ﬁ (1+tg)
=1

t (2.16) est montré. O

Une extension de la formule g-binomiale (2.16) a une formule négative g-binomiale
est donnée dans le théoréme suivant.
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2.3. Formule q-binéme et g-binéme négatif

Théoréme 2.6 Soit n un entier positif et soient t et q des nombres réels, avec
It <1 etlg <1 oult|<]|qg~™Y etl|q] >1 Alors

(1t ) = i {” * Z - 1} qtk. (2.17)

n
=1 k=0

J

Preuve. Le terme général du produit []7_, (1 —t¢’~")~" peut étre développé en une
série géométrique comme suit :

aj(tiq) = (1=t )t => "tk j=12 .n
k=0

Ainsi, les multiplications et les additions dans le produit [[,_, (1 —t¢’~*)~" peuvent
étre effectuées dans les étapes suivant :
(a) sélectionnant le terme t%1gU—1% k> 0, dans le facteur

pour j =1,2,...,n;
(b) formant les produits

(kl+2k2+-~+nkn)*(k1+k2+'“+kn)tk1+7€2+-“+7€n .
)

q

(c) additionnant ces produits pour k; > 0, j = 1,2,...,n, avec ky+ko+---+k, =k,
on déduit une somme de la forme b, ;(¢)t*, pour k = 0,1,..., en utilisant (2.7) on

obtient _
_ ot n+kKk—
bok(g) =q 7 ) gt = { . } :
q

k>0, j=1,2,....n
k1t+ko+-+kn=Fk

Par conséquent, selon le principe de sommation on obtient I'expression (2.17).
Une autre dérivation algébrique de la formule négative du ¢g-binomiale (2.17) peut
étre réalisée comme suit. Considérons la suite convergente

= k—1
sp (t;q) = Z {n—i_k } , n=12.., |t|]<l, ¢ <1
k=0 q

Utilisation de la relation de récurrence triangulaire

n+k—11  n+k—2 g n+k—2
CENN P T P k-1 )
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2.3. Formule q-binéme et g-binéme négatif

on a
W(tq) = th 4 g ¢
SCOED ! RN KRR S o] L
k=0 q k=1 q
“ n+k—2 e “ n+k—1
_Z[ . }tk—l—q 12{ . :|tk+1
k=0 q k=0 q
B ‘ 1 “n+k—-1 &
st i Y T
k=0 q
= su-1(t;9) + 14" su(t; ),
donc la suite s,(t;q), n = 1,2, ..., satisfait la relation de récurrence de premier ordre

su(t;q) = (1 —tq" N lsui(t;q), n=2,3,... ,
avec la condition initiale s(t;¢) = (1 —t)~! donc,

n

sat) =[] —td™) ", n=12., <1, |od<1,
i=1
et (2.17) est montré pour n =1,2,..., [t/ <1let |¢| < 1.

n—1

Le cas s,(t;q), n = 1,2,..., pour [t| < g~V et |g| > 1, en fixant p = ¢~* et

u = tq" ! et en utilisant la relation

n+k—1 -k [P+ E—1 ek [P+ E—1
=4q =D )
k . k 1 k »

déduire que

- k—1
cn (uyp) = E [n—i—k }uk, lul <1, [p| <1, n=1,2,...,
k=0 q

qui est exactement le cas précédent. O

Les coefficients ¢-binomiaux satisfont & une relation d’orthogonalité. Spécifique-
ment, le prochain théoréme est montré.

Théoréme 2.7 Soient n et k des entiers positifs et q est un nombre réel avec q # 1.
Alors, les relations d’orthogonalité suivantes sont vraies :

n

St i S ][] - o

r=k r=k

ot Oy =1sik=mnetd,, =0 sik#n, est le symbole de Kronecker.
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2.3. Formule q-binéme et g-binéme négatif

Preuve. La premiére relations d’orthogonalité (2.18), puisque

mq [ZL G [[Z]q_' 7, T [[:]q—' K,
K [[:,]q_‘ K, —{2];![?(1—! . [Z] a {Z - ﬂ .

peut étre exprimé comme

s it [ -] Seraen 7]
iR

4 j=0

La derniére somme par la formule ¢-binomiale (2.16), est égale & d, ) et donc le
premier de (2.18) est montré.
La deuxiéme relations d’orthogonalité (2.18), utilisant 1'identité

- Y
rl, k . k JLn=rl,
peut étre montré de la méme manieére. [l

De la théoreme 2.5 on déduit une inversion utile de la formule ¢-binomiale (2.16)
dans le corollaire suivant. Et comme cas particulier on déduit une autre formule
utile.

Corollaire 2.2 Soit n un entier positif et t et q des nombres réels, avec q # 1.

Alors,
T T

k=0 =1
En particulier,

>0t )], = (2:20)

k=0

Preuve. Dans la formule ¢g-binomiale (2.16) en remplagant q par ¢!, t par —t, n
par k, la variable fictive k par r et en utilisant la relation

k k
I i
Tlg— Tlq

est exprimé comme



2.3. Formule q-binéme et g-binéme négatif

Multipliant les deux nombres de la derniére expression par (—1)kq(§) m o réduisant
I’exposant de ¢ dans le terme général de la somme, en utilisant la relation

(27) =)~ () e,

et en sommant ’expression résultante pour £ = 0,1,...,n, on obtient
n w [n k n n k e k
Z (_1)k q(z) {k] H (1 _ tq—(z—l)) _ Z {k} Z (_1)1671” q( ) [ } 4
k=0 q =1 k=0 q r=0 "lq

Il
5
Il 3
=
VR
o~
™
4
—~
—_
N—
T
4
()
—~
el
v
1
SN—
| — |
> 3
_ 1
(=]
1
=
| I
L]
~_
~
=S

Puisque, par (2.18),
QAR Gl il I L
S0 <o
k=r q q

I'expression (2.19) est facilement déduit. En remplagant dans la derniére expression
t par ¢* et en utilisant la relation

H q" ZH =(1- C])k [t]k,q )

i=1
donc on obtient (2.20). O

L’inverse de la formule ¢-binomiale (2.19) et de son cas particulier (2.20) est récrit
dans la remarque suivante.

Remarque 2.4 Les expressions de (2.19) et (2.20) peuvent étre réécrit comme

Z { Ltn kH - N i m qtkﬁ (1—tg™) =1 (2.21)

k=0 k=0 i=1
et
3 m §RER (1= g ], =1, (2.22)
k=0 q
respectivement.
En effet, en remplagant t part~' dans 'expression (2.19) et en utilisant la relation

k

ﬁ ]_—t_l —(i— 1) _t—kH 1_tqz 1)7
i=1 i=1

est réécrit comme (2.21). Aussi, en remplagant q par ¢~' dans lexpression (2.20) et
en utilisant la relation

- O] =[] o a0t

on obtien (2.22).



2.3. Formule q-binéme et g-binéme négatif

Certaines applications intéressantes de la formule g-binomiale et de la formule
g-binomiale négative sont développées dans les exemples suivants.

Exemple 2.3 Pourr, s et n des entiers positifs et ¢ # 1 un nombre réel, montrent

que
(n—k)(r—k) | T S o + S
Z q El In—Fk| n
k=0 q q q

et conclure que

<

o )
g —k=m) | =l T m=01,.r
k . k+m . r+mj,

L’expansion de [identité

k=0

en puissances de t, en utilisant la formule q-binomiale (2.16), donne

r s r+s
G |7 @)+ |5 4 — |t "
Sa[1] w3 g ] oo S0 o
k=0 a =0 q n=0 q
Exécuter la multiplication a gauche, le terme général a,t™, pour toutn =0,1,...,r+

k
s, est formé en multipliant le terme q(2) mqtk du premier facteur par le terme
n—k
q< 2 )Hr(n=F) [nik]qtn_k du deuxiéme facteur pour toutes les valeurs k = 0,1,...,n.

Donc, par le principe d’addition et en utilisant pour [’exposant de q la relation
(k) + (”7]“) = (3) —k(n—k), on conclut que

2 2
—4(5) ~ ke [T 5
=D k| ln—k
k=0 q q

et
r+s r4+s

% q3) (é gRE—h) m q [n i k] q) = 2 (%) [7’ -72 5] qt".

En comparant les coefficients de t" des deux cotés, on trouvons

- (n—k)(r—k) | T S o + s
Zq El In—k| | n |~
k=0 q q q

remarquer que cette formule constitue un cas particulier, avec x =1 ety = s entiers
positifs, de la formule de q-Cauchy (convolution q-binomiale) (2.10). Substituer dans
cette formule s =r, n =r —m et depuis

R P A e e R
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2.4. Formule q-binéme générale

on concluons que

o [ L) = L)
qu—i—mq r+mj,

k=0

Exemple 2.4 Pour r,s et n entiers positifs et ¢ # 1 un nombre réel, montrent que
ir(n_k)[r—i—k—l] [s—i—n—k—l] {r—irs—l—n—l]
q = :
— k . n—=k . n q

L’expansion de l'identité

r s r+s

H (1+ tqi_l)_l H (1+ (tq") qi_l)_1 = H (1+ tqi_l)_1 .t < 1,

i=1 i=1 i=1
en utilisant la formule g-binomiale négative (2.17), donne
> r+k—1 koo S+]_1 Tjj_oo r+s+n—1 n
3 R KO M S A P M K
k=0 7 j=0 q q
et
i . qr(n_k)[wrl;—l} [s+n—z—1] t”:i {r+s+n—1} o,
n=0 k=0 q e q " q
pour |t| < 1. Par conséquent,
ir(nk){r—kk—l} {s—i—n—k—l] {r—i—s—i—n—l}
q = .
pr k ‘ n—k ‘ n .

Notez que cette formule constitue un cas particulier, avec © = —r et y = —s des
entiers négatifs, de la formule de q-Cauchy (2.10).

2.4 Formule ¢g-binéme générale

Une formule générale g-binomiale et une formule générale négative g-binomiale
sont données dans le théoréeme suivant.

Théoréme 2.8 Soit x, t et q des nombres réels, avec |t| < 1 et |g| < 1. Alors,

[e’e) 1+tql 1 [e’e)
[y = a0 229
Ou,
1_tqm+z 1 o0 r+k—1 lc
. 2.24
H 1—tg! 2%[ L (224)
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2.4. Formule q-binéme générale

Preuve. Considérons la série convergente
o0 & T
hzt) =S ¢ |7+ <1, <1
=3 a4 <t

et on calculons la différence
> —1
hzt)—h(@z -1 =Y ¢t m —F } ot <1, <1
(1) — >Zq{k A U

En utilisant la relation de récurrence (2.3), on conclut que

- 1
h(x;t) — h(x —1;t) Zq Hk{ _J tk
k=1

= e[z —1]
q

Aussi

Eliminer h(x — 1;tq) des expressions
h(z;tq) = (1 —1tq") h(z — 1;tq)
et
h(z;t) = h(z;tq) =t (1—q°)h(z—1;tq),
nous obtenons la relation

1+1¢

hz;t) = 1+1tq*

h(x;tq) .

Répéter cette relation n — 1 fois, on trouve

n

i=1

Soit n — oo, et puisque lim,,_,«, h(x;tq™) = h(x;0) = 1, pour |¢| < 1, on en déduit
I’expression

hzt) =[] i1
i=1
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2.5. Nombres de g-Stirling

qui montre (2.23). L’expression alternative (2.24) se déduit de (2.23), en remplacant
successivement x par —x et t par —tq¢® et enfin en utilisant la relation

R

Par conséquent, la preuve du théoréeme est terminée. O]

2.5 Nombres de ¢-Stirling

Considérons le g-factorielle non centrale de ¢ d’ordre n et le paramétre de non
centralité r,
0=y = [t =rhlt =7 = 1)yl =7 =+ 1),

avec t, q et r des nombres réels, ¢ # 1 et n un entier positif. En utilisant la relation

t=r =gl = (1, = r+4),), =01,

il peut étre exprimé par

t =1l = @7 (], = 7,) (11, — (r+11,) -+ (1), = fr+n = 1],).

C’est un polyndéme du g-nombre [t], du degré n. En exécuter les multiplications et
en arrangeant les termes dans l'ordre croissant des puissances de [t],, on obtient
—(%)—rn k
t—71],,=4 (3) Z sq(n, ki) [tl,, n=0,1,... (2.25)

k=0

ieme

Inversement, la n puissance du g-nombre [t], peut étre exprimée sous la forme
d’un polynome de g-factorielles non centraux de ¢t. Spécifiquement,

n

1 = Zq(é)”’fsq (k) [t —7],,. n=0,1,.., (2.26)
k=0
ou équivalent
¢l =Y qBES, (ki) [1,, n=01,... (2.27)
k=0

Les coefficients s,(n, k;7) et Sy(n, k;r) s’appellent des nombres de ¢-Stirling non

centraux du premier et deuxiéme espéce, respectivement. Remarquer que pour r =

0, les nombres ¢-Stirling non centraux du premier et de la deuxiéme espéce sont

réduisent a

Sq(n, k;0) = s4(n, k) et Sy(n,k;0) = Sy(n, k), les nombres ¢-Stirling centraux des
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2.5. Nombres de g-Stirling

premier et de deuxiéme espéces, respectivement.
De plus, considérons 'extension du g-factorielle croisant non central de ¢ d’ordre n
et du parameétre de non centralité r,

t+r+n—1], =t+r t+r+1,[t+r+n-1],
=G (], + a7 ) - (1, + 0 =1, ).

en un polynome de [t],.
t+r+n—1],, = +mz|5q (n, k)| [HE, n=0,1,..., (2.28)

pour ¢q # 0. Alors

=], = A v ], = 2
ou [—1], = —¢ !, en utilisant (2.25), avec —t au lieu de ¢ et ¢~! au lieu de ¢, on
conclut que

|sg-1 (n, ;)| = [—1]Z_k Sq-1 (n, ki),
ou, équivalente, que
—(n—k
g (n, ;)| = (=10, s (n, By ) (2.29)

Le coeflicient |s,(n, k; )|, qui pour 0 < ¢ <1loul < g < oo et r > 0 est positif, est

appelé nombre de q-Stirling non central non signé (ou absolu) du premier espéce.
Les nombres ¢-Stirling non centraux de premier et de deuxiéme espéce constituent

une paire des suites orthogonales bivariées. Ceci est montré dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.9 Les nombres q-Stirling du premier et de deuziéme espéce satisfont
les relations d’orthogonalité

n

Z Sq (n,m;r) Sy (m, k;r) = 0 g, Z Sy (n,m;r) sq (m,k;r) =0, (2.30)

ot Oy =1sik=mnetd,,=0 sik#n, est le symbole de Kronecker.

Preuve. Développer, la g-factorielle non centrale de ¢ d’ordre n et du parameétre
de non-centralité r, [t — 7,4, en puissances de [t],, en utilisant (2.25), et dans
'expression résultante en développant les puissances de [t], en g-factorielle non cen-
traux [t — 7g,, pour k =0,1,...,n, en utilisant (2.26), nous obtenons

t— g =a G sy (0 ) [

= qi(g)irnzsq 7’L m; T Zq +TkS m7 k’,?") [t_r}lmq'
k=0

m=0
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2.5. Nombres de g-Stirling

De plus, en changement 1’ordre de sommation, en dédiant la relation

it — 7], Zq )+ ’""k){qu(n,m;r)Sq(m,k;r)}[t—r]kﬁq,

m=k

ce qui implique le premier de (2.30). De méme, élargir la n®™¢ puissance du g-nombre

[t]g, [t]}, en g-factorielles non centraux [t —7]m,q, m = 0,1,...,n et dans I'expression
résultante en élargissant g-factorielles non centraux [t — 7,4, m = 0,1,...,n, en
puissances de [t],, on déduisons la deuxiéme de (2.30). O

Les relations de récurrence triangulaires pour les nombres ¢-Stirling non centraux
du premier et de deuxiéme espéce sont déduites dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.10 Les nombres de q-Stirling non centrauz du premier espéce s,(n, k;r),

k=0,1,...,n,n=0,1,... satisfont la relation de récurrence triangulaire
sqe(n+ 1, k1) = s4(n, k= 157) — [n+ 7], s4(n, ks 7), (2.31)
pourk=1,2,...,n+1etn=20,1,..., avec les conditions initiales

54(0,0;7) =1 ,5,(0,k;7) =0, k>0, sq(nOr)—q()er[—r] n > 0.

n,q’

De plus, les nombres q-Stirling non centrauz du deuziéme espéce S,(n,k;r), k =

0,1,....,n,n=0,1,..., satisfont la relation de récurrence triangulaire
Sy(n+1,k;r) = Sy(n, k — 1;7) + [k + 7], Sq(n, k), (2.32)
pourk=1,2,....n+1etn=0,1,..., avec les conditions initiales

S4(0,0;7) =1, S,0,k;r) =0, k>0, Sq(n,0;r)=][r]", n>0.

q’

Preuve. Développer les deux nombres de la relation de récurrence

[t = rlnrg =t = (n+7)lg[t = rlng = a7 ([tlg = [n + o)t = 7]ng,
en puissances de [t],, selon (2.25), nous obtenons la relation

n+1

q—(ngl)_r(”“)qu (n+ 1, k;r) [t = g~ )7 {Z sq (n, j;r) [t
k=0

n

— [n—irr]qsq (n, k;r) [t]’;}

k=0

ou équivalente, la relation

n+1 n+1 n
YosalntLksr) [y =Y sg(n k= L) [y = D [+l s (n,ksr) [Hy,
k=0 k=1 k=0
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2.5. Nombres de g-Stirling

ce qui implique (2.31). Les conditions initiales suivent directement de (2.25).
En outre, élargir les deux nombres de la relation de récurrence

L+ o)yt =t +r], [t+ 7]

en factorielles du ¢g-nombre [t],, selon (2.27), nous avons

n+1

Zq(g)”kg (n+1,k;r)[t] Zq +”S (n, g;r) [t + 7]y [t -
Puisque

[t +rlaltlig = [t = 3) + G+ )elthiq = (@77 = dlg + 17+ 710) [
d’ou

[t + 70]q[t]j,q = qu [t]jﬂ,q +[J + T]q[t]j,qv
en déduit la relation

n+1

k
> al TS, (04 1 k) [y
k=0
U Y , SN :

=gV S, (0, 3ir) [+ D a@I [ 7], 8, (i) e

=0 =0
= 3§40 )+TkS (n,k — tleq + Z g(2) + [k + 7], Sq (0, k5 1) [,

k=1

ce qui implique (2.32). Les conditions initiales suivent directement (2.27). O

Définition 2.1 Table des nombres de q-Stirling de premiere espéece
Soit (sq(n, k;7))o<k<n un triangle, alors d’aprés la relation de récurrence (2.31) on
a cette illustration du triangle de Stirling de premiére espéce, telle que n représenté
les lignes et k les colonnes :

n\k| 0 1 2 3 4
0 |1

1] 0 1

2 10 -1 1

310 1+gq —(2+9¢) 1

4 |0 —-1-2¢—-2¢*—¢ 3+4¢+3P+¢ -3-2¢—¢* 1

Définition 2.2 Table des nombres de q-Stirling de deuxiéeme espéce
Soit (S,(n, k;7))o<k<n un triangle, alors d’aprés la relation de récurrence (2.32) on
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2.5. Nombres de g-Stirling

a cette illustration du triangle de Stirling de deuxiéme espéce, telle que n représenté
les lignes et k les colonnes :

n\k| 0 1 2 3 4
0 | 1

10 1

2 |0 1 1

300 1 2+4¢ 1

410 1

3+3¢+¢®> 3+2+¢* 1

Théoréme 2.11 La fonction génératrice de la suite du nombres de q-Stirling non-
central de deuziéme espéce Sy(n, k;r),n =k, k+1,..., pour k fixé, est donné par
k -1
(u;q,r ZS n, k;r)u ukH<1—r+] > (2.33)
7=0

pour |u| < 1/[r+k|, et k=0,1,....

Preuve. Remarquons tout d’abord que la série dans (2.33) est convergente, puisque

lim Sqln, ki) ([ + k], )n:L lim <[T+k]qu>n:O,

n—00 [7“ —+ k]q [k]q‘ n—00
pour |u| < 1/[r + kl,. De plus, en multipliant la relation de récurrence triangulaire
(2.32) par u"*! et en sommant 'expression résultante pour n = k — 1,k, ..., et
puisque

Sq(k —1,k;7) =0, on obtient

Z Sy(n+ 1, k;r)u™tt = u Z Sy(n,k —1;r)u” + [k + T]quZSq(n, kyr)u®

n=k—1 n=k—1 n=~k

pour k =1,2,.... par conséquent

o (3¢, 1) = upp—1 (us g, r) + [k + ] uer (wiq, ), k=12,

et donc

-1
or (u;q,7m) = u (1 - UH?“}qu) e (usq,r), k=12, .
En appliquant cette relation de récurrence plusieurs fois et puisque

-1

(u;q,r ZS (n,0;7)u" —Z([r]quyb:(l—[r}qu) :

n=0
on déduit (2.33). O

Les expressions des nombres ¢-Stirling non centraux en termes de sommes mul-
tiples de produits de g-nombres, par rapport & des combinaisons d’entiers positifs,
sont définis dans le théoréme suivant.
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2.5. Nombres de g-Stirling

Théoréme 2.12 Le nombre de q-Stirling non-central de premier espéce

se(n,kyr),k=1,2,....,n,n=1,2,..., est donné par la somme multiple
Sen, ki) = (=1)"% > [r iyl +alg - [+ iy, (2.34)
i15i2,0emrin—g >0
ot la somme est étendue & toutes les (n — k)-combinaisons {iy,is,...,1,_r} desn
entiers non négatifs {0,1,...,n— 1}.
De plus, le nombre non-central de g-Stirling du deuxiéme espéce S,(n, k;r), k =
1,2,....,n,n=1,2,..., est donné par la somme multiple
Sy ki) = S iyl sl It in il (2.35)

11,82, ytn—k >0

ot la somme est étendue a toutes (n — k) les combinaisons {iy, iz, ..., in_r}, avec
répétition, de k + 1 entiers non négatifs {0,1,... k}.

Preuve. Selon la définition (2.25), et puisque

n

[t — g = ¢ ([t = ) [ = Ir+ 1) - ([l — [r+ 0 —1],),

on a

([ty = [ (g = [r +1g) -+ [ty = [r +n = g =} 5q (n, ks7) [t]g,

pour n = 2,3, ... Le i®" facteur du produit du coté gauche, f;(t;q) = [t], — [r + ilq,
i=0,1,...,n—1, est un mondme & terme constant —[r +i],. En exécutant les mul-
tiplications, la puissance du k*™-ordre de [t], est formée en multipliant les termes
constants de n — k facteurs {iy,4s,...,4,_}, parmi les n facteurs {0,1,...,n — 1},
ainsi que les termes de premier ordre [t], des k facteurs restants. Puisque le coeffi-
cient du terme de premier ordre [t],, dans tout facteur, est égal & un, par le principe
de multiplication, (2.34) est déduit.
En outre, en développant chaque facteur dans (2.33) en utilisant la série géométrique,

nous obtenons

n=k J= 0
_ {Z[ 7 [r 4 1] [r+k]m’“}
n=k
et donc
Sa(n, k) = [Flre [r+ 100 - [r + K]
ou la somme est étendue a tous les entiers m; > 0, 7 =0,1,...,k, avec
mo + my+--+my = n — k. Cette expression est équivalente a (2.35). O

Les expressions des nombres ¢-Stirling non centraux sous la forme de sommations
uniques de termes élémentaires sont données dans le théoréme suivant.
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2.5. Nombres de g-Stirling

Théoréme 2.13 Le nombre q-Stirling non central du premier espéce s,(n, k;r), k =
1,2,....,.n,n=1,2,..., est donné par

sqln, ki) = — T Z ("37)4r(n=d) mq@) (2.36)

J

De plus, le nombre g-Stirling non central du deuziéme espéce Sy(n, k;r), k=1,2,...,n,
n=12,..., est donné par

Sy(n,kyr) = —— B kZ 1777 =R (j) Hq (2.37)

En outre,

k
1 J 1 : k’

Syl r) = o 3 (1) WWH g0 (2.39)
k]q 7=0 ‘7 q

Preuve. Dans la formule ¢g-binomiale (2.16), en remplagant successivement ¢ par
g1, t par —¢' ", k par j et n par k, devient

k
H tr—(zl

=Y (-1 @ m g7,
i=1 §=0 Jlg

De plus, en utilisant les relations

D)y =(1=q)" [t —7],,. m - =g m "

E

Lo

il est exprimé comme

1

m (1= q)" =

=), 1y g e | g (2.39)

o

Multipliant les deux nombres de (2.39) par q( )””, réduisant I'exposant de ¢ en
utilisant la relation (" 3) = ( ) ( ) (n —j), et en développant la relation ¢-
fonction

@' = (1—(1—¢q)[t]g)’ dans les puissances du g-nombre [t],, on obtient

n J . k

(Z)-H“n t— — 1y (";j>+r(n—j) n _1) J (1 - Q) ki
J=0 9 k=0

De plus, en intervertissant I’ordre de sommation, on retrouve le développement.

PSS o] O
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2.5. Nombres de g-Stirling

En comparant cette expansion a (2.25), on en déduit facilement (2.36).
En outre, en augmentant la n**™¢ puissance du g-nombre de ¢ + r, en puissances
de ¢*, on a

n_(l_qu)n_ 1 - N (TN g gt
=y T Y <j)q T

j=0

Ensuite, en développant les puissances de ¢' en factorielles, en utilisant (2.20), nous
obtenons

t+ )" = (1_;” Xn: (1) " (n> z]: (=1)F (1= ¢)* ¢(2) m ) [t

q) j=0 17 =0

zgq(’s){ o kz ok J”(j)[ﬂq}[t]m.

En comparant cette expansion a (2.27), on en déduit facilement (2.37). La derniére
expression peut étre transformée en (2.38) en utilisant ’expression

|:]:| _ Zk: i 1+1 |:k3} qij
k q [ 1_qk i=0 U q ’

ce qui se déduit de (2.39) en remplagant n par m, la variable liée j par i, fixant
t = j, r = 0 et divisant les deux nombres de ’expression résultante par [k],!.
Spécifiquement, nous obtenons

q _]:O 1=
n . (r+i)J
> (g m > (1)
q'zo {2 Pl i) (1 —q)
Depuis, par la formule binomiale classique,
" . (+0i (1 — )
B e e
g i) (L=q) (1-4q)
la derniére expression implique (2.38). O

Les expressions explicites des nombres ¢-Stirling des premier et deuxiéme espéces,
(2.36) et (2.37), avec r = 0, peuvent étre inversées pour exprimer les coefficients
binomiaux en termes de coefficients ¢-binomiaux et inversement. Ces inversions
sont obtenues dans le corollaire suivant du théoréme 2.13.

Corollaire 2.3 Soit k et j des entiers positifs et ¢ un nombre réel, avec q # 1.

Ensuite, i
44



2.5. Nombres de g-Stirling

et

m . mi (=)™ (1= )" Sy (m, ) (Z) (2.41)

Preuve. L’expression (2.36), avec r = 0, peut étre inversée pour obtenir le coeffi-
cient binomial (];) en termes de coefficients g-binomiaux, comme suit. Spécifique-
ment, dans (2.36), avec r = 0, nous remplagons n par m, la variable (fictive) liée j
par ¢ et multiplions I’expression résultante par

-]

Puis, en additionnant pour m = j,7 + 1,..., k, on obtient

k 4 ' k k T /i
> (-1 1= ) sy ) ] D ErE >{ ()
m=j m=j q 4 g q J

=j
-2 () {Zer L [
1=J m=i g q m q
et en utilisant la relation d’orthogonalité (2.18), nous déduisons l'expression (2.40).
De méme, dans (2.37), avec r = 0, nous remplagons n par m, la variable liée j

par ¢ et multiplions I’expression résultante par

- (B,

Puis, en additionnant pour m = 5,7 + 1, ..., k, on obtient
k ' ‘ 2 k k ;
S =g s oma) (1) =30 (2 ) S0 (7))
: J
m=j m=j 1= q
-2 [,z (7))
= Ulamm v/

et en utilisant la relation d’orthogonalité

B (1)) -

m=1

on en déduit la relation (2.41). O
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CHAPITRE 3

LA GENERALISATION DE LA
MATRICE D’EULER-SEIDEL

Ce chapitre concerne la matrice d’Euler-Seidel et son g-analogues. A la fin, on
présente le code Maple pour ces matrices, voir [3, 6].

3.1 Matrice d’Euler-Seidel

Soit (am),,-o une suite de nombres. On appelle matrice d’Euler-Seidel associée a la

suite (an), la suite double (anm), ~q,.50 donnée par

{ ao,m = QAm, m > 0 (3 1)

Ap+1,m = Qpm + Qpm+1, n > 07 m > 0

Qoo Qo1 - ag,m ag,m+1

an,m + an,m-i—l

an—i—l,m

La suite (ao,,), premiére ligne de la matrice est la suite initiale. La suite (a,),
premiére colonne de la matrice est la suite finale.

Inversement, étant donnée une suite finale (a,) ,>o la matrice d’Euler-Seidel
associe a (a,), la suite (a,,,) donnée par

— >
{ (o = Qp, n>0 (3.2)

Qpm+1 = An+1,m — Anm, n > 07 m > 0.

46



3.1. Matrice d’Euler-Seidel

ap,0

a1,0

Qnp,0 I Ap,m > Opom+1
an+1,0 anJrl,m

3.1.1 Les identités combinatoires

Théoréme 3.1 Etant donnée une suite initiale (an),,~q ,nous définissons la suite
(@nm)ps0m=0 Par (3.1), alors :

- n
Apm = Z (k’) Q0,m+k. (33)

Preuve. Par récurrence sur n
e Initialisation : Lorsque n = 0 (3.3) est vraie.

e Hérédité : Supposons (3.3) est vraie pour n, et montrons que elle est vraie pour
n+1

n

n " /n
Gnn + Apmi1 = Z (k) ao,m+k + Z (k) A0,m+k+1
k=0 k=0
n n n+1 n
= Z (k) ag,m+k + ; (j B 1) a0,m+;
" /n - n
= Qom t Z <k) ao,m+k + Qo min+t1 + ; <k B 1) ag,m-+k
" n n
= Ao.m Ao m4+n ag,m
0,m T G0,m+ +1+; [(k) + (k’—l)] 0,m+k

" /n+1
= Qom + Ao mint+1 Z ( 2 )ao,m+k
k=1

_nZH n+1 .
- k 0,m—+k

k=0

= Unp+1,m-
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3.1. Matrice d’Euler-Seidel

Théoréme 3.2 FEtant donnée une suite finale (an), - ;nous définissons la suite (an )

par (3.2), alors :

m i m

= _(=1)"7" (k > (s k0. (3.4)
k=0

n>0,m>0

Preuve. Par récurrence sur m
e Initialisation : Lorsque m = 0 (3.4) est vraie.

e H érédité : Supposons (3.4) est vraie pour m, et montrons que elle est vraie pour

m+1
m . m m . m
D (el () [INHPES ST el G e
k=0 k=0
_ WLZ+I (_1)m7k+1 m a . i (_1)mfk m a
s E—1 n+k,0 i k n+k,0
S m— m S m— m m
k=1 k=0

m = m— m m
= tngmiro = (1) ano + 3 (=1 Kl@ - 1) ' (k)} ke
k=1

- S mki1 (M 41
= an+m+1,0 + (—1) ! (ln’o + Z (—1) k+1 ( /{3 )an%’o

k=1
m+1
m— m+1
= Z (_1> mH ( L )an—i-k‘,()
k=0
= An,m+1-

Corollaire 3.1 Pour tous n,m > 0, on a

n

) <Z) a0,m+k = é (-)m* (T,Z) " (3.5)

k=0

Exemple 3.1 (Matrice de Leibniz).
Prenons la suite initiale




3.1. Matrice d’Euler-Seidel

Nous utilisons (3.1), on obtient

1 1 1 _1 1
2 3 4 5
1 1 1 _ 1
2 6 12 20
1 _1 1
3 12 30
Ap,m = 1 _ 1
4 20
1
5

d’ou la suite finale a, o = =. D’apres (3.5), on a
() (=)™ S m—k 1 1
fin, g(k)m—l—k—kl kz;( ) kE)n+k+1

Exemple 3.2 Prenons la suite finale

n!
z(x+1)---(z+n)

ano =

Nous utilisons (3.2), on obtient

1 _ 1 1 1
i B ot w+3
x(z2+1) (a:+1)2(z+2) (m+2)2(m+3)
T z(x+1g(z+2) B (m+1)(xér2)(z+3) (@+2)(a+3)(z+4)
w(w+1)(aé‘j1r2)(x+3) (z+1)(z+2) (+3) (z+4)
z(z+1)(z+2)(2+3)(z+4)

On obtient la suite initiale ag,, = D™ Tyoy

= Zn: (Z) % - kz’”; e <T/Z> (r+ 1§n+(];:)l+ ntk)

3.1.2 Les fonctions génératrices de la matrice d’Euler-Seidel
Théoréme 3.3 Soit

(e 0]
A (z) = ZaO,kJrrzk,
k=0

la fonction génératrice ordinaire de la suite ag .. Alors la fonction génératrice
ordinaire de la suite ay,, de (3.1)

A, (2) = Z Ay 2"
n=0
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3.1. Matrice d’Euler-Seidel

E'st donnée par

A (z) = — Ar< & ) (3.6)

Preuve. On a

A (2) = Z A r 2
n=0
= N i " a z
- Lk 0,r+k
n=0 k=0
o0 oo n
— Z Qg r4-k <Z (k) Z")
k=0 n=0
Comme
(1) =
o k (1 )k-l—l
On obtient

O

Exemple 3.3 (Matrice d’Euler). Prenons la suite initial ag,, = (2;2: dans (3.1)

1 11 11
3 5} 7 9
2 _ 2 2 2
Y 3% 31 ™9
U = | 248 _ 336 °>7°

1.2.5.7 3.5.7.9
2.4.6.8
1.3.5.7.9

On obtient rapidement que la suite finale

24..... (2n)
Apo — .
’ 1.35.....(2n+1)

Comme application,on montre que le développement en série de la fonction x —

—*“%i‘;;” est
arcsinz Z 24..... (2n)
V-2 = 135.....2n+1)

20
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3.1. Matrice d’Euler-Seidel

En effet, la fonction génératrice ordinaire de la suite initiale est

—1)™
Ao (2) = ZQ(m—?—lzm

m>0
arctan \/z

NZ

D’apres le théoréme 3.3, ona

Ao(z) = Z U 02"
n>0

1 z
= ———— arctan

z(1—2) -z

En posant z = 22, et en observant que

T .
arctan ——— = arcsin .

V1—22

On obtient le résultat.

Théoréme 3.4 Soit

A, (z) = Z ao,k-H"Fv
k=0 ’

la fonction génératrice exponentielle de la suite agm4.,. Alors la fonction génératrice
exponentielle de la suite a,, de (3.1)

~ ad 2"
Ar (Z) = Za,n77~—'.
o n.

E'st donnée par

Preuve. On a

Comme



3.1. Matrice d’Euler-Seidel

On obtient
~ b Zk
AT (,Z) =e* Z ao,rJrkH
k=0
=e*A, (2).

Théoréme 3.5 Soit -
Ar (2) = Z ar+k,02k>
k=0

la fonction génératrice ordinaire de la suite a,.,o. Alors la fonction génératrice
ordinaire de la suite a,.,, de (3.2)

[e.9]

A (2) = Z CLT+]§7QZI€.

k=0

Est donnée par

Preuve. On a

m=0
> (e (7;)) :
m=0 \ k=0
=Dl DI Vil () Ei e
k=0 m=0 k
Comme o .
1)k m> L A—
T;}( ) <k z (1+Z>k+1
On obtient
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Théoréme 3.6 Soit

oo Sk
AT (Z) = Z ar—&-k,[]yy
k=0 '

la fonction génératrice exponentielle de la suite a,,o. Alors la fonction génératrice
exponentielle de la suite a,,, de (3.2)

E'st donnée par

Preuve. On a

m=0 \ k=0 ( )
- Z ( (_1> g (k)%) Ar4k,0
k=0 \m=0 ’
Comme . .
_1ymk m ﬁ — 22
m:o( ) (k)m' “
On obtient
A (2)=¢e" Z Q077
k=0
=e?A, (2)

3.2 g-analogue de la matrices de Seidel

Définition 3.1 soit (a,,(x, q))m=0 une suite d’éléments dans un anneau commutatif,
on appelle la matrice g-Seidel associée o (an(x,q)), la suite double (anm (T, q))n>0,m>0
donnée par la relation de récurrence sutvant :

{ ao,m (.’JC, q) = am (3:‘, Q) m > 0, (3.7)

A (T,9) = 2q"p—1.m (2, q) + n—1.m+1 (2, q) n>1 m>0.
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3.2. g-analogue de la matrices de Seidel

De plus(agm(z,q)) est appelée la suite initiale et (amo(x,q)) la suite finale de la
matrice q-Seidel.

Qoo Qo1 - ao,m a9,m+1

Lemme 3.1 On peut écrire (a,(x,q)) en termes de suite initiale

n

o)=Y 00 1] domisto0). 35)

=0

R R (]

On utilise la démonstration par récurrence, clairement (3.8) est vrai pour k = 1.

Preuve. On a
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3.2. g-analogue de la matrices de Seidel

supposons que (3.8) est vrai pour n — 1, on a alors

n—1

m myn—1—i [TV — 1
Apom (l', Q> = Iq Z (xq ) ! |: i 1 a0, m+i (:U7 q)
=0 q

=

n—

(]

maiyn—1—i [ —1
(:Eq H) [ ; } aom+1+i (T, q)
q

0

3 S
—

n—1 mAn—i a1\ n—1—i
|: i :| <($q ) a07m+i (IL', q) + (l’q +1) aO,m—i—l—i—i (l’, q))
q

=0
< i [n—1
= (@™ a0 ) + 3 (o)™ [ T s (0
=1 q
)

ma1yn—1—i [ —1
+ (xq +1) [ ; } a0,m+1+i (Z,q) + Gomin (2, 9)
q

3

i=0
n—1 T ]
= (xq"™)" aom (z,q) + Y _ (xg™)"" [ : } aom+i (%, q)
i=1 ? q
n—1 T .
m+1\"—1 - ‘
-+ Zzl (xq ) |:’L i 1:| qCLO,m—H (l’, q) -+ o m-n (.T, q)
n—1 -
— (2™ aom (2,0) + S (@g™)" ™ || domri () + G0y (2, 9)
/)
i=1 q

k
= (.T(] ) |: :| a0,m+i (:Ea q) )
-0 tq

donc ( 3.8 ) est vrai pour k. O

En utilisant la formule d’inversion de gauss, nous obtenons des relations entre la
suite initiale et la suite finale :

o (,q) = ij g™ m ag; (7, q) (3.9)

=0

aom (7, q) = Z:; (—z)" (") [ﬂ aip (2,q) (3.10)

)

On définissons les fonctions génératrices comme suit :

a(t) = Z aom (T, q)t™,  a= Z ampo (z,q)t™, (3.11)

m>0 m>0
et - g
A(t) = Zaﬂ,m (.I',Q) Wa A= Zam,ﬂ (l’,Q) W (312)
m>0 q m>0 q
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3.2. g-analogue de la matrices de Seidel

Proposition 3.1 Les fonctions génératrices des suites initiale et finale sont liées
par les équations suivantes :

G—Z%m x q)L (3.13)

A=e,(at)A(t). (3.14)

Preuve. Remarquons que

Donc

tm m-+n i
ZaOqu |: n :| aO,m(waq)xt -

On remarquons [i?]q = [[T,ﬁ] ; et par (2.1) et (3.12) nous avons

agi (z,q)t" 2t

ey (@) A= 3

2Ty,
=3 [ o
- 0,
= i +J1,!
|n tm
= Z (mez[z} ao,i (%@) ]!
n>0 \i=0 q a
- Z Qim0 .T q ]
n>0
= A
la preuve de (3.14) est terminé. O

Exemple 3.4 Prenons la suite initiale

aom (x,q) = 1.
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3.2. g-analogue de la matrices de Seidel

Nous utilisons (3.7), on obtient

1 1 .
I+ 1+ zq 1+ 2¢?
nm (7, ) = L+o+a”+1q 1+ g+ 2¢* + 2°¢?

1+ + 2%+ 2qg+ 23+ 22¢ + v¢® + 22¢°

o7
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restart : with(linalg) : with(combinat) : with(gfun) :

U :=proc(n, m)

if » =0 then
m

(_

(xUmn—1,m) +Umn—1,m+1)) fi

end:

Aff1 ==proc(s)
localn, m, AA;

for n from 0 to 10 do for m from 0 to 10 do AA[n, m] = (simplify(U(n, m))) od:od:

matrix(s, s, (i,j) = AA[i —1,j —11]);

end:

x = 1:Af1(5)

1U :==proc(n, m)

if m =0 then
n

1
1 J——
2

1

6

L

12
L

20
L

30

simplify( (IU(n+1,m—1) —x-IU(n,m—1))) fi;

end:
iAffl ==proc(s)
local n, m, AA,

for n from O to 10 do for m from 0 to 10 do AA4[n, m] = (simplify(IU(n, m))) od:od:

matrix (s, s, (i,j) = AA[i —1,j —1]);

end:

iAff1(5)

a :=proc(n, m)

N N N L U

1
1 -
2

1

6

L

12
L

20
L

30

L .
3 4 5
U U
12 20 30
B U
30 60 105
I U U
60 140 280
R T

105 280

630

L T
3 4 5
U U
1220 30
L U
30 60 105
R S O
60 140 280
I

105 280

630

0y

()]



(-n”

if n =0 then - else
simplify( add(binomial(n, k) X" "*a(0, k +m), k=0.n) );
fi;
end;
proc(n, m) 3
if n=0 then
(—=1)"m/(m+1)
else

simplify(add(combinat:-binomial(n, k) *x™(n — k) *a(0,k+m),k=0.n))
end if
end proc

knuthl :==proc(s)

local n, m, AA,

for n from 0 to 10 do for m from O to 10 do AA[n, m] == (simplify(a(n, m))) od:od:
matrix(s, s, (i,j) > AA[i — 1,7 —1]);

end:

matadd (knuthl1(5),-Aff1(5))

(C))

oS o o o O
S o o o O
oS O o o O

oS o o o O
S o o o O

b :==proc(n, m)
if m =0 then

else
n

add( (-x)™ *-binomial(m, k) -b(n +k, 0), k=0..m);

fi;

end:

knuth2 :=proc(s)

localn, m, AA;

for n from 0 to 10 do for m from 0 to 10 do AA[n, m] = (simplify(b(n, m))) od:od:
matrix (s, s, (i,j) >AA[i —1,j —11]);

end:

x = 1:knuth2(5)



L S S
23 4 5
<@ 1+ 1 1 1
2 6 12 20 30
] 1 1 1 1
3 12 30 60 105 ©)
@+ 1 1t 1
4 20 60 140 280
1 1t 1 1 1
5 30 105 280 630

matadd (iAff1(5), - knuth2(5) )

(6)

S O o o O
oS o o o O
S O o o O

S O O O O
S O O O O




restart : with( QDifferenceEquations) : with(linalg) : with(combinat) : with(gfun) :
U :=proc(n,m, q)
if n =0 then 1 else

(x'qm'U(n —1,mq) +U(n— 1,m+l,q)) fi;

end:
Aff1 :=proc(s)
local n, m, AA,

for n from 0 to 10 do for m from 0 to 10 do AA[n, m] == (simplify(U(n, m, q))) od:od:
matrix(s, s, (i,j) > AA[i — 1,7 —1]);
end:

Aff1(3)
1 1 1

x+1 gx+1 q2x+1 1)
qx+x2+x—|—1 q2x2+q2x—|—qx+1 q4x2+q3x+q2x+l

a =proc(n, m, q)
ifn =0 then 1 else

simplify( add( expand(QBinomial(n, k, q) ) ~xn_k-qm'(” —h a(0,k+m, q), k=0.n));

fi;

end:

knuthl ==proc(s)
localn, m, AA;

for n from 0 to 10 do for m from 0 to 10 do AA[n, m] := (simplify(a(n, m, q))) od:od:
matrix(s, s, (i,j) 2 AA[i—1,j —11]);

end:

knuthl(3)

1 1 1
x+1 gx+1 g x+1 )

qx+x2+x+l q2x2+q2x+qx+1 q4x2+q3x+q2x+l

1U :==proc(n, m, q)
ifm=0thena(n 0, q) else

simpliff( (IU(n+1,m—1,q) —x-¢" " "“IU(n,m—1,q))) fi

end:
iAff1 :=proc(s)
local n, m, AA;

for n from 0 to 10 do for m from 0 to 10 do AA[n, m] = (simplify(IU(n, m, q))) od:od:
matrix (s, s, (i,j) >AA[i —1,j —11]);
end:
iAff1(3)
1 1 1
x+1 gx—+1 q2x+l A3)

qx-l—xz—i-x—i-l qzxz—l-qzx-i-qx-l-l q4x2+q3x+q2x+l

matadd (knuthl(5),-Aff1(5))



00000 |
000O00O0
00000 “4)
000O00O0
000O00O0
b :=proc(n, m, q)
ifm=0thena((1, qu) else
add( ( —x)m_k-quomlal(m —k2) -expand(QBinomial(m, k, q))-b(n +k, 0,q), k=0.m);
fi;
end:
knuth2 :==proc(s)
local n, m, AA;
for n from 0 to 10 do for m from 0 to 10 do AA[n, m] := (simplify(b(n, m, q))) od:od:
matrix(s, s, (i,j) 2 AA[i— 1,7 —1]);
end:
knuth2(3)
1 1 1
x+1 gx+1 g x+1 5)
qx+x2+x+1 q2x2+q2x+qx+1 q4x2+q3x+q2x+1
matadd (iAff1(5),-knuth2(5))
(6)

S O O O O
S O O O O
oS O O o O

S O O O O
S O O O O




Conclusion

Le sujet de notre travail a été consacré aux calcul combinatoire des g-analogues.
Cette théorie a une place importante dans les mathématiques, en particulier dans
la combinatoire et la théorie des nombres.

Tout au long de ce mémoire, nous avons fait une étude sur ’analyse combinatoire
classique avec quelques exemples en théorie des probabilités, nous avons aussi donné
les principales propriétés des suites de nombres (séries génératrices, récurrences, etc
) dans le chapitre un.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons donné l’essentiel sur la théorie des g¢-
analogues et nous avons prouver quelques propriétés élémentaires.

2 2

Le chapitre trois a été consacré a ’application de g-combinatoire & la matrice
d’Euler-Seidel.
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