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Résumé

Dans notre travail on s’intéresse a estimer les paramétres d’'un modéle GARCH multivarié dont la
spécification est les corrélations des constantes dynamiques(DCC), les points essentielles dans ce mémoire

est de connaitre le modéle GARCH univarié et la stationnarité de ce modéle pour vérifier la stabilité.



Abstract

In our work on estimate the multivariate GARCH paramaters, when the specification is Dynamic
constants correlations (DCC), the importants points in this thesis is to know univariate GARCH model

and with doing stationnarity.
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Notations et abréviations

ARCH
GARCH
i.i.d(0,1)
Fi1

Up

i.e

: Autorégressif conditionnellement hétéroscidastique.

: Autorégressif conditionnellement hétéroscidastique généralisé.
: indépendante et identiquement distribuée, centrée réduite.

: la tribu engendrée par les informations passées.

: bruit blanc fort de variance 1.

: c’est-a-dire.

: coéfficient de kurtosis de ;.

: Quasi-Maximum de Vraisemblence.

: espace des paramétres .

: variance conditionnelle ou volatilité.

: Moindres-Carrés Ordinaire.

: Moindres-carrés quasi-généralisés.

: convergence présque sir.

: convergence en loi.

: convergence en probabilité.

: L’espérance conditionnelle de X sachant une information passée.
: La matrice d’identité d’ordre d.

: La variance .

: La covariance.

: ’ésperance.

: Pabréviation de noms de quatres chercheurs : Baba, Engle, Kraft et Knoner.
: ’'ensemble des nombres relatifs, naturel respectivement.

: corrélations conditionnelles constantes.

: corrélations conditionnelle dynamique.

: Le produit de Kronecor entre deux matrices A et B.

: Le rayon spectral de la matrice A.



Introduction générale

Les modeles Conditionnels hétéroscidastiques Autoregressifs (ARCH) univariés ont été introduit en
premiére fois par Engle [5] pour modéliser les séries financiéres. Bollerslev [2] a généralisé ces modéles sur
le nom de GARCH, mais comme les séries présentées sous forme d’un vecteur est difficile & modéliser,
les chercheurs ont introduit des spécifications , Bollerslev et al [3] ont proposé le modéle vectoriel, et
aprés ¢a ils ont introduit le modéle vec(1l,1), mais le probléme est que le nombre des paramétres a
estimer est grand et la matrice de variance-covariance n’est pas positive, Baba, Engle, Kraft et Kroner
[1] ont proposé un modeéle qui s’appelle BEKK, d’autres modéles ont été donnés comme le modéle des
Corrélations Conditionnelles constantes (CCC) et son extension Corrélations conditionnelles dynamiques
(DCC). L’estimation des parameétres de modéle (DCC) a été faite par plusieurs méthodes. Ce mémoire
est composé de quatre chapitres. Dans le premier chapitre nous présentons les modéles GARCH univariés.
Les méthodes d’estimation de ce modéle sont représentées dans le deuxiéme chapitre.Dans le chapitre
trois on présente les modéles GARCH multivariés ou MGARCH, et on fait 'estimation d’un modéle
DCC, la théorie asymptotique des processus GARCH multivariés dans le chapitre quatre et a la fin nous

donnons quelques outils de base sous forme d’annexe et une bibliographie.



Chapitre 1

Modéles ARCH univariés et leurs

généralisation

Ce chapitre est composé de trois sections. Dans la premiére section on donne la définition du modéle
ARCH et sa généralisation, en étudiant le cas particulier dans le cas ou 'ordre est fixé et égal & 1 puis
on donne la présentation infini du modéle dans la deuxiéme section. Dans la troisiéme section on fait la

stationnarité du modéle GARCH.

1.1 Modéle ARCH

Le modeéle non linéaire Conditionnel Hétéroscidastique Autoregressif d’ordre ¢ noté ARCH (q) a été
introduit par Engle [6] pour modéliser les séries financiéres, dans cette section nous présentons le modéle

ARCH, sa définition ainsi que quelques propriétés de ce modéle.

Définition 1.1.1 (Xy)iez est un processus ARCH d’ordre q, noté ARCH (q), s’il satisfait ’équation

sutvante :

Xt = nt\/ﬁta

(1.1)
q
ht = w + Z leiXE,Z‘,

i=1

ol 7y est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquements distribuées centrée réduite,
i.e, E(n;) = 0 et E(n?) = 1, hy est la variance conditionnelle du processus X;, w est une constante
strictement positive et les ; sont des constantes positives ou nulles, Vi = 1,...,q.

Cas particulier

Dans le cas ot ordre q égal a 1, le processus ARCH(1) est défini par :

10



1.2. Présentation infini d’un processus ARCH(q) 11

Xt = ntm7
(1.2)

he =w+ a1 X2 4,
ou les paramétres de (1.2) vérifiants w > 0,7 > 0. Le processus ARCH(1) vérifie 'une des quatre

propriétés de différence de martingale(voir plus loin 1.1.2)

E(Xt/Fi-1) = E(pe/he/Fi-1)
= \/hjE(nt/]:tﬂ)
= ﬂE(nt)

=0
différence de martingale est définie par

Définition 1.1.2 Soit (Z;)ien une suite de (v.a.r). et (F)ien une suite de tribus. La suite (ng; Fi)ienest
une différence de martingale si elle vérifie :

i) Fi C Fea

i) ne est Fi-mesurable

iit) E(n) < o0

w) E(nis1/Fi) =0

1.1.1 Stationnarité du modéle ARCH(1)

On dit que le processus ARCH(1) vu en (1.2) si var(X:) = ¢ tel que c est une constante positive et
donc Var(X;) = E(X?), on a alors E(X?) = w + a1 B(X? ;)

E(X2)(1 — a;) = w donc var(X;) = =5 pour que ARCH(1) est stationnaire au second ordre il faut

w
1—@1

que 0 < < ooet 0 <a; <1 ouw est une constante strictement positive et oy constante positive ou

nulle.

1.2 Présentation infini d’un processus ARCH (q)

La présentation infini d'un processus ARCH (q) noté ARC H (o) est donnée par :

Xt = \/E%»
(1.3)

oo
— 2
hiy = wo + E Oéithiv
i=1

ol (1) est une suite des variables indépendantes et identiquement distribuée de moyenne nulle et de

variance égale & 1 et a; > 0,4 =1,...,00 est une suite des constantes positives ou nulles.

Universitié de Yahia Farés - Médéa 2017-2018 DERRADJI WARDIA



1.2. Présentation infini d’un processus ARCH(q) 12

1.2.1 Conditions d’existence d’un modéle ARC H(c0)

L’existence du processus ARC H(o0) est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.1 ([5]) Pour tout s €]0,1] posons A E af et pgs = E | ny |?° alors s’il existe
1=
s €]0,1] tel que Aspas < 1 il existe une solution strictement statwnnazre et non anticipative du modéle

(1.3) définie par :

X = Vhtnta
(1.4)
o0
hi=w+w) >, ai... aiknt{ilm{ilwg - -77?71'171'27...71',6’

i=1d1,..1,20

le processus (Xi)iez est Uunique solution strictement stationnaire et non anticipative du modéle (1.3)

telle que E | Xy |?>< oc.

Preuve 1.2.1 [8] Soit S; une variable qui prend ses valeurs dans [0, +oc] définie par :

St:w‘“”Z Z QLo Qi iy iy —iy My —i o —ins (1.5)

=1 1,.0if 20
S wvérifie l'inégalité suivante
S; Sw+w? ?;1 il,..%:k)o oF Lol M MRS S e i grdce a la relation (a4 b)* < a® + b®
(dans ce cas s € [0, 1] est strictement positif et a, b sont des termes positifs) pour tout a,b positifs et pour
tout s €]0,1] et comme les 1, sont indépendantes on a

o0
E(S}) <w 4w’ > af... aka(n?fim?fil_iz . ‘n?iil—ig—...—ik)

i= 111, 1,20

= 1+Z 1)) = T

\—/—’
(€]

Car la somme (1)est une somme d’une suite géométrique de raison Asus donc Sy est fini, si on calcule

o
S ;i Si—in?_; on trouve :
=1

oo
. .n2 — s 25 25 2s
YoaSiing; = w Z s77t s Tw Z 045077t S0 Z Do Qs "aikE(nt—ilnt—il—iQ . "nt—il—ig—...—ik)
i=1 so=1 so=1 =141,...,4 20
o 2 2 2
=w ) > ai... Qg iy Me—iq—ig = Me—iy —in—...—ip?
k=011,..ip>1
oo
par comparaison de Sy avec . «;Si_in?_; on déduit que
i=1
oo
2
St =w+ E 0 Se—ini_;. (1.6)
i=1
Si on identifie (1.6) avec (1.3) on trouve que X2 , = Sy_in?_; donc il existe une solution strictement

stationnaire et non anticipative de (1.8) posé :

Xi = /S (1.7)
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1.3. Modé¢le ARCH généralisé 13

Pour montrer l'unicité de cette solution on suppose que X; est quelconque et montre que hy et Sy sont
les mémes, d’abord, les termes de h; représentent la somme de deux sommes St , et R, respectivement
et on a l’écriture suivante :

oo
_ 22 2
hy =w4wd>, > Q1w QT iy iy iy gk

=1y, ik >0
_ o2 2 2 _
T X Qi Qg M Mgy iy Mimiy—ig— iy y = Otig T Rigs

on remarque que Sy, converge presque strement vers Sy on a
,q

E(Rf,q) < > iy O‘fq+1E(| nffil . ngilfir...ﬂ'q | Xfiilfigf...fiq )

11, lg+1 21

- (As,uf2s)qA9E(| Xt ‘28)'
Comme Agspos < 1 donc E(Rf’q) est fini alors Ry ¢ — 0 presque sdrement, d’ot hy = Sy alors la solution

non anticipative est unique.

1.3 Modéle ARCH généralisé

Définition 1.3.1 (X;);cz est un processus ARCH (p, q) généralisé d’ordre (p,q) noté GARCH(p,q) si ses

deuzx premiers moments conditionnels existent et vérifiant :

(i) E(X¢/Fi-1) =0, t€Z,

(i) 1l éxiste des constantes w,a;, i =1,...,p telles que :
q P
hy=Var(Xo/Fio) =w+ Y aXp;+> Bihj, teL (1.8)
i=1 j=1

Une forme équivalente & (1.8) est donnée par :
hi = w+ a(B)X? + B(B)h t € Z. (1.9)

Telle que B est lopérateur de retard (Voir Uanneze), o(.) et 5(.) deux polynomes de degrés q et p respec-

tivement donnés par :
4q .
a(B) = > a; B,
ot _ (1.10)
5(B) = 3 BB
j=

ouVi=1,...,q,j=1,...,p, o; et B; sont les parameétres de (1.8).

Proposition 1.3.1 [5] La condition nécessaire de ’existence de la variance d’un processus GARCH (p, q)
q P

est Yo a;+ Y. B <1
j =1

=1 j=

e

P
Preuve 1.3.1 on a E(X}) =w+ >, ;E(X}) + > B;E(ht)
j=1

i=1

done E(he) — 32 aiB(X2) — 32 ByE(hy) = w
i=1 =1

Universitié de Yahia Farés - Médéa 2017-2018 DERRADJI WARDIA



1.3. Modéle ARCH généralisé 14

q P
B - S o 3 5) = w

i= j=
finallement, E(h;) = ——“——

1=3 ai= > B
i=1 j=1

q P q P

mais 1 — > a; — > B #0 done Y, a; + 3 B <1.
i=1 j=1 i=1 j=1

Dans la suite nous rappelons la définition d’un processus GARCH fort

Définition 1.3.2 Soit (n:) une suite de variables (i.i.d) de loin, (X¢)iez est un processus GARCH (p, q)

au sens fort s’il est solution de I’équation :

Xf, = mnta

q p
ht =w+ Z athQ_z + Z ﬁjhtfja
i=1 j=1
tel que w est une constante strictement positive et les oy et B; sont des constantes positives.

On va définir un processus GARCH au sens de Drost et Nidjman [4] :

Définition 1.3.3 Drost et Nidjman [/] ont proposé le modéle GARCH faible tout bruit blanc faible
Xy = Vhyn, tel que E[Xy/Fi—1] =0 YVt € Z Il existe des constantesw,c; i =1,...,q et B; j=1,...,p
q P
telles que. hy = Var(Xe/Fio1) =w+ > i X7, + Y Bihi—j.
i=1 j=1

Stationnarité de processus GARCH

Dans cette section on va donner les conditions d’existance de la stationnarité du processus X; (au
sens stricte et au second ordre). D’abord on traite le cas du modéle GARCH (1,1).
Un processus GARCH (1, 1) est donné par :
Xy = Ve, e (i0.d) (0,1),
(1.11)
he =w+aXi |+ Bhi_y,
si la condition o 4+ 8 < 1 est vérifiée alors la variance inconditionnelle est donnée par :
Var(Xy) = BE(X}) =w+ aE(X? ;) + BE(hi—1)
donc Var(X;) = ﬁ
Stationnarité stricte du GARCH(1,1) fort

oll w est une constante strictement positive, a et 5 sont des constantes positives

Théoréme 1.3.1 [5] Si —oco < v = Elog {an} + 8} <0
la série

hy = {1+Za(nt_1)...a(nt_i)}w (1.12)

converge presque surement (p.s) et le processus (Xi)iez défini par Xy = /hyny est Uunique solution stric-

tement stationnaire du modeéle (1.11). Cette solution est non anticipative et ergodique (Voir I’Annexe).
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1.3. Modé¢le ARCH généralisé 15

Preuve 1.3.2 [5] par Uitération de la deuxieme équation de (1.11) on obtient :

he =w+a(mi—1)hi—1

=w+ a(m-1)w + a(n—2)hi—2]

=w+a(n-1)w+ aln—2)w+ a(ni—3)hi—3]

=w+a(n-1)w + a(n—1)a(m—2)w + a(m—1)a(ni—2)a(n—3)hi—3

=w(l+ami-1) + a(n-1)a(m—2) + a(n-1)a(ni—2hi—2), . ..)

M=

=w[l+ > a(mi-1) .. a(mn)] +a(n-)... +a(n—n-1)]

n=1

=h(N)+a(n—1)...a(m—n-1)ht—n—1,

pour tout N > 1 on a Nl_i)n_li_oo hi(N) = hy prend ses valeurs dans R™ d’abord, montrer que hy est presque
strement finie si et seulement siy < 0, c’est-a-dire : on suppose que v < 0 et on montre que h; est presque
sarement finie, pour ¢a on utilise la régle de Cauchy [a(ni—1) . ..a(m_n)]% = exp[+ i loga(ni—;)] —
exp (y) présque sirement, si on applique la loi forte des grands nombres' a loga(n;) alli)rs la série (1.12)

converge presque stirement dans R par Uapplication de la régle de Cauchy, le processus

X = {\/hjﬁt =w+ Za(m—1) e a(m—l)w} Mt (1.13)

est strictement stationnaire et ergodique. Pour démontrer l'unicité on suppose X; =+ hme une solution

strictement stationnaire et par itération on a hy = hy(N) +a(n—1) ...a(n—n—1)hi—n—1) calculons o3 —
hi = hy — hiy(N) +a(ni—1) .. .a(nt—n—1)hi—n—1) quand N — 0 (1) converge vers zero presque stirement,
—_———
¢))
et comme hy converge presque strement alors a(ni—1)...a(n—n—1) converge vers 0, donc on a montré

0? — hy — 0 alors hy = o donc lunique solution strictement stationnaire du modéle (1.11).

1. Soit (Xy) une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi ayant une espérance finie E(X). On a alors

X1+Xo+..+Xn ﬁ E(X)
n
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1.3. Modé¢le ARCH généralisé 16

1.3.1 Ecriture vectorielle du modéle GARCH(p,q)

!
Soit A= (Xt27 s 7Xt27q+17 htv htfl ceey ht7p+1) € Rp—i—q,

th wﬂf + alXt27177t2 .t O‘th27q77t2 + 51h157177t2 ot Bpht*pntz
X7 w4+ a1 XP onf 4 g XP i+ Biheoni 4+ Bphipran?
X2 B wif + o XPnf + o+ g X7 og 7+ Brhean? + .+ Bphi—opan?
hi 1 hi 1
ht_g ht—2
hi—py1 ht—p+1
alors on peut écrire
2 ann; agn; Bt Bpni 2
X7 W Xi 4
1 0 . 0 0 .. 0
X7,
0 1 o 0 0 .. 0
X7
Xt2—t1+1
B N 0 o1 0 0 ... 0 0 X2 h
t = w t—q+170t—1
a ap B By a
hi— 0 hi—o
. 0 o 1 0 .. 0
0 0 0 1 0
0
hi_ .
e ' 0 .0 0 0 .10 hi—pi1
!
posons by = b(n;) := (wnf, 0,...w,0,... ,O) avec by € RPT4, posons
i
U (omtz,...,...,...,w,O,...,O,...) avec n € RPTY, (1.14)

Universitié de Yahia Farés - Médéa 2017-2018 DERRADJI WARDIA



1.3. Modé¢le ARCH généralisé 17

et la matrice A; définie par :

g e agn;  Bung e Byni
1 0 . 0 0 . 0
0 1 . 0 0 . 0
0 1 0 0 0 0
A, = (1.15)
(031 . qu ﬁl e ﬁp
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 ... 0 0 0 o1 0
donc 'écriture vectorielle de z; est :
Zt = bt + Atzt—l (116)

La matrice A, € R?*9) de (1.16) on remarque que les éléments de z; sont donnés en fonction des éléments

de z;—1 donc notre représentation est markovienne. En itérant (1.16)

2z =by+ Ay(bpor + Ay_122)

=b + Ay(be—1 + Ar—1(br—2 + Ar—22-3))

=by+ Ab—1 + Ay Ay b0 + A A 1Ay _obi s+ A A A 1bi—g

=by+ > AA 1A by
k=1

on obtient

o0
Zt = bt + ZAtAtfl...Atfl%Flbt,k. (117)
k=1
On admet que la série existe au sens presque str mais la positivité des composantes de vecteur z; n’est

pas assurée, une condition suffisante pour que la série 1.17 est positive presque sur est que w > 0, a;; > 0

pour tout ¢ =1,...,q, 3; = 0 pour tout j =1,...,p.

Théoréme 1.3.2 [5] Soit (A:t)iez une suite de matrices aléatoires, strictement stationnaire et ergodique,

telle que Elog™|| As|| est finie. on a

. 1 L1
lim gE(log | AtAiq, ..., AL ) =v= flean* ;E(log | AtAi—1, ..., AL ). (1.18)

t—r+oo

Tel que v (resp. exp(y)) le plus grand exposant de Lyapounov (resp. rayon spectral) de la suite de matrices
(At)tez
~v= lim p.slog| AtAi_1... 41 . (1.19)
t——00
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1.3. Modé¢le ARCH généralisé 18

1.3.2 Stationnarité stricte de GARCH(p,q)

la stationnarité stricte d’'un modéle GARCH(p,q) est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.3 [2] Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un processus GARCH (p,q)
strictement stationnaire, solution du modéle (1.11) est que v < 0 tel que 7 est le plus grand exposant de

Lyapounov de la matrice donnée par (1.15).

Lorsqu’elle existe, la solution strictement stationnaire est unique, non anticipative et ergodique.

Preuve 1.3.3 Comme tous les termes de la matrice (A;) sont intégrables alors on peut écrire :
Elog [[A¢]]) < E([|A¢]]) < oc. (1.20)

N

D’abord, on suppose que v < 0 donc d’apres (1.19) Zy(N) = by + > [|[AtAs—1 ... A1]| converge presque
n=0

strement vers une limite notée Z; lorsque N tend vers l'infini, tel que

N
12N < 1ol + D 1A A1 - An[[Br—n—1]l- (1.21)
n=0

Bt on a [|AAi—1 ... Ap|| 7 |be—ni||™ = exp[tlog|[AgAi1... Ayl + 2 log[lbr—n1]] 2> exp(y) < 1

et n=tlog ||by_n_1|| — 0 p.s. Pour montrer l'unicité de solution on suppose autre solution donnée par

Xt = \/Zg+1,7t, comme X, s’exprime en fonction de 1. et n.—1 alors cette solution est non anticipative,

et par Uergodicité de (n;) la solution est également strictement stationnaire et ergodique. Pour p=q =1

2zt = Z(N) + AiAi_nzi—n—1 alors ||ze — Z¢|| < |Ze(N)Ze|| + | As - .- ANl |ze—n—1]], quand n — oo
_—

(1) (2) (#7)
(1) — 0 car la série définissant Z; converge p.s. (i) — 0 en probabilité 1, avec probabilité 1 quand

n — oo donc le produit de(i) et (ii) converge vers 0 en probabilité donc z — Zy — 0 en probabilité alors

2zt = Zy. Pour montrer la deuxiéme partie de la preuve on a besoin de lemme suivant :

Lemme 1.3.1 Soit (A:): € Z une suite ergodique et strictement stationnaire de matrices aléatoires telle

que E(log™||At|| est finie et de plus grand exposant de Lyapounov . Alors tlim p.sl|Ag... A_¢]| =0 =
— 00

v < 0.

On doit montrer que

Jim A Ape; =0 (1.22)
pour tout 1 < i < p+q ol e; est le i-eme élément de la base canonique de RPTY on a pourt > 0 et d’apres
(1.16) on a

20 =bg + Apz_1

t—1
=bo+ > AgA_pb_p1+Ag... Az
k=0

-1
> > AgA_pb
k=0
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1.3. Modé¢le ARCH généralisé 19

t—1
comme la série Y, AgA_kb_r_1 converge alors AgA_b_k_1 tend presque sirement vers 0 quand k — 0o
k=0
ot
b_p_1= wn%k_lel +wegy1 donc  lim AOA,kwnzk_lel =0, lim AgA_pweq+1 = Op.s mais comme
k—> 00 k—> 00

w # 0 la relation (1.22) est vraie pour i = q + 1 utilisons

A_peqi1 = Bintrer + Biegi1 + eqipi1si=1,...,p (1.23)

st eqrpr1 = 0 alors et pour i=1 alors AgA_reqr1 > AgA_pti1eq42 0 = tlim donc (1.22) est vraie
— 00

pour © = q + 2 on remarque que A,keqaqnzkel + ageq41 pour i=q on obtient A,keqamz_kel + ajeqq1

1=1,...,q—1

Corollaire 1.3.1 soit v le plus grand exposant de Lyapounov de la suite (Ay)iez définie en 1.15 siy <0
alors les propriétés suivants sont équivalents :

(a) ¥ 55 <1

) T (Brz— .. By?) =0=] 2> 1]

(c) p(B) < 1, ot B est sous matrice de A; définie par :

B1 Ba By
1 0 0

A=|0 1 0 (1.24)
0 ... 1 0

telle que la matrice A; est de taille p X p et de termes positifs.

1.3.3 Stationnarité au second ordre
La stationnarité au second ordre est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.4 Etant donné la stationnarité au second-ordre et non anticipative d’un processus GARCH (p,q)

est etabli, et si w > 0 et
q P
dai+) Bi<1 (1.25)
i=1 j=1

Inversement, si 1.25 est vérifiée, l'unique solution strictement stationnaire du modeéle 1.11 est un bruit

blanc faible. Il nexiste pas d’autre solution stationnaire au second ordre.
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Preuve 1.3.4 on a
E(X?) =FE{BE(X¢/Fi-1)} = E(h)
q ) p
=EBw+ > o Xi 4+ > Bihe—j)
i=1 j=1
q
=E(w) + E(
i=1 j=1

q

= B()+ 3 wB(XE) + 3 8;E(his)

i=1

mais comme E(X?_;) = E(X}?) = E(hi—j)

q P
alors E(X?) =w+ > o, B(X2)+ > B;E(X?) donc (1 —
i=1 j=1

M=

i=1

a; X7 )+ E( Zp: Bihi—;)

p
a'L_ZBj):wv
=1

q P q p
on sait que w > 0 alors 1 — ( Sai— > ﬂ]) >0& ( a; — > Bi) <1, d’ou le résultat.
i=1 j=1 j j=1

i=1
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Chapitre 2

Estimation d’un modéle GARCH

univarié

2.0.1 Introduction

Dans ce chapitre on va utiliser une méthode d’estimation d’un modéle GARCH, la méthode du Quasi-

Maximum de vraisemblance (QMV).

2.1 Meéthode du Quasi-maximum de vraisemblance condition-
nelle

Dans la suite on utilise la méthode du Quasi-maximum de vraisemblance noté (QMV) pour estimer
les parameétres d’un processus GARCH univariée strictement stationnaire donné dans (1.8) tel que ce

processus est une solution strictement stationnaire non anticipative du modéle :

Xt = mnh

(2.1)
q 2
he =wo+ Y ani X, + Y Bojhi—j, VtELZ,
i=1 i=1
7 © est une suite de variables (i.i.d) centrée réduite, wy > 0, ag; > 0 pour tout ¢ =1,...,g et Sy; >0

pour tout j =1,...,p, soit 8 le vecteur des paramétres qui s’écrit sous la forme suivante :

0= (01,....0p1q+1) == (w,a1,...,0p,B1,...,04) € O tel que © CJ0,+00[x[0,+0o[PT? cas ou p et q
nuls, soit §y la vraie valeur du parameétre 6 ou : 8y = (o1, ..., Qog; Bo1, - - -, Bop)’, Supposons que 7, suit
une loi normale centrée réduite.

SuUpposons :

q p
he=h(0) =w+> aX] ,+ Y Bihij. (2.2)
i=1 j=1

21
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Dans Franck voir [8](page 185) le choix des valeurs initiales est :

Xo,...Xl_q,?Ll,}NLQ...,ill_p:w. (23)

Xoy. o X1 gy b1, ho o hyp = X3 (2.4)

Remarque 2.1.1 En théorie le choix des valeurs initiales n’a aucun effet sur les propriétés des estima-

teurs du QMYV, par contre en pratique il faut bien choisir ces valeurs.

La vraisemblance conditionnelle gaussienne est donnée par :

Ln(0) = Lo(0, X1, ..., X0) = H(ﬂ% exp(—g(—htt). (2.5)

Un estimateur du QMYV de 6 est défini comme toute solution mesurable

~

6, = arg max L,(0) (2.6)

| X?
Ln(0) = Ln(0, X1,...,.X) =[] mexp(—fhtt)
t=1

n _ L X2
log L,,(0) =1 2mhy) 2 -t
og Ln(0) ogH( mhe) ™2 exp( o )

t=1 t

. t2

*f—lo 27rh E =
[ g( t) h

avec hy est donné par (2.2). Le probléme de maximisation devient de minimisation de I, (0) par rapport

a 0 tel que
6, = arg Iglélélf n(0) (2.7)

ott I,, est 'information de Fisher donné par I,,(0) = E(-% log L(z,,,0)) = nl;(0)
si on dérive I, (6) par rapport a 6 tel que
1,(0) = 3(% 35 +loghy)

AL, (0 o x?
ae( ) — %%(tg e + log hs)
n ~ ~
_ 1 10k, _ X7 ok
**(Z;T,ae _;Tzae)
t=1
= %t;(Xf - ht)#%
mais si on annule sa dérivée on obtient I’équation du vraisemblance c’est-a-dire
AL (0) 1~ oy .10k
= — X — h == = 0. 2'8
90 n;( ¢ t)hg 90 (28)
D’aprés Franck [3] si on prend v; = X? — hy et le remplace dans (2.8) et on met I'espérance on a :
Oh+ (0
EQO(Ut h?(leo) 6(9 U)) =0
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2.1. Méthode du Quasi-maximum de vraisemblance conditionnelle 23

2.1.1 Propriétés de ’estimateur du QMV

Pour étudier la convergence forte de 'estimateur du QMV on a besoin de connaitre la matrice Ag;

suivante : Ag; = Ag=

0401%2 e 040q77t2 ﬁomf S ﬁow?
1 0 .. 0 0 . 0
0 1 ... 0 0 o 0
0 1 0 0 0 0
(2.9)
a0 .. Qg Bo1 .. Bop
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 ... 0 0 0 o1 0

on dit que le systéme (2.1) une solution strictement stationnaire si et seulement si le coefficient de

Lyapounov de la matrice suite de matrices Ag; est strictement négatif, v(Ag:) < 0 tel que on a

. 1 .1
hmoo EE(IOg || AOtAOt—la ey A()l H) =7 = tler}\lf* ;E(log || AOtAOt—h ey A()l H) (210)

t—+

dans la suite on aurait besoin des propriétés suivantes :
1
2

0y € O et O est compact
v(A4p) < 0 et VO € O, ZBJ<1

E(n?) =

4) supposons que n’existent pas des racines communes entre Ap, () et By, (z) tels que Ag,(z) et

By, (%) sont définies par : Ag,(z) = Z a;2', By, (2) =1— Z Bjz7.
i=1 j=1

)
)
3)
)

Théoréme 2.1.1 [5] si les hypothéses 1-4 sont vérifiés avec les conditions initiales (2.3) et (2.4) alors

é\n — 6y présque surement quand n — +00 0t (5;) est une suite d’estimateurs du QMYV qui satisfait

(2.7).

2.1.2 La normalité asymptotique de ’estimateur du QMV

Pour établir la normalité asymptotique suivant (Franck et Zakoin) [8] page(189) on ajoute les deux
conditions :
5) Oy appartient a l'interieur de ©.

6) k, = Enf < co.

Théoréme 2.1.2 [3] Sous les conditions C1-C6 on a \/n(f, — 8) converge en loi en vers N(0, (kn —
1)J 1Y) telle que Ego((azl‘w“)

96007
_ 1 aht (90) Bht((fo) . . . ..
E90(hf(90) S0 —spr) est une matrice définie positive.
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Preuve 2.1.1 Le principe est donner une représentation vectorielle au- torégressive d’ordre un du vecteur
hi := (hgyhy—1, ... hi—py1)’ et montrer que les valeurs initiales n'ont aucune importance asymptotique,
de vérifier que l’espérance de l:(0p) est bien définie dans R et que Eyg,(1:(0)) — Eg,(1:(60)) >0

On a

q p
he =Y X2+ Bihea (2.11)
i=1 j=1
Soient
fr B2 . . . Bp
1 0 0

q t
ht = (ht,ht_l,...,ht_p+1)t C = <w+Zain_1,O,...,O> B =
i=1

alors on peut écrire
hy=c¢ + Bey_y (2.12)
a) lim sup |[I,(0) — I,(0)| =0 p.s
n—o0 0cO
b) (3t € Z tel que o2(0) = 02(00) Py, p-s) = 0 = by
¢) Eg,|l:(00)] < 00, et sif # by,
Eeolt(e) > Eeolt(eo)
d) pour tout 0 # Oy il existe un vosinage V(0) tel que

liminf inf 1,(6%) > Ey.11(6
it . By I (87) > Haoh(60)

on en déduit que Ep,l¢(0) est bien défini dans R. Puisque pour tout x > 0,logz < x — 1, avec égalité

st et seulement st x =1, on a

a2(0 a2(0)n?
E90 lt (9) - E@olt(HO) = E90 log 0_;((00)) + E90 to_(2 09))7% E9077152

t i
£ (0) at(6o)

= FEp,log 0_5(90) + Eg, Uttz(g) -1

ot (0) ot (%)
>  Ep, < log = + log } =0
- { ® 0200 T 020)
d’apres le corollaire 1.3.1 et comme © est compact alors
supp(B) < 1 (2.13)

4SS
en itérant 2.12
hy =ci+ Bhyy

=c¢; + B(ci—1 + Bhy—2)

=c + BCt,1 + B2Ct,1 + ...+ BkCt,k
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k -
donc hy = ) BFc,_y, si on remplace hi—; par hi_; dans hy et Xg et X12_q on obtient
i=1
he=¢,+ Bey1 +..., B9 % 4 BTG 4+ 4 (2.14)
de 2.13 la quantité
~ q ~
sup [y — he|| = sup | {ZBt_k(Ct — &)+ B'(hy — ho)} I < Kp' (2.15)
k=1
Vt. En utilisant 2.15 on obtient
~ 1 n 5242 2 o2
sup [1,(0) = In(0)] < oty sup {125+ [log 21}
6O t=1 Ge@n tot t n (2.16)
< {sup wlz} Kn=1 3 pte? + {sup ;} Kn=1 3 pt
0cO t=1 0cO t=1
Maintenant on montre que 0, € V(6o) tel que V(0y) est un voisinage de 6y donc
lim sup inf 1,(0) < lim I,(60) = Eg,l1(6o) (2.17)

n—soo 0*€V (6o) n—>:o0

donc 0, € V(0) presque sirement. Dot le résultat.
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Chapitre 3

Estimation d’un modéle GARCH

multivarié

3.1 Introduction

Les scientifiques toujours recherchent des méthodes optimales pour modéliser la relation entre plu-
sieurs séries financiéres et la matrice de variance-covariance, aprés grands efforts, ils ont proposé le
modéle GARCH multivarié ou MGARCH, il est pour un processus de plusieurs variables difficile & voir
directement ses propriétés comme la variance, la covariance...etc, et comme la racine d’une matrice est
inconnue ou bien non-incarné, les chercheurs ont proposé plusieurs spécifications, dans ce chapitre on va
voir ces spécifications vec(1,1),modéle vec diagonal, modéle BEEK, modéle & corrélations conditionnelles
constantes (CCC) et modéle & corrélations conditionnelles dynamiques (DCC). Le but commun de ces
modéles est rendre le nombre des paramétres & estimer trés petit, et au méme temps donne la variance

la covariance et la relation entres les variable de ce modéle.

Définition 3.1.1 Un processus GARCH (Xt)iez de valeurs dans R tel que Xy = (X}, X2,..., X)) est
dit GARCH multivarié s’il vérifie :

i) B(Xt/Xu,u<t)=0.

it) Var(Xy/Xy,u <t) = E(X: X,/ X,,u <t)=H,.

3.2 La spécification vectorielle

Le modele vectoriel a été proposé pour la premiére fois par Engle, Granger et kraft [9], il est donné

par la définition suivante :

Définition 3.2.1 Soit (X)icz un processus de dimension d i.e, X¢ := (X1¢, Xot, ..., Xar)', Xt est un

26
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processus GARCH vectoriel s’il satisfait :

1
Xy = H¢ny,
, , (3.1)
ht =w+ Z Aiet_i + Z tht—j7
: =

i=1 j=
tel que w est un vecteur de dimension {d(d + 1)/2}x1 A; et B; sont des matrices d’ordre d, ¢, = vec(X; X])
et hy = vec(Hy), le nombre des paramétres de vec(1,1) est 21 qui rend Uestimation difficile donc les auteurs
suggérent la formulation Diagonal VEC (DVEC). En supposant que les matrices A et B sont diagonales,

le nombre de paramétres est égal & 9 pour un modéle VEC (1,1) bivarié.

3.2.1 La spécification vec(1,1)

Le modéle vec(1,1) a été introduit par Bollerslev, Engle et wooldridge [3], il étude la relation entre les

composantes du processus, maintenant on définit le modéle vectoriel comme suit :

Définition 3.2.2 Soit (X;)ien processus GARCH (p, q), alors le modéle vec(1,1) est défini par
vech(Hy) = w + Avech(X;—1X[_,) + Bvech(H;_1) (3.2)

tel que w est un vecteur de dimension {d(d+ 1)/2} x 1, H; est une matrice symétrique définie positive

de dimension d x d et A, B sont des matrices d valeurs réels d’ordre d.'?

Un modéle GARCH bivarié s’écrit :

2
w1 air a2 Xiiq bi1 bi2 hit—1
hy = + ) +
wo as1 G2 X541 b21 b2 hat—1
Exemple 3.2.1 si d=2 on a
2
hiit w1 a ai2 a3 Xii1
vech(H;) = ha1t =|wa |+ a1 a22 a23 Xi—1X241
2
haat w3 asy asz ass X541
(3.3)
b11 b12 b12 hi1—1
+ | bu b2 bas3 hat,i—1
b31 b32 b33 haa -1
on a
2
, Xit1 X1,0-1X2,1—1
Xt—lXt—l =

2
X2,t—1X1,t—1 Xz,t_l

1. vec est un opérateur qui met en une seule colonne les colonnes d’une matrice
2. vech est un opérateur qui met en seule colonne la partie triangulaire supérieure d’une matrice
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3.3. Modéele BEKK 28

donc

vech(Xi 1 X, _1)=

Xi1,4-1X2,1-1 (3.4)

Le nombre de paramétres est égal a 21 qui red ’estimation difficile, donc les auteurs ont supposé que les

matrices A et B sont des matrices diagonales.

3.2.2 La spécification DVEC

Le modéle diagonal est un modéle tel que les matrices A et B sont supposées diagonaux, les éléments

de la matrice H; sont donnés par I’expression suivante :
vech(Hy) = w + Avech(X;—; X,_;) + Bvech(H,;_;) (3.5)

de notre exemple précédant on obtient :

hi1 w1 a1 0 0 X12,t—1
hait =lw | +] O a2 0 | Xy -1 X1
h w 0 0 a X2z,
22t 3 33 341 (3.6)
b11 0 0 hi1,4—1
+1 0 bao 0 ha1t—1
0 0 bss hao -1
de (3.6) on a
hi1t = wy + a11X12,t71 +b11hiti—1,
ha1s = w2 + a2 X1 11 X2 -1 + baghoy 11, (3.7)

2
hoor = w3 + a3 X3, 1 + bzzhao 1

3.3 Modéle BEKK

Les modeles vec(1,1) et DVEC n’assurent pas la définie positivité de la matrice variance-covariance

Baba, Engle, Kroner et Kraft [1] ont proposé le modéle BEKK, ce modéle est donné par :

1
2

Xt = Ht s
(3.8)
9 K p K
Hy=w+ 3 > AuXe—i Xy Al + > > BrjHi— By,
i=1k=1 j=1k=1

oll w est matrice de taille d X d symétrique définie positive, notons w = C'C” tel que C est une matrice

triangulaire inférieure A;i, Bji sont des matrices de dimension d, pour faire une relation entre (3.8) et
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(3.1) on utilise 'opérateur vech et ses propriétés pour 'écriture vectorielle suivante :

K

q P
vech(Hy) = vech(w Z szt—z‘XtLiA;k Z Z Ht—jB;/Cj)
i=1 =1

HMN

7. K p K
= vech(w) +vech(3] > AuwXe—i Xy ; Al + > > BrjHi—;By;)
j=1k=1

i=1k=1

=

9 K p K
= vech(w) + Dfvec(Y. > AuXi—i X[ Al + Z Z kjHi—jBj;)

i=1k=

—

= vech(w) + 2::

m»

(Ai, ® Aig) Davech(X—i X;_;)

HMN

P
Z (Bt ® Biy) Divvech(Hy-y).

Donc notre modéle BEKK est donné sous forme (3.1) tel que A®) = D; ST (A ® Ag)Dg, BY) =
k=1

K
D} 3" (Byj ® Byj)Dg pour tout i =1,...,get j=1...,p
k=1
Le nombre de paramétres de la matrice A® est (d x (d +1))? dans le modéle 3.1 et K x d? dans ce cas.

Pour K=1 et pour GARCH(1,1) le modéle BEKK devient
Ht =w + AlXt_lXé_lAll + BlHt—lBi- (39)
Pour voir la définie positivité de la matrice H; on a besoin de la proposition suivante :

Proposition 3.3.1 (Engle et Kroner [10]) St Hy, H_1,...,H_,1 sont tous définies positives, alors H
est définie positive pour toutes les valeurs possibles de X; si C est matrice de plein rang ou si B; est

matrice de plein rang pour tout i =1,...,p.

3.4 Modéles a Corrélations Conditionnelles Constantes (CCC)

Le modeéle a Corrélation Conditionnelles Constantes (CCC) a été introduit par bollerslev [2], dans
ce modeéle les corrélations conditionnelles sont constantes et les variances et covariances varient dans le

temps, il est donné par :
H; = D:RDy,

Dt - dng( \V h‘ll,ta \V/ h’22,t7 s \/ h’dd,t)7 (310)

q p
ht =w+ Z Aithi + Z tht,j,

i=1 j=1

ot H; :matrice de dimension (d+ 1) x (d + 1) des variances conditionnelles de X;.
D, :matrice diagonale d’ordre contient les écarts-types de Xj;.
R :matrice de dimension (d 4 1) x (d + 1) des corrélations constantes.

Les matrices A; et B; sont des matrices carrées de dimension (d x d) a coefficients positifs, on peut écrire
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. ~ ~ 1 , . . .
X comme suit X; = D7 tel que n; = R21; est un vecteur centré de matrice de variance-covariance R.

La corrélation conditionnelle entre X;; et X;; a 'instant ¢ — 1 est donnée par :

o i
Pij,t = 1

T 3.11
(hiit)2 (hjje)= (1)

N=

telsque j=1,...,deti=j+1,...,d, donc de (3.11) on obtient h;;; = pmt(hiit)%(hjjt) .
La matrice R est écrite comme suit :
1 P12 P13 pid

P21 1 p23 e P2d
R=1ps P32 1

Pd—1d

Pdi Pd2 e Pdd—1 1

la matrice H; est définie positive car D; est une matrice diagonale contenant les éléments positifs

\/hn,u \/hgg,t, e \/hdd,t et la matrice R est constante par rapport au temps de dimension d et qui a
les éléments p;; et 1 sur la premiére diagonale et on a :
{(pour tout x non nul tel que z € R%, 2’ H;z > 0} est équivalente & 'expression {(z'D;RD; = > 0Vx €

R? z # 0)}

Stationnarité du modéle a corrélations conditionnelles constantes

Etant n; = R%m alors X; =I'th; avec

2., 0o ... 0
0
Ft =
0 2

La multiplication de ’expression de h; par I' donne :

q P
Xt = Ftw + Z FtAith’i + Z PtAZ‘Xt,ithtfj et comme

=1 Jj=1
q P
hi =w+ > A;X;_;+ > Bjh,_; si on remplace successivement lesiet jtqi=1,...,¢,5=1,...,p alors
i=1 j=1
X =Tw+ T A1 Xy 1+ Bihy

=Tw+ T A2 Xy o + Bohy o

=Tw+ T Ag1 Xi—gr1 + Bprihi—pt1 et
ht =w+ A1 X414+ Bihi—1 + As X9 + Bohy—o + ... Byht_p1 Temarquons que ce systéme donne une
écriture vectorielle
notons b; = b(n;) = (M'w,0,...,w,0,...,0) € Rir+a)
ze= (X, oy Xeguts hi ooy he_py1) € RIPHD,
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et
I . T,A, B . I.B,
1 0 .. 0 0 S 0
0 1 0 0 0
0 I, 0 0 0 0
A = (3.12)
Ay A, B B,
0 0 I 0 0
0 0 0 1 0
0 ... 0 0 0 R 0
A; est une matrice taille (p + ¢)d x (p + ¢)d. Donc écriture vectorielle est donnée par :
Zt = bt + Atzt—1~ (313)

3.4.1 Stationnarité stricte

La stationnarité stricte du processus X; est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 3.4.1 [5] Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un processus strictement sta-
tionnaire, solution non anticipative du modéle 3.10 est que v < 0, ot v < 0 est le plus grand exposant de
Lyapounov de la suite (A),o, définie par (3.12), Cette solution stationnaire non anticipative est unique

et ergodique.

Preuve voir [8] p 362

les propriétés de la stationnarité stricte de X; sont donnés par le corollaire suivant

Corollaire 3.4.1 Soit v le plus grand exposant de Lyapounov de la suite Ayycy et soit B(z) = 14— 2By —

... — 2P By, un polyndme de coéfficients matriciels, on définit la matrice B par

Bi By ... B,
I 0 ...0

B=1|o0 I,  ...0 (3.14)
0 I 0

Alors si v < 0, on a les propriétés équivalentes suivantes :
1) Les racines de det B(z) sont de module plus grand que 1.
2) p(B) <1

Le probléme posé sur le modéle CCC est que dans la pratique les corrélations conditionnelle varient et

nous avons supposé qu’elle sont constante ,donc le s chercheurs ont donné autre modéle pour améliorer la
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recherche et garantir des résultats mieux, ¢a s’appelle le modéle & corrélations conditionnelles dynamiques,

on verra prochainement.

3.5 Modéles a Corrélations Conditionnelles Dynamiques(DCC)

La généralisation du modéle CCC est dite modéle & corrélations conditionnelles dynamiques noté

(DCC), a été introduit par Engle [3] et donné par :

1
Xt = Ht2 T]t,
(3.15)
Hy = DyR, Dy,
Ou n; est un vecteur colonne des erreurs (iid) tel que E(n;) =0 et E(myn;) = I,
H; :matrice de taille d des variances conditionnelles de X;.
D; :matrice diagonale de taille d contient les écarts-types de X;.
R; :matrice de taille d x d des corrélations conditionnelles, ses éléments sont r;;; définies par :
Pijt ST1F J
Tijt =
lsii=j
La matrice R; peut se composer a
Ry =Q'Q:Q" 7, (3.16)
tel que
Qt = (1 —a— b)Q + @Xt—lXt/_1 + th—h (317)
Tse et Tsui [11] donne la formule suivante :
Ri=01R+02¢_1+03R;_1. (3.18)

Ou R est une matrice de corrélation constante, ; des scalaires de somme égale a 1, ;1 est la matrice
de corrélation empirique et R; est la matrice de corrélation.

(3.18) est identique & un GARCH(1,1) tel que 61 R = w, 63 = a et 03 = § et pour préciser la dynamique
de R; on pose R; = (diath)_%Qt(diath)_% ou diagQ); est une matrice diagonale a les mémes éléments

diagonaux que @, Q; est la matrice de variance. Engle [3] propose :
Qi =01Q + 02X, 1 X{ | +63Q; 4 (3.19)

ol Q est la matrice de variance, les deux equations (3.18) et (3.19) ont le méme but de tester ’hypothése
de covariance conditionnelle constante qu’il est vérifié si 83 = 03 = 0 et obtenant (); = Q et R; = R ceci

le but.
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Chapitre 4

La théorie asymptotique

4.1 Introduction

Pour estimer les parameétres d’'un modeéle MGARCH on a besoin de deux choses essentielles, la forte

consistance et la normalité asymptotique.

4.2 L’estimateur du Quasi-Maximum de Vraisemblance

On va établir les conditions de normalité et de forte consistance, pour une réalisation de longueur n

(X1,...,Xn),tel que
Hi = DR Dy,

Dy = diag(v/haits Vhaot, - - -, ), (4.1)

q p
hi=w+ > AiXi—i + >, Bjihi_;,

i=1 j=1
La quasi-vraisemblance gaussienne est donnée par

—1
Ln(e) = LTL(H;le--w ) Ht 1 mexp(—%X;Ht Xt)

log L(0) = log(IT;— 1mexp(—*XH 'X1))

— — 4 log(2m) — § log(det(H,)) — §X/H; ' X,

(nlog(det(Hy)) + X;H; ' Xy)

1
2

= logdet(H,) + X/H; ' X,

Soit k le nombre de paramétres a estimer donné par

k=d+d*(p+q) + @ et soit 6 le vecteur des parameétres tel que
0= (01,...,0,) = (W, al,...,a0, B1,...,8,,p) = (W, B, p), ot

33
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I
p' = (P21, Pd1, Pd1, - - Pd2s -+ Pdd—1)

: : A / / / / / AV ! / ! /7 \/
soit 0y la vraie valeur du paramétres tel que 6y = (wp, apy, - - - Qg Bo1s - -+ Bops A1) = (Wos 5 Bos p6)'-
Sous les conditions d’identifiabilité, un estimateur du Quasi-Maximum de vraisemblance est définie comme

toute solution mesurable de §n tel que

L,(0) = in 7, 4.2
arg max Ly, (9) = arg min [,(6) (4.2)

ou I,(0) =n?! zn: Iy et Iy = 1,(0) = X{H; ' X; +log | H; |. Le choix des valeurs initiale d’aprés [%] est
choisi par exemgiel

Xo,... X1_g, b1, hg ... hi_p =0

Xoy. o X1 gy by ho o hy_p = w.

Dans la suite on montre la convergence forte et la normalité asymptotique de 'estimateur du Quasi-

Maximum de Vraisemblance on a besoin de deux définitions principales :

Définition 4.2.1 Un estimateur gn est dit consistant si §n L% 0y ou 0y est la vraie valeurs de paramétre

et HA,L est le parameétre estimé.

Définition 4.2.2 La normalité asymptotique signifie que la différence entre le paramétre estimé et la

vrate valeur est une loi normale i.e, \/ﬁ(ﬁn —bp) £, N(0,C) tel que C est une matrice définie positive.

4.3 La consistance de ’estimateur

on a . )
ht = W+ZAiXt—i +Ztht_j, (43)
i=1 j=1
autre écriture de (4.3) est donnée par :

}/t =c + Bi/t—l- (44)

/ q
Tels que Y; := (ht, he 1,..., ht_p+1) o0 = (w+ > A; X 4,0,...,0) et la matrice B donnée par
i=1

7

B, By ... B,
I 0 ...0

B=|0 I ..0 (4.5)
0 I 0

la consistance est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.1 supposons que :
C1 : © est compact
C2 : Le modéle satisfait les hypothéses de la stationnarité et l’ergodicité et les hypothéses de l’identi-

fiabilité.
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C8 : E(|ln)® < oo pour tout s >0
C4 : p(B) < 1.

Sous les conditions C1-CY alors é\n 2% 00 ;

Preuve 4.3.1 Pour tout 6 € © et pour tout k entier, soit Vi (6) une boule ouvert de centre 0 et de rayon
r = 1, soit Vi(60) U {Ugcorvi(6,)(Vi(0))} un recovrement owvert de © alors par la compacité de © il
eziste 61, ...,0; € ©\ Vi(6y) tel que © C Vi, (6p) U {ngl(Vk(Qi))} ot j est dépend de k, on démontre par
Uabsurde :
supposons que 0, & Vi(8) N © donc 8, € Vi,(6p) U {ngl(Vk(Gi))} no

maintenant, on suppose que 0, € {Vi(6;) N O} \ Vi(6o)

E(l1(6p)) =lim inf fth(GO)

n—>oo

>lim inf 1 Z lt(90) —lim sup sup | - Z 1:(0) —

n—soo™ n—o000cO® t= t

:\H
M=
~
=
=

Il
_

N
= lim inf mf%Z:l( n)

n—oofec®

N _
> liminf 2 37 1,(6)
t=1

N
=l oL o i O)
> lim LS00~ tim swp sup | 33 0(0)— £ S 10) |
eevk(el)m@/vk(eo) = n—roo =1
> lim LS 1(o0)
GEVk(Gl)ﬁ@\Vk(Qo) t=1
_E inf 1(6) —s E(11(61))

0€ Vi (01)NO\ Vi (00)

ces résultats sont faites & Uaide des lemmes (Voir Uanneze). b, € Vi(0;) N © donc contradiction. On a

donc démontré le théoréme de consistance.

4.4 La normalité asymptotique

Pour établir la normalité asymptotique de 'estimateur de QMYV on ajoute les deux conditions sui-
vantes :

C5 : 0y est point intérieur de ©

a6 B(|lnll)°

et on donne le théoréme suivant

Théoréme 4.4.1 Sous conditions C1-C4 et C5-C6 alors /n(6, — 6,) £ N, J 1T tels que J =

8214 (6 Ol (0p) Ol (6,
B(%an). 1= B 2
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Preuve 4.4.1 D’abord, on les matrices I et J sont biens définies d’aprées le lemme suivant

Lemme 4.4.1 1) E||alt(00) 9l (60) | < o0

96’
821,(0
2) E| Zopag |l < oo.

3) Il existe un voisinage V(0y) tels que pour tout i,j et k E sup | 66%(0)

5,06, 00, | < -
0V (60) EeChet

Si on prend 6,, < 0* < 90 alors le développement de Taylor de la fonction score en 6y donne

.
\} Z alt % ; az;(fn) + (n s 8;;(;97) V(B — 90)) (4.6)
tel que
O00)) — To1a — 12 Gyt 1 00)) i 00) 1 00) (@)
B0 /7 1) = Tr(1y — HE Go)nent) Hy * (60)) Hei(80) Hy  (6))
= Tr(ly — L) Hyi(00)H; * (69)) (4.8)
=0.

(89{;) est stationnaire ergodique et par le théoréeme centrale limite de Martingale alors

— N(0,1)) (4.9)
on utilise le lemme sutvant :
Lemme 4. 4 2 on a les résultats
— ”\F Z aza(go) alt(oo)” — 0 quand n — oo
N 2 2
— sup ||l 880[:9(00/) - 83639, | Lo quand n — 00
9cV(6o) =1
alors 3 N N -
1 0l(0p) 1 0l (o) 1 Ol (6o)  Ol(6y) P
— = — — — — 0,1 4.10
n; B n; 26 n; BT 0 W0, 1)) (4.10)

N .
(1) L50. Si on fait le développement de Taylor de + ag%z/) en Oy en i et j"° on obtient :
i=1

n

N N i
Lo (07 _ (1= Pllfoy |, 1x~ 0 0L, .
<ﬁ — 0000’ ) i (ﬁ 06000’ )” T @( 9000 )i, (6" — o) (4.11)

(2)

ot 0 est entre 0* et 0, en appliquant le lemme 4.4.2 et le théoréme ergodique
az [
St )il

. z 821,(0
lim sup |13 2 89},(9,))1',3' < lim sup E suPgev (a0) || 55 (Fama )i
n—oo  ¢=1 n—o0" (=1

9 (9%1:(8
= Esup||%( 693(‘9')>ij” < 0.
on a ||0* — 0|l — 0, si on applique le théoréme ergodique sur la quantité (2) de 4.11 on obtient :

N N - N
%1, (0” P . 21 (0" 21, (0"
(% 858(9’)) — (0, J) et par le lemme 4.4.1 on obtient (% Py 80t<’§9/)> - (%tﬂ aés[gg/))
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4.5 L’estimation de modéle D.C.C

Le modeéle DCC a été proposé par par Engle [], dans cette section on va estimer les paramétres du
modéle DCC en utilisant la méthode QMYV et suivant le type des erreurs, 'analyse du modéle DCC a
donné une matrice de variance-covariance te grande taille, traitée par Engle et Sheppard [7]

Tse et Tsui [11] proposent :
Ri=01R+ 602V, 1 +03R;_1, (4.12)

3
tels que Y 6; = 1, R la matrice de corrélations constantes et U;_; est la matrice de corrélation empirique
i=1
de Xt—l, ey Xt—M,

1
onaX;=Hm

1
Xp (—%X,{HtXt) ’

la vraisemblance est donnée par : L(f) = HiV: | @) det(HL) o soit 6 l'ensemble des para-
métres de Hy, divisé en deux groupes : ¢ = (w, 1, - . ., Qig, Bit, - - -, Bip)

¢ = (a,b)

si on met le logarithme de la vraisemblance on obtient

N
log L(B) = —% S (nlog(2m) + log(Hy) + X, H; ' X,)

t=

=

(nlog(2m) + log(D:R;Dy) + X/ D; 'R, ' D; 1 X,)

M=

1
2
t

Il
-

(nlog(2m) + 2log(| Dy |) +log | Ry | +X/D;*R;'D;7 1 Xy)

M=

_1
2
t

1
D’aprés Engle [3], L(6,¢) = L,(0) + L.(6, ¢) tq
N

Ly(0) = =3 > (nlog(2r) + 2log(| Dy ) + XD, ' D; ' X,
t=1

et Lo(0,¢) = —3 gj log(| Re |)+mn;Rime — e Donc lestimation des paramétre passe par deux étapes : la
premiére étape esfnzrrllaximise 0* = arg max L, (0) et la deuxiéme étape est maximiser ¢* = arg mgx L.(0,¢),
dans la premiére étape on remplace la matrice R; par la matrice identité on obtient :

) g:llog(%r) + log(hit + if::*) et la deuxiéme étape et aprés les simplification on obtient L.(0, ¢) =
i=

M=

1
2

~
3

—-1 t;(logﬂ R: |) + R, *n;) alors lestimateur est ¢* = arg max L(0, ) Dans ce chapitre on va estimer
les paramétres de modéle DCC-GARCH selon la distribution des erreurs, Gaussien et Student.

Les erreurs suivant la loi de Gauss

Si 1y sont les erreurs gaussien multivariés distribués alors la densité jointe de 1173, ..., n, est donnée
par
~o1 1,
= - €Xp — = 4.13
£(ne) tl;[l @] F O (4.13)

tel que E(ny) =0 E(mqm;) =1 t=1,...,n. La vraisemblance est donnée par

n

1 1
L) = ———— Sa H } 414
0 =11 Gy qurggs = {3 (@19
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tel que 6; représente l'ensemble des parameétres et regroupé a deux : (o, ¥) = (¢1,...,¢n, ¥) o0 ¢ =
(@0is- - iy Bois- - Bpi) i =1,...,n tel que p et q Pordre d’'un modéle GARCH univarié et U = (a, b),

a; = Ht%nt tels que a,b des constantes de (3.17). On calcule le logarithme de vraisemblance de (4.14)

(nlog(27)) + log(det(H,)) + o' H; *a;)

M=

log(L(6,) =}

~~
Il
—

(4.15)

(nlog(27)) + log(det(D;R; D) + a,D; * Ry ' D; tay)

M=z

_1
-2

~
Il
-

= —1 3" (nlog(2m)) + 2log(det(Dy)) + logdet(R;)) + a,D; 'Ry ' D; ' ay

M=

~
Il

1

mais comme 6 est regroupé on calcule encore la vraisemblance de ces deux groupes donné par log(Li(p))

et log(L2(¥)), remplagons R; par I; dans (4.15) on obtient

N
log(Li(p)) = —3 X (nlog(2m)) + 2log(det(Dy)) + log det(In)) + a; Dy ' I, Dy ay

t=1

N
= —3 . (nlog(2m)) + 2log(det(Dy)) + a; Dy ' [, Dy ay

(4.16)
1 N n X2
-T2 t;(n log(2m)) + z [log(hit) + }L::D
N 2
X2
=-1 t;[log(h )+ 2]+ est)
Donc il reste a estimer ¥ = (a,b) comme :
N 1 1
log(L2(¥)) = —3 3 (nlog(2m)) + 2log(det(D;)) + log det(R;)) + a; Dy "1, Dy 'ay
t=1
(4.17)
N
= —1 > (nlog(2m)) + 2log(det(D;)) + log det(R;)) + ajR'ay)
t=1
la matrice D; est indépendante des paramétres on peut exclure les constantes et maximisons :
N
log(L3(¥)) = —3 - (logdet(Ry)) + X{Ry ' X).
t=1
Les erreurs suivant la loi de Student
La densité jointe de 71, ...,nx est donnée par
vin
fln/v) = Hi\]:l W[l + "‘"’] tel que 7(.) est la fonction Gamma, donc la vraisemblance est
donnée par
N vtn rrr—1_ o _ntv
H
log(L(6)) = [ (5 ”) i+ “tv t ;‘t} ) (4.18)
1 (30— 2))2 det(H})
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on obtient en remplagons H; par D;R;D; et mettre le logarithme de (4.18)

log(L(0)) = 3 (1ogl(*2)] ~ logly(3)] — logln(v —2)] —  logldet(D Ry

(4.19)

I y—=1p—1p7—1
v+n a, D, "R, "D, "a;
) log[l + viz . } ’

0 est divisé en ¢ et U tels que (p, ¥) = (p1,...,9n,¥) o0 @ = (Qo4y - -+ Cgis Bois- -+ Opi) 1 =1,...,N
et ¥ = (a,b,v), I'estimation passe par deux étapes : dans la premiére étape on fais les mémes calculs

comme dans (4.16) on obtient :
N

log(L1(9)) = 55(— 52 [log(hi + X)) + est).

R |
Il reste a estimer les paramétres a, b et v, on a :

log(Ly(¥)) = f)(logh(”?”

) —log~(3)) — 5 log[m (v —2)]

a —1p—1 71(1/
—% log|det(D; Ry Dy)] — % log[1 + %]

Mz

(log[y(*5™)] —log~(3)) — % log[m(v — 2)]

t=1

—1log[det(R;)] — log[det(Dy)] — £ log[1 + @]

on néglige les constantes et D; ne dépend pas des paramétres alors I’estimation de ¥ est donné par

N

log L3(W) = 3= (log[y(*5

t=1

#)] —logy(3)) — 5 log[m(v — 2)]
(4.20)

— 1 logdet(R;) — 2 log[1 + m].
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Annexe A

Quelques éléments de base

A.1 Rappel sur les probabilités et statistiques

Définition A.1.1 processus aléatoire
Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires (Xi)ier définies sur espace probabilisé

(F,P,w) tel que T représente un intervalle de temps.

Définition A.1.2 Variable aléatoire centrée et réduite :
Une variable aléatoire X est dite centré si E(X) =0

. Une variable aléatoire X est dite réduite si Var(X) = 1.

Définition A.1.3 La loi normale
on définit la loi normale par :

fla) = —eap(—1(2=2)2)

o

tel que m est la moyenne et o2 est la variance de z.

Définition A.1.4 L’univers Soit ) = (w1, ws,ws,w,) un espace fini d’états, représentant les différents

états possibles de la nature a un instant donnée. On appelle cet espace l'univers des possibles.

Définition A.1.5 La tribu Soit A une partie de P(A), on dit que A est une tribu si et seulement si elle
vérifie :

1)0e A

2) pour tout partie B de A B € A

3) Pour toute famille dénombrable (B;)icr de A alors | J;o; Bi est aussi un élément de A

Définition A.1.6 Probabilité P est une probabilité définie sur l’espace probabilisable (2, A) si et seule-
ment si P est une application de A vers R qui vérifie les propriétés suivantes :

a) 0<P(A)<1VAcA

40
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b) p(Q2) =1

¢) Pour toute famille finie (B;)o<i<nd événements de A deux & deux incompatibles P(J;_, B;) =

> P(By).
i=1
Définition A.1.7 (Q, A, P) est dit espace probabilisé.

Définition A.1.8 Soit une variable aléatoire X sur un espace probabilisé. Alors sont espérance peut étre

calculé comme suit : E(X) = Ey (E(X/Y))

Preuve A.1.1
E(X) :fix;oxf(x)dx

= [Zoow 75 Ixy (2, y)dyd
= [z ffooo Ix/v (@) fy (y)dydx
= ffooo fy () ffooo v fx /vy (v)dzdy

— By (B(X/Y)

Définition A.1.9 Fonction d’autocovariance et d’autocorrélation Si (Xi)iez est un processus telle que
Var(X;) < oo Vt € Z alors la fonction d’autocovariance v(.) de (X¢)iez est définie par

v(h) = Cov(Xy, Xoqn) = E[(Xy — 1) (Xegn — p)],VE, h € Z

Ainsi v(0) = Cov(Xy, X¢) = Var(Xy) = E(Xy — p)?), ot E(Xy;) = p.

dlog | A |= Tr(A™1)dA (A1)
dA™' = — A (dA)A™? (A.2)

On dit qu’une suite stationnaire est ergodique si elle satisfait la loi forte des grands nombres.

A.2 Stationnarité

La stationnarité c’est une propriété de stabilité, dans la suite nous présentons les différentes définitions

stochastiques de la stationnarité

A.2.1 La stationnarité stricte

Définition A.2.1 soit (Xi)icz un processus stochastique , X; est dit strictement stationnaire si ses

probabilités ne dépend pas de l’instant t.
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A.2.2 Stationnarité au seconde ordre

soit (Xi)tez un processus stochastique , X; est stationnaire au second ordre s’il vérifie les propriétés
suivantes :
a) E(X;) =m = cst
b) var(X;) = 02 = v,(0) vteT
¢) cov(Xy, Xiv9) = 72(0) VteT voeT

v2(0) :fonction d’autocovariance du processus.

Remarque A.2.1 1- a)b) de la définition précédante signifie que la moyenne et la variance sont
constantes au cours du temps, qui traduit la stabilité et vérifie ’homoscédasticité noté v(0).

2- D’une fagon générale un processus (Xi)iez est dite stationnaire d’ordre k si pour tout (ty,...,t,)
avec (t;) € T,pouri=1,...,n et si pour tout h € T avec tiyp, € T tous les moments jointes d’ordre
kde Xy, Xty
B{(Xe)™, . (X))} = B{(Xe, )" (Xt p0)* )

existent et sont identiques aux moments jointes correspondants de Xy, ,... Xy, :

A.3 L’ergodicité

Définition A.3.1 On dit qu’une suite stationnaire est ergodique si elle satisfait la loi forte des grands
nombres.

autrement dit : Un processus stationnaire (condition nécessaire) est ergodique si la connaissance des
moments peut étre obtenue a partir de l'observation d’une seule réalisation choisie de fagon quelconque
(c’est-a-dire sans répéter lexpérience), l'ergodicité est une propriété importante qui lie les moyennes

statistiques et les moyennes temporelles.

A.3.1 La loi fort des grands nombre de Kolmogorov

Soi X1, Xa,..., X, est un échantillon aléatoire de n réalisations indépendants tel que E(X;) = p; < 00
O 2
et Var(X;) = o0? < oo et > %% < oo lorsque n — +oo alors

i=1

1 n 1 n p.s
n Z:l Xi—5 Z:l pi — 0
= =
il existe deux types d’érgodisme :

A.3.2 L’ergodicité stricte

Un processus aléatoire est ergodique au sens strict, si tous les moments statistiques sont égauxr aux

moments temporels.
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A.3.3 L’ergodicité au sens large

Un processus aléatoire est ergodique au sens large (ou du second ordre), si il y a égalité des moyennes

statistiques et temporelles ainsi que des fonctions d’auto corrélation.

Théoréme A.3.1 Si (X;)icz est une suite strictement stationnaire ergodique et si (Yi)icz est définie
par' Yy = f(..., 241,24, Z1y1,...) ot f est une fonction mésurable de R>® dans R, alors (Yi)iez est

également une suite strictement stationnaire ergodique.

Théoréme A.3.2 (Le théoréme ergodique pour suites stationnaires) Si (Xi)iez est strictement station-
naire et ergodique, si f est mesurable et si E|f(... Xi—1, X¢, Xi41,...)| < 00 alors

n
1 fl X, Xy, Xepn) — Ef( X1, Xy, X)) pes
=1

A.4 Solution non anticipative

Définition A.4.1 On dit qu’une solution X; est non anticipative s’il est indépendante aux variables

Sfutures.

A.5 Tloperateur de retard

B'X}? =X},

Biht = hy—1;

Propriété A.5.1 1) vec(ABC) = (C' @ A)vec(B)
1) vec(A) = D,,vech(A)
1) vech(A) = D,(nﬂvec(A)
4) D, = (D}, D)"Y Dy,

A.6 Les types de convergence

Définition A.6.1 Soit (Xn)p>1 une suite de variables aléatoires et X une v.a. définie sur le méme espace
probabilisé (Q, F,P) On dit que X,, converge presque strement vers X si l’ensemble des w tels que X, (w)

converge vers X (w) a pour probabilité 1.

Définition A.6.2 Soit (X,,) une suite de variables aléatoires et soit X une variable aléatoire. On note
F,, la fonction de répartition de X, et F' celle de X. On dit que la suite (X,) converge en loi vers X si,

en tout point x ot F' est continue, on a :
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Définition A.6.3 Soit (Xn),>1 une suite de variables aléatoires et X une v.a. définies sur le méme
espace probabilisé(Q, F, P). On dit que X,, converge en probabilité vers X si :
Ye>0 lm P(|X,—X|>€¢=0

n——4oo

P
on écrit X,, — X, la convergence presque sur implique la convergence en probabilité.

Définition A.6.4 L’ésperance conditionnelle Soit (2, A,P) un espace probabilisé, et B une sous-tribu
de A. Soit également X une variable aléatoire réelle définie sur (2, A,P), et intégrable. Alors il existe
une unique variable aléatoire, appelée espérance conditionnelle de X sachant B, notée E(X|B), telle que
E(X|B) est B-mesurable ;

pour tout B € B, [, E(X|B)dP(w) = [5 X (w)dP(w).

Si B est la tribu engendrée par une variable aléatoire Y, on note aussi E(X|Y).

Propriété A.6.1 a) L’espérance de E(Y/X) est E(Y) et on écrit E(Y/X)=E(Y)
b) soit f: R — R. Alors E[f(X)Y/X] = f(X)E(Y/X)
¢) E(aY1 +bY2/X) =aE(Y1/X) + bE(Y2/X)

Définition A.6.5 La variance conditionnelle Si on observe X et estime Y, Uerreur obtenu de cette
estimation dite la variance conditionnelle notée Var(Y/X) tel que : Var(Y/X) = E[(Y — E(Y/X))?/X]
Var(Y/X) = B(Y?/X) - (B(Y/X))?

Remarque A.6.1 si A est une matrice symétrique m X m quelconque dans ce qui suit on aura besoin

des relations suivantes :

(i) vec(A) = Dyvech(A) tel que D,, ne comporte que les 0 et 1 de dimension m? x mL;U
(ii) vech(A) = D,,yvec(A) ou Dy,y = (D), D,,) D!,
(iii) vec(ABC) = (C' @ A)vec(B)
1 0 0
1 0 0 O
0 1 0
D,,+ est expliqué dans ’exemple suivant : Dy = (1), Dy = Dyy =10 % % 0
0 1 0
0 0 0 1
0 0 1

A.6.1 Stationnarité du modéle GARCH multivarié

La stationnarité au second ordre (X;):cz est stationnaire au seconde ordre s’il vérifie les trois
conditions suivantes :
(i) EX; <o Vte€Z,i=1,....,m
(ii) EX;y =p Vt€Z
(i) Cov(Xy, Xiyn) = E[(Xe — 1) (Xeqn — )] =T(h) Yh € Z, T(.) est la fonction d’autocovariance
de (X;)
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la stationnarité stricte on a vu dans le chapitre 1 la stationnarité stricte, qui reste le méme dans le
cas d’un processus multivarié. supposons que A est inversible pour les résultats R2-R7 Si f(A) est une
fonction scalaire d’une matrice A dont les éléments aij sont considérés comme une fonction d’une variable

x alors

0f(A) _~0f(A)day; ., Of(A) <~ 0A0A
oz ’ZJ day; 0z~ Coa T2 oraa) (4-3)
oc' Ac ,
W = CC (A4)
/ li
Ir(CABA) _ ipp 1 B AC! (A5)
DA
Olog | detA|
T = A (A.6)
-1
0A7 4194 (A7)
X X
oTr(CA-'B)
) (A8)
dTr(CAB)
= BC (A.9)

Corollaire A.6.1 Si (vs, F;) est une suite stationnaire et ergodique d’accroissements de martingale de
carré intégrable, telle que o2 = Var(v,) # 0, alors

n
n"z > v £, N(0,02)

t=1

3
Lemme A.6.1 [l existe un voisinage v(6y) tel que pour tout i,j et k Esup | % \
100

0cv(6o)
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Conclusion Générale

L’objectif de ce travail est d’estimer les paramétres d’'un modéle GARCH multivarié mais & cause
de sa difficulté, on a utilise DCC-GARCH, les modéles GARCH univariés et ses propriétés essentielles
comme la stationnarité et ’ergodicité sont introduites, 'estimation des paramétres d’'un modéle GARCH

a été fait par la méthode de Quasi-Maximum de Vraisemblance.
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