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Résumé

Pour un graphe G = (V| FE), une fonction domination romaine double est une fonction
f:V —4{0,1,2,3} ayant la propriété que si f(v) = 0, alors le sommet v doit avoir au moins
deux voisins assignés 2 ou un voisin w avec f(w) = 3, et si f(v) = 1, alors le sommet v doit
avoir au moins un voisin w avec f(w) > 2. Le poids d’une fonction domination romaine
double f est la somme f(V) =" ., f(v), et le poids minimum d’un fonction domination
romaine double sur G est le nombre de domination romaine double de G, noté par v,5(G).

Dans ce mémoire, nous présentons en premier lieu une borne inférieure sur v,5(G).
Ensuite nous donnons quelque caractérisation de bornes existantes pour certaines classes de
graphes. Enfin nous donnons une amélioration d’un résultat de type Nordhaus-Gaddum sur

var(G) avec caractérisation.
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Abstract

For a graph G = (V, E), a double Roman dominating function is a function

f:V —{0,1,2,3} having the property that if f(v) = 0, then vertex v must have at
least two neighbors assigned 2 or one neighbor w with f(w) = 3, and if f(v) = 1, then
vertex v must have at least one neighbor w with f(w) > 2. The weight of a double Roman
dominating function f is the sum f(V) =" ., f(v), and the minimum weight of a double
Roman dominating function on G is the number of double Roman domination of GG, denoted
by Yar(G)-

In this memory, we first present a lower bound on 7,;(G). Then we give some charac-
terization of existing bounds for some classes of graphs. Finally we give an improvement of

a Nordhaus-Gaddum result on 7,;(G) with characterization.
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Introduction

La théorie des graphes est un outil important et essentiel de la recherche opérationnelle.

Elle vise & modéliser et résoudre des problémes concrets issus du monde réel, notamment
les problémes dont 1’objectif est de sélectionner la meilleur solution parmi un ensemble fini
d’alternatives, par exemple, le réseau électrique, réseaux de transport (ferries, routiers,
aériens), réseaux d’ordinateurs et ordonnancement d’un ensemble de taches.

Généralement, les problémes pratiques modélisables par les graphes sont de nature com-
binatoire ou il est souvent question de recherche de structures optimales particuliéres, telles
que clique maximum, stable maximum, coloration minimum ou dominant minimum.

Plus d’un siécle plus tard, en 1962, Ore [6] a été le premier & publier sur la domination
dans les graphes et donna 'appellation actuelle du nombre de domination. La domination
a connue sa véritable expansion aprés les travaux de Cockayne et Hedetniemi en 1977 [10].
Les deux livres de Haynes, et Hedetniemi Slater [1] [2] témoignent de la pertinence et de
I'intérét accru de ce sujet dans les derniéres années.

Le coté pratique et appliqué de la domination a été souvent la cause de la naissance
d’autres et nouveaux parameétres de domination. En effet beaucoup de paramétres de dom-
ination ont vu le jour lorsqu’on impose a la domination une condition supplémentaire dans
le graphe considérée.

Parmi les types de domination qui existent, nous nous intéressons dans ce mémoire a la
domination romaine double. L’étude de la domination romaine double a été introduite par
Beeler, Haynes et Hedetniemi [15](2016).

Ce mémoire est composé de trois chapitres:

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques concepts de base de la théorie des

graphes, ainsi que les définitions nécessaires utilisées tout au long de ce mémoire.
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Dans le deuxiéme chapitre, nous rappelons les définition de la domination, la domination
romaine et la domination romaine double et nous rappalons certains résultats existants
(quelques propriétés, quelques bornes sur 7y,;(G) pour certaines classes de graphe).

Dans le troisieme chapitre, nous présentons une borne inférieure sur v,5(G), nous don-
nons la caractérisation de certaines classes de graphes G avec v,5(G) = 2(n — A(G)) + 1
et 7,z(G) = 2(n — A(G)). Enfin nous donnons la caractérisation des graphes attiegnant la
borne de type Nordhaus-Gaddum pour v,5(G).

Et en fin, nous donnons une conclusion sur le travail accompli.



Chapitre 1

Notions fondamentales de la théorie

des graphes

Ce premier chapitre est consacré aux définitions des principales notions utilisées dans ce
mémoire. Pour chacune d’entre elles, nous essayerons de donner une définition et ainsi une

notation.

1.1 les graphe:

1.1.1 Définitions:

On étudie des graphes G = (V, E), ou V est un ensemble des sommets, et £ est un
ensemble de paires des sommets appelées arétes. L’ordre de G est le nombre de ses sommets
noté n = |V|. La taille de G le nombre de ses arétes noté m =| E |. Un graphe simple est
un graphe sans boucles et sans arétes multiples. Un graphe est dit trivial s’il ne possede
qu'un seul sommet. On note uv € E 'aréte joignant les sommets u et v € V. u et v sont
appelés les extrémités de I'aréte. On dit que deux sommets u et v sont adjacents, s’il existe
une aréte les reliant, c’est a dire si uv € E.

Voisinage:

On appelle voisinage ouvert d’un sommet u, noté Ng(u) ’ensemble des sommets adjacent a

u dans G. Le plus souvent, quand le contexte étant explicite, on notera simplement N (u).



1.1. les graphe:

Le voisinage fermé d’un sommet u désigne 'ensemble N[u] = N(u)U{u}. On parle aussi un
voisinage ouvert d’un sous-ensemble S C V', noté N(S), pour désigner 'union des voisinages
ouverts des sommets de S. De méme, le voisinage fermé N[S] de S est 'union des voisinages
fermeés des sommets de S, autrement dit N[S] = N(S) U S.
Degré d’un sommet:

On appelle degré d’'un sommet v dans G, noté dg(v), le nombre d’arétes de G incidents a
v. Le degré minimum d’un graphe G, noté §(G), est le minimum des degrés de ses sommets
(0(G) = min,ey dg(v)). De méme, le degré maximum de G, noté A(G), est le maximum

des degrés de ses sommets (A(G) = max,ey dg(v)).

Sommets particuliers:
On appelle sommet isolé un sommet de degré 0. Un sommet de degré 1 est appelé sommet
pendant. L’unique sommet qui est adjacent a un sommet pendant est appelé sommet sup-

port.

Sous-graphe et sous-graphes induit:
Le graphe H est dit sous-graphe d’un graphe G lorsque V(H) C V(G) et E(H) C E(G).
Un sous-graphe H de G est dit induit si F(H) contient toutes les arétes de G dont les deux
extrémités sont dans V(H). Pour définir un sous-graphe induit de G il suffit de considérer
un sous-ensemble A de G. En outre, ce sous-graphe induit sera désigné par G[A]. On dira
aussi que A C V(@) induit le sous-graphe correspondant. (voir Figure 1.1.1 ). Soit v un

sommet de V. On notera G — v le sous-graphe G[V — {v}].

G=(V,E) Ga = (Va, Ey) Gp = (Vp, Ep)

Figure 1.1.1 : Un graphe simple GG, un sous-graphe G4 et un sous-graphe induit Gz.



1.1. les graphe:

Graphe partiel:
On appelle graphe partiel de G = (V, E) tout graphe H = (V,E’) tel que
E’ C E. Un sous-graphe d’un graphe partiel de GG est appelé sous-graphe partiel de G
(voir Figure 1.1.2 ).

G=(V,E) H=(V,E")
Figure 1.1.2 : H est un graphe partiel de G.

Connexité:
Un graphe G = (V, E) est connexe s’il y a une chaine entre n’importe quelle paire
des sommets de V' distincts du graphe G. Dans la Figure 1.1.3 | le graphe G est connexe
puisque il contient une seule composante connexe et le graphe H est non connexe car il

contient deux composantes connexes.

2 A

Figure 1.1.3 : GG est connexe, H est non connexe avec deux composantes connexe.

La complémentarité:
Soit G un graphe quelconque. Le graphe complémentaire d’un graphe G, noté G, est le

graphe avec le méme ensemble des sommets |V (G)| = )V(G_)‘ et

E(G)={w :ueV(G),veV(Q) et uv ¢ E(G)}.



1.1. les graphe:

Autrement dit, le complémentaire du graphe G = (V, E'), est un graphe avec le méme
ensemble de sommets V tel que deux sommets sont adjacents dans G si seulement s’ils ne

sont pas adjacents dans G. (voir la Figure 1.1.4 ).

(a) (b)

Figure 1.1.4 : (a) un graphe G et (b) son complémentaire G.

Couplage:
On appelle couplage S de G un sous-ensemble d’arétes de E deux a deux non adjacentes.
Un couplage maximum est un couplage de taille maximale et noté 5(G). Un sommet x de
G est dit saturé par le couplage S s’il existe une aréte de S incidente & z. si non, x est dit
insaturé par S. Un couplage qui sature tous les sommets de G est appellé couplage parfait
dans G.

Stabilité:
Un ensemble des sommets de G est stable (ou indépendant), si I’ensemble de ses sommets
sont deux & deux non adjacents. Un stable maximum est un stable de cardinalite maximale,

le nombre de stabilité noté o(G).

1.1.2 Les graphes particuliers:

Graphe complet:
Un graphe complet est un graphe ot chaque sommet est adjacent a tous les autres sommets.
Le graphe complet d’ordre n est noté K,,. Dans ce graphe chaque sommet est de degré n —1

(voir Figure 1.1.5 ).



1.1. les graphe:

Graphe discret:
On dit qu'un graphe G = (V, E) est discret ou nul s’il ne contient aucune aréte, c’est

a dire que E = ¢ et noté K, (voir Figure 1.1.5 ).

(1) (2)

Figure 1.1.5 : (1) un graphe complet (K,) et (2) un graphe discret (Kj).

Graphes k-régulier:
Un graphe G = (V, E) est dit k-régulier si tous ses sommets sont de degré k,
c’est-a-dire, dg(z) = k pour tout z € V (voir Figure 1.1.6 ).

Figure 1.1.6 : Un graphe 3-régulier d’ordre 6.

Chaine:
Chaine d’un graphe G = (V, E) est une suite alternée des sommets et d’arétes de la forme
(v1, €2, V9, ..., €k, V) OU k est un entier positif, les v; sont des sommets de G et les e; sont les
arétes de G. L’entier k — 1 est la longueur de la chaine (voir Figure 1.1.7 ).

Cycle:
Cycle de longueur n, noté C,,, est le seul graphe 2—régulier connexe a n sommets. On peut
deésigner le cycle par la suite de ses sommets (vy, ve, vs, ..., Uy, ), ses arétes étant v,v; .1 € E(C,,)

pour tout 1 < i < n et 'aréte v,v; € E(C,,) (voir Figure 1.1.7 ).



1.1. les graphe:

(1)

Figure 1.1.7 : (2) Une chaine P; et (1) un cycle Cs.

Arbre:
Un arbre est un graphe connexe sans cycle, il contient exactement (n — 1) aréte et noté 7'

Un graphe sans cycle mais non connexe est appelé forét. (voir Figure 1.1.8 )

Figure 1.1.8 : Un arbre T' = (V, E).

Graphe biparti:
Un graphe biparti est un graphe G = (V, E) d’order n > 2, dont I’ensemble des sommets
est partitionné en deux stables X et Y. Un graphe biparti complet est un graphe biparti
maximal en terme de nombre d’arétes, alors | £ |=| X |- | Y |, noté K, , avec p =| X | et

q=|Y | (voir Figure 1.1.9 ).

Figure 1.1.9 : Le graphe biparti complet K3 4.



1.1. les graphe:

Etoile:
Une étoile est un cas particulier d'un graphe biparti complet dans lequel |Vi| =1 et
|Va| = q. Elle est notée par K, ,. Le sommet de V) est appelé centre ou sommet central de
’¢toile. Une étoile subdivisée est une étoile dont chaque aréte est subdivisée une fois (voir

Figure 1.1.10 ). Nous noterons K7, I'étoile subdivisée obtenue & partir de I'étoile/K; 4.

/I\Iﬂ\

(1)
Figure 1.1.10 : (1) une étoile K 4 et (2) une étoile subdivisée K7 .
Double étoile:

Double étoile est le graphe obtenu par deux étoiles K, et K s en ajoutant une aréte

reliant les deux centres, notée S, ;. Un exemple de ce graphe est donné dans la Figure 1.1.11

Figure 1.1.11 : Double étoile .5, ;.

Graphe joint:
Le joint de deux graphes G; = (Vi, Ey) et Go = (Va, Es) avec Vi NV, = ¢, est le
graphe formé par G et G tel que chaque sommet de V] est adjacent & tous les sommets de

Vs (voir Figure 1.1.12 ).



1.1. les graphe:

P2 C3

Figure 1.1.12 : Le joint de Cj5 et Ps.

Graphe scindé:
Un graphe scindé est un graphe dont ’ensemble des sommets est partitionné en clique

@ et un indépendant I (voir Figure 1.1.13 ).

I Q

Figure 1.1.13 : Un exemple d'un graphe scindé.
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Chapitre 2

Des résultats existants sur la
domination, la domination romaine et

la domination romaine double.

2.1 La domination.

Dans cette partie, nous présentons les définitions principales liées & la domination. On
pourra trouver des informations plus complétes dans les deux livres de Haynes, Hedetniemi

et Slater [1] [2].

Définition 2.1.1 Soit G = (V, E) un graphe simple et soit D un sous-ensemble de V.. On
dit que D est un ensemble dominant de G, si tout sommet de V — D est adjacent a au moins
un sommet de D. Le nombre de domination, noté par ~v(G), est le cardinal d’un ensemble

dominant minimum de G.

Exemple 2.1.1 Le nombre de domination du graphe K, — e est y(K, —e) = 1.

11



2.1. La domination.

T2 Xyg

T I3
Figure 2.1.1 : Le graphe K, — e.
Remarque 2.1.1 Si D est un ensemble dominant d’un graphe simple G = (V, E), alors:

1. Un sous-ensemble de D n’est pas nécessairement un ensemble dominant de GG, tandis

que tout ensemble contenant D est un ensemble dominant de G.
2. D contient tous les sommets isolés de G.

3. Puisque ’ensemble des sommets d’un graphe est toujours un ensemble dominant et un
dominant contient au moins un sommet, alors le nombre de domination est toujours

défini et 1 < y(G) < n.

e 7(G) = 1 si et seulement si G posséde un sommet v de degré n — 1 (sommet

universel), dans ce cas {v} est un ensemble dominant minimum de G.

e 7(G) = n si et seulement si G = K,,, dans ce cas V(G) est 'unique ensemble

dominant de G.

2.1.1 Problémes étudiés en domination

Puisque la détermination de la plupart des parameétres de domination est difficile, les

chercheurs du domaine se sont penchés vers:

e cherches des bornes pour ces parmétes en fonction de n,d et A.
e Caractériser les graphes pour lesquelles ces bornes sont atteintes.

e pour un parameétre de domination donné p(G), trouver des relations entre p(G) et

(@) de type Nordhauss-Gaddum, en fonction de n, 0 et A.

12



2.1. La domination.

et

N(G)M<@) S f2(n767 A)

2.1.2 Quelques résultats sur la domination:

On résume ci-dessous quelques bornes concernant le nombre de domination.
Walikar Acharya et Sampathkumar [3] ont présenté deux bornes inférieur pour le nombre

de domination ~.

Théoréme 2.1.1 (Walikar, Acharya et Sampathkumar [3]) Pour tout graphe simple

G avec n sommets et m arétes et de degré maximum A(G), on a:

n
G)>n— t G)> ——.
VWG)=n—m et A )_A(G)+1
Les deux bornes sont atteintes pour le graphe K 3, et 7(K13) =n—m = m =1.

Figure 2.1.2 : Le graphe K 3.

Nous considérons maintenant des bornes supérieures sur v(G).

Théoréme 2.1.2 (Berge [4]) Si G est un graphe d’ordre n et de degré mazimum A(G),
alors

A1(G) < n - AG).

La borne précédente est atteinte pour le graphe G, et v(G) =n — A(G) = 1.

13



2.1. La domination.

G

Figure 2.1.3 : Le graphe G.

Définition 2.1.2 Pour un entier p, un arbre obtenu a partir d’une étoile K14, t > 1 en
subdivisant p arétes. Sip =t, alors S,(K1,) est une araignée saine. Sip < t, alors Sy(K1)

est une araignée blessée.

Domke, Dunbar et Markus [5] ont caractérisé la classe des arbres T" atteignant la borne

du Théoréeme précédent.

Théoréme 2.1.3 (Domke et al. [5]) Soit T" un arbre d’ordre n et de degré maximum

A(T), alors v(T) =n — A(T) si et seulement si T est une araignée blessée.

Un exemple d’une araignée blessée.

T

Figure 2.1.4 : T est un araignée blessée d’order n.

Définition 2.1.3 Une chenille C(tq,ts, ...,ts) est un arbre dont la supression de ses som-

mets pendants donne une chaine uy,us, ...,us, ot t; est le nombre de sommets pendants

adjacents a u;.

En 1962, Ore [6] a prouvé que le nombre domination d’un graphe sans sommet isolé est

au plus la moitie de son ordre.

14



2.1. La domination.

Théoréme 2.1.4 (Ore [6]) Si G est un graphe d’ordre n sans sommets isolés ,alors on a:

v(G) <

|3

La borne précédente est atteinte pour la chenille C'(1,1,1), et v(C(1,1,1)) = 3.

[T

Figure 2.1.5 : la chenille C'(1,1,1).

Définition 2.1.4 La couronne d’un graphe G = (V, E), c’est le graphe G o K; obtenu a
partir d’'une copie de G en attachant a chaque sommet de G un nouveau sommet. 1l est a

noter que l'ordre de G o Ky est 2|V|.

Une caractérisation des graphes G tels que 7(G) = § a été donnée indépendamment par

Payan et Xuang [7] et Fink, Jacobson, Kirch et Roberts [8].

Théoréme 2.1.5 (Payan, Xuang [7] et Fink et al. [8]) Soit G un graphe connexe d’ordre
n. Alors v(G) = 2 si et seulement si G est la couronne J o K ot J est un graphe conneze,

2
ou G = Cy.
Jaeger et Payan [9] ont établi des résultats de type Nordhaus-Gaddum suivants sur v(G)

Théoréme 2.1.6 Si G est un graphe d’ordre n > 2, alors

3<9(G@)+9(G) <n+1.

2 <A(G)(G) <n.

Une caractérisation des graphes G tels que 7(G)+7(G) = n+1, est donnée par Cockayne,
Hedetniemi [10].

Théoréme 2.1.7 (Cockayne, Hedetniemi [10]) Soit G un graphe d’ordre n. Alors

YG) +7(G) =n+1,



2.2. La domination romaine.

si et seulement si G = K, ou G = K,,.

Une caractérisation des graphes G tels que v(G) + v(G) = n est donnée par Laskar,
Peters [11].

Théoréme 2.1.8 (Laskar, Peters [11]) Soit G un graphe et G son complémentaire, si G

et G sont connexes, alors

Y(G) +7(G) < n,

avec égalité si et seulement si G = Pj.

2.2 La domination romaine.

Définition 2.2.1 Soit G = (V,E) un graphe simple. Une fonction de domination ro-
maine (FDR) sur G est une fonction f : V — {0,1,2} tel que chaque sommet u avec
f(u) = 0 est adjacent & au moins un sommet v avec f(v) = 2. Le poids de f est la valeur

f(V) = > .ev f(u). Le poids minimum de [ est appelé le nombre de domination romaine

de G, noté v5(Q).

Exemple 2.2.1 Le nombre de domination romaine de Cy est y(Cy) = 3.

Figure 2.2.1 : Le graphe C}.

2.2.1 Quelques résultats sur la domination romaine:

Cockayne et al. [12] ont donné la chaine de l'inégalité suivante.
Proposition 2.2.1 (Cockayne et al. [12]) Pour tout graphe G,

1(G) < 7r(G) < 29(G).
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2.2. La domination romaine.

La borne supérieur est atteinte pour la clique K,,.

Une borne inférieure du nombre de domination romaine est donnée par Cockayne et al.

12].

Proposition 2.2.2 (Cockayne et al. [12]) Pour tout graphe G d’ordre n et de degré

mazimum A(G), on a
2n

'YR(G) > m

Cette borne est atteinte pour le graphe Ky, et v5(Ky) = % = 2.
0
0 0
K4
Figure 2.2.2 : Le graphe K tq 7z(K4) = ﬁ.

Une borne supérieur a été donnée par en fonction de n et A.

Proposition 2.2.3 (Chamberss et al. [13]) Si G est un graphe d’ordre n de degré maz-
imum A(G), alors

Yr(G)+A(G) <n+1.

Cette borne est atteinte pour I'étoile K ,,_1.

Théoréme 2.2.1 (Chamberss et al. [13]) Si G est un graphe connexe d’ordre n, alors

4n

<
/YR(G) = 5 )

avec I'égalité si et seulement si G est un Cs ou G est obtenu de ¢ P5 en identifiant chaque

sommet d’un sous graphe connexe au centre d’une seule composante connexe de  Ps.

17



2.3. La domination romaine double.

Proposition 2.2.4 (Cockayne et al. [12]) Si G est un graphe d’ordre n avec
A(G) =n—1, alors
Tr(G) = 2.

Cockayne et al. [12] ont donné une caractérisation des graphes G tels que v5(G) = n.

Proposition 2.2.5 (Cockayne et al. [12]) SiG est un graphe sans sommets isolés d’ordre

n, alors

’YR(G) =n,

si et seulement si G = $ K.

Proposition 2.2.6 (Cockayne et al. [12]) Pour les chaines P, et les cycles C,, on a:

valP) = 1alC) = | 5.

2.3 La domination romaine double.

Nous nous sommes intéressés ici & un autre type de domination est la domination romaine

double dans les graphes, et nous donnons quelques bornes sur v,;(G).

Définition 2.3.1 Soit G = (V, E) un graphe simple. Une fonction de domination romaine
double (ou juste FDRD) est une fonction f : V — {0,1,2,3} ayant la propriété que si
f(v) = 0 pour un sommet v, alors v & au moins deuz voisins a et b tels que f(a) = f(b) =2
ou un voisin ¢ tel que f(c) = 3, et si f(v) = 1, alors le sommet v doit avoir au moins un
voisin w avec f(w) > 2. Le poids d'une FDRD [ est la somme f(V) = > ., f(v), et le

poids minimum d’une FDRD sur G est le nombre de domination romaine double de G, noté

par VdR(G)-

18



2.3. La domination romaine double.

Exemple 2.3.1 Le nombre de domination romaine double de 3K5 est v;p(3Ks) = 4.

0 0

0 0

Figure 2.3.1 : Un graphe 3K,

2.3.1 Bornes sur v,;(G).
La domination romaine double et la domination.

Nous donnons d’abord les bornes inférieures et supérieures sur le nombre de domination

romaine double en fonction de nombre de domination.
Proposition 2.3.1 (Beeler et al.[15]) Pour tout graphe G,
29(G) < 74r(G) < 37(G).

Exemple 2.3.2 Le nombre de domination romaine double de G est v,5(G) = 3 et

V(G) =1.

Figure 2.3.2 : Le graphe G.

Définition 2.3.2 Un sous ensemble S de V est dit 2-dominant de G si tout sommet de
V — S est adjacent & au moins deux sommets de S. Le nombre de 2-domination noté par

v5(G) est le cardinal minimum d’un ensemble 2-dominant de G.
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2.3. La domination romaine double.

Proposition 2.3.2 (Beeler et al.[15]) Pour tout graphe G, 2v(G) = v,45(G) si et seule-
ment si Y(G) = 75(G)

La domination romaine double et la domination romaine.

Nous commencgons par montrer que pour tout graphe G, il existe une fonction v, de G ou

aucun sommet n’est assigné un 1, c’est-a-dire que V; = () pour certains 7,z-fonction de G.

Proposition 2.3.3 (Beeler et al.[15]) Dans la fonction de domination romaine double

de poids v,5(G), aucun sommet n’a besoin de recevoir la valeur 1.

Exemple 2.3.3 Le graphe P, posséde deux fonction de domination romaine double dif-

férentes.

Figure 2.3.3 : Le nombre de domination romaine double de Py est v,5(Py) = 5.

Corollaire 2.3.1 (Beeler et al.[15]) Pour tout graphe G,

Yar(G) < 279R(G)

avec égalité si et seulement si G = K,,.

Proposition 2.3.4 (Beeler et al.[15]) Pour tout graphe G,

Yr(G) < V4r(G).

Corollaire 2.3.2 (Beeler et al.[15]) Pour tout graphe connexe non trivial G, on a

Yr(G) < V4r(G) < 27R(G).
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2.3. La domination romaine double.

Proposition 2.3.5 (Ahangar et al. [14]) Soit G un graphe connexe d’ordren > 3. Alors
1. v4r(G) = 3 si et seulement st A (G) =n — 1.
2. var(G) =4 si et seulement si G = KoV H, ot H est un graphe avec
A(H)<|V(H)|-2.

3. var(G) = 5 si et seulement si A(G) =n —2 et G # KoV H pour tout graphe H

d’ordre n — 2.

Soit ‘H la famille des graphes connexes G d’ordre n qui peuvent étre construits de %

copies de P en identifait sous graphe connexe formé de I'ensemble des centres de 7 F;.

Théoréme 2.3.1 (Beeler et al.[15]) Si G est un graphe connexe d’ordre n, alors

on
7dR<G) < Zv
avec [’égalité si et seulement st G € 'H.
Un exemple d’un graphe de la famille H.
3 3 3

Figure 2.3.4 : Un graphe G € H avec v45(G) = 15 = 2.

Proposition 2.3.6 (Jafari et Rahbani [16]) Pour tout graphe G d’ordre n et de degré
mazimum A(G), on a

Yar(G) <2(n— A(G)) + 1.

Preuve. Soit G un graphe d’ordre n et soit v un sommet de degré maximum. Alors la
fonction h = (N (v),V — N[v], {v}) est une FDRD de G de poids 2n — 2A (G) + 1, et donc
Var(G) <2(n—A(G))+1. =
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Chapitre 3

Quelques résultats sur la domination

romaine double

Dans ce chapitre nous donnons une borne inférieure et nous caractérisations des graphes

atteignant quelques bornes superieures existants sur v,z(G).

3.1 TUne borne inférieure sur v,;(G)
Nous donnons ici une borne inférieure sur ,;(G) en fonction de n et A(G).

Proposition 3.1.1 Pour tout graphe G connexe d’ordre n > 3, et de degré maximum A(G),

on a

3n

Yar(G) > INCESE

Preuve. Soit f = (Vp, V3, V3) une 7,5 (G)-fonction. Soit S = VoNN(V3) et T =V, —S.
Puisque chaque sommet de V3 domine au plus A(G) sommets dans S, on a

|S] < m(Vs,5) < A(G) |V3], et done |S| < A(G)|V3]. D’autre part, puisque chaque
sommet de V5 domine au plus A(G) sommets dans T', et puisque chaque sommet de T & au

moins deux voisins dans Vs, on a 2|T| < m(Va, T) < A(G) |Va] et donc |T'| < # |Va|. Par
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3.2. Graphes G vérifiant v,5(G) =2 (n — A(G)) + 1

conséquent |Vo| = |S| +|T| < A(G) |V3| + # |Va|. Nous avons maintenant

(A(G) + D) 7ar (G) = (A(G) + 1) (2[Va| + 3 [V3])

A(G A(G
=3 (S5l + A al) + 2l + 210l + 3104
A(G . AG
>l (S50 v 2) vl 43l (Puisane V] < 207 V| + AG) 1)

> 3[Vol +3[Va[ +3[Vs]  (car A(G) > 2)

=3n

et donc (A(G) + 1) 45 (G) > 3n. D’ot v,45(G) > n

3n
A(G)+1°

La borne de la proposition précédent est atteinte pour le graphe G de la figure 3.1.1

0 0
3 0
0 0
0 3
G
Figure 3.1.1 : Un graphe G avec v, = ﬁ.

3.2 Graphes G vérifiant v,,(G) =2(n — A(G)) + 1

Dans cette section, nous étudions les graphes G avec v,z(G) = 2(n — A(G)) + 1. Nous
commencons par une condition nécessaire des graphes G vérifiant 1’égalité

un(G) = 2(n— A(G)) +1.

Pour tout sommet v € V, nous écrivons N(v) = V(G) — N[v]. Nous notons aussi par

m(N (v), N(v)) le nombre d’arétes ayant une extrémité dans N(v) et I'autre extrémité dans

N(v).

Proposition 3.2.1 Soit G un graphe d’ordre n de degré maximum A(G). Si

Yar(G) =2 (n — A(G)) + 1, alors pour tout sommet v de degré mazimum on a:
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3.2. Graphes G vérifiant v,5(G) =2 (n — A(G)) + 1

(1) Chaque sommet de N(v) est adjacent & au plus un sommet de N (v).
(2) N(v) est indépendant.
(3) N(v) a au moins un sommet sans voisin dans N(v).

Preuve. Soit G un graphe avec v,5(G) = 2(n — A(G)) + 1 et soit v un sommet de
degré maximum. Considérons une FDRD f qui attribue la valeur 3 & v, 0 aux voisins de v
et 2 aux sommets restants. Clairement, f est une 7,5(G)-fonction.

(1) Supposons au contraire que v a un voisin  ayant au moins deux voisins dans N (v).
Réaffectons = & 3 au lieu de 0 et chaque sommet de N (z) N N(v) & 0 au lieu de 2, et ¢a
donne une FDRD ¢ de poids w (g) < 2 (n — A(G)), ce qui contredit I’hypothese

Yar(G) =2(n — A(G)) + L.

(2) Supposons au contraire qu’il y a une aréte zy dans G [N(U)] , Réaffectons x a 3 au lieu
de 2, et réaffectons y 4 0 au lieu de 2, et ga donne une FDRD g de poids w (¢) < 2 (n — A(G)),
ce qui contredit I’hypothese v,z(G) = 2 (n — A(G)) + 1.

(3) Enfin, si chaque sommet de N(v) a un voisin dans N(v). Réaffectons v & 2 au lieu
de 3, et ¢a donne une FDRD ¢ de poids w (g) < 2 (n — A(G)), ce qui contredit I'hypothése
an(G) = 2(n— AG) + 1. m

L’exemple suivant montre que les conditions de la proposition précédente ne sont pas

suffisantes.

Figure 3.2.1 : Le graphe G tel que 7,5(G) =10 < 11 =2(n — A(G)) + 1.

Corollaire 3.2.1 Soit G un graphe d’ordre n de degré maximum A(G) et de degré minimum

IG) > 1. Sivp(G)=2(n—A(G)) + 1, alors G est conneze.
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3.2. Graphes G vérifiant v,5(G) =2 (n — A(G)) + 1

Preuve. Soit G un graphe avec 7,5(G) = 2(n — A(G)) + 1 et soit v un sommet de
degré maximum. Supposons que GG contient deux composantes connexes Giet G, et soit v
un sommet de degré maximum de G;. D’aprés la proposition 3.2.1-2, V (G2) C N(v) qui

est stable, donc G5 contient un sommet isolé, qui contredit le fait que 6(G) > 1. =

Observation 3.2.1 Soit G un graphe d’ordre n > 2 et de degré mazximum A(G).

1. Si A(G) < 2, alors v,5(G) = 2(n— A(G)) + 1 si et seulement si G = pK; U H, ou
H e {P27P37P4703} etp+ ‘V<H)’ =n.

2. Si A(G) =n—1, alors v,5(G) =2 (n — A(G)) + 1.

3. Si A(G) =n—2, alors v,5(G) = 2 (n — A(G)) +1 si et seulement si G # K,V H pour
tout graphe H d’order n — 2.

Preuve. Soit G un graphe d’ordre n > 2 et de degré maximum A(G) et

Yar(G) =2 (n = A(G)) + L.

1. Il est clair que G = (n — 2)K; U P, pour A(G) =1, et G = pK; U H, avec

H € {Ps, P;,C3} et p+ |V (H)| = n, pour A(G) = 2.

L’inverse est facile & vérifier.

2. Si A(G) = n — 1, alors G a sommet universel v, et donc la fonction f telle que
f(v)=3cet f(z) =0 pour tout z € V — {v} est une FDRD de poids w (f) = 3 > v,z(G),
et puisque v,5(G) > 3, on a v,5(G) = 3.

3. Si A(G) = n — 2, alors par proposition 2.3.5-(3), on a v,5(G) =2 (n — A(G)) + 1 si
et seulement si G # K, V H pour tout graphe H d’order n — 2. m

Dans la suite, nous fournissons une caractérisation de certaines classes de graphes G
avec Vyp(G) = 2(n — A (G)) + 1, a savoir les graphes réguliers, les graphes semi-réguliers,

les graphes bipartis et les graphes scindés.

Théoréme 3.2.1 Soit A(G) > 1 et G un graphe A-régulier d’ordre n. Alors
Yar(G) =2 (n — A(G)) + 1 si et seulement si G = K,,.
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3.2. Graphes G vérifiant v,5(G) =2 (n — A(G)) + 1

Preuve. Soit G un graphe régulier avec 7,5(G) =2 (n — A(G)) + 1. Si A(G) = 1, alors
G = K,. Supposons maintenant que A(G) > 2, et soit v un sommet de G. Si N(v) # 0,
alors par proposition 3.2.1-(2), chaque sommet = de N(v) est adjacent & tout sommet de
N (v), ceci contredit la condition (3) de la proposition 3.2.1. Donc N(v) = 0, et d (v) = n—1,
et puisque G est régulier, G = K,,.

Inversement, soit G le graphe complet K,,. Donc v 5(K,) =3=2(n—A(G))+1. =

Théoréme 3.2.2 Soit G un graphe semi-régulier d’ordre n > 3 et de degré maximum A(G).
Alors y4r(G) = 2 (n — A(G)) +1 si et seulement si G = (n — 2) K1 UK>, ou K,V 1K;, avec
prq=n,p>1letq>2, ouAG)=n—2cetG# KoV H pour tout graphe H d’order
n— 2.

Preuve. Soit G un graphe semi-régulier d’ordre n tel que

var(G) = 2(n — A(G)) + 1. Notons que chaque sommet de G est de degré A(G) ou
A(G) — 1. Si A(G) = 1, alors clairement G = (n — 2) K; U Ks. Supposons que A(G) > 2.
Soit v un sommet de degré maximum. D’aprés la proposition 3.2.1, m(N (v), N(v)) satisfait
(A(G)-1) ‘N(v)} <m(N(v),N(v)) < |N(v)|—1. Donc (A(G)—1)(n—A(G)—1) < A(G)—1,
et ainsi A(G) > n — 2.

Si A(G) =n — 1, alors G posseéde au moins un sommet de degré n — 1 et au moins deux
sommets de degré n —2, et donc G est le joint d’'une clique K, et d’un graphe complet moins
couplage parfait %, avecp+q=mn,p>1etqg>2.

Si A(G) = n — 2, alors d’aprés I'observation 3.2.1 G # K, V H pour tout graphe H
d’order n — 2.

Inversement, soit G' un graphe semi-régulier d’ordre n > 3 et de degré maximum

A(G) € {1,n —1,n —2} et G # K, V H pour tout graphe H d’order n — 2. Si

G = (n—2)K; UK,. Donc f(K3) =3 et f(K;) =2. Cest a dire

Yar(G) = f(V) = f(IG)+(n —2) f(K1) =3+2(n—2) =2 (n — A(G))+1. Si K,VIKs,
alors v,p(G) =3 =2(n— A(G)) + 1. Si A(G) =n—2 et G # K,V H pour tout graphe H
d’order n — 2, alors Y,p(G) =3+2=2(n—A(G))+1. =

Théoréme 3.2.3 Soit G un graphe scindé dont l’ensemble de sommets est partitionné en

une clique () mazximal et un ensemble indépendant I et soit v un sommet de degré maximum
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3.2. Graphes G vérifiant v,5(G) =2 (n — A(G)) + 1

A(G). Alors v p(G) =2 (n— A(G)) + 1 si et seulement si chaque sommet de Q@ — {v} est

adjacent & au plus un sommet de I — N (v).

Preuve. Soit G un graphe scindé tel que v,5(G) = 2(n — A(G)) + 1, et soit v un
sommet de degré maximum A(G). 11 est clair que v € ). Puisque G est un graphe scindé,
il existe au moins une aréte reliant () et I, donc v a au moins un voisin dans I, et par suite
N(v) ¢ I. Les conditions (2) et (3) de la propisition 3.2.1 sont vérefiées et par la propisition
3.2.1-(1), chaque sommet de ) — {v} est adjacent & au plus un sommet de I — N (v).

Inversement, supposons chaque sommet de @) — {v} est adjacent & au plus un sommet
de I — N(v). Si N(v) = ¢, alors v est un sommet univérsel, et donc

Yar(G) =3 =2(n — A(G)) + 1. Supposons que N(v) # ¢. Alors f(N[v]) > 3 et

f(I—N(v)) >2|I —N(v)| car I — N(v) est stable. Donc

Yar(G) = f(V) > 342 — N)| = 2(n—A(G)) + 1, et 'égalité vient du fait que
(@) <21 - AG) +1. m

Exemple d’un graphe scindé vérifiant v,5(G) =2 (n — A(G)) + 1.

1 Q

Figure 3.2.2 : Un graphe scindé tel que Q = K, et [ = K.

Théoréme 3.2.4 Soit G un graphe biparti connexe avec bipartition X1, Xs. Alors
Yar(G) =2 (n — A(G)) + 1 si et seulement s’il existe un sommet v € X; tel que
N(v) = X, avec i # j et chaque sommet de X; est de degré au plus deux et X; contient

au, moin un sommet de degré 1.
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3.2. Graphes G vérifiant v,5(G) =2 (n — A(G)) + 1

Preuve. Soit G un graphe biparti connexe avec la bipartition X, X5. Si A(G) < 2,
alors d’aprées 'obsarvation 3.2.1-(1), v45(G) =2 (n — A(G)) + 1 si et seulement si

G € {P,, P3, P,}. Supposons maintenant que A(G) > 3 et v,5(G) = 2(n — A(G)) + 1.
Soit v un sommet de degré maximum A(G), et sans perte de généralité, on suppose que
v € X;. Alors N(v) C X,. Supposons que Xy — N(v) # 0. Alors X — N(v) contient un
sommet y € N(v), et puisque G est un graphe biparti connexe, y a au moin un voisin dans
X, —{v}, ce qui contredit le fait que N(v) est indépendant (voir propisition 3.2.1-(3)). D’ou
N(v) = Xs,. Par la proposition 3.2.1, et puisque X est indépendant, chaque sommet de X,
est de degré au plus deux et contain au moin un sommet de degré 1.

Inversement, soit G un graphe biparti avec bipartition X;, X et A(G) > 3, et soit
f est v, p-fonction sans perte de généralité, on suppose que X; contient un sommet v tel
que N(v) = Xj et chaque sommet de X5 est de degré au plus deux et contient au moin un
sommet de degré 1. Il est clair que d(v) = A(G), f(N[v]) > 3et f(X1—{v}) > 2|X; — {v}|.
Donc v,(G) = f(V) >3+ 2|X; —{v}| = 2(n— A(G)) + 1, et I’égalité vient du fait que
Var(G) <2(n—A(G)) +1. =

Exemple d’un graphe biparti vérifiant v,5(G) = 2 (n — A(G)) + 1.

G

Figure 3.2.3 : Un graphe G tel que v,5(G) =7 =2(n — A(G)) + 1.

Nous caractérisons ensuite la classe d’arbres T pour lesquelles v,(T) = 2 (n — A (T'))+1.
Pour un entier positif ¢, une araignée blessée est une étoile K, avec au plus t — 1 de ses

arétes subdivisées. Ainsi, une étoile est une araignée blessée.
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3.3. Graphes G vérifiant v,5(G) = 2 (n — A(G))

Corollaire 3.2.2 Soit T un arbre. Alors y,5(T) =2 (n — A(T)) + 1 si et seulement si T

est une araignée blessée.

Exemple d'un graphe arbre T' vérifiant v,5(T) = 2 (n — A(T)) + 1.

Figure 3.2.4 : Un arbre T tel que v,5(T) =9=2(n — A(T)) + 1.

3.3 Graphes G vérifiant v,,(G) =2 (n — A(G))

Dans cette section, nous étudions les graphes G avec v,5(G) = 2 (n — A(G)). Nous com-

mengons par une condition nécessaire des graphes connexes G tels que

Var(G) =2 (n — A(G)).

Proposition 3.3.1 Soit G un graphe d’ordre n et de degré mazimum A(G). Si

Yar(G) =2 (n — A(G)), alors pour tout sommet v de degré maximum on a:

(1) Chaque sommet de N(v) est adjacent & au plus deuxr sommets dans N (v).
(2) G[N(v)] contient au plus un aréte.
(5) N(v) # ¢.

Preuve. Soit G un graphe avec 7,5(G) = 2 (n — A(G)) et soit v un sommet de degré
maximum. Considérons une v,5(G)-fonction f avec w(f) =2 (n — A(G)).
(1) Supposons au contraire que v a un voisin z ayant au moins trois voisins dans N (v).

Alors assignons v et x a 3, chaque sommet de (N (x) U N(v)) — {x,v} a 0 et les autres
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3.3. Graphes G vérifiant v,5(G) = 2 (n — A(G))

sommets & 2 produisent une FDRD & de poids w (k) < 2 (n — A(G)) — 2, ce qui contredit
I'hypothese v,5(G) = 2 (n — A(G)).

(2) Supposons que G [N(v)] contient deux arétes xy et zt. Alors assignons v, x et z & 3,
chaque sommet de N(v) U{y,t} a0 et les autres sommets a 2 produit une FDRD, de poids
w(h) < 2(n— A(G)) — 1, ce qui contredit I’hypothése. Finalement, supposons que N (v)
contient une chaine P3 = x — y — z , assignons v et y & 3, chaque sommet de N(v) U {z, z}
a 0 et les autres sommets a 2 produisent une FDRD h de poids w (h) < 2 (n — A(G)) — 2,
ce qui contredit I’hypothése.

(3) Supposons que N(v) = ¢ et v un sommet de degré maximum. Alors

dg (v) = A(G) = n — 1. Alors assignons v a 3, chaque sommet de N(v) a 0 produisent
une FDRD de poids w (h) =3 # 2 =2 (n — A(G)) = w(f), ce qui contredit I’hypothése. m

L’exemple suivant montre que les conditions de la proposition précédente ne sont pas

suffisantes.

003
G

Figure 3.3.1 : Un graphe G tel que v,5(G) = 6 # 8 = 2(n — A(G)).

Observation 3.3.1 Soit G un graphe d’ordre n > 2 et de degré mazximum A(G).

1. SiA(G) <2, 745(G) =2(n—A(G)) si et seulement si G = nK; ou G = pK; UH,
aVGCHE{2P2,P3UP27P4UP2,03UP2,O47O5,P5} etp—|—|V(H)|:n

2. Si A(G) =n — 1, alors v,45(G) # 2 (n — A(G)).

3. Si A(G) = n — 2, alors 7,5(G) = 2 (n — A(G)) si et seulement si G = K, V H pour
tout graphe H d’ordre n — 2.
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3.3. Graphes G vérifiant v,5(G) = 2 (n — A(G))

Preuve. Soit G un graphe d’ordre n > 2 et de degré maximum A(G) et

an(G) = 2 (n — A(G)).

1. 1 est facile de vérifier que G = nK; pour A(G) =0, et G = (n —4) K; U 2P, pour
A(G)=1,et G =pK;UH, avec

H e {P3UP,, PLUP,,C3U P,,Cy,C5,Ps} et p+ |V (H)| =n pour A(G) = 2.

2. Si A(G) = n—1, alors G a sommet universel v, et donc la fonction f telle que f (v) = 3
et f(z) =0 pour tout x € V — {v} est une FDRD de poids w (f) = 3 > v,4z(G), et puisque
Yar(G) = 3, on a v45(G) = 3, et donc v45(G) =2 (n — A(G)) +1# 2(n — A(G)).

3. Si A(G) =n—2,alors y,5(G) =2 (n —n+2), et donc y,5(G) = 4, alors G possede
deux sommets u et v de degré A(G) non adjacent telque les deux sommets u et v possédent
les mémes voisins, et donc G = K, V H pour tout graphe H d’ordre n — 2.

L’inverse est facile & vérifier. m

D’aprés le théoréme 3.2.1, si G # K, alors 7,z(G) <2 (n — A(GQ)).
Maintenant, nous donnons une caractérisation des graphes réguliers G telsque

Yar(G) = 2(n — A(G)).

Théoréme 3.3.1 Soit G un graphe A-régulier d’ordre n avec G # K,,. Alors

Yar(G) =2 (n — A(G)) si et seulement si G € {2P;,Cy, Cs, K, K5} ou A(G) =n — 3.

72

Preuve. Soit G un graphe régulier avec v,(G) = 2(n — A(G)). Si A(G) < 2, par
Pobservation 3.3.1-(1), v4z(G) = 2(n — A(G)) si et seulement si G = {2P5,Cy, C5, K, }.
Supposons maintenant que A(G) > 3. Soit v un sommet de G. Supposons |N(v){ > 3.
Alors N(v) contient au moin un sommet avec trois voisins dans N (v), ce qui contredit la
condition 1 de la proposition 3.3.1. Donc 1 < [N (v)| < 2.

Si [N(v)| =1, alors G = 2K,. Si [N (v)| =2, alors G est (n — 3)-régulier.

L’inverse est facile & vérifier. m

31



3.4. Inégalités de type Nordhaus-Gaddum

3.4 Inégalités de type Nordhaus-Gaddum

Des relations de type Nordhaus-Gaddum sur le nombre de domination romaine double d'un
graphe G en fonction de n, ainsi leurs caractérisation sont données par Jafari et Rahbani

[16], Nous donnons ici une autre démonstration.

Théoréme 3.4.1 (Jafari et Rahbani [16]) Pour tout graphe G d’ordre n > 2, on a
Yar(G) + 74r(G) < 2n + 3.

avec éqgalité si et seulement si G = K,, ou K,,.

Preuve. Par la proposition 2.3.6, on a

Yar(G) + 'YdR(a) <2(n—-A(G))+1+2 (n - A(@)) +1 (3.4.1)
=2n+2(—A(G)+4(G)) +4
< 2n + 4.

Si Y4r(G) + 74r(G) = 2n + 4, alors les inégalités précédentes doivent étre des égalités,
ce qui implique que v,5(G) = 2(n — A(G)) + 1 et 745(G) = 2(n— A(G)) + 1 et G est
régulier, et ainsi d’aprés le théoréme 3.2.1, G = K,, et G = K,, implique n = 1, ce qui

contredit lypoyheése n > 2. D’ott v4z(G) + 745(G) < 2n + 3. Supposons maintenant que

Yar(G) + v4r(G) = 2n + 3. D’apres I'inégalité (3.4.1), on a:
2n 43 = 74r(G) +74r(G) < 2n+2(=A(G) +(G)) + 4,

et donc (A(G) — 0(G)) < 1/2. Alors A(G) — 6(G) = 0, c-a-d que G et G sont réguliers.
Clairement, v,5(G) + v45(G) = 2n + 3, implique v,(G) =2 (n — A(G)) + 1 et

Y4r(G) =2 (n — A(G)), ou v45(G) =2 (n — A(G)) et 745(G) =2 (n — A(G)) + 1. Par
les théorémes 3.2.1 et 3.3.1, 74r(G) = 2(n— A(G)) + 1 et 145(G) = 2 (n— A(G)) si et
seulement si G = K,,. De méme pour 7,5(G) =2 (n — A(G)) +1 et 745(G) =2 (n — A(G))

si et seulement si G = K,,. m

D’apés le théoréme 3.4.1, si G est un graphe différent de K, et K,, alors v,z(G) +
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3.4. Inégalités de type Nordhaus-Gaddum

Théoréme 3.4.2 (Jafari et Rahbani [16]) Soit G un graphe d’ordre n > 3 tel que G ¢
{Kn,m}. Alors

Yar(G) +74r(G) < 2n + 2,

avec égalité si et seulement si G € {2P,Cs,Cy, Py, K, — e, (n — 2) K3 U Ky }.

Preuve. Clairement, la borne supérieure découle du théoréme 3.4.1. Supposons main-

tenant que vy (G) + v4r(G) = 2n + 2. D’aprés l'inégalité (3.4.1), on a:
2n + 2 = Yp(G) + 745 (G) < 2n 4+ 2 (=A(G) + §(G)) + 4.

D’ou A(G) — §(G) < 1. Par conséquent, G est régulier ou semi-régulier. Considérons
les deux cas:

Cas 1. G est un graphe régulier. Donc G est aussi régulier. Clairement sans perte
geénéralité, v,5(G) + v4r(G) = 2n + 2, implique que soit y,p(G) = 2(n — A(G)) + 1 et
Yar(G) = 2(n— A(G)) — 1 ou 7453(G) = 2(n— A(G)) et 45(G) = 2 (n—A(G)). Si
Y4r(G) = 2(n = A(G)) + 1 et v45(G) = 2(n— A(G)) — 1, alors par le théoréme 3.2.1,
on obtient que G = K,, et v,5(K,) = 2n # 2n—1 = 2 (n— A(K,)) — 1, qui donne une
contradiction. Si v,45(G) = 2(n — A(G)) et 745(G) =2 (n — A(G)), alors par le théoréme
3.3.1,ona G € {2P,,Cy,C5}.

Cas 2. G est un graphe semi-régulier. Notons que G est aussi semi-régulier. Dans ce
cas on a Yyp(G) =2 (n — A(G)) + 1 et 745(G) = 2 (n — A(G)) + 1. Par le théoréme 3.2.2,
on a trois possibilités:

Sous cas 2.1. G = (n — 2) K; U K. Alors G = K,, — e.

Sous cas 2.2. G = Kp\/%, avec p+qg=mn,p>1et ¢ >2. Alors G = pK; U 1K,, avec
p+q=mn,p>1etq>2 Parlethéoreme 3.2.2, 7,5(G) = 2 (n — A(G)) + 1 seulement
pourp=n—2etq=2 (c-a-d G = (n —2) K; UK>).

Sous cas 2.3. A(G) =n —2 et G # Ky V H pour tout graphe H d’order n — 2. Alors G
est un graphe semi-régulier de degré maximum A(G) = 2. Par le théoréme 3.2.2,

Y4r(G) =2 (n — A(G)) + 1 seulement pour G = P; ou Py, et par conséquent

Ge{(n—2) K UKy K, —e,Py}.

L’inverse est facile & vérifier. m

Soit D la famille de graphes G tels que G € {Kn,m, 2Py, C5,Cy, Py, K, — e, (n—2) K3 U Kg}.
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3.4. Inégalités de type Nordhaus-Gaddum

D’apés le théoréme 3.4.1, si GG est un graphe différent de la famille D, alors
Yar(G) + 74r(G) < 2n + 1. Dans la suite, nous fournissons une caractérisation des

graphes G d’ordre n pour lesquels v,5(G) + v4p(G) = 2n + 1.
Théoréme 3.4.3 Soit G un graphe d’ordre n > 3 tel que G ¢ D. Alors
Yar(G) +74r(G) < 2n+ 1,
avec égalité si et seulement si G € {P5,Cs + €,2K, U (n — 4)K1,Cy V K, _4}.

Preuve. Clairement, la borne supérieure découle du théoréme 3.4.1. Supposons main-

tenant que v,5(G) + v4r(G) = 2n + 1. D’aprés l'inégalité (3.4.1), on a:
2n+1=745(G) +74r(G) < 2n +2(=A(G) + §(G)) + 4.

Dot A(G) — 6(G) < 2, et donc A(G) — 6(G) < 1. Par conséquent, G est régulier ou
semi-régulier. Considérons les deux cas:

Cas 1. @ est un graphe régulier. Donc G est aussi régulier. Clairement sans perte
geénéralité, v,5(G) + v4r(G) = 2n + 1, implique que soit y,5(G) = 2(n — A(G)) + 1 et
1n(@) = 2 (n— AG)) — 2 o1 145(G) = 2 (n - < ) €t 1an(@) = 2 (n - A@)) — L. Si
Yar(G) =2 (n — A(G)) + 1 et v45(G) = 2 (n — A(G)) — 2, alors par le théoréme 3.2.1, on
obtient que G = K,,, et y,p(K,) =2n # 2n —2 =2 (n K,)) — 2, qui donne une con-
tradiction. Siv,5(G) =2 (n— A(G)) et 745(G) =2 (n — A(@)) — 1, alors par le théoréme
331G =2K;0uA(G) =n—3. SiG = 2K, alors G = 2K,. Donc 744(G) =2 (n —1)—1,
et donc v4z(G) = 2n — 3, et on a y4p(2K5) = 32, alors n = 6, il est clair que G = 3K,
et donc G = 3K,. Si A(G) = n — 3, il est clair que A(G) = 2, donc G est un cycle ou
I'union des cycles et v,z(G) = 2n — 5, par le théoréme 2.1.4 et par la proposition 2.3.1,
on a v4p(G) < 3% Donc 2n —5 < 32 dou3 <n <10, c-ad G € {C;:i=3,..,10} U
{2C5,C5U Cy,C4 U Cy, Cy U Cq, C3 U C5,C5 U Cy, C5 U Cr, C3 U Cg, Cy U Cs,3C3,2C3 U Cy b
Apres vérification on trouve v44(G) # 2 (n — A(G)) — 1.

Cas 2. G est un graphe semi-régulier. Notons que G est aussi semi-régulier. Dans ce
cas on a Yyp(G) =2(n — A(G)) + 1 et v45(G) =2 (n — A(G)). Par le théoréme 3.2.2. On

a les possibilités suivantes:
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3.4. Inégalités de type Nordhaus-Gaddum

Sous cas 2.1. G = (n —2) K; U K,. Alors G = K,, — e, et donc

Yar(G) =3#2=2(n— A(G)), qui donne une contradiction.

Sous cas 2.2. G = Kp\/%, avec p+q=mn,p>1et g>2 Alors G = pK; U 2Ky, et
donc v4z(G) = 2p+ 3%, c-a-d 2(n — 1) = 2p + 3L,et donc 4n —4p —3g =4, on a p+q = n,
alors g=4 et p=n—4. Alors G = 2K, U (n — 4)K;.

Par conséquent G' € {2K, U (n — 4)K1,2P, V K,,_4}.

Sous cas 2.3. A(G) =n —2 et G # K,V H pour tout graphe H d’order n — 2. Alors G
est un graphe semi-régulier de degré maximum A(G) = 2. Par 'observation 3.3.1,

Yar(G) =2 (n — A(a)) seulement pour G € {P; U Py, P, U P, C5 U Py, Ps}, et par con-
séquent G € {Ps,C5 + e}.

L’inverse est facile & vérifier. m
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Conclusion

Nous nous sommes intéressés dans ce mémoire a la notion de la domination romaine dou-
ble dans les graphes simples. Généralement, la détermination de 7v,5(G) est un probléme
difficile pour un graphe quelconque. De ce fait, nous nous sommes focalisés sur trois points

importants.

* La détermination une borne inférieure sur v,;(G) en fonction de n et A(G).

* La caractérisation de bornes existantes pour certaines classes de graphes & savoir les

graphes réguliers, les graphes semi-réguliers, les graphes bipartis et les graphes scindés.

* Amélioration de quelques résultats de type Nordhaus-Gaddum sur v,5(G) et leurs carac-

térisation.
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