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Resumé

Le but de ce mémoire est ’étude du lien entre 'opérateur de Toeplitz sur 'espace de
Bergman et les Polynomes orthogonaux de Legendre, on espérons que ce lien nous ramene

a I'etude de compacité de cette opérateur.
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Introduction

L’étude des opérateurs de Toeplitz sur ’espace de Bergman a commencé dans les années
1911 par le mathématicien allmand Otto Toeplitz (1881-1940), un créateur de la théorie
spectrale des opérateurs linéaires. En ce jour des résultats sur le produit des opérateurs, la
caractérisation des opérateurs bornés, les opérateurs compacts ainsi que la classe de Schatten
(classe des opérateurs p-compact ) ont étés obtenus, et des problémes rest aussi ouverts.
Le sujet de ce mémoire est 1’étude du lien entre l'opérateur de Toeplitz sur 'espace de
Bergman et les Polyndémes orthogonaux de Legendre.

Ce mémoire expose I’Article [6],[7], et [14], et concerne deux théorémes Tauberiannes et
leurs utilisations pour obtenir la caractérisation de compacité de I'opérateur de Toeplitz a
symboles radials sur ’espace de Bergman en suit on présente le lien entre 'opérateur de
Toeplitz sur ’espace de Bergman et les Polynomes orthogonaux de Legendre en vue d’étudie
la compacité de I'opérateur de Toeplitz & symboles radials de signe quelconque.

On pose D le disque unité ouvert du plan complexe C, soit ¢ une fonction bornée dans D,
on appelle opérateur de Toeplitz de symbole ¢ sur l'espace de Bergman L? des fonctions

analytiques de carré intégrable par rapport a la mesure de probabilité
1 1
dA = — dxdy = — rdrdf
7 T
qui est un sous espace fermé de lespace L? sur D, et on note T, 'opérateur définit par :
T,: LXD) — LX(D)
f= Plef)

ou P est la projection orthogonale de L2(D,dA) sur L2(D) et f € L>(D).
Plusieurs questions naturelles se posent. Parmi elles, nous discuterons dans le cadre du mé-

moire la question suivante :



Sous quelles conditions 'opérateur de Toeplitz est compact 7 (le chapitre 2 traite cette ques-
tion).

Dans la définition de opérateur de Toeplitz il est claire que T}, est borné sur L2(D) pour
¢ € L™, mais T, peut étre borné sur LZ(D) sans que son symbole ne soit borné, et il y
a aucun relation entre la compacité de 'opérateurs de Toeplitz T;, et la bornitude de son
symbole ¢.

Le mémoire est organisé de la maniére suivante :

Dans le premiér chapitre nous rapplons les notions de bases, en donnant les définitions et
les propriétés élémentaires des opérateurs bornés et compacts sur I’espace de Banach, et on
définit les fonctions analytiques et harmoniques, et on définie par la suite la définition de
I’espace de Bergman ainsi que ses propriétés élémentaires qu’ils sont utiles dans ’étude des
opérateurs de Toeplitz sur I’espace de Bergman, puis nous donnons une propriété importante

de 'espace de Bergman qui est contenue dans le théoréme 1.3.10 qui établit I'existence de le
1

(1 —wz)?
Comme l'espace de Bergman L?(D) est un sous-espace fermé de L*(D,dA) et donc la pro-

noyau reproduisant de l'espace de Bergman L2?(D,dA) et défini par K(z,w) =

jection orthogonale dite aussi projection de Bergman de L?(D,dA) dans LZ(D) est bien
définie, et nous donnons son expression par Pf(z) = [, K(z,w)f(w) dA(w).

Le chapitre 2 est consacré a la présentation de I'opérateur de Toeplitz et la transformation
de Berezin, la notion de fonction Mo6bius sur le disque D qui nous permis de définir cette
transformation, et aussi 'opérateur de Toeplitz & symboles quasihomogénes ou radials sont

introduit, soit f € L*>°(D) tel que pour tout 0 <7 < 1let 0 <6 < 2m,
Flre®) = (1)

Si m = 0 alors f est dite radiale; pour m € Z*, f est dite quasihomogéne. En suite nous
donnons les conditions que lopérateur de Toeplitz doit vérifier pour que se dernier soit
compact dans le cas des opérateurs a symbole positif, deux théorémes importants sont
exposeé.

Dans le chapitre 3 nous présentons les définitions et quelques propriétés des polynomes
orthogonaux (en particulier le polyndéme de Legendre).

En fin nous présentons le lien entre les polynémes orthogonaux de Legendre et 'opérateur

de Toeplitz a symbole radial de signe quelconque en vue d’étudier la compacité de ce dernier.



Chapitre 1

Définitions et préliminaires

1.1 Opérateurs bornés et compacts sur un espace de Ba-

nach

1.1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1 Un espace de Banach est un espace vectoriel (réel ou complexe) normé

complet.

Définition 1.1.2 Soit H un espace vectoriel sur K (K =R ouC). On appelle produit sca-
laire sur H toute application notée (.,.), de H x H a valeur dans K telle que pour tout

r,y,z€ HetaekK, ona:

1. (z,x) >0 et si (z,x) =0<= 2 =0,

2. (x,y) = (y,z) est le conjugué dans C de (x,y),
8. (v +y,2) = (2,2) +(y, 2), (az,y) = a(z,y), et (v,ay) =a(z,y).
Dans la suite de cette section, on considérera le cas K = C.

Définition 1.1.3 On appelle espace hermitien H un espace vectoriel muni d’un produit

scalaire.

Théoréme 1.1.1 (Inégalité de cauchy-schwarz) Pour tout x,y € H, on a

[z, y) | < V@, 2)V/ (Y, ).



Définition 1.1.4 (L’espace de Hilbert) Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel muni

d’un produit scalaire qui complet pour la norme

2]l = v/ (2, ).
Example 1.1.1 1. L’espace euclidien
CF = {z = (z1,20...,23);0, € C,i = 1,2,.... k},
muni du produit scalaire

k
<"L‘7 y) = Z fi%a
=1

est un espace de Hilbert.

2. L’espace L* = L*(X, i) muni du produit scalaire usuel donné par

<9 >=/ fGdu, fge L2
X

et la norme associée ||.||, définie par

i1 = (/. |f<z>|2du>é .

est un espace de Hilbert.

Définition 1.1.5 (L’espace dual H/) L’ensemble des formes linéaires sur H est appelé dual
topologique de H et noté H .

H = {f: H — C lineaires continue}

Sile H', on note pour v € H, l(z) = (I, x).
L’espace H muni de la norme

()]

L = sup L,
7 =08 Tl

Théoréme 1.1.2 [3/(Théoréme de représentation de Riesz-Frechet) Etant donnée | € H' il

existe xo € H unique tel que :

ly) = (zo,y),Vy € H.

De plus |[zol| g = [[U]| -



Définition 1.1.6 (Base Hilbertienne) On appelle base Hilbertienne une suite (e,) d’élé-

ments de H tels que
1. |len]| =1 Vn, (en,em) =0V¥m,n € N, m # n.

2. L’espace vectoriel engendré par les (e,,) est dense dans H.

1.1.2 Opérateur borné

On désigne par (E, ||.|g), (F,||.||r) et (G, |.||¢) des espaces de Hilbert sur K = R ouC.
Définition 1.1.7 (Opérateur linéaire) Un opérateur T' de E vers F' est dit linéaire si on a :
T(ax + by) = aT(xz) + b1 (y),Ya,y € E eta,b € K.

Définition 1.1.8 Un opérateur T' de E vers F' est dit borné s’il existe un réel positif M tel

que
IT(x)lp < M||z][g, V2 € E.

Dans ce cas, la norme de 'opérateur 1" est le plus petit M qui assure I'inégalité précédent,

et on écrit aussi

T(x
17 = sup TN o 2@

#0 H$HE ||| z=1

Proposition 1.1.1 Un opérateur linéaire T : E — F wvérifie les propriétés équivalentes

sutvantes :

1. T est continu sur F,
2. T est continu en Og,

3. T est borné.

Preuve. 1l suffit de montrer que (2) entréne (3) et (3) entréne (1),
Supposons T continu en Og. On pose D = {z € K| |z|] < 1}. Comme T est continu en Og

et T(0g) =0, T71(D) est un voisinage de 0 dans E x F. Donc, il existe r > 0 tel que

{(z.y) e ExF ||z <rllyl <r} cT7H(D)



Alors, pour tous x,y € E'\ {0}, on a

autrement dit

d’ou
1
TG, 9)] < lallyll

qui est encore vrai si x ou y est nul.

Supposons maintenant qu’il existe £ > 0 telle que, pour tous z,y € F/, on a
T(z, y)| < kll=|[lyl-
Soit (a,b) € E x F. Alors, pour tout (z,y) € E x F, on obtient

T(x,y) = T(a,0)] = [T(x—a,y) +T(a,b—y)

< kllz —allllyll + £llalllo = y[| ———0,
(z,y)—(a,b)

ce qui montre la continuité de T" en (a, b).

1.1.3 Opérateur compact

On désigne par (E, ||.||g), (F,||.|lr) et (G,].||c) des espaces de Banach sur K =R ouC.
De plus, pour tout K-espace vectoriel normé (X, ||.||x), on désigne par Bx la boule unité
fermée de X, i. e.

Bx ={ze X |[zlx <1}

Notation 1.1.1 On note par L(E, F) l’espace de Banach sur K des opérateurs de E dans
F, tandis que L(E, F) désigne l'espace de Banach sur K des opérateurs bornés de E dans
F.

Définition 1.1.9 On dit que T est un opérateur compact de E dans F siT € L(E,F) et
T(Bg) est relativement compact dans F. L’ensemble des opérateurs compacts de E dans F

est noté K(E, F). Lorsque E = F, on note simplement K(E, F) = K(E).



On rappelle que si (X, d) est un espace métrique et Y un sous-ensemble de X est dit

relativement compact si son adhérence dans X est compacte.

Proposition 1.1.2 [9] (Caractérisation des opérateurs compacts) SiT € L(E, F), alors les

propositions suitvantes sont équivalentes :
1. Te K(EF),

2. Pour toute suite bornée (zp)nen de E, la suite (T'x,)nen admet une sous-suite qui

converge dans F.

Lemme 1.1.1 (Théoréme de Riesz) Soit X un espace vectoriel normé. Alors, la boule unité

fermée de X est compacte si et seulement si X est de dimension finie.

Proposition 1.1.3 Soient T € L(E,F) et S € L(F,G). Si S ouT est compact alors ST

est compact.

Preuve. Si T € K(E, F'). Alors, pour toute suite bornée (z,)nen de E, la suite (Tx,)nen
admet une sous-suite (Tmso(n))neN qui converge vers un point y € F. Puisque S est continu,
(S(Txp(m)))nen converge vers Sy € G. Donc ST € K(E,G).

Si S € K(F,G), Alors, pour toute suite (z,)neny d’éléments de E bornée par une constante

M, la suite (Tx,)nen est une suite bornée dans F. En effet, pour tout n € N, on a
[Tznllr < [T lzalle < MY

Comme S € K(F,G), lasuite (S(Tx,))nen admet une sous-suite (S(Txy(n)))nen qui converge
vers un point z € G. Donc ST € K(E,G).

Définition 1.1.10 Soit T' € L(E, F). On dit que T est un opérateur de rang fini si Im(T)

est de dimension finie.
Proposition 1.1.4 Tout opérateur borné de rang fini est compact.

Preuve. Soit T € L(E, F) un opérateur de rang fini. L’opérateur 7" est continu donc, pour
tout x € Bg ,
17 < 1ITl.



Alors T'(Bg) est borné dans F' et, par conséquent, T'(Bg) aussi. De plus, Im(T') est fermé

car c¢’est un espace vectoriel de dimension finie, d’ou

T(Bg) C Im(T) = Im(T).

Finalement, T'(Bg) est un fermé borné de I'espace vectoriel de dimension finie Im(T"), c’est
donc un compact de Im(T'), d'ou T € K(E, F).
L’espace KC(FE, F) est fermé et tout opérateur borné de rang fini est compact. On en

déduit le résultat suivant :

Corollaire 1.1.1 Toute limite dans L(E, F') d’opérateurs de rang fini est un opérateur com-

pact.

La réciproque est fausse en général mais si F est un espace de Hilbert, on a le résultat

sulvant :

Théoréme 1.1.3 [9] Soient (H,(.,.)) un espace de Hilbert sur K et T' € IC(E, H). Alors,
il existe une suite (T),)nen de L(E, H), d’opérateurs de rang fini, qui converge vers T dans

L(E, H).

1.2 Fonctions analytiques

1.2.1 Fonctions analytiques

Soient C le plan complexe et D = {z € C: |z| < 1} le disque unité ouvert dans C.

Définition 1.2.11 (fonction analytique) Soient z, dans C, U un voisinage de zy et f
une fonction de U dans C. On dit que f est analytique en zy si f est développable en série

entiére au voisiange de 2y, i. e. s’il existe r > 0 et une série entiére (a,z"), > 0 telle que :
+oo
Vz € B(zo,7), f(2)= Zan(z — 2™
n=0

Définition 1.2.12 f est analytique sur U si et seulement si f est analytique en tout point

de U.

10



Notation 1.2.2 On note A(D) [’espace vectoriel des fonctions analytiques sur le disque

unité D.

A(D) est muni la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Dire que la
suite (fy,), converge vers f signifie que, pour tout compact K de D, et tout € > 0, il existe

N tel que si n > N alors

[fu(2) = f(2)| < (2 € K).

Soit K, une suite de compacts croissante par I'inclusion de D, c’est-a-dire que K,, C K, 1

et que tout compact de D est contenu 'un des K, pour f et g dans A(D).

oo

M) = sup [F)], 605) = 3 o inf(Ma(£),1) , d(f, 9) = 3(f — ).

ZGKn n=1 2”

Alors d est une distance sur A(D) et la topologie définie par cette distance est la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact.

Nous rappelons le théoréme suivant de Weierstrass.

Théoréme 1.2.4 [5] Si (fi)r est une suite de fonctions analytiques dans D qui converge

0
uniformément sur tout compact, sa limite f est analytique. de plus ﬁ converge vers ——

0z 0z

uniformément sur tout compact.

Corollaire 1.2.2 /8]

1. A(D) est fermé dans C(D), oi C(D) est ’espace des fonctions continues muni de la

norme de la convergence uniforme,

2. A(D) est un espace complet.

Théoréme 1.2.5 (Principe du Mazimum) Soit Q un ouvert conneze et soit f : Q — R une

fonction analytique. Si f admet un maximum relatif sur €, alors f est constante sur 2.

1.2.2 Fonctions harmoniques

Définition 1.2.13 Soit Q un ouvert de C et soit f une fonction f :Q — C. On dit que f

est harmonique sur ) si f est de classe C? sur Q et Af =0 sur Q, ou Af est le Laplacien
2 2
de f défini par Af = % + g—y];

11



De plus si la fonction f s’écrit sous la forme f(z) = P(x,y) + iQ(z,y), ou P(z,y) et
Q(x,y) sont deux fonctions de classe C? de R? dans R, f est dite harmonique si les conditions

suivantes sont satisfaisantes :

oP 0
et
oP 0
a—y(x,y) = —a—f(m,y)-

Les fonctions analytiques sont intimement liées aux fonctions harmoniques. Ainsi :

Théoréme 1.2.6 [// Toute fonction harmonique sur un ouvert Q) est analytique sur ) (c’est

une conséquence des équations de Cauchy-Riemann,).

De plus, Une fonction f harmonique a valeurs réelles est localement la partie réelle d’une
fonction analytique : pour tout a de €2 et tout disque D(a,r) contenu dans €2, il existe g

analytique dans D(a,r) telle que f = Re(g) dans ce disque.

Remarque 1.2.1 Soit Q un ouvert de C. Une fonction f : 2 — C est harmonique si et

seulement si Re(f) et Im(f) sont harmoniques sur §Q.

La remarque ci-dessus est une conséquence immeédiate du fait que :

Re(Af) = A(Re([)) et Im(Af) = A(Im(f)).

Théoréme 1.2.7 [/] Soit Q un ouvert simplement connexe de C et soit f : Q — R de

classe C?. Si f est une fonction harmonique sur Q0 alors il existe une fonction ¢ analytique

sur §) telle que Re(p) = f.
Proposition 1.2.5 Soit Q un ouvert de C et soit f : Q@ — R de classe C%. Les deux
conditions sutvantes sont équivalentes :

1. f est harmonique sur €,

2. Pour tout zy € Q, il existe v > 0 et ¢ analytique sur D(zo,r) tels que f = Re(p) sur
D(Zo, ’f’).

Les fonctions harmoniques sur un disque ouvert D(a,r) (a € C et r > 0), continues sur

le disque fermé D(a,r) et a valeurs complexes.

12



Corollaire 1.2.3 Soit f une fonction continue sur D(a,r) (a € C et r > 0), harmonique

sur D(a,r) et a valeurs complexes. Alors on a la formule de la valeur moyenne pour le cercle

C(a,r) :
1 I .
fla) = —/ fla+re')dt.
2 Jo
et aussi pour le disque D(a,r) :

1 .
— f(x + iy) dzdy.
T JD(a,r)

fla) =

1.3 Espace de Bergman

Soit dA(z) la mesure de Lebesgue normalisée sur D. Dans les coordonnées rectangulaires

et polaires, On a

1 1
dA(z) = — dxdy = —r drdf
s s

JRZCES

et

Théoréme 1.3.8 (de Riesz-Fisher) Pour tout p € [1,+00|, LP est un espace de Banach.

D’aprés le théoréme de Riesz-Fisher, lespace L?(D) muni de produit scalaire usuel donné
par

(f,g) = /Df(z)ﬁdfl(z), pour tousf,g € L*(D,dA).

est donc un espace de Hilbert.
Propriétés 1.3.1 1. L’inégalité de Minkowsk: :
Ju+ vz < [lullr2 + [|v]l 2,

2. Siu€ L? etv € L? alors uwv € L' car U'inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée :
3 3
[tuot< (1) ([ we)
D D D

[uvllr < Jlullz2]vll 2

On le note aussi :

13



1.3.1 Deéfinitions et propriétés

Définition 1.3.14 On définit ’espace de Bergman L2(D) comme étant [’ensemble des fonc-

tions analytiques sur D qui sont de carré intégrable par rapport a la mesure dA(z).
L%(D) = A(D)N L*(D).
On écrit L?(D) = L? simplement.
On considére sur L? la norme .||, associée au produit scalaire
<f,g >:/ f(z)MdA(z), pour tous f,g € L2
D

Lemme 1.3.2 Soit C(D) l’espace des fonctions continues sur D. Pour tout compact K de

D, Uapplication restriction définie par :
(Lz(D).[I-I,) — (C(D),supl.|)
zeK
I = Ik
est continue.

Lemme 1.3.3 Soit f € L? alors pour tout z € D. On a

f(2) < muﬂu

Preuve. Pour z € D. On pose r, = 1 — |z|, en utilisant la propriété de la moyenne. On a

1
2) = — w) dA(w
£2) / f(w) dA(w)

7nZ2 z—w|<r,
D’ou
| TS
£ < /| S S =

Proposition 1.3.6 L2 est un sous espace fermé de L*(D,dA).

Preuve. Soit (f,), est une suite de Cauchy pour la norme ||.||, dans L2(D). Donc, la suite
(fn),, est aussi de Cauchy pour la topologie de A(D). Soit K un compact de D, alors par le

lemme précédente, on a

1fa(2) = finll2
sup | (2) = fin(2)] < SR 2)

14



Comme A(D) est complet pour la convergence uniforme, Il existe donc f analytique sur D,

telle que :

lim sup|f.(2) — f(2)| = 0,VK compact de D.

N—+00 ,c K

De méme L?(D,dA) est complet comme espace d’Hilbert, Donc il existe une fonction g €

L*(D,dA) telle que

Jim [l —gll, =0.

ainsi il existe une sous-suite de (f,, ),y qui converge presque par tout vers g. Finalemet par
la premiére inégalité f = g presque partout et donc f € L2(D). On conclut que I'espace L2

est un espace de Hilbert.

1.3.2 Noyau de Bergman

Théoréme 1.3.9 [2] Soit H un espace de Hilbert de fonctions définies sur D et a valeurs
dans C muni du produit scalaire usuel et de la norme associée. On dit qu’une application K

de D x D est un noyau reproduisant pour H si

1. Pour tous z,w € D, K,(w) = K(z,w) est une fonction de w qui appartient a H.

2. Pour tout z € D et tout f € H

f(z) = {f, K.)

En particulier pour tous z,w € D,

D=

K.(w) = (K., K,) et| .|| = (K., K.)? = K(z,2)3.

Théoréme 1.3.10 [2/ Soit H un espace de Hilbert de fonctions sur D. Alors H admet un
noyau reproduisant si et seulement si I’évaluation ponctuelle f — f(z) est continue sur H

pour tout z € D.

Preuve. Si H admet un noyau reproduisant K alors

[F ) = 1B < A< K

15



Réciproquement si f —— f(z) est linéaire continue sur H pour tout z € D alors par le

théoréme de représentation de Riesz, pour chaque z € D, il existe g, € H tel que
f(z) ={f.92)
et g, vérifie (1) et (2) du théoréme précédent ce qui conclu a preuve.

Proposition 1.3.7 Soit H un espace de Hilbert de fonctions analytiques sur D admettant

un noyau reproduisant K. Alors

1. K est unique,

2. Pour tout z,w € D, K(z,w) = K(w, 2)
3. Soit z € D, K(z,2) =0 <= f(z) =0 pour tout f e H.

4. Pour tous z,w € D, |K(z,w)| < K(z, z)% x K(w, w)%. Pour tout z € D, Uapplication
K, = K(z,.) est borné sur tout compact de D et K est bornée sur tout compact de

D x D.

Preuve.

1. Si K et K’ sont deux noyaux reproduisants pour H alors

HKZ_K;H2 - <KZ_K;7KZ _K,;>
= <Kz - K;7K2> - <Kz - K,/z7 K;>
= (Kz - K;)(Z) - (Kz - K;)(Z) = 0.

Ainsi [|[K, — K| =0 et K, = K. pour tout z € D, donc K = K.

2. K(z,w) =(K,,Ky) = (K, K,) = K(w, 2),

3. < est évident car K, € H.
= on remarque que 0 = K(z,z) = (K,, K,) = || K,||* donc K, = 0.
ainsi |f(z)| = |(f, K.)| = 0 pour tout z € D,

4. L’inégalité est immédiate par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Comme H C A(D), K,
est analytique sur D donc borné sur les compacts de D. Il est alors clair que K est

borné sur les compacts de D x D.
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Proposition 1.3.8 Soit (e,,)n>0 une base hilbertienne de H alors pour tout (z,w) € D x D

K. (w) = Z en(w)e,(2)

n>0

ot cette série converge absolument et uniformément sur tout compact de D x D.

Lemme 1.3.4 Les fonctions e,(z) = v/n + 12" (n € N) constituent une base orthonormale
de L2.

Preuve. Pour n,m € N et z € D, on obtient
(€nym) = / (\/n+ 1z”> (\/ 1zm> dA
D
2w 1 ) ] 1
= Vn+1lvm+ 1/ / r”emerme’””g—r drdf

_ \/(TL +1 m +1 / / n+m-+1 z(n m)6 drdf

2 n+m+2 0
(m—1—1)2 2
2m + 2

n,m

ou

Définition 1.3.15 L application évaluation de L? dans C. qui o toute fonction f lui associe
sa valeur au point z, est continue pour tout z € D, d’aprés le théoréme 1.3.10, L2(D) admet
un noyau reproduisant K également appelé noyau de Bergman. D’aprés le lemme 1.3.4 La
famille e, (2) est une base hilbertienne orthonormée de L? ainsi par la proposition 1.5.8 on
a pour tout z,w € D,

K.(w) = ) (n+1)z"w"

n>0

B
(1 —Zzw)?

17



Le noyau normalisé est alors

Kz(w) . 1— |Z‘2
I (1 —Zw)?

k. (w) = Nz, w e D.

Ce noyau reproduisant a une propriété qui nous sera utile par la suite.
Lemme 1.3.5 k. converge faiblement vers 0 quand z tend vers le bord du disque.
Preuve. Soit p un polynéme en z sur D, on a

(kzyp) = (1= |2°)(p, K2) = (1 = [2[*)p(2).

Cette expression tend clairement vers 0 quand |z| tend vers 1. Enfin, comme '’ensemble des

polynomes est dense dans L2, k, tend faiblement vers 0 quand z tend vers le bord de D.
Corollaire 1.3.4

1 — 2\2
/ % dA(w) =1 pour chaque z € D.
D — ZW

Preuve. pour tout z € D on a

/D (1- ’Z|_) dA(w) = (1 — |2 (K., K.) = (1 — |2)*)?K(z,2) = 1.

|1 — zw|*

1.3.3 Projection de Bergman

Rappelons que l'espace de Bergman L2?(D) est un sous-espace fermé de L?(D,dA) et
donc la projection orthogonale, dite aussi projection de Bergman, de L?(D, dA) dans L?(D)

est bien définie. Notons par P cette projection.

Proposition 1.3.9 Pour toute fonction f € L*(D,dA) et tout z € D,

/sz w) dA(w).

Preuve. Par la propriété reproduisant de K(z,w) = K, (w), on a

Pf(z) = (PfK:) = (f,PK:) = (f, K.)

_ /f dA(w)

:(/sz w) dA(w).

18



Remarque 1.3.2 La projection de Bergman satisfait les propriétés suivantes :

1. P est une projection bornée de L*(D,dA) sur L2(D,dA),
9. P*—P etP?=P,

3. ||P|| =1, ou ||.|| est la norme de l'opérateur.
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Chapitre 2

Opérateurs de Toeplitz sur '’espace de

Bergman

2.1 Opérateur de Toeplitz sur ’espace de Bergman

Définition 2.1.1 Soit ¢ une fonction bornée sur D, on définit l'opérateur de Toeplitz a

symbole ¢ par
T,: L2(D) — L(D)

[ = Plef)

En wutilisant la représentation intégrale de P, nous pouvons voir T, comme un opérateur

itégrale donné par :

1) = Plef)(2) = (ef 1) = [ F000) aaqw. v e p.

Proposition 2.1.1 Soit p € L>(D)
1T < el
2. Ty = Id tel que Id est lidentité de L?(D),
3. Ty est l'adjoint de T,,

4. Pour tous A € C, f,g € L™®(D), Thf+y = Ty + T, (i. e. Uopérateur de Toeplitz sur

L? est linéairement dépondant de son symbole),

5. T, =0 si et seulement si ¢ = 0.
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Preuve. (1) on a pour f € L2(D)

[T (NI =P NI < NP fIl < llell  ILF

car P est de norme 1. Il s’ensuit que ||7,]] < ||¢||, et (1) est vérifié.
(2),(3) et (4) découlent immeédiatement de la définition de l'opérateur de Toeplitz.

(5) si T, est nul alors pour tous m et n dans N. On a

(Toz",2") = (P(p2"),2™)

mais la famille Z"2™ est dense dans L2(D,dA) donc ¢ est nulle.

Remarque 2.1.1 1. On peut aussi définir cet opérateur de Toeplitz sur l’espace de Berg-

man & partir des symboles non bornés sur D,

2. L’opérateur de Toeplitz T, sur L2(D) est borné si le symbole ¢ est borné, mais Ty peut

étre borné sur L2(D) sans que son symbole ne soit borné.
Dans la suite, nous allons présenter la notion de fonction Mébius sur le disque D.

Définition 2.1.2 Une fonction Mobius sur le disque D est une fonction de la forme

Z—w
goz(w)zl_zw,wED

qui transforme z ¢ 0 et 0 a z (z € D).

Proposition 2.1.2 Une fonction Mobius ¢, a les propritéés suivantes :

1. sz_l = P2,

2. Le déterminant réel du Jacobienne de v, en w est

oy = L P
s )] = 105 0) = Jr=2 o
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(1= 12 = Jwl)

3. 1—|p.(w)|* =

|1 — Zw|?

Preuve. (1) On trouve facilement que

(2) On a

et done

Z_SOZ(w)
(prop)w) = T2
Z—w
2_
_ 1 —Zw
o =W
-z
1—2zw
= w.

—(1—-2w) +Z(z —w)
(1 —zZw)?
—1+zw+|z]* - zZw
(1 —Zw)?
1—|2)?
(1—zw)?’

P2 (w) =

N 2 (1 B |Z’2)2
’@Z(w” - ‘1—E’LU|4 :

De plus si on pose ¢, (w) = P(z,y) + iQ(x,y) on obtient :

0y,
7 w)

0p,
e (w)

donc

0P 0Q, 1|
- ay(x’y)—i_zay(x?y)_ Z(l_zw)27
9P 0Q, . 1—zP
- 8x(x’y)+28x(x’y)__(1—Ew)2'

les condition de Cauchy-Rieman sont satisfaisantes, et alors la matrice réelle Jacobienne de

¢, donnée par :

or 9P op  _9Q
_ ox Oy _ Oz Oz
JSOZ (w) - - Y
9Q  9Q 9Q  or
or dy ox ox
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et

ool = (G ) (52 )
- (Z%) (&%)
- (- 1:15)(—1:—511)
_ (11_1_z'|2)2 (11_(1_2(")42'>
3) On a
B0 feP) L= FuP = (1= P = )
1= zup 1= 7up

(1—zw)(1—2m) — (1— |zP)(1

— wl?)

11— Zw|?
lw|? + |z> — zw — 2w

|1 — Zw|?
= |§02(w>|2'

On rappelle qu'un automorphisme de D est un application bijective bi-analytique de D

dans D. Tout automorphisme ¢ de D peut s’écrire comme ¢(w) = ¢, (ew), ot z = p(0) € D,

le] = 1.

Notation 2.1.1 L’ensemble des automorphisme du disque D appelé aussi groupe de Mdbius,

est noté Aut(D).

Corollaire 2.1.1 Si ¢ € Aut(D), alors

K(z,w) = ¢'(2) K(p(2), p(w))¢' (w)

pour toutes z,w € D, ot

L 24 G Lo )

(1 =2@) (1 - p(2)p(w))?
pour toutes z,w € D.

Preuve. Soit {e, : n > 0} est une base orthonormale de L. On pose



Ainsi

K(z,w) = Zan(z)an(w)
= Y enlp(2)en(p(w))¢ (2)¢' (w)
= ¢(2) (Z en(so(Z))en(sO(w))> ¢ (w)

La proposition suivante qui donne la formule de I'images de noyau reproduisant k, (a €

D) par un opérateur 7.
Proposition 2.1.3 [12] Soit f € L>(D,dA). Pour tout z € D alors
Tf(kZ) = (P(fop:)ow.)k.

Dans la suite, nous allons présenter quelques situations ot nous pouvons affirmer que
lopérateur de Toeplitz est borné. Pour cela il nous faut introduire tout d’abord la transfor-

mation de Berezin qui joue un réle crucial dans la théorie des opérateurs de Toeplitz.

2.2 Transformée de Berezin
Définition 2.2.3 Soit f € LY(D), la transformée de Berezin f de f est donnée par
1—|H
f(z) = (ke k2) f ‘1_ e dA(w),Vz € D.

De plus, Soient f € L2(D) et p,(w) € Aut(D), pour z,w € D. Donc f vérifie la propriété

:éfwmmw

z=.(0)

de la moyenne :

Donc, On a

On obtient

ﬂw:ﬂ%m»:ljwmwmmm
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Le changement de variable y = ¢, (w) donne
1) = [ £ 0)1aAw)
/ f(y)w dA(y).
D

1 —zy|*
En fait, on peut définir plus généralement la transformée de Berezin d'un opérateur
T borné sur un espace de Hilbert de fonctions sur D, possédant un noyau reproduisant
normalisé k,, la transformée de Berezin (symbole de Berezin) de T est la fonction T de D

dans C définie par
T(z) = (Tk.,k,) ¥ z € D.
On a alors pour tout z € D,

Ty(z) = (Tpka ko) = (fhesks) = [(2),
ainsi la transformée de Berezin de f et de T coincident.
Proposition 2.2.4 Soit p € L>°(D,dA)
i sup ()] < limsup [Tk, < [T, < 17,1 < ol

z—0D
Avec ||T,||, = infgep || T, — K| .

Preuve. |T,||, < [|T,] < |l¢ll, est claire, il reste donc & montrer les deux premiéres

inégalités. Soit z € D alors

22| = [ (pke, ke | = [(Toke, k)| < [Tk, -

Soit K un opérateur compact sur L?(D) alors Kk, converge vers 0 quand |z| tend vers 1

car k, tend faiblement vers 0. Ainsi pour tout K compact on a

limsup || T,k ||, = hmsup (T, — K)k.||, < [|T, — K| .
z—0D

Donc

. _ e |
limsup | Tok:l, < tnf |75 — K| = [Tl

Maintenant on va prouver que la transformation de Berezin est Mobius invariante effec-

tivement. On a :
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Proposition 2.2.5 Pour tout ¢ € Aut(D) et toute fonction f € L'(D,dA)

fop=Ffoop.

Preuve. Soit 0 € Aut(D) et z € D. On pose

z—w o(z) —w
L(w) = — et donc Qg (wW) = ——=—.
prlw) = o) = T

Il vient que

Po(z) 000 0.(0) = @o()(0(2)) =0
Po(z) ©0 O Q, € A(D>

o) 0009, (D) = D, el py) 000, est bijection.

D’ou d’aprés le lemme de Schwarz, il existe un constante complexe ¢ de module 1 telle que

pour tout w € D
o(z) © 00 @ (W) = cw

Pour f € L'(D,dA), on a

(1 —[=1*)*

1—zy|* AA().

ﬁ“a=/D<foa><y>

En effectuant le changement de variable y = ¢, (w), on obtient

Fool(s) = /D (f 0 0 0 p.)(w) dA(w)
= /D(f O Yg(z) © Po(z) ©0 © 902)(w) dA(w)
- / (f © Po(ey) (cw) dA(w)

(f © ¥o(z))(u) dA(u)

I
\b

D

Nous allons énoncer une propriété fondamentale qui lie les fonctions harmoniques et la

transformée de Berezin.
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Lemme 2.2.1 Si f € LY(D,dA) est harmonique, alors

f=1r

Preuve. Si f € L'(D,dA) est une fonction harmonique sur D alors f o ¢ est aussi har-
monique pour tout ¢ € Aut(D). D’aprés la propriété de la valeur moyenne, pour tout

v € Aut(D) tel que ¢(0) = z, on a

F(2) = f o . (0) = /D f 0 pu(w) dA(w) = f(2).

2.3 Opérateur de Toeplitz & symboles quasihomogeénes
ou radials
Définition 2.3.4 F € L' est dite radiale si pour tout z € D
F(z) = F(|z]).

Définition 2.3.5 Soit m € Z. Une fonction F € L*(D,dA) est dite m-quasihomogeéne. s’il
existe f € L>([0,1]) tel que pour tout z =re® € D, 0<r <1 et €0,2r], On a

F(re?)y =™ f(r).

On appelle f la partie radiale de F' et m le coefficient de quasihomogen érité de F. On
note F' ~ (f,m).
Sim = 0 alors F' est radiale. On distingue le cas radial du cas quasihomogeéne est le cas plus
simple a écrire.
Si une fonction F' est le symbole d’un opérateurs de Toeplitz alors nous dirons que Tr est

quasihomogéne de degré m.

Lemme 2.3.2 Soit F' un symbole m-quasihomogéne (ou radial) borné alors

0 sin+m<0
Tpen =
cn(F)ensim  Sinon
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ol

cn(F)=2vVn+1vVn+m+1 /1 f(ryr?tm iy,
0
Preuve. Il suffit de calculer (Tre,,e,) = (Fey,e,) pour tous p,n € N.
(Tpen,ep) = Vn+1y/p+1 / 2"ZP dA(z)
= ;\/n——i-l\/]m /27r/ ™ £ (r)rme™rPe= 0 drdf
o Jo
= %\/n—Jrl Vp+1 / g / 1 flr)r Pl dr
0 0

1
= 2Vn+1vVn+m+1 / FE)Yr? T dr 6
0

Car f027r ellm+n=p)0 10 — o Omtn,p-

La transformée de Mellin est trés utilisée dans I’étude d’opérateur de Toeplitz a symbole

quasihomogeéne.
Définition 2.3.6 On définir la transformée de Mellin de f € L*°(0,1) par
X 1
f:z r—)/ f(r)yr=tdr.
0
On appelle lintégrale fol f(r)yr"=Ydr le coefficient de Mellin d’ordre n de f.

Définition 2.3.7 Soit f une fonction intégrable sur D. On définit la radialisation de f, et

rad(f =5 / f(e'

L’intégrale est existe et finie presque partout car f € L'(D,dA). Il découle directement de

on note rad(f), par

cette définition qu’une fonction f est radiale si et seulement si f = rad(f).

Définition 2.3.8 Pour f € L>(0,1), la transformeé de Berezin de f est celle de
F ~ (0,1). Selon la définition 2.2.3, On a ¥z € D

A=LsPP
9= [ ) =E daw),
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Lemme 2.3.3 [10] (page 32) Suppose que A > 0 et

lim (1 —)* Zant” =0

t—1—
n=0

si a, > —C(n+ 1)1 pour C > 0 et pour tout n > 0, alors

lim Do W _ 0.

Théoréme 2.3.1 [7] Suppose que f € L>[0,1) et

an(f) = (n+1)/0 f(r)r™dr, n >0

Alors a,(f) — 0 quand n — oo si et seulement si

Nk

lim (1 —¢)?

t—1—

(n+ Da,(f)t" = 0.

Il
=)

n

Preuve. Comme

(L=1)”> (n+1)t" =1
n=0
pour tout ¢t € [0,1), et a,(f) = 0 (n — oo) alors

WK

lim (1 —¢)?

t—1—

(n+ Da,(f)t" =0.

Il
=)

n

pour montre 'autre implication, nous utilisions le lemme précédent, alors on suppose

Nk

lim (1 —t)?

t—1—

(n+ Da,(f)t" =0.

i
(e

avec un changement de variable, on trouve

t—1—

i [ao(f) " ni:[m Danlf) - nan—l(f)]t”] ~0
par la définition de a,(f), on obtier:t
(n 4+ Dan(f) —nan_1(f) = (n+1)> /01 f(r)yr™dr —n? /01 fr)yr™tar
= (2n+1) /01 f(r)r™dr + n? /01 flr)(r— 1)7"”_1 dr

par un calcul élémentaire on trouve que, la formule au-dessus est bornée en n, si f est

bornée. pour termine le preuve on utilise le lemme suivante .
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Lemme 2.3.4 (avec A =1) Si

lim (1 —¢)? Da,(f)t" =0
Jim (1 =03 {n+1)a
alors
i 200 + 2 kol(k + Daw(f) — karr(F] _
n——+o0 n-+1 ’
o1
L o) =0
Lemme 2.3.5 [13] Soient K, Ky € L'[0, +00). Si
+00 )
K ()t dt # 0
0
pour j = 0,1 et pour tout x, alors les deux conditions suivantes
+00 +oo
lim K (t)g(et)dt =0, lim Ky(t)g(et)dt =0
e—0t 0 e—07t 0

sont équivalent pour g € L*®[0, 4+00).
Théoréme 2.3.2 [7] Supppose que f € L>°[0,1), alors

ac;>1* 1 i T /I1 f(t)dt =

lim

st et seulement si

1
lim (n+ 1)/ F)tdt = 0.
n—-+oo 0

Preuve. Soit

%/lf(t) dt, z € [0,1).

On applique la théoréme de Fubini, on obtient

(n+1)(n+ 1)/0 h(z)z"(1 — z)dx = (n+2) /01 ot at

pour tout n > 0.
Pour montre I’équivalence, on utilisie le lemme 2.3.5.

Comme f est bornée, alors

lim (n+ 1)/O ftdt =0

n—-+0o
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est équivalent a(compare t° et t" pour n < s <n+ 1)

n—-+oo

1
lim s/ f)t’dt =0
0

On fait changement de variable, on trouve

s/lf(t)tsdt _ s/lf(l—t)(l—t)sdt
s |-

t oo
- /fl—— ~Lysar K (t)g(et) dt
S 0
oﬂe:i
Fl—1t), sio<t<1
g(t) =
0 ,sit>%.
et
(1—et)e, sio<t<?t
K (t) = ‘
0 ,sit>%.

Comme 0 < K (t) < et alors K (t) — e~! sur L'[0, +00) quand ¢ — 0.

Donc (et d’aprés le lemme 2.3.5)

1
lim s/ ftr'dt =0
0

S$——+00

est équivalent a

+oo
li “tg(et)dt = 0.
i fy ol
de méme
li
est équivalent &
+00
lim Xo,119(et) dt = 0.

e—0t 0
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Théoréme 2.3.3 [7] Soit f une fonction radial bornée sur D, Alors les assertions suivantes

sont équivalentes :
1. Ty : LA(D) — L2(D) est compact,
2. f(z) = 0 quand |z| — 17,
ﬁf; f(t)dt — 0 quand z — 1~.

Preuve. On montre que (1) < (2), On sait que si f est radial alors le transformée de

Berezin f de f est

fo) = - [ L
= (1—|2]*)? Df(w) Z(n—l—l)z”w" dA(w)
= 2(1—|2])?) (n+1) |z|2"/ fr)yr®+tdr

— (- QZnH)?yz\?n/o F(SF)™ dr.

soit f*(r) = f(y/r),0 < r < 1, d’aprés le théoréeme 2.3.1. alors f(z) — 0 quand |z| — 17 si

et seulement si a,(f*) — 0 quand n — +o0, tel que
1
an(f*)=(n+ 1)/ [ (r)yr™dr, n > 0.
0
D’autre part, Les fonctions suivantes constituent une base Hilbertienn de L?(D).
en(z) =vn+12", n=0,1,2,....

lorsque f est fonction radial , et Ty dans la base {e,} alors

(Tyen, ea) = (n+ 1) / SR dr = an(f°).

Donc, pour une fonction radial f Popérateur T} est compact sur L2(D) si et seulement si
an(f*) = 0 quand n — +o0.
Finalement, On montre que (1) < (3),

D’aprés le théoreme 2.3.2 on déduire que Ty est compact si et seulement si

1 1
li *(t)dt = 0. 2.1
tm i [ rwa=o (2.1)
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Comme f est bornée et

1_x/f t)dt = 1+2\/_L_\/_/f 1) dt + _\/_/f dt}

on trouve que 2.1 est équivalent a

x;r 1 ix /xl J()dt =

lim

Et le théoréme est entiérement prouvé.
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Chapitre 3

Polyndémes ortogonaux

3.1 Présentations des polyndémes orthogonaux

3.1.1 Définitions

On rappele 'espace
L*(p) == {f: X = R: fmesurable, | f|| < oo}

de norme induite par le produit scalaire

(flg) = | fgdp,
X
ol y est une mesure de Lebesgues-Stieltjes et X un espace mesurable.

Définition 3.1.1 Une suite de polynoémes (pp)n, > 0, ou p, est de degré n, est dit ortho-
gonale dans L*(u), si {(pn|pm) = 0 lorsque n # m. Une telle suite forme évident une base
orthogonale de [’espace des polyndmes et il est bien connu qu’etant donné un produit scalaire
fixé, nous pouvons en construire une base et en appliquant le procédé de Gram-Schmidt a la

base canonique des polynomes, {1,z,x?, z3...}

Définition 3.1.2 On considére un intervalle I C R, et une fonction poids
w: I — RY tel que % J;w(z)dx = 1.0n désigne par H = L*(I, w(x)dx), (pour les fonctions a
valeurs dans R) muni du produit scalaire < f,g >= [ fgwdz et de la norme |.| associée.On

q:
suppose le poids w tel que, pour n € N, [ |z["w(z)dz < co.
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3.1.2 Séries génératrices

Le domaine des séries génératrices en général est vaste et complexe. Pour les suites de
polynémes orthogonaux p,(x), on rencontre surtont des séries génératrices par exemple,

pour les polynomes de Tcheby-chev(1¢" espace)

1. Ordinaire

o0

I
n=

2. Exeponentielle
ZOTn(:B)% = 1e® cosh(tva? — 1);
3. De Dirichlet

n 2

S To(2)E = Zn(1 — 2tz + 12).
n=0

3.1.3 Calcul des séries génératrices

Considérons la relation de récurrence de polynome, a savoir
To=1,T) =x,T,(z) = 22T, 1(x) — T,,_2(x).

Multiplions 7},(z) par ¢", sommons sur les n et brassons un peu.Nous obtenons

i T.(z)t" = 2x i To1(x)t" — i Tho(x)t"
n=2 n=2 n=2

= 2ty Ta(x)t" =12 T, o(a)t"
n=2 n=2

Alors
io To(z)t" —xt — 1 = 2xt il T (x)t™ — 12 io T, (z)t",
Donc : i :
1+ ot — 2zt = (1 — 2xt + %) OOO T, (x)t,

c’est-a-dire

o
Zo Tn(a:)t” = 1—12;%
n—=

La série génératrice ordinaire donnée précédemment a donc été facilement retrouvée.
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3.2 Propriétés des polynémes orthogonaux

Dans ce paragraphe on va étudier les propriétés des polynomes orthogonaux, lesquelles

sont veérifiées pour des distributions du type Stieltjes w(x)dzx.

Notation 3.2.1 Nous dirons que p(x) est un m, si c¢’est un polynéme de degré < n.Et nous

noterons hy, = (P, Pn)

3.2.1 Formule de Rodrigues

Théoréme 3.2.1 [16]

On considérons le probléme suivantes :
p@)y" +q(z)y’ + A =0

Ou il est supposé que degré(p(z)) < 2, degré(q(x)) < 1, et que X\ est une constante et que

l’opérateur
L:=pL +qL +) djoi
=Pz +qg + A est auto-aajoint

Applons

T

w(z) = ﬁexp(f %dt)
o

Alors la suite des polyndomes orthogonaux qui solutionnent ce probleme est donnée par la

formule de Rodrigues
pula) = LA (w(a)p(a)]",
a un facteur de normalisation prés.
Example 3.2.1 [l’equation de Legendre
(1—a2?)u" — 22 +n(n+1u=0

La formule générale de Rodrigues nous donne que les polynémes de Legendre peuvent étre

mis sous la forme




Cependant, pour avoir la normalisation p,(1) =1, écrivons plutdt
Pa(®) = gy g [ (2% = 1)"].
Introduisons maintenant l’équation de Gegenbauer, une généralisation de celle de Legendre.
(1—2*)y" — 2a+ Dzy +n(n+ 2a)y =0,
Nous pouvons calculer que dans ce cas-ci,
w(z) = (1—22)*3,

et alors nous obtenons la formule de Rodrigues des polynémes de Gegenbauer(non normali-

sée)

Of = (1 — a2)p = dh (1 — g?)res),

3.2.2 Formule de récurrence

Théoréme 3.2.2 [16]

Soit p,(x),> un systéme des polynomes orthogonaux alors on a la formule de récurrence :
Pni1(z) = (Anz + By)pn(z) — Cppp_1(x) pour n > 1
ou A,, B,, et C, sont les constantes suivantes :

A, =04 >0 B, = _An(ﬂczomzvn)7 C, = A, (@pn; Pr—1) 0,
Pn (pn:pn) (pnflypnfl)

Preuve. Il suffit de remarque que p,.1(x) — A,,.x.p,(x) est un m, donc de la forme :

aopn(z) + ... + anpo(x),
et de la propriété d’orthogonalité des p,(x) on déduit les valeurs des constantes ay, ..., a,
Ona l'égalité :
Pri1(x) — Ap.x.pp(x) = agpn(z) + ... + a,po(w)

On prend (.,px) pour k =0,1,...,n — 2, on trouve a;, = 0 pour k = 2,...,n
On prend ('7pn—1> : _An(pm xpn—l) = alhn—l

Ona donc bien
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—A 13 ) m A ) mn— 1
B, = —fnln, TPn) (’}’l’; 2n) of, C, = —"(p]f::’f U puisque ag = B,

et a; = —-C,,.

3.2.3 Formule de Christoffel

Théoréme 3.2.3 Soit {p,(z)}neny une famille orthonormée des polynémes associée a la

distribution w(z)dz sur [a,b], soit :
p(z) = c(x —x1)(x — x2)...(x — 279)

unm; > 0 sur[a,b] avec ¢ # 0 et les x; dintincts. Alors les polynémes orthogonauz { ¢, (%) fnen

associés a la distribution p(z)w(x)dx peuvent se représenter comme suit :

pn(m) Prn+1 (37) an(l‘)

pn($1) pn+1(x1) an(Il)
p(x)gn(x) =

pn(l‘l) pn+1($l) pn+l($z)

Remarque 3.2.1 1. Dans le cas ou p(x) & un Zéro, d’ordre m > 1, on remplace les
lignes correspondantes par les dérivées d’ordre 0, ...,m—1 des polynomes p,(z), ..., pn1(T)

en Ty.

2. qn(x) n’est pas, en général, normalisé.

Preuve. (du théoréme) Le membre de droite est un 7,1 divisible par p(z) (puisque pour
x = xy le déterminant est nul, k = 1,...,1).
Donc p(x)q,(z) de la forme m,,.De plus p(x)g,(x) est une combinaison linéaire des p, (), ..., pp11(2),
donc si ¢(z) est un m,_; arbitraire alors :
b b

[ p(2)gn(x)q(z)da(z) = [ ¢u(z)q(z)(p(z)da(z)) = 0.

a a
Pour finir nous devons montrer que ce membre de droite n’est pas identiquement nul.Pour

cela il suffit de voir que le coefficient de p,,;(x), le determinant
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|(pnti(z; +1))ij=o0..i-1], n’est pas nul .
Supposons qu’il soit nul.Alors il existe des réels, a, ..., a;_1, non tous nuls,tels que
aopn () + ... + G_1Ppgi—1()
s’annule en les points z1, ..., z; Donc
aopn () + ... + a—1pnti—1(z) = p(x)G(x) ou G(x) est un m,_4
Puisque cette expression est orthogonale & tous les m,_; ona,
b

fb(p(fﬁ)G(x))G(a?)da(x) =0 & [px)G*(z)da(z) = 0= G(x) =0

a

Puisque l'ona, par hypothése, p(z) > 0.

3.2.4 Formule de christoffel-Darboux

Théoréme 3.2.4 Pour un systéme orthogonal pn(:c)nzo des polynomes, ona les formules

pour x # y dans [a,b] :

1. in:O Pv(:):})lfv(y) — kn-’f-?hn pn+1(x)pn(ya);§n(x)pn+1(y)

n 1’2
2030 B = e G (2)pal®) = P (@) ()
V=

Preuve. L’identité (1) découle facilement de la formule de récurrence.

Pou+1 ('T)pv(x) - pv('r)pv—i-l(y) = (Avx + Bv)pv(a;) - Cvpv—l(m)pv<y)
= (Avy + By)po(y) — copo-1(y)po(@)

= Av($ - y)pv($)pv(y) + Cvpv(x)pv—1($)pv(y)

Ainsi ona :
A%pv+1(r)pv(yi:z;v(m)pvﬂ(y) = po(2)pu(y) — g_zpv(ﬂf)pva(yg)c:zva(w)pu(y)
Comme :
CU — kvflhv
A_'u o kvhv—l
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et en divisant par h, on a :

Uy41 — Uy = h_vpv(y)

. = K1 Pu(@)po—1 (@) —Pu—1(2)pu(y)
v kvhvfl Ty ’

On fait la somme pour v = 1 jusqu’a n :

i po@)pu() _ ko Prt1(@)pn(®)—pn(@)Pnt1(y) _ po(@)po(y)
= Ry kn+1hn z—y ho :

Pour l'identité (2) il suffit de passer a la limite quand y tend vers z.

Remarque 3.2.2 Ona précédement posé :

kn(t,2) = po(t)po(t) + .. + Pu(t)pn(t) = po(D)po(t) + ... + pu(t)pn(t)

Si on prend une famille p,(z) orthogonale (h, = 1,Yv € N) alors le membre de gauche de
la formule de Christoffel-Darbouz n’est rien d’autre que : k,(Z,y) = k, (7, ), on peut donc

écrire :

C—D: k/’n(%t) _ _kn pnt1(@)pn(t)=pn(@)pnii(t)

kn+1 r—t

3.2.5 Formule de quadrature
A/ Probléme et but

Soit F € C([a,b]) et w une fonction poids :

I(F) = f]-"(a:)dx ou I(F) = f}'(x)w(:c)d:(:

On veut approximer [(F).L’idée sera :

1. D’approcher I(F) par I(p) avec p un polynéme d’interpolation de F

2. Decouper [a, b] en sous intervalles et on repéte le processus
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B/ Formule de quadrature de type d’interpolation

Soient Xy, X1, ..., X;, € [a,b].Alors I(F) ~ I,(F) = I(p,) ou p, est un polyndéme d’inter-
polation de F en Xy, X1, ..., X,

Proposition 3.2.1 Soient Ly, Ly, ..., L, les polynémes de Lagrange associées auxr noeuds

Xo, X1, ..., X, alors
L,(F) => w;F(X;) avec w; = ff
i=0

Preuve. p, le polynome d’interpolation de Lagrange de F aux points Xy, X1, ..., X,, alors

b n
LF =1(p,) = [(3 F(Xi)Li(X))dX
a 1=0
n b b
L(F) = X;) [ Li(X)dX on pose : w; = [ Li(X)dX
i:[] a a

Donc

b—a

Remarque 3.2.3 Si on prend des points équidistincts X; = Xy + jh avec h = cella

s’appelle la formule de Newton-cotes

3.2.6 Exemples des polynémes orthogonaux classiques

démonstrations des propriétés

1/ Les polynomes de Legendre :

Définition 3.2.3 P, est un polynome de Legendre de degré n si
1
[ Pi(z)Pj(z)de =0 sii+#j

-1

et si P,(1) =1
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Propriétés 3.2.1 1. P,(z) = 57 D"[(2* — 1)"]
OuD:R—R; f(x) — f'(x) pour f e CY[-1,1]);
2. Py(z) = & i}((;ﬂ) (@ — 1)z + 1) ;

ii—_i) = (1_x)n Z(C])
J

3. Py(x) =

—~

4. P, a méme parité que n ;

5. Pl(x) = i;*"” Pj(x)
:f

,_.

6. Les polynomes P, satisfont la relation de récurrence a trois termes
(n+1)Pyi1(x) — (2n+ DaP,(z) + nP,_1(z) =0
Pourn > 1 avec Py(x) =1 et Pi(z) =x;

7. ng Ydr = 2=

2n+1

n>0
Preuve.

1. On choisit 7 < j et on obtiendrait par symétrie un résultat analogue lorsque j < 1.

/Di[(:zc2 —1)D7[(2® —1)] = /DZH 1)]D7~ (a* — 1)]

+ [D'(e® = 11D (2 = 1Y]]L, VE € {0,1,....j — 1}

=0 carDF[(z2—-1)7]|-1,1=0

— (1 / D [(a? — 1)]D°[(2? — 1Y

+ [D7 (22 = 1) D°[(2? — 1)j]]£1j, Vk € {0,1,...,5 — 1}

:Ocaer[(:EEr—l)j“fl,l:O
1
= (—1) / D[(a” —1)]  (a® —1)de
_/_/

—1 =0 car sii<j,Diti[(z2—1)i]dz=0

= 0

Un calcul explicite de P, a l’aide de la formule de Leibniz fournit
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nl )
(= 1) 1)

— Y (CPa- 1)+ 1y

Et, il s’ensuit que P,(1) = 1.

2. Voir plus haut.

-

3. On a P,(z) = o > (C)*(x — 1) (x + 1)/, d’ott on déduit

27’L
7=0
1+ 1 : 2r ,_., 2 -

A

7=0
1 " ,
- - I\2,.n—]

7=0

2

4. Immédiat car w,(z) tel que w,(z) = (x*—1)" est un polyndme pair, ce qui induit que

P, qui est le polynéme dérivé n fois de w,, , est un polynéome de méme parité que n.

n—1
5. P, = > b;Pj oub; € R, car P; est de degré j. On déduit donc
7=0

_fl1 P! (2)Pj(z)dr = b; [ P?(v)dz.

Par ailleurs,

1
1
| PP a)dz = = [ Pue)Pita)o + PR
= —_—
N -1 , =1—(—1)"*J car P, est de la parit de n et que P, (1)=1

=0 car z;:yr Pi<n
6. Po(z) =1 car By est de degré 0 et tel que Py(1) = 1.
Pi(x) = x car P; est de degré 1, impair et tel que P;(1) = 1.

On a encore
Poi1(x) = (By + 2An)Po(z) + Cp Pyq(2).
En effet, on peut écrire

Poii(z) = (By + 2A,)Py(z) + C, Py () + 72? a;jPj(x),
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ce qui implique que

1

/ Poi(2)Pu(@)de = (By + 2A,)Po(z)Pe(x)da

-1

Et, pour k € {0, 1,...,n — 2}, cela fournit
1
ar, [ PX(z)dz =0
51

puis a; = 0 car
1

[ PZ(x)dx # 0.

-1

Recherche de A,, :

Soit a,, le coefficient du terme de plus haut degré de P,.

apx" = D" [z*"]
2nn

1 (2n)!
2np! nl

__ On41 _ 2n+1
Or, A, = =, donc An = TE5

Recherche de B, :

B, = 0 car P, est de méme parité que n.
Recherche de C,, :

On a P,(1) =1,¥n € N.Donc 1 = A, + C,.Puis, C,, = —

7. D’aprés la relation de récurrence a trois termes, on obtient
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-1 -1

— (2n+1)/xPn(x)PnH(a:)dx—i—n/Pn_l(x)PnH(x)da:

De la troisiéme égalité, on déduit
1
n f P2(x)dr — (2n — 1) [ xP,_1(x)dzP,(x)dz = 0.
1

De la premiére égalité,

—(2n+1) fl xP,(x)dxP,_1(x)dx +n fl P? (x)dz = 0.

-1

Alinsi,

1
[ P(z)dx = 2 z)dr = 0.
-1

2n+1

Par récurrence, il vient

1
fPQ d$_2n+1/P dx_2n+1

H—/

8. Soit
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En dérivant,

Gi(z) = Y nPy(z)z""

n>1
n>0

= Z((Zn + D)zP,(x) —nP,_1(x)z"
n>0

=z Z(Qn +1)P,(x)2" — Z nP,_1(x)z".

n>0 n>1
Par ailleurs,
—222Gl(2) = —2x Z nP,(x)z",

PG (z) = ) (n—1)Pyi(z)2",
2Gu(2) = Z P, _4(x)2",
et, —xG,(z) = —x Z P,(x)z".

Il s’ensuit

(1—22z+ )G (2) = = Z(?n + 1)P,(x)2" — ZnPn_l(x)z"

- 2; Z: nP,(z)2" + ;(nn—ll)Pn_l(a:)z”
= 2 épn(x)z" — P():x_)z - 2 P, i(z)z"
— g nz_: Po(z)2" = Pn_l(;)_z”

— (:Enioz)Gn(x) -

La résolution de I’équation différentielle
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G (z) r—z

Gn(z) 1—2xz+ 22
_ —u'(?)
o 2u(z) ]
avec u(z) =1— 2z + 22
Alors,
Gn(2) = A

Or, P,(1) =1, donc lorsque z = 1, G,(z) = ﬁ, ce qui donne a = 1.

Pour conclure,

Gn(2) = e

2/ Les polynomes de Tchébychev de premiére et seconde espéce :

Définition 3.2.4 Les fonctions de Tchébychev de premiére espéce (T,,) et seconde espéce

(U,) sont définies sur I = [—1,1] par

T.(z) = cos(nO)

21 1
Up(z) = S20tDO) e © = arccos .
n sin ©

Propriétés 3.2.2 1. Les fonctions T, satisfont la relation de récurrence a trois termes
Toi1(z) — 22T, (x) + Too1(x) =0
Pourn > 1 avec To(x) =1 et Ty (z) = x;
2. Les fonctions T, sont des fonctions polynomes ;
3. TH(x) =nU,_1(x);

4. Les fonctions U, sont des fonctions polynéomes

1
5. flTn(:L’)Tm(aj)\/1dj‘"7 =0,sin#m;

48



7. To(w) = (e + VAT 1)+ (o = VAT 1))
pour x €] — oo, —1] U [1, 00[;
8. Le coefficient du terme de plus haut degré de T, est 2" 1 sin>1 et 1 pourn=20;
9. Les polynomes T,, satisfont l’équation différentielle
(1—a?)y" —ay?y =0,
10. T,, est proportionnel au polynome w,, défini par
wi(r) = VI=22D" (7]
OuD:R—R;f(x) — f(z) pour f € (]-1,1]).

Preuve.

1. La formule trigonométrique

ptq )

cosp + cos ¢ = 2 cos(%5?) cos( 52

avec p = (n +1)O© et ¢ = (n — 1)© fournit immeédiatement le résultat.

2. Une récurrence simple depuis la formule de récurrence a trois termes induit que les

fonctions T, sont des fonctions polynémes.

3. dTy () _ dTn(z) _  sin(n®)

dx d@% - sin®

4. Les fonctions U, sont des fonctions polynémes comme dérivées de fonctions polynomes.

5.
1 i 0
/Tn(x)Tm(m)J%ﬁ = /COS (nO) cos(mO)dO avec O = arccosx
1
1
= /§ cos((n +m)0O) + cos((n —m)O))dO
0
= 0 car n#m
6.
1 T
/T2(x) d = /l(cos((Qn)G) + c0s((0)©))dO(voir ci — haut)
AV =T
[1
[l
0
T
2
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7. Soit
Zn() = 3l(z + Va2 =1)" + (z = Va? = 1)"],

pour x €] — oo, —1] U [1,00][, ona Zy(z) = 1 et Z;(z) = x.

De plus,
Zur(2) + Zuia(2) = N R e =
2‘+(x_ xz_l)n(x_m_a:-h/lmf)_
1| Ve e Vi - T
2| to - Va —D)i(a - Va? — 1 - =)

_ Qx%[(x VD) 4+ (o= V= 1)
= 2xZ,(x)

Ainsi, les fonctions Z,, vérifient la méme relation de récurrence a trois termes que les

T, ce qui implique
Z,=1T,, Yn € N.

8. C’est immédiat par une récurrence simple depuis la formule de récurrence a trois

termes.
9. On a
T, (z) = cos(narccos ) ;
T, (x) = sin(n arccos ) T ;
et

T,/ (x) = cos(n arccos )= 4 sin(n arccos x)m

Et, le résultat découle directement.
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10. Soit &k < n

(1—a%)"

+ anl xk£
i
:()caqu[(i/lLH{ 1.13=0 Yg€{0,1,....,n—1}

e [ e .
—<1>_[D (T

i

-~

—0 car Dq[%u{,m:o Vge{0,1,..n—1}

1_
- k'/D” ] v)" YT de
V1—22
(1—a2?)"
V1— a2

-~

= (=1)Fk! (DR 1(k'z)

(1—az?)n

=0 car Dq[\/i”{ 1,1} — =0 qu{o’ly =T 1}

Donc, pour tout polynéme p de degré strictement inférieur a n,

1

_flwn(x)p(x)\/ldj”7 =0.

En particulier, pour p(z) = wg(x) ot k < n car il est évident que wy est un poly-
noéme. Ainsi, les polynémes w, sont orthogonaux pour le méme produit scalaire que

les polynomes T;,. Il s’ensuit que ces polynémes sont proportionnels.
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Chapitre 4

Lien entre les polynémes orthogonaux et

I’opérateur de Toeplitz a symbol radial

Lemme 4.0.1 On a pour les pélynomes orthogonauz de Legendre

E(3) n 2n — 2k
Pu(z) =5 > (1) ( ) ( ) "2,
k=0 k n

Pia) =53 ( Z ) (2 — )"z + 1)F.

Preuve. Selon la représentation de Rodrigues

Nous avons
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d . d n o
%[(172 -1)" = %[ (—1)Fa? 2
k=0
n—1
= (—1)*(2n — 2k)z>" 2
k=0

n n n—2k)! n—
e B O =
Et ainsi
E(%)
Fale) = anlz(_1> ( (n — 2k)!
k=0
E(%)
1 <2 n 2n — 2k
= 52 a
2 k=0 k? n
Alors

(22 =1)" = (x — )" (z + )",

Nous obtenons de nouveau par dérivation binomiale la formule cela

d?’l

Tl@ =0 = o= 1) e+ 1)

i
o

3
— N
o 5

i
o

Par conséquent,

2

P@)=25 [ "] @-1)rr@ .

Inversement on peut présenter 2™ on fonction de Py(x) on a

Lemme 4.0.2 On a
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=y — 2kt 1)nt Pi(z), n > 1.
7 (O (k1)

Preuve. Nous avons abvious Py(z) = 1 et Pi(x) = x.Pour discuter par recurrence, on

suppose que

2k+1)n!
= > RGN ((nik)) Py(z),n > 1.
k=nn—2,. 2" 2 (52)(k+n+1)!!

Et montrons que

ntl _ (2k+1)(n+1)!
Z - Z 1=K (1) Pk(ﬂf)
k=n+1n-1,.2" 2 (5 —)(k+n+2)!!

Y

Rappelez cela

kP, 1(x) + (k4 1)Piiq(z) = (2k + 1)z Py(x)

TPy(x) = 325 Peoi(2) + 25 Py ().

par conséquent, nous avons

2k + 1)n!
l,n—f—l _ Z (n - ( ) l‘Pk(JT)
k=n,n—2,... 272 ( ) (k +n+ 1)
(2k: + 1)n! k+1 k
_ _ Poni (@) + =Py (1))
k:n;zmg( 2’“’(" Ik +n+ 1)1 2k +1 2k + 1
k+ 1)n!
= D om n( (n=k)\| ! Piy1(z)
k=n,n—2,... 27( ) (k +n+ 1)
kn!
+ — Pi_1(x)
k:n,zn;z... 2" 2k>( n;k))!(k+n + !
kn!
= e Pp()
Z 275 ()1 () 4 )l
(k+1)n!
+ — Py (z)
k:n_;_gw_ 25 (k) (] 4y 4 2)1!
kn!
— — Py ()
k:ng;z—l,... (k+n+ 2)2( e (M)'(l€ +n 4+ 2)!!
E+1Dnl(in+1-k
+ Z (n+1Ek> (nz?_gb ) Py(z)
k=n—1,n-3,... 27z (T)‘(k +n+ 2)”
(n+ 1)n!(2n + 3) (2k +1)(n + 1)!
- (2n + 3)!! n+l Z GHR) (nt1—k) Pi(x).
a k=n—1,n-3,... 2 2 (T)‘(kj +n+ 2)”
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C’est-a-dire, nous prenons pour n = 2m,

om o (4k 4+ 1)(2m)!
! B kz:%?mk(m—k)!(k:—i—m—{—l)!!P%(x)

“ 4k +1
_ Z(Qm ( + )( ) )'PQK(ZL‘)

2 2m — 201k + m+ 1)
= Z bom, 2k Por (T
=
Ou
k m)!
bom. ok = sy, k= 0,.om

De méme, pour n =2m + 1

(4k + 3)(2m + 1)!
7 2R (m — k){(k +m + 3)!!P2’““(x)

(4k + 3)(2m)!
o (2m = 2k)1N(k +m + 3)|1P2k+1(55)

x2m+1 —

M=M= I[s

b2m+1,2k+1p2k+1(x)7

x>
Il

0

4k m)!
Dom 12841 = (2m£2k§!?gl(cin2+3)!!’ k=0,

vy M

On pose maintenant 'opérateur de Toeplitz T du symbole f radial de signe quelconque sur

I'intrevalle [—1, 1], et comme
L*[-1,1] = L3[-1,1] ® L?]-1,1],

Ou L?[—1,1] est le sous-espace de L?|—1, 1] des fonctions paires et L2[—1,1] est sous-espace

des fonctions impaires. Alors on peut écrire

f(@) = fe(x) + fo(x),

Avec
folz) = L@HC) - ) = [@=fCa),
Supposez maintenant f(x) = Y apPy(x).
k=0

Alors

o6



Alinsi, nous obtenons pour m = 2n

Con(f) = @ / £ (2)a? da

1

2n + 1
= %/(Za@jpgj Zb2n2kp2k

—1 j=0

2n —|— 1
_ /ZZGkaQn ok Poj () Por()dx

2y 7=0 k=0

n

= Z(Z Z{;L—j—ibzn’%)a%

k=0 k=0

n
/
= E by, 2102k
k=0

Ou

2n,2k T (2n—2k)N1(2n+2k+1)!1"

De la méme maniére, pour le cas impair m = 2n + 1

Cony1(f) = w/fo(x)x%dx

(2n —I— 3)
= / Z a2j+1P2J+1 Z b2n+l 2k:+1P2k+1( ))dﬂC

_1]()

2n —I— 3
= /Z Z a2k+1b2n+1 2k+1P2j+1( )P2k:+1( )d

2 = =0 k=0

B i(2n+36 a
= 2 Ik 4 gl 2n12k+3) 02k

n

I b/

= on+1,2k+132k+1,
=0
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2n+1,2k+1 — (2n—2k)1(2n+2k+3)11"
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