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Notation

Z I'ensembles des nombres entiers relatives.
N I'ensemble des nombrs naturels.
R I'ensemble des nombres réels.

K les nombres hybrid.

W, les nombres de Horadam.

Zhy, les nombres hybrid de Horadam.
Z fn les nombres hybrid de Fibonacci.
ZPn les nombres hybrid de pell.

A les nombres hybrid de Pell-Lucas.
h () les polynomes de horadam.
Qn(x) les polynomes de Pell-Lucas.
P,(x) les pdlynomes de Pell.

F,.(x) les polynomes de Fibonacci.
H,(x) I"hybrindmiaux de Fibonacci.
FH,(x) I'hybrindmiaux de Fibonacci.
PH,(z) I"hybrindmiaux de pell.

QH,(x) I'hybrindmiaux de Pell-Lucas.
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Résumé

Dans ce travail, a partir de divers articles, nous étudions les hybrinomiaux c’est a dire
les polynomes des hybrides, nous avons spécifiquement étudié Horadam et en avons donné des
cas particuliers (Fibonacci, Lucas, Pell et Pell-Lucas).

Et avant d’étudier les hybrindmiaux nous aurions du étudier les nombres hybrides, les nombres
hybrides de Horadam et les polynémes de Horadam.

Mots-clés : hyparbolique, dual, la formule de Binet, le nombre hybrid, les polynémes de
Horadam, hybrinomiaux, Horadam, Fibonacci, Lucas Pell, Pell-Lucas .
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Abstract

In this work, from various articles, we study hybrinomials, that is polynomials of hybrids,
we specifically studied Horadam and gave special cases (Fibonacci, Lucas, Pell and Pell-Lucas).
And before studying hybrinomials we should have studied hybrid numbers, numbers Horadam
hybrids and Horadam polynomials.

keywords : hyparbolic, dual, the Binet formula, the hybrid number, the polynomials of
Horadam, hybrinomial, Horadam, Fibonacci, Lucas Pell, Pell-Lucas .
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INTRODUCTION GENERALE

Les hybrinomiaux de Horadam H,,(z) définis par la relation récurrente suivante :
H,(z) =prH,1(x) + qH,—2(z), n>2. (1)
avec les valeurs initiales Hy, H;.

Divers articles sont apparus ces dernieres années qui étudissent de maniere détaillée les hy-
brinémiaux.

Dans notre mémoire nous nous intéressant a ces hybrinémiaux.

Dans le premier chapitre, nous faisons un rappel sur les nombres hybrides nous donnons
quelques définitions une représentation matricielle et quelques opérations sur les nombres hy-
brides ainsi que les nombres de Horadam et les nombres hybrides de Horadam

Dans le deuxiéeme chapitre, nous abordons les polynomes de Horadam, et nous étudions
leurs propriétés de base comme : la formule de Binet et la fonction génératrice. Nous parlerons
aussi des polynomes de Fibonacci, de Lucas et les polynémes de Pell et de les polynomes de
Pell-Lucas.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons les Hybrindmiaux de Horadam et donnons
quelques appropriées de base comme : la formule de Binet, la fonction génératrice et la fonction
exponentielle. Des représentations matricielles sont données.



CHAPITRE 1

RAPPEL

1.1 Les nombres hybrides

Dans ce chapitre, nous donnons quelques définitions, ainsi que quelques propriétés des
nombres hybrides et nous présentons quelques éléments de base qui seront utiles pour la suite,
en les nombres de Horadam et les nombres hybrid de Horadam (Fibonacci, Pell, Pell-Lucas ),
on savoir [3, 4, 8, 11, 14, 15].

1.1.1 Définition

Les nombres Hybrides ont été introduits par [1], ces nombres définissent un nouveau systéme
de nombres non commutatifs, qui sont des nombres créés avec des combinaisons des nombres
complexes, (i = —1), hyperboliques, (h* = 1), et dual, (¢? = 0).

Définition 1.1.1 Soit a,b,c,d € R, I’ensemble des nombres hybrides, noté H, est [’ensemble
de nombres Z de la forme :
K =a+bi+ ce + dh, (1.1)

et :i,e,h sont des opérateurs vérifiant (i* = —1),(e> = 0),(h® = 1),(th = —hi = ¢ + 1), en
utilisant ces propriétés, on obtient le tableau suivant :

r
x |1 i € h
1|1 i € h
il -1 1-h | ¢ +i
e | | h+l 0 —€
h|h| -] ¢ 1

TABLE 1.1 — Table de multiplication des nombres hybrides



Théoréme 1.1.1 Soient i,c et h des opérateurs des nombres hybrides, tels que

1 _
z? h, he = ¢, (1.2)
et =h+1. eh = —e.
Preuve.On a th = —ih = ¢ + 1,
1) On prend
th =¢+1,
alors L
h="T' o pho1=5 (1.3)
i 7
et .
h—l—z—i, avec it = —1, (1.4)
donc
ie=1—h. (1.5)
2) On a
—ih =¢+1, (1.6)
alors -
—h=-+4i=—h—1=¢i (1.7)
7
donc
ci=h+1. (1.8)
3) On prend
ih=¢c+i. (1.9)

On multiplie les deux égalité par opérateur ¢ , tel que €2 = 0 on obtient :
gih = e(e + 1), (1.10)
on devise les deux égalité par 'opérateur i on trouve :

ihe €2 +ie

) 1.11
: : (1.11)
4) On a
—th =¢+1, (1.12)
alors
—cih =¢e*+¢i = —ch =¢, (1.13)
donc
eh = —e¢. (1.14)
Remarque 1.1.1 Nous concluons que les nombres hybrides ne sont pas commutatif .
[ |



1.1.2 Représentation matricielle des nombres hybrides

Une représentation matricielle d’'un nombre hybride est particulierement importante pour
faciliter la multiplication des nombres hybrides, en définissant la symétrie entre les matrices
et les nombres mixtes, nous pouvons facilement multiplier les nombres hybrides et prouver
plusieurs de ses caractéristiques. En revanche, les nombres hybrides peuvent également étre
définis en considérant la représentation matricielle. on peut classer les nombres hybrides, en ce
qui concerne le déterminant de la matrice (2 x 2) correspondante.

1 0\ . 0 1 1 -1 0 1
1+ (0 1>,ZH <_1 0>,€<—> (1 _1>,h+> (1 0). (1.15)
Ces quatre matrices forment une base pour 'espace vectoriel des matrices (2 x 2).

Donc chaque matrice 2 X 2 peut étre écrite comme un composé : d’unités, de complexes, de
duals et de nombres hyperboliques.

Définition 1.1.2 1) Soient K = a + bi + ce + dh un nombre hybride, alors
e Le nombre réel a est appelé la partie scalaire et noté par S(K).

e La partie bi + ce + dh est appelé la partie vectorielle est notée V(K).

2) Les nombres hybrides sont des nombres bi-dimensionnelles.

1.1.3 Opérations sur les nombres hybrides

Conjugué d’un nombre hybride

Définition 1.1.3 Le conjugué d’un nombre hybride : K = a + bi + ce + dh, est défini par :
K=a+bi+cc+dh=a—bi—cc—dh=S(K)-V(K). (1.16)

Propriétés 1.1.1 soit K1 = a1 + bii + c16 + dih et Ky = as + byi + coe + doh deux nombres
hybrides quelconque ,alors l’égalité,l’addition, la soustraction, la multiplication et le produit vec-
toriel, sont définis comme suit :

— L’égalité : K, = Ky si et seulement st ay = ag,by = by, c1 = ¢9,dy = do.
— L’addition : Ky + Ky = (a1 + a2) + (b1 + ba)i + (¢1 + ¢2)e + (dy + da)h.
— La soustraction : Ky — Ky = (a1 — ag) + (by — —ba)i + (¢ — co)e + (dy — da)h.

— Le produit scalaire :  Pour s € R on a : sKy = saj + sbit + scie + sdqh.

KK — KK,
5 :

Remarque 1.1.2 L’opération "addition" dans les nombres hybrides est a la fois commutative
et associative.

— Le produit vectoriel : KKy =

1.1.4 La norme d’un nombre hybride

Définition 1.1.4 La norme d’un nombre hybride est définit par :

K| = VIKK| = \Ja? + (b— )2 — ¢ — & = Va® + 17 — 2bc — 2. (1.17)



1.1.5 La caractere d’un nombre hybride

Définition 1.1.5 Le caractére d’un nombre hybride est donnée par :
C(K)=KK=KK=ad>+(b—c)?*—c—d*=a*+b* — 2bc — d*. (1.18)

Remarque 1.1.3

1) Si K est un nombre complexe, alors ||K|| = \/\KF\ = \/\(z? — b?|, avec c =b=0.

2) Si K est hyperbolique alors ||K|| = \/]KF] = \/]aQ — d?|, telle que ¢ = d = 0.
3) Si K est dual alors ||K|| = Va2 =| a |, telle que b= d = 0.

4) L’invers du nombre hybride
on a :
K=a+bi+ce+dh (1.19)

alors k=1 est défini par :

- KT
K = T (1.20)

1.2 Les nombres hybrides dans le plan

Tout nombre hybride peut étre représente dans le plan C = R2.
Théoreme 1.2.1 Tout nombre hybride peut étre affiché dans un systeme d coordonnées a deux
dimensions comme le systéme de coordonnées cartésien.

Définition 1.2.1 Le systéme de coordonnée hybride, en conséquence les coordonnées hybrides
d’un nombre hybride, on écrit comme ceci :

K=a+bi+cc+dh=a+yV (1.21)

sont désignés par :

K = (zy) = (@ N(K)) = (@;\/| - (b= 0 + & + &), (1.22)

la figure 1.1 est une présentation de nombre hybride dans le plan :

V' | Aze de hybride

a Azxe scalaire
FI1GURE 1.1 — Coordonnées d’un nombre hybride

Tel que I'axe des X représente le nombre réel a, et axe des Y représente le nombre hybride N(K).



Exemple

Les coordonnées du nombre hybride : K = 2 + 5i 4+ 2¢ 4+ 1h sont (a; N(K)) tels que a =
2, N(K) = 2.
1.3 Les nombres hybrides de Horadam

1.3.1 Les nombres de Horadam

Définition 1.3.1 Soient p,q,n des nombres entiers. Pour n > 2 Horadam a défini les nombres
W, = W,(Wo, W1;p,q) par l’équation récurrente

Wiy =pWi1 — ¢Who, (1.23)
avec les valeurs initiales Wy, W1.
L’équation caractéristique de la relation de récurrence (1.23) est donnée par
z? — pr+4q=0.
Cette équation a deux racines réelles :

VP P
2 ’ N 2 '

8

La formule de Binet pour le nombre de Horadam W,, a représenter par les racines « et 3

Wn = AlOén + Agﬁn, (124)
tels que
141:‘/1/1—“/057 AQZWOQ_Wl.
a—f a—f
1.3.2 Les cas particulier
Définition 1.3.2 a) Les nombres de Fibonacci définis par :

W,(0,1;1,—1) = fo.
b) Les nombres de Lucas définis par :

W, (2,1;1,—1) = L,
c) Les nombres de Pell définis par :

W,(0,1;2,—1) = pn.
d) Les nombres h de Pell-Lucas définis par :



1.3.3 Les nombres hybrides de Horadam

Définition 1.3.3 Pourn > 0, les nombres hybrides de Horadam sont notés (Zh,,) définis par :
Zhn = Wn + iWn+1 + SWn+2 + hWn+3, (125)

avec les condition initiales sont :Zhgy, Zh;.

Théoréme 1.3.1 Pour n > 0, la formule de Binet pour les nombres hybrides de Horadam
définit par :

Zhy = A1a"(1 +ia+ea® + ha®) + A" (1 443 + ¢32 + hB®).

Preuve.En utilisant la définition du nombre hybride de Horadam et la formule de Binet pour
les nombres de Horadam :

Zhn :Alan+A25n+i(A1@n+1—I—Agﬁn—H)+€(A10£n+2—|—A2/8n+2)+h(A1an+3+A26n+3)

= A10"(1 +ia + ea® + ha®) + Ao 8" (1 + i + eB° + hB%).

Théoreme 1.3.2 La fonction génératrice du nombres hybrides de Horadam Zh,, définit par :

o0 Zho + t(Zhy — pZh
S zhyn = 2ot U2 = pZh)
= 1—pt—qgt

Les nombres hybrides de Fibonacci

Définition 1.3.4 Pour n > 0, les nombres hybrides de Fibonacci sont notés Z f,, définis par :

an:fn+ifn+1+5fn+2+hfn+3- (1.26)

Les nombres hybrides de Pell
Définition 1.3.5 Pour n > 0, les nombres hybrides de Pell sont notés Zp,, définis par :

an = Dn + Z’pn_i'_l -+ EPn+2 -+ hpn+3. (127)
Les nombres hybrides de Pell-Lucas

Définition 1.3.6 Pourn > 0, les nombres hybrides de Pell-Lucas sont notés Zq, définis par :

ZGn = qn + iGnt1 + EQnr2 + Npys. (1.28)



CHAPITRE 2

LES POLYNOMES DE HORADAM

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle généralisation des suites des polynomes
d’ordre 2. A savoir, nous définissons la suite de polynémes de Horadam. Ensuite, nous étudions
certaines propriétés des polyndémes de Horadam et les polynomes (Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-
Lucas) [1, 2, 5, 6, 12, 16].

Définition 2.0.7 Pour n > 3, la suite des polyndmes de Horadam, noté hy,(x), la relation de
récurrence est définie par :

hio(z) = prh,—1(z) + qhp—o(2), (2.1)

avec les conditions initiale

hi(z) =a, he(x) = bz. (2.2)

On a a,b,p et q est constante réelle.

L’équation caractéristique de la relation de récurrence (2.1) est donnée par :
t* —pat —q=0. (2.3)
Cet équation a deux racines réelles :

a<x>_px+\/m
— 5 ’

pr — /p*x? + 4q

fa) = VL (2.4)

La formule de Binet pour du polynéme de Horadam h,(x) d représenter par les racines o et [ .
hn(2) = A1 (z) 4+ A9 (2), (2.5)

tels que
br — af p — ac — br
N T Ty

D’aprés les formules (2.1) et (2.2), on obtient le tableau suivant :

A = (2.6)



hon(z,a,b;p,q)

a

bx

bpz? + aq

bp*a® + (apq + bg)x

bp’at + (ap®q + 2bpg)a” + agy

bp*z® + (apiq + 3bp?q) x> + (2apq® + bg’x)
(
(

bp°xb + (aptq + 4bp?’q)3v4 + (3ap?q® + 3bpg*x? + aq®
bpS2™ + (ap®q + Sbp*q)x® + (4ap®q® + 6bp’q*x> + (3apg® + bg®)x

N[ =W N~ B

TABLE 2.1 — Table des polynémes de Horadam

2.0.4 Fonction génératrice

La fonction génératrice associée au polyndéme de Horadam, notée G(x,t) est donnée par :

a+ xt(b — ap)
1 — pxt — qt?

G(t) = (2.7)

2.1 Quelques propertiés

Propriétés 2.1.1 Soit h,(x) le niéme polynéme de Horadam, alors

L @)+ ghea(®) — a—a(b— ap)
kz—:lhk(l’)— p]}—l—q—l .

Preuve. En utilisant la formule de Binet pour les polynomes de Horadam, on a

n—1 n—1
Z hk([E) = Z Alozk_l + AQBk_l
k=1 k=1

n—1 n—1
— Al Z Oékfl + A2 Z ﬁkfl
k=1 k=1

B 1—a™ ! 1—pnt
= <1_a> A <1_/3>

(A1 — A" N)(1 = B) + (A — A" 1) (1 — )
(1-a)1-5)




(A1 — (A18 — (A1 8" 1+ (Aot + Ay — Asa — A+ Asa Bt

(1-a)(1-2)
AL+ Ay — (A1 Asa) — (A" + A ) + aB(Ara P + Ay )
a (I—a)(1-2)
(@) = a(0? = ) + be(a — B) — ha(x) — gh ()
B 1—pr—q '
Donc
n-l _ hi(x) + qhpr(7) —a — x(b— ap)

Théoréme 2.1.1 (Catalan’s Identité) h,(x) le nieme polynéme de Horadam. Alors
(=q)" " (bahy i (x) — alyyo(x))?

b2x? — abpr? — a?q

hi(l’) - hn—i—r(x)hn—r(x) - ) (2'8)

avecn>0etn>r.
Preuve.

hiy = e (D) P () = (A1 71+ Apf771)7 — (A1 4 AT (Aga™ T — AT
— 2A1A204n_16n_1 _ A1A2an+r—1ﬁn—r—l o A1A2an—r—lﬂn+r—l

— AlAg(Oéﬁn_l(Q o arﬁ—r . a—rﬁr)

B b2x? — a’q — abpx?

_ \n—r—1 T ar\2
T e = )

N o — r2
GRS e Ce |
a—p3
Depuis

a”— 2 ~ bxh, 1 (z) — ahyya()

a—pF b2 —abpr? —a2q

10



Alors

brh.i1(x) — ahr+2(a:)>2 .

9 . 2 92 2 2 n—r—1
ho(@) = T () i (2) = (b°2” — a”q — abpz”)(—q) ( b2a2 — abpa? — a’q

Donc

(=0)" " (bhy 1 () — alysa(2))*

b2x? — abpr? — a2q

hi(l’) - hn_;-r(l’)hn_r(;p) =

]
2.2 Les cas particuliers de polynéme de Horadam
2.2.1 Les polynémes de Fibonacci
Sia=b=qgq=p=1
Fopi(z) =aF,(x) + Fhoa(x),n>1 (2.9)
avec les conditions initiales
Fo(x) =0, Fi(z)=1. (2.10)
Quelques polyndémes de Fionacci :
Fy(z) =z,
F3<I'> = xQ + 17
Fy(z) = a® + 2z,
Fy(z) = 2 + 322 + 1,
Fs(x) = 2° 4 42® + 3z.
L’équation caractéristique de la relation récurrence (2.19) est donnée par :
t? —at—1=0. (2.11)
Cet équation a deux racines réelle :
 rHVarr+4
=
r—Vr?+4
gt
La forme de Binet pour le polynéme de Fibonacci donnée par :
a” — 611
F,.(x) = 2.12
(@) == (212
La fonction génératrice associée au polynoémes de Fibonacci :
> t
G(t) = F(o)t" = ——. 2.13
)=3 R = 5 (213
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2.2.2 Les polynémes de Lucas

Sia=2b=q=p=1letn>2
L,(z) =xL, 1(z) + L,_o(x),

avec les conditions initiales

Quelques polynomes de Lucas :

L’équation caractéristique de la relation récurrence (2.14) est donnée par :

t*—xt—1=0.
Cet équation a deux racines réelle :

T +Vr2+4
0= —
2 )

r—r2+4
=y

La forme de Binet pour le polynéme de Lucas, donnée par :
L,(z) =a" = p".
La fonction génératrice associée au polynéme de Lucas :

2—1

=S Lo(x)"= —- "
G(t) ;::O WO = T

2.2.3 Les polynémes de Pell
Sia=q=1,b=p=2
P(z) =22P,1(x) + P,_a(x),n > 2

avec les conditions initiales

Quelques polynomes de Pell :

12

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)



L’équation caractéristique de la relation récurrence (2.19) est donnée par :
t?— 2zt —1=0. (2.21)

Cet équation a deux racines réelle :

B=x—va2+1.
La forme Binet pour la polynéme de Pell donnée par :

a”(x) — " ()

{a:x+\/x2+1,

() = 2.22
=)~ ) 222
La fonction génératrice associée au polynomes de Pell :
> 1
G(t)=)> P, = ——. 2.23
(0= 3 P = 155 (2:23)
Propriétés 2.2.1
1) Pyii(x) + Pooy(x) = 22P, () + 2P, -1 ().
2) Poni(x)Ppa(x) = Pi(x) = (—1)™.
3) Pyii(x) — Pi_y(x) = 22 P (7).
n Popia(x) — 1)
Py () = ——M.
4) rgl 2 (LU) 2
n Pgn(l')
5 Py, =
) rzz:l 2 I(I) 23?
n P, P,(x)—1
r=1 2z
2.2.4 Les polynémes de Pell-Lucas
Sia=b=p=2,q=1
Qn(r) =22Q, 1(2) + Qno(z) n>1, (2.24)
avec les conditions initiales
Quelques polynomes de Pell-lucas :
Q2(‘r) = 41:2 + 27
Q3(r) = 823 + 6,
Q4(x) = 162" + 162 + 2,
Qs(r) = 322° + 402° + 10z,
Qe(x) = 642° + 962* + 36% + 2,
L’équation caractéristique de la relation du récurrence (2.24) est donnée par :
t* — 22t —1=0, (2.26)
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Cet équation a deux racines réelle :

{a:a:+\/x2+1,

B=x—Vr2+1,

La forme de Binet pour le polynéme de Pell-Lucas est donnée par :

Qn(z) =a" = p".
La fonction génératrice associée au polynéme de Pell-Lucas :

2x + 2t

(@) = —2 =
;Q @l =

Propriétés 2.2.2

1) Qnia(2)Qn-1(z) — Qi(z) = (—=1)"4(z® + 1).
_ Qon+1(r) — 2$_

2) % Qo)

2x
3 () — 2
9 35 Queafa) = 022
1) 3 Q) = Gonnl®) +622n<x> —2-%
r=1 x

14

(2.27)

(2.28)



CHAPITRE 3

HYBRINOMIAUX

3.1 Hybrinomiaux de Horadam

Dans cette section, nous définissons les Hybrindmiaux de Horadam. Nous donnons en-
suite quelques cas particuliers de Horadam tels que les Hybrindmiaux (Fibonacci, Lucas, Pell,
Pell-Lucas). Enfin, nous obtenons formule de Binet, fonction génératrice, fonction génératrice
exponentielle, formule de sommation, I'identité de Catalan, 'identité de Cassini et I'identité
d’Ocagne, respectivement, le lecteur pourra consulter [7, 9, 10, 13].

Théoréme 3.1.1 Pour n > 2, Les Hybrinomiaux de Horadam, notés H,(x), sont définis par
la relation de récurrence :

H,(z) = pxH, 1(x) + qH,—o(z). (3.1)

Preuve.D’aprés les relations de récurrences (1.25) et (2.1), on obtient pour n > 2 :

Hy(z) = prhp-1(z) + qhp—2(2) + (prho(2) + qhy—1(2))i + (prhys1(7) + gha(z))e
+ (pxhysa(x) + ghpai(x))h

=prH,_1(z) + qH,—2(x).
Donc

H,(z) = pxH, 1(z) + qH,_o(x), n>2, (3.2)

avec les condition initiales :
Hi(z) = a+ bxi + (bpx® + aq)e + (bp*x® + (apq + bq)x)h.
Hy(x) = bx + (bpz® + aq)i + (bp*x® + (apq + bq)x)e + (bpz* + (ap*q + 2bpq)x* + ag®)h.
La formule de Binet

Théoréme 3.1.2 La formule de Binet pour le hybrinéme de Horadam H,(x) est donnée par :
H,(z) = Aa"'a + BB" '8,

avec @ =1+ ai + a2e + &®h et B =1+ Bi + 5% + B3h.
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Preuve.D’aprés les relation (1.25) et (2.5) on trouve :
H,(x) = (Aa™ ' + B" ) + (Aa™ + BB")i + (Aa"™ + BB ™)e + (Aa™? + BB ?)h
= A" Y1+ ai + o®c + o®h) + B Y1 + Bi + 3% + 5°h)

:AnlA—i-Bﬁnlﬁ

]
La fonction génératrice
Théoréme 3.1.3 La fonction génératrice pour l'hybrindme de Horadam H,(x) est
> H H — pxH, t
1 — pxt — qt?
Preuve.On a
prt > Hy,(2)t" = prHo(x)t + prHy(2)t* + ...+ prHy(z)tF ! + ... (3.5)
n=0
qt*> > H,(2)t" = qHo(z)t* + qHy (2)t* + ... + qHy(z)t" 2 + ... (3.6)
D’aprés (3.4), (3.5), (3.6) on trouve :
(1 —pat — qt*) > Hu(x)t" = Ho(z) + (Hi(z) — prHo(2))t, (3.7)
n=0
donc
s H H — pxH, t
oy 1 —pxt —qt
|

Théoreme 3.1.4 La fonction génémtm’ce exponentielle de hybrinome de Horadam H,(x) est :

Z H,(r)— = Aa"'ae!™ + B~ e (3.9)
Preuve.En utilisant la formule de Binet pour le hybrinéme de Horadam, nous trouvons :
- tn o = n 1~ n—1
3 Hule) g = 34" 6+ BB
A& i (at)™ Bﬁ Z (Bt)"
5 = n!
oY g

= Aa"tae'™ + BB Be’,
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Théoréme 3.1.5 (Catalan-Like Identité) Pourn > r

Hoer (@) Ho-ol0) = () = (=g a8 (a5 ((2) = 1) +5a ((5) -1)).

«

Preuve.En utilisant la formule de Binet des Hybrinomiaux de Horadam, on a
Hyor () Hy—po1 () — H () = (A" 'a + B! B)(Aa™"'a + Bp" ' )
— ((Aa""a + BB"'B)?
= AB(ap)"'a " B"aB + BA(Ba)" " "o Ba
— AB(af)"'a — BA(Ba)" ' Ba

Apres quelques calculs élémentaires, on obtient

Hosr (@) Ho-ol2) = H2(0) = (=g 4B (a5 ((2) = 1) +5a ((5) -1)).

«

Théoréme 3.1.6 (Cassini-Like Identité)
Pour n > 1, l’égalité suivante est respectée :

Hoa(0)Hooa(e) = HE@) = (—0 4B (a5 (2 1) +Fa (5 - 1))

«

Théoréme 3.1.7 (d’Ocagne-Like Identité)
Soit n un entier non négatif et m un nombre naturel tel que m > n+ 1, alors on a

Hy () Hor(7) = Hypgr (2) Ho () = VAAB(—q)" " (™" Ba — o™ a5)
avec A = p?x? + 4q
Preuve.

Hy(2) Hya () = Huir (2) Ho(2) = (Aa™ '@ + BA™ ' B)(Aa"a + BS" )
— (Aa™a + B B) (A 'a + BB B)
= ABa™'8"a3 — ABa™ 3" 'aB
+ BAa"B™ ' Ba — BAa"' 8™ Ba.
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Apres quelques calculs élémentaires, on obtient

Hy () Hy1(2) = Hyp o1 (2) Ho () = VAAB(=q)" " (B "3 — o™ ")

|
Théoreme 3.1.8 Soitn >0, on a
n-! H —H, H — H,_
=1 l—pr—gq

Preuve.En utilisant la formule de Binet des Hybrinomiaux de Horadam, on a

n—1 n—1
> Hiy(x) =Y (Aa*'a+ BB 5)
k=1 k=1

n—1 n—1
=Aad o'+ BB g
k=1

1

1—Ckn_1 R 1_671—1
() ()

Ad(1 - B)(1—a" ')+ BB(1 —a)(1 — g )
1—pr—gq

>
Il

A

Q)

A+ Ay = (A1 Asa) — (A1 Ay F aB (A" + AP

L —pr—q
Donc
iy H,(x) — H, Hoy(x) — H,_
5y (a) = P00 = Hale) + aHole) = Haci ) -
k=1 —pr—q
[
Les application sur les matrices
Théoreme 3.1.9 Soitn >0, on a :
Hpi3(x) Hppo(z)| _ [Hs(z) Ha(z)| |pr 1 " (3.14)
Hyio(x) Hnppa(z)|  [Ha(x) Hi(z)| [q¢ O] ° '

18



Preuve.

_ [Hus(2) Hupa()] [px 11
_H”‘*'Q(‘r) Hn—i—l(x)_ qg O

= _H"+4(I> Hn+3(l‘)
_Hn+3<x) Hn+2(l')

Propriétés 3.1.1 Le niéme terme de Horadam hybrinomial peut étre obtenu par le calcul du
déterminant de la matrice tridiagonale M, _1(x). Les matrices tridiagonales n X n

Ho(z) Hi(z) 0 o oo oo 0
—q pr 1 :
M, (z) = ? o 1 o 0 (3.15)
: —q pr 1
O DY PR PR O _q px nxn

| My (2)] = |Hasa ()]

Propriétés 3.1.2 Notez que, Horadam hybrinomial peut étre obtenu en utilisant l’autre ma-
trice tridiagonale.
Pourn >0, on a

Hi(x) Hy(z) 0 0 0 0

-1 0 qg 0 0 0

0 -1 T 0 O

o D (3.16)
0 0 0O 0 - pxr ¢

0 0 o o0 --- =1 px|

Exemple 3.1.0.1 Onposea=1,b=2,p=2,q=1
H,(z) =2xH,1(x) + H,—2(x).

Avec Hy(z) = 1+ 2xi + (42® + 1)e(82® + 4x),
et Ho(x) = 22 + (422 + 1)i + (82 + 4x)e + (162* + 1222 + 1)h.
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La forme de Binet

2x +4x2 4+ 4 20 — VA4x? + 4
o= ,

2 b= 9 ’
tA_x—\/a:2+1 A_—:E+\/x2+1
T T e YT Jmrrad

Donc

H (x):—“"_ Vat + 1 (25 + 4a? + 4
" Vazr? +4 2 '

La fonction génératrice

= n Ho(z) + (Hy(z) — 20Hy(x))t
G(z) = ;Hn($)t = Y :

3.2 Hybrinomiaux de Fibonacci

Nous introduisons les Hybrinomiaux de Fibonacci, c¢’est-a-dire des polynomes de hybride,
qui peuvent étre considérés comme une généralisation des nombres hybrides de Fibonacci. Pour
n > 0, les Hybrinomiaux de Fibonacci sont définit par :

FH,(z)=F,(x) +iF,1(v) + eFhio(x) + hF,53(x). (3.17)

Théoreme 3.2.1 Pour toute quantité variable z, on a

FH,(z)=xFH, 1(x)+ FH, o(x) pour n>2 (3.18)
avec FHy(z) =i +ex + h(z? +1), FHi(z)=1+ir+e(x®+ 1) + h(z® + 22).
Preuve.Sin =2, on a

FHy(x) =xFH(z)+ FHy(x)
=2l +iz+e(@®+1) +h(@®+22)) +i+ex+ h(a® +1)
=2 +i(2? + 1) + e(2® + 22) + h(z* + 32> + 1)

= Fy(x) +iF3(x) + eFy(x) + hE5(x).
Si n > 3 alors en utilisant la définition des polynomes de Fibonacci, on a

FH,(x) = F,(x) +iFh1(x) + eFpa(x) + hF, 1 5(2)
- (an—l + Fn—?) + Z(an + Fn—l) + 5<an+1 + Fn) + h(an—i—Q + Fn—i—l)
=x(Fhq(z) + i (v) + eFpgr(x) + hE0(2)) + Fro(x) + i F 1 (x) + eFp () + hF ()

=xFH, (x)+ FH, s(x).
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Théoréme 3.2.2 (La forme de Binet) Soit n > 0 un nombre entier. Alors
a"(z) p(x)

a(z) — B(x)
avec ®(z) =1 +ia(z) + ea?(x) + ha’(x)

FH,(z)=

O(x) — U(x). (3.19)

et U(x) =1+1iB(x) + eB2(x) + hB33(x).

Preuve.
FH,(v) = Fo() +iF,1(7) + eFoya(w) + hFyy ()
_az) = pr(e) | amTi(@) = pTH(x) | a"T(z) — B (x)
T e -8 el -8 T al) - A)
a3 (z) — B (a)
e - 8w
= ") 4 () + ea?(n) + ha(a))
a(z) — pB(x)
— 75"@) iB(x) + eB*(x 3z
o L+ 18(a) + 2 (w) + 1))
[ |
On pose
O(z) = 1+ia(r) +ea’(z) + ha(x), V(z)=1+1iB(x) +eB*(x) + h3(z)).
Donc ") fn(a)
FH,(z)= m@(x) - m@(m) (3.20)
La fonction génératrice
Théoréme 3.2.3 La fonction génératrice de hybrinomiaux de Fibonacci F'H,(z) est
Gt) = i FH, (2)t" i+er+ h(g;fj_;t) j_t(gl +e+ hx)t‘ (3.21)
Preuve.On a
G(t) = FHy(z) + FHy(z)t + FHy(x)t* + ...
et
—G(t)at = FHy(x)xt + FHy(2)xt* + FHy(z)tPz + . ..
~G(t)t? = FHy(z)t* + FHy(z)xt® + FHy(z)t 'z + . ..
[ |

En ajoutant les trois égalités ci-dessus, nous obtiendrons
Gt)(1 —at —t?*) = FHy(x) + (FH,(z) — FHo(z)x)t
depuis FH,(z) = 2FH, 1(x) + FH, »(z), et FHy(z) =i+ ez + h(z* + 1),
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FHy(x) — FHy(z)x =1+ ¢+ ha.

Donc
i+ex+h(@®+ 1)+ (14+¢e+ ha)t

G(t) = 1—at—¢t2

Les application sur les matrices

Théoréme 3.2.4 Soit n > 0 un nombre entier Alors :

Fiez) ms] <[ )k em

I

_FHn+3(33) FHn+2(9U)_ [37 1]
FHpo(x) FHopa(z)

Preuve.

[FHy(z) FHy(x

lFHg,(:c) FHQ(J:)] lx 1]"“ F2 F

~— —

[FH, 4(x) FH,s(z)]
FH,ys(x) FH,o(x)

3.3 Hybrinomiaux de Lucas

Dans cette section, nous introduisons les Hybrinomiaux de Lucas, c¢’est-a-dire les polynomes,
qui sont une généralisation des nombres hybrides de Lucas.

Définition 3.3.1 Pour n > 0, les Hybrinomiaux de Lucas sont définis par :
LH,(z) = L,(z) + iLp1(x) + eLpyo(x) + hl,3(x). (3.23)

Théoreme 3.3.1 Soit n > 0 un nombre entier. Pour toute quantité variable x, on a :

LH,(z) =2xLH, 1(x) + LH,_5(x) for n>2, (3.24)
avec
LHy(z) =2+ iz + (2 + 2) + h(2® + 31),
et
LH\(z) =z +i(x* +2) +e(2® + 32) + h(z* + 42° + 2).

Théoréme 3.3.2 (La formule de Binet) Soit n > 0 un nombre entier. Alors

LH,(z) = o"()(1 +ia(x) + ea®(x) + ha’(z)) (3.25)

+5" (@) (1 +ip(x) + eB°(x) + h3*(x)).
Avec a(z) = 1/2(x + Va? +4),8(x) = 1/2(x — Va2 + 4).
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Théoréme 3.3.3 (La formule de Binet) Soit n > 0 un nombre entier. Alors

LH,(z) = o"(2)(1 + ia(x) + ea?(z) + ha®(z)) (3.26)

+6"(2)(1 +iB(z) + £B(z) + h3*(x)).
Avec az) = 1/2(x + Va2 +4), 5(z) = 1/2(x — Va2 + 4).

Théoréme 3.3.4 La fonction génératrice de hybrinéme de Lucas LH,(x) est donnée par :

_ LHy(z) + (LHy(v) — LHo(z)z)t
B 1 — ot —t2 '

Gt) = > LH, (0)t" (3.27)

Avec LHy(z) = 2+iz+e(x*++h(z3+3x), LH(x)— LHy(x)x = —x+2i+ex+h(—32*+4x+2).

Théoréme 3.3.5 (Catallan identity) Soit n > 0,r > 0, un nombre entier. Alors

LH, ()% LH, .(z) — (LH,(x))?

— (—1)a(z)B(x) <§ _ 1) + (=1)"B(z)a(x) ( - 1) . (3.28)
Théoréme 3.3.6 (Cassini identité) Soit n > 0,r > 0, un nombre entier. Alors

LH, () % LHy 1 () — (LH,(z))?

= (-1"a@)i) (2 1) + (1 Bwat) (5 -1). (3.29)

«

Théoréme 3.3.7 (d’Ocagne identité) Soit n > 0,r > 0,m > 0 un nombre entier et m > n.
Alors

= (=1)"p" " (2)A(2)B(z)a(x) — (1) " (2)A(2)a(z) B(x). (3.30)

Les application sur les matrices

Théoréme 3.3.8

LH, o(2) LHn+1(l‘)] _ lLHl(x) LHo(x)l h‘ ér (3.31)

LH,(z) LH,(z)

3.4 Hybrinomiaux de pell

Dans cette section, nous introduisons les Hybrinomiaux de Pell , ¢’est-a-dire les polynomes,
qui sont une généralisation des nombres hybrides de Pell |

Définition 3.4.1 Pourn > 0, les Hybrinomiauz de Pell sont définis par :

PH,(z) = Py(x) + iPyi1(x) + ePpya(x) + hP,y3(x). (3.32)
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Théoréme 3.4.1 Soit n > 0 un nombre entier. Pour toute quantité variable x, on a

PH,(z) =2xPH,_1(z) + PH,—2(x) for n>2 (3.33)

avec

PHy(z) =i+ e(2z) + h(42* + 1)
et

PH\(z) =1 +i(2x) + (42 + 1) + h(8z® + 4x).

Preuve.Pour n =2 on a

= 22(1+i(22) + e(42® + 1) + h(82® + 42)) + i + £(2z) + h(42® + 1)
=2z +i(4a® + 1) + (82 + 4x) + h(162* + 122° + 1)

Pour n > 3alors en utilisant la définition des polyndémes de Pell, nous avons

PH,(z) = Py(x) +iPy11(x) + ePpia(x) + hPi3(2)
= (2zP,_1(z) + Py—2(2)) + (22 P, (x) + Po_1(x)) + (22 P4 (z) + P,(2))
+ h(2z P, i2(x) + Poya(2))

= 22(Py1(z) +iP,(x) + ePyi1(x) + hPpia(x)) + Pro(x) +iP,—1(x) + ePy(x) + h P11 ()

=2¢PH, 1+ PH, .

Théoréme 3.4.2 (La forme de Binet) Soit n > 0, alors :

PH,(x) = — "

o= 5 (L (@) + 20’ (@) + ha'(2))

(1 +iB(x) + () + h3*(2).
avec a(x) =x + Va2 +1 et f(z) =2 —Va?+ 1.
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Preuve.En utilisant la forme de Binet pour la polynéme de Pell(2.22)on a

PH,(z) = Py(x) +iP,11(x) + ePpya(x) + hPi3(2)

a'(x) = pr(x) | o"(x) =) | o™ (x) — BT (x)

T R . T B O 1)
R o

_ m(l 4 ia(z) + ca®(z) + ha(z))

_ mm i) + eB(x) + W ().

Théoréme 3.4.3 (Catalan identité) Soit n >0 ,r > 0 des entiers tels que n > r. Alors

PP (P07 = (g (1 0
(=1)" 5\~ a’(x)
b ) (1- 5 ).
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Preuve.Pour les entiers n > 0;r >0etn>r, ona :

PHn—T<x>PHn+T(x>_(PHn($))2

- (T - gie) (g e - )

B (Oig)) & (2) i‘((;c)) Bn(x)> (fz"((j)) an(z) — in ((;C)) B”(a:))

B~ a(z)B(z) — A2 B(z)a(z)

F it (1- 50)
.
Théoréme 3.4.4 (Cassini identité) Pour les entiersn > 0;7 >0 etn>r, on a :
PHy(0)PHya() — (PH(0))? = EX D a)ie) - R 50t
Théoréme 3.4.5 (d’Ocagne identity) Pour les entiersn > 0;m >0 et m >n, on a :
PH (@) PHy(5) = PHper(@)PHy0) = 5wyt - S0 E S fwate)
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Théoréme 3.4.6 (La fonction génératrice)

_i4e(2x) + h(42? + 1) + (1 + e + h(2x))
B 1 — 2zt — t2

G(t) : (3.34)

Preuve.Supposons que la fonction génératrice hybrinomiale de Pell PH,(z) a la forme :
G(t) =20y PH,(z)t" alors:

G(t) = i PH, (x)t"

= PHy(x) + PH,(x)t + PHy(z)t* + . ..
—G(t)(22)t = —PHy(x)(22)t — PH,(x)(22)t* — PHy(x)(22)t* — ...
~G(t)t? = —PHy(2)t> — PHy(x)t* — PHy(x)t" — ...
En additionnant ces trois égalités ci-dessus, on obtien :

G(t)(1 — 22t — t*) = PHy(x) + (PHy(2) — PHy(x)(22))t

On a PH,(z) = 2ePH, _1(z) + PH,_»(z) et PHy(z) =i+ (2z) + h(42® + 1) et

PH,(xz) — PHy(z)(2x) = 1+ ¢ + h(2z) Donc

_i4e(2x) + h(42? + 1) + (1 + e + h(2x))
B 1 — 2zt — t2

G(1)

[ ]
Les application des Hybrinomiaux de Pell dans les matrices
Nous allons donner la représentation matricielle des Hybrinomiaux de Pell :
Théoréme 3.4.7 Soit n > 0 un nombre entier Alors :
PHyy3(x) PHpyo(x)] _ [PHs(x) PHy(x)] [22 1]" (3.35)
PHn+2(.I) PHn+1(JI) PHQ(.CL’) PHl(LU) 1 0 ' '
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Preuve.

[Pﬂg(x) PHQ(Q;)] [21; 11”“ [PHy(x) PHQ(x)] [23; 11”[% 11
PHy(x) PHy(z)| |1 O |PHy(z) PHi(z)| [1 0 1 0

[PH, . 5(x) PH, o(z)] [22 1
_PHn+2(l‘) PHn—&—l(x) [1 0]

[PH, . 4(z) PH, s(z)]
PHn+3($) PHTH_Q(ZE) ’

3.5 Hybrinomiaux de Pell-Lucas

Dans cette section, nous introduisons les Hybrinomiaux de Pell-Lucas , c¢’est-a-dire les po-

lynoémes, qui sont une généralisation des nombres hybrides de Pell-Lucas ,

Définition 3.5.1 Pour n > 0, les Hybrinomiaux de Pell-Lucas sont définis par :

QHn(l') = Qn(x) + iQn+1($) + 8@n+2($) + hQn+3(x)

Théoreme 3.5.1 Soit n > 0 un nombre entier. Pour toute quantité variable x, on a :

QH, =2xQH, 1(x)+ QH, o(x) for n>2

avec
QHy(z) = 2 +i(22) + (42 + 2) + h(82> + 62).
et

QH,(z) = 2z + i(42% + 2) + &(82* + 62) + h(162" + 16 + 2).

Théoréme 3.5.2 (La forme de Binet) Soitn > 0 un nombre entier. Alors :

(3.36)

QH,(z) = a"(2)(1 +ia(z) + ca(x)® + ha(x)?) + B"(2)(1 +iB(z) + e8%(x) + hB*(x)),

avec a(x) =x + Va2 +1 et f(x) = — Va2 + 1.
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Preuve.En utilisant la forme Binet pour la polynéme de Pell-Lucas(2.27)on a :
QHn(x) = Qn(x> + ZQn-{—l(x) + 5Qn+2(x) + hQn—l—?;(I)
= o"(z) — f(x) +ia" " (x) — i (2) + e (2) — 8" () + ha" TP (x) — BBV (2)

= a"(z)(1 +ia(z) + ea(x)’ + ha(z)®) + B"(x)(1 + iB(z) + ef*(x) + hB*(x)).

Théoréme 3.5.3 (Catalan identité) Soit n >0 ,r > 0 des entiers tels que n > r. Alors

Q- QM (2) (@, (@) = (-18()30) (55 ~1) + (1 Amate) (55 1),

Théoréme 3.5.4 (Cassini identité) Pour les entiersn > 0;r >0 etn>r, on a :

Qe QM) ~ @) = 1) (29 1) 4 Capnae (42 1)

a(z)

Théoréme 3.5.5 (d’Ocagne identity) Pour les entiersn >0, m >0 et m>n, on a

QHp(2)QHps1(2) = QHypi1 (v)QH, () = (=1)" 57" () A() B(x)
— (=)™ () A(r)a

Théoréme 3.5.6 (La fonction génératrice) La fonction génératrice pour hybrinéme de
Fibonacci FH,(x) est :

_ QHo(z) + (QH\ () — QHO(JC)(%))_

G®) 1 — 2zt — t2

(3.39)

Preuve.Supposons que la fonction génératrice hybrinomiale de Pell-Lucas QH,,(z) a la forme :

G(t) =X QH,(x)t"  alors :

G(t) = 3 QI ()"
= QHy(z) + (QH,(z) + QHy(x)t* + ...
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—G(t)(22)t = —QHy(x)(27)t — QH,(2)(22)t* — QHy(z)(22)t* — ...

~G)? = —QHy(z)t* — QH\(x)t? — QHy(x)t* — ...
En additionnant ces trois égalités ci-dessus, on obtien :
G(t)(1 - 2at — t*) = QHo(x) + (QH1(z) — QHo(x)(2x))t

On a QHn(x) = 2ZL'QHn_1(ZL‘) + QHn—Q(x)
et QHo(z) = 2 +i(2x) + e(42* + 2) + h(82® + 6x)
et QH,(x) — QHy(z)(2x) = —2x + 2i + £(2x) + h(42? + 2).

Donc

_ QHo(x) + (QHi(x) — QHo(2)(22))t

G(®) 1 — 2zt — t2

[ |
Les application sur les matrices
Théoréme 3.5.7 Soit n > 0 un nombre entier Alors :
QHpyo(x) QHpa(z)|  |QHa(z) QHi(z)) |1 O] ° ‘
Preuve.
QHs(z) QHy(2)] [22 11" [QH;(z) QHa(x)] [22 1]" [22 1
QHy(x) QHy(z)| |1 O __QHQ(Q:) QHi(x)| |1 0 1 0
_ -QHn-H%(x) QHn-i-Q(x)- 20 1
QHuio(x) QHy(a)] [ 10
_ (QHppa(z) QHpys(w)]
_QHn+3($) QHn-i-Q(x)_‘
[
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié de maniere détaillée les hybrinomiaux de Horadam et
donné les propriétés de bases de ces polynomes, tels que : la formule de Binet et la fonction
génératrice. Ces polynomes peuvent intervenir dans plusieurs domaines scientifiques, comme en
physique et en mécanique. Les nombres hybrides de Horadam ainsi que les hybrinomiaux de
Horadam sont un sujet d’actualité et les travaux récents sont en développement.
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