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Notation
Z l’ensembles des nombres entiers relatives.

N l’ensemble des nombrs naturels.

R l’ensemble des nombres réels.

K les nombres hybrid.

Wn les nombres de Horadam.

Zhn les nombres hybrid de Horadam.

Zfn les nombres hybrid de Fibonacci.

Zpn les nombres hybrid de pell.

Zqn les nombres hybrid de Pell-Lucas.

hn(x) les pôlynomes de horadam.

Qn(x) les pôlynomes de Pell-Lucas.

Pn(x) les pôlynomes de Pell.

Fn(x) les pôlynomes de Fibonacci.

Hn(x) l’hybrinômiaux de Fibonacci.

FHn(x) l’hybrinômiaux de Fibonacci.

PHn(x) l’hybrinômiaux de pell.

QHn(x) l’hybrinômiaux de Pell-Lucas.
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Résumé

Dans ce travail, a partir de divers articles, nous étudions les hybrinômiaux c’est à dire
les polynômes des hybrides, nous avons spécifiquement étudié Horadam et en avons donné des
cas particuliers (Fibonacci, Lucas, Pell et Pell-Lucas).

Et avant d’étudier les hybrinômiaux nous aurions du étudier les nombres hybrides, les nombres
hybrides de Horadam et les polynômes de Horadam.

Mots-clés : hyparbolique, dual, la formule de Binet, le nombre hybrid, les polynômes de
Horadam, hybrinômiaux, Horadam, Fibonacci, Lucas Pell, Pell-Lucas .
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Abstract

In this work, from various articles, we study hybrinomials, that is polynomials of hybrids,
we specifically studied Horadam and gave special cases (Fibonacci, Lucas, Pell and Pell-Lucas).
And before studying hybrinomials we should have studied hybrid numbers, numbers Horadam
hybrids and Horadam polynomials.

keywords : hyparbolic, dual, the Binet formula, the hybrid number, the polynomials of
Horadam, hybrinomial, Horadam, Fibonacci, Lucas Pell, Pell-Lucas .
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Les hybrinômiaux de Horadam Hn(x) définis par la relation récurrente suivante :

Hn(x) = pxHn−1(x) + qHn−2(x), n ≥ 2. (1)

avec les valeurs initiales H0, H1.

Divers articles sont apparus ces dernières années qui étudissent de manière détaillée les hy-
brinômiaux.

Dans notre mémoire nous nous intéressant à ces hybrinômiaux.

Dans le premier chapitre, nous faisons un rappel sur les nombres hybrides nous donnons
quelques définitions une représentation matricielle et quelques opérations sur les nombres hy-
brides ainsi que les nombres de Horadam et les nombres hybrides de Horadam

Dans le deuxième chapitre, nous abordons les polynômes de Horadam, et nous étudions
leurs propriétés de base comme : la formule de Binet et la fonction génératrice. Nous parlerons
aussi des polynômes de Fibonacci, de Lucas et les polynômes de Pell et de les polynômes de
Pell-Lucas.

Dans le troisième chapitre, nous présentons les Hybrinômiaux de Horadam et donnons
quelques appropriées de base comme : la formule de Binet, la fonction génératrice et la fonction
exponentielle. Des représentations matricielles sont données.
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CHAPITRE 1
RAPPEL

1.1 Les nombres hybrides

Dans ce chapitre, nous donnons quelques définitions, ainsi que quelques propriétés des
nombres hybrides et nous présentons quelques éléments de base qui seront utiles pour la suite,
en les nombres de Horadam et les nombres hybrid de Horadam (Fibonacci, Pell, Pell-Lucas ),
on savoir [3, 4, 8, 11, 14, 15].

1.1.1 Définition

Les nombres Hybrides ont été introduits par [1], ces nombres définissent un nouveau système
de nombres non commutatifs, qui sont des nombres créés avec des combinaisons des nombres
complexes, (i2 = −1), hyperboliques, (h2 = 1), et dual, (ε2 = 0).

Définition 1.1.1 Soit a, b, c, d ∈ R, l’ensemble des nombres hybrides, noté H, est l’ensemble
de nombres Z de la forme :

K = a+ bi+ cε+ dh, (1.1)

et : i, ε, h sont des opérateurs vérifiant (i2 = −1), (ε2 = 0), (h2 = 1), (ih = −hi = ε + i), en
utilisant ces propriétés, on obtient le tableau suivant :

�
× 1 i ε h
1 1 i ε h
i i -1 1-h ε +i
ε ε h+1 0 −ε

h h −ε -i ε 1

Table 1.1 – Table de multiplication des nombres hybrides
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Théorème 1.1.1 Soient i, ε et h des opérateurs des nombres hybrides, tels queiε = 1− h,
εi = h+ 1.

hε = ε,

εh = −ε.
(1.2)

Preuve.On a ih = −ih = ε+ i,
1) On prend

ih = ε+ i,
alors

h = ε+ i

i
⇒ h− 1 = ε

i
(1.3)

et
h− 1 = iε

i2
, avec i2 = −1, (1.4)

donc
iε = 1− h. (1.5)

2) On a
− ih = ε+ i, (1.6)

alors
− h = ε

i
+ i⇒ −h− 1 = εi, (1.7)

donc
εi = h+ 1. (1.8)

3) On prend

ih = ε+ i. (1.9)
On multiplie les deux égalité par l’opérateur ε , tel que ε2 = 0 on obtient :

εih = ε(ε+ 1), (1.10)
on devise les deux égalité par l’opérateur i on trouve :

ihε

i
= ε2 + iε

i
. (1.11)

4) On a
− ih = ε+ i, (1.12)

alors
− εih = ε2 + εi⇒ −εh = ε, (1.13)

donc
εh = −ε. (1.14)

Remarque 1.1.1 Nous concluons que les nombres hybrides ne sont pas commutatif .
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1.1.2 Représentation matricielle des nombres hybrides

Une représentation matricielle d’un nombre hybride est particulièrement importante pour
faciliter la multiplication des nombres hybrides, en définissant la symétrie entre les matrices
et les nombres mixtes, nous pouvons facilement multiplier les nombres hybrides et prouver
plusieurs de ses caractéristiques. En revanche, les nombres hybrides peuvent également être
définis en considérant la représentation matricielle. on peut classer les nombres hybrides, en ce
qui concerne le déterminant de la matrice (2× 2) correspondante.

1↔
(

1 0
0 1

)
, i↔

(
0 1
−1 0

)
, ε↔

(
1 −1
1 −1

)
, h↔

(
0 1
1 0

)
. (1.15)

Ces quatre matrices forment une base pour l’espace vectoriel des matrices (2× 2).

Donc chaque matrice 2× 2 peut être écrite comme un composé : d’unités, de complexes, de
duals et de nombres hyperboliques.
Définition 1.1.2 1) Soient K = a+ bi+ cε+ dh un nombre hybride, alors

• Le nombre réel a est appelé la partie scalaire et noté par S(K).

• La partie bi+ cε+ dh est appelé la partie vectorielle est notée V (K).

2) Les nombres hybrides sont des nombres bi-dimensionnelles.

1.1.3 Opérations sur les nombres hybrides

Conjugué d’un nombre hybride

Définition 1.1.3 Le conjugué d’un nombre hybride : K = a+ bi+ cε+ dh, est défini par :

K = a+ bi+ cε+ dh = a− bi− cε− dh = S(K)− V (K). (1.16)

Propriétés 1.1.1 soit K1 = a1 + b1i + c1ε + d1h et K2 = a2 + b2i + c2ε + d2h deux nombres
hybrides quelconque ,alors l’égalité,l’addition, la soustraction, la multiplication et le produit vec-
toriel, sont définis comme suit :

— L’égalité : K1 = K2 si et seulement si a1 = a2, b1 = b2, c1 = c2, d1 = d2.

— L’addition : K1 +K2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)ε+ (d1 + d2)h.

— La soustraction : K1 −K2 = (a1 − a2) + (b1 −−b2)i+ (c1 − c2)ε+ (d1 − d2)h.

— Le produit scalaire : Pour s ∈ R on a : sK1 = sa1 + sb1i+ sc1ε+ sd1h.

— Le produit vectoriel : K1K2 = K1K2 −K1K2

2 .

Remarque 1.1.2 L’opération "addition" dans les nombres hybrides est à la fois commutative
et associative.

1.1.4 La norme d’un nombre hybride

Définition 1.1.4 La norme d’un nombre hybride est définit par :

||K|| =
√
|KK| =

√
a2 + (b− c)2 − c2 − d2 =

√
a2 + b2 − 2bc− d2. (1.17)
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1.1.5 La caractère d’un nombre hybride

Définition 1.1.5 Le caractère d’un nombre hybride est donnée par :

C(K) = KK = KK = a2 + (b− c)2 − c2 − d2 = a2 + b2 − 2bc− d2. (1.18)

Remarque 1.1.3

1) Si K est un nombre complexe, alors ||K|| =
√
|KK| =

√
|a2 − b2|, avec c = b = 0.

2) Si K est hyperbolique alors ||K|| =
√
|KK| =

√
|a2 − d2|, telle que c = d = 0.

3) Si K est dual alors ||K|| =
√
a2 =| a |, telle que b = d = 0.

4) L’invers du nombre hybride
on a :

K = a+ bi+ cε+ dh (1.19)
alors k−1 est défini par :

K−1 = ||K||
C(K) . (1.20)

1.2 Les nombres hybrides dans le plan

Tout nombre hybride peut être représente dans le plan C ∼= R2.

Théorème 1.2.1 Tout nombre hybride peut être affiché dans un système d coordonnées à deux
dimensions comme le système de coordonnées cartésien.

Définition 1.2.1 Le système de coordonnée hybride, en conséquence les coordonnées hybrides
d’un nombre hybride, on écrit comme ceci :

K = a+ bi+ cε+ dh = x+ yV (1.21)
sont désignés par :

K = (x; y) = (a;N(K)) = (a;
√
| − (b− c)2 + c2 + d2|), (1.22)

la figure 1.1 est une présentation de nombre hybride dans le plan :

Axe scalaire
•

V Axe de hybride

N(K) •K(a, N(K))

a

Figure 1.1 – Coordonnées d’un nombre hybride

Tel que l’axe des X représente le nombre réel a, et l’axe des Y représente le nombre hybride N(K).
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Exemple

Les coordonnées du nombre hybride : K = 2 + 5i + 2ε + 1h sont (a;N(K)) tels que a =
2, N(K) = 2.

1.3 Les nombres hybrides de Horadam

1.3.1 Les nombres de Horadam

Définition 1.3.1 Soient p, q, n des nombres entiers. Pour n ≥ 2 Horadam a défini les nombres
Wn = Wn(W0,W1; p, q) par l’équation récurrente

Wn = pWn−1 − qWn−2, (1.23)

avec les valeurs initiales W0,W1.

L’équation caractéristique de la relation de récurrence (1.23) est donnée par

x2 − px+ q = 0.

Cette équation a deux racines réelles :

α = p+
√
p2 − 4q
2 , β = p−

√
p2 − 4q
2 .

La formule de Binet pour le nombre de Horadam Wn à représenter par les racines α et β

Wn = A1α
n + A2β

n, (1.24)

tels que

A1 = W1 −W0β

α− β
, A2 = W0α−W1

α− β
.

1.3.2 Les cas particulier

Définition 1.3.2 a) Les nombres de Fibonacci définis par :

Wn(0, 1; 1,−1) = fn.

b) Les nombres de Lucas définis par :

Wn(2, 1; 1,−1) = ln.

c) Les nombres de Pell définis par :

Wn(0, 1; 2,−1) = pn.

d) Les nombres h de Pell-Lucas définis par :

Wn(2, 2; 2,−1) = qn.

6



1.3.3 Les nombres hybrides de Horadam

Définition 1.3.3 Pour n ≥ 0, les nombres hybrides de Horadam sont notés (Zhn) définis par :

Zhn = Wn + iWn+1 + εWn+2 + hWn+3, (1.25)

avec les condition initiales sont :Zh0, Zh1.

Théorème 1.3.1 Pour n ≥ 0, la formule de Binet pour les nombres hybrides de Horadam
définit par :

Zhn = A1α
n(1 + iα + εα2 + hα3) + A2β

n(1 + iβ + εβ2 + hβ3).

Preuve.En utilisant la définition du nombre hybride de Horadam et la formule de Binet pour
les nombres de Horadam :

Zhn = A1α
n + A2β

n + i(A1α
n+1 + A2β

n+1) + ε(A1α
n+2 + A2β

n+2) + h(A1α
n+3 + A2β

n+3)

= A1α
n(1 + iα + εα2 + hα3) + A2β

n(1 + iβ + εβ2 + hβ3).

Théorème 1.3.2 La fonction génératrice du nombres hybrides de Horadam Zhn définit par :

∞∑
n=0

Zhnt
n = Zh0 + t(Zh1 − pZh0)

1− pt− qt2 .

Les nombres hybrides de Fibonacci

Définition 1.3.4 Pour n ≥ 0, les nombres hybrides de Fibonacci sont notés Zfn définis par :

Zfn = fn + ifn+1 + εfn+2 + hfn+3. (1.26)

Les nombres hybrides de Pell

Définition 1.3.5 Pour n ≥ 0, les nombres hybrides de Pell sont notés Zpn définis par :

Zpn = pn + ipn+1 + εpn+2 + hpn+3. (1.27)

Les nombres hybrides de Pell-Lucas

Définition 1.3.6 Pour n ≥ 0, les nombres hybrides de Pell-Lucas sont notés Zqn définis par :

Zqn = qn + iqn+1 + εqn+2 + hqn+3. (1.28)

7



CHAPITRE 2
LES POLYNÔMES DE HORADAM

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle généralisation des suites des polynômes
d’ordre 2. A savoir, nous définissons la suite de polynômes de Horadam. Ensuite, nous étudions
certaines propriétés des polynômes de Horadam et les polynomes (Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-
Lucas) [1, 2, 5, 6, 12, 16].

Définition 2.0.7 Pour n ≥ 3, la suite des polynômes de Horadam, noté hn(x), la relation de
récurrence est définie par :

hn(x) = pxhn−1(x) + qhn−2(x), (2.1)

avec les conditions initiale
h1(x) = a, h2(x) = bx. (2.2)

On a a, b, p et q est constante réelle.

L’équation caractéristique de la relation de récurrence (2.1) est donnée par :

t2 − pxt− q = 0. (2.3)

Cet équation a deux racines réelles :

α(x) = px+
√
p2x2 + 4q
2 , β(x) = px−

√
p2x2 + 4q
2 . (2.4)

La formule de Binet pour du polynôme de Horadam hn(x) à représenter par les racines α et β .

hn(x) = A1α
n−1(x) + A2β

n−1(x), (2.5)

tels que
A1 = bx− aβ√

p2x2 + 4q
, A2 = aα− bx√

p2x2 + 4q
. (2.6)

D’après les formules (2.1) et (2.2), on obtient le tableau suivant :

8



n hn(x, a, b; p, q)
1 a
2 bx
3 bpx2 + aq

4 bp2x3 + (apq + bq)x
5 bp3x4 + (ap2q + 2bpq)x2 + aq2
6 bp4x5 + (ap3q + 3bp2q)x3 + (2apq2 + bq2x)
7 bp5x6 + (ap4q + 4bp3q)x4 + (3ap2q2 + 3bpq2x2 + aq3

8 bp6x7 + (ap5q + 5bp4q)x5 + (4ap3q2 + 6bp2q2x3 + (3apq3 + bq3)x
...

...

Table 2.1 – Table des polynômes de Horadam

2.0.4 Fonction génératrice

La fonction génératrice associée au polynôme de Horadam, notée G(x, t) est donnée par :

G(t) = a+ xt(b− ap)
1− pxt− qt2 . (2.7)

2.1 Quelques propertiés

Propriétés 2.1.1 Soit hn(x) le nième polynôme de Horadam, alors

n−1∑
k=1

hk(x) = hn(x) + qhn−1(x)− a− x(b− ap)
px+ q − 1 .

Preuve.En utilisant la formule de Binet pour les polynômes de Horadam, on a
n−1∑
k=1

hk(x) =
n−1∑
k=1

A1α
k−1 + A2β

k−1

= A1

n−1∑
k=1

αk−1 + A2

n−1∑
k=1

βk−1

= A1

(
1− αn−1

1− α

)
+ A2

(
1− βn−1

1− β

)

= (A1 − A1α
n−1)(1− β) + (A2 − A2β

n−1)(1− α)
(1− α)(1− β)

9



= (A1 − (A1β − (A1β
n−1 + (A1βα

n−1 + A2 − A2α− A2β
n−1 + A2αβ

n−1

(1− α)(1− β)

= A1 + A2 − (A1β + A2α)− (A1β
n−1 + A2β

n−1) + αβ(A1α
n−2 + A2β

n−2)
(1− α)(1− β)

= h1(x)− a(α2 − β2) + bx(α− β)− hn(x)− qhn−1(x)
1− px− q .

Donc
n−1∑
k=1

hk(x) = h1(x) + qhn−1(x)− a− x(b− ap)
px+ q − 1 .

Théorème 2.1.1 (Catalan’s Identité) hn(x) le nième polynôme de Horadam. Alors

h2
n(x)− hn+r(x)hn−r(x) = (−q)n−r−1(bxhr+1(x)− ahr+2(x))2

b2x2 − abpx2 − a2q
, (2.8)

avec n ≥ 0 et n ≥ r.
Preuve.
h2
n − hn+r(x)hn−r(x) = (A1α

n−1 + A2β
n−1)2 − (A1α

n+r−1 + A2β
n+r−1)(A1α

n−r−1 − A2β
n−r−1)

= 2A1A2α
n−1βn−1 − A1A2α

n+r−1βn−r−1 − A1A2α
n−r−1βn+r−1

= A1A2(αβn−1(2− αrβ−r − α−rβr)

= A1A2(−q)n−1
(

2− αr

βr
− βr

αr

)

= A1A2(−q)n−1 −1
(−q)r (αr − βr)

= b2x2 − a2q − abpx2

p2x2 + 4q (−q)n−r−1(αr − βr)2

= (b2x2 − a2q − abpx2)(−q)n−r−1
(
αr − βr

α− β

2)
.

Depuis
αr − βr

α− β

2
= bxhr+1(x)− ahr+2(x)

b2x2 − abpx2 − a2q
.

10



Alors

h2
n(x)− hn+r(x)hn−r(x) = (b2x2 − a2q − abpx2)(−q)n−r−1

(
bxhr+1(x)− ahr+2(x)
b2x2 − abpx2 − a2q

)2

.

Donc

h2
n(x)− hn+r(x)hn−r(x) = (−q)n−r−1(bxhr+1(x)− ahr+2(x))2

b2x2 − abpx2 − a2q
.

2.2 Les cas particuliers de polynôme de Horadam

2.2.1 Les polynômes de Fibonacci

Si a = b = q = p = 1
Fn+1(x) = xFn(x) + Fn−1(x), n ≥ 1 (2.9)

avec les conditions initiales
F0(x) = 0, F1(x) = 1. (2.10)

Quelques polynômes de Fionacci :

F2(x) = x,

F3(x) = x2 + 1,
F4(x) = x3 + 2x,
F5(x) = x4 + 3x2 + 1,
F6(x) = x5 + 4x3 + 3x.

L’équation caractéristique de la relation récurrence (2.19) est donnée par :

t2 − xt− 1 = 0. (2.11)

Cet équation a deux racines réelle :
α == x+

√
x2 + 4
2 ,

β = x−
√
x2 + 4
2 .

La forme de Binet pour le polynôme de Fibonacci donnée par :

Fn(x) = αn − βn

α− β
(2.12)

La fonction génératrice associée au polynômes de Fibonacci :

G(t) =
∞∑
n=0

Fn(x)tn = t

1− 2xt− t2 . (2.13)
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2.2.2 Les polynômes de Lucas

Si a = 2, b = q = p = 1 et n ≥ 2

Ln(x) = xLn−1(x) + Ln−2(x), (2.14)

avec les conditions initiales
L0(x) = 2, L1(x) = x. (2.15)

Quelques polynômes de Lucas :

L2(x) = x2 + 2,
L3(x) = x3 + 3x,
L4(x) = x4 + 4x2 + 2,
L5(x) = x5 + 5x3 + 5x,
L6(x) = x6 + 6x4 + 9x2 + 2.

L’équation caractéristique de la relation récurrence (2.14) est donnée par :

t2 − xt− 1 = 0. (2.16)

Cet équation a deux racines réelle :
α = x+

√
x2 + 4
2 ,

β = x−
√
x2 + 4
2 .

.

La forme de Binet pour le polynôme de Lucas, donnée par :

Ln(x) = αn − βn. (2.17)

La fonction génératrice associée au polynôme de Lucas :

G(t) =
∞∑
n=0

Ln(x)tn = 2− t
1− 2xt− t2 . (2.18)

2.2.3 Les polynômes de Pell

Si a = q = 1, b = p = 2

Pn(x) = 2xPn−1(x) + Pn−2(x), n ≥ 2 (2.19)

avec les conditions initiales
p0(x) = 0, p1(x) = 1. (2.20)

Quelques polynômes de Pell : 

P2(x) = 2x,
P3(x) = 4x2 + 1,
P4(x) = 8x3 + 4x,
P5(x) = 16x4 + 12x2 + 1,
P6(x) = 32x5 + 32x3 + 6x,
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L’équation caractéristique de la relation récurrence (2.19) est donnée par :

t2 − 2xt− 1 = 0. (2.21)

Cet équation a deux racines réelle : α = x+
√
x2 + 1,

β = x−
√
x2 + 1.

La forme Binet pour la polynôme de Pell donnée par :

pn(x) = αn(x)− βn(x)
α(x)− β(x) (2.22)

La fonction génératrice associée au polynômes de Pell :

G(t) =
∞∑
r=0

Pr+1(x)tr = 1
1− 2xt− t2 . (2.23)

Propriétés 2.2.1

1) Pn+1(x) + Pn−1(x) = 2xPn(x) + 2Pn−1(x).

2) Pn+1(x)Pn−1(x)− P 2
n(x) = (−1)n.

3) P 2
n+1(x)− P 2

n−1(x) = 2xP2n(x).

4)
n∑
r=1

P2r(x) = P2n+1(x)− 1)
2x .

5)
n∑
r=1

P2r−1(x) = P2n(x)
2x .

6)
n∑
r=1

Pr(x) = Pn+1(x) + Pn(x)− 1
2x .

2.2.4 Les polynômes de Pell-Lucas

Si a = b = p = 2, q = 1

Qn(x) = 2xQn−1(x) +Qn−2(x) n ≥ 1, (2.24)

avec les conditions initiales
Q0(x) = 2, Q1(x) = 2x. (2.25)

Quelques polynômes de Pell-lucas :

Q2(x) = 4x2 + 2,
Q3(x) = 8x3 + 6x,
Q4(x) = 16x4 + 16x2 + 2,
Q5(x) = 32x5 + 40x3 + 10x,
Q6(x) = 64x6 + 96x4 + 362 + 2,

L’équation caractéristique de la relation du récurrence (2.24) est donnée par :

t2 − 2xt− 1 = 0, (2.26)
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Cet équation a deux racines réelle : α = x+
√
x2 + 1,

β = x−
√
x2 + 1,

La forme de Binet pour le polynôme de Pell-Lucas est donnée par :

Qn(x) = αn − βn. (2.27)

La fonction génératrice associée au polynôme de Pell-Lucas :
∞∑
r=0

Qr+1(x)tr = 2x+ 2t
1− 2xt− t2 . (2.28)

Propriétés 2.2.2

1) Qn+1(x)Qn−1(x)−Q2
n(x) = (−1)n−14(x2 + 1).

2)
n∑
r=1

Q2r(x) = Q2n+1(x)− 2x
2x .

3)
n∑
r=1

Q2r−1(x) = Q2n(x)− 2x
2x .

4)
n∑
r=1

Qr(x) = Qn+1(x) +Qn(x)− 2− 2x
2x .
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CHAPITRE 3
HYBRINOMIAUX

3.1 Hybrinomiaux de Horadam

Dans cette section, nous définissons les Hybrinômiaux de Horadam. Nous donnons en-
suite quelques cas particuliers de Horadam tels que les Hybrinômiaux (Fibonacci, Lucas, Pell,
Pell-Lucas). Enfin, nous obtenons formule de Binet, fonction génératrice, fonction génératrice
exponentielle, formule de sommation, l’identité de Catalan, l’identité de Cassini et l’identité
d’Ocagne, respectivement, le lecteur pourra consulter [7, 9, 10, 13].

Théorème 3.1.1 Pour n > 2, Les Hybrinomiaux de Horadam, notés Hn(x), sont définis par
la relation de récurrence :

Hn(x) = pxHn−1(x) + qHn−2(x). (3.1)

Preuve.D’aprés les relations de récurrences (1.25) et (2.1), on obtient pour n ≥ 2 :

Hn(x) = pxhn−1(x) + qhn−2(x) + (pxhn(x) + qhn−1(x))i+ (pxhn+1(x) + qhn(x))ε

+ (pxhn+2(x) + qhn+1(x))h

= pxHn−1(x) + qHn−2(x).

Donc
Hn(x) = pxHn−1(x) + qHn−2(x), n ≥ 2, (3.2)

avec les condition initiales :

H1(x) = a+ bxi+ (bpx2 + aq)ε+ (bp2x3 + (apq + bq)x)h.

H2(x) = bx+ (bpx2 + aq)i+ (bp2x3 + (apq + bq)x)ε+ (bp3x4 + (ap2q + 2bpq)x2 + aq2)h.

La formule de Binet

Théorème 3.1.2 La formule de Binet pour le hybrinôme de Horadam Hn(x) est donnée par :

Hn(x) = Aαn−1α̂ +Bβn−1β̂,

avec α̂ = 1 + αi+ α2ε+ α3h et β̂ = 1 + βi+ β2ε+ β3h.
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Preuve.D’aprés les relation (1.25) et (2.5) on trouve :

Hn(x) = (Aαn−1 +Bβn−1) + (Aαn +Bβn)i+ (Aαn+1 +Bβn+1)ε+ (Aαn+2 +Bβn+2)h

= Aαn−1(1 + αi+ α2ε+ α3h) +Bβn−1(1 + βi+ β2ε+ β3h)

= Aαn−1α̂ +Bβn−1β̂.

La fonction génératrice

Théorème 3.1.3 La fonction génératrice pour l’hybrinôme de Horadam Hn(x) est

G(t) =
∞∑
n=0

Hn(x)tn = H0(x) + (H1(x)− pxH0(x))t
1− pxt− qt2 . (3.3)

Preuve.On a
∞∑
n=0

Hn(x)tn = H0(x) +H1(x)t+ . . .+Hk(x)tk + . . . . (3.4)

pxt
∞∑
n=0

Hn(x)tn = pxH0(x)t+ pxH1(x)t2 + . . .+ pxHk(x)tk+1 + . . . (3.5)

qt2
∞∑
n=0

Hn(x)tn = qH0(x)t2 + qH1(x)t3 + . . .+ qHk(x)tk+2 + . . . (3.6)

D’aprés (3.4), (3.5), (3.6) on trouve :

(1− pxt− qt2)
∞∑
n=0

Hn(x)tn = H0(x) + (H1(x)− pxH0(x))t, (3.7)

donc
∞∑
n=0

Hn(x)tn = H0(x) + (H1(x)− pxH0(x))t
1− pxt− qt2 . (3.8)

Théorème 3.1.4 La fonction génératrice exponentielle de hybrinôme de Horadam Hn(x) est :
∞∑
n=0

Hn(x) t
n

n! = Aα−1α̂etα +Bβ−1β̂eβt. (3.9)

Preuve.En utilisant la formule de Binet pour le hybrinôme de Horadam, nous trouvons :
∞∑
n=0

Hn(x) t
n

n! =
∞∑
n=0

(Aαn−1α̂ +Bβn−1β̂) t
n

n!

= Aα̂

α

∞∑
n=0

(αt)n
n! + Bβ̂

β

∞∑
n=0

(βt)n
n!

= Aα̂

α
eαt + Bβ̂

β
eβt

= Aα−1α̂etα +Bβ−1β̂eβt.
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Théorème 3.1.5 (Catalan-Like Identité) Pour n ≥ r

Hn+r(x)Hn−r(x)−H2
n(x) = (−q)n−1AB

(
α̂β̂

((
β

α

)r
− 1

)
+ β̂α̂

((α
β

)r
− 1

))
.

Preuve.En utilisant la formule de Binet des Hybrinomiaux de Horadam, on a

Hn+r(x)Hn−r−1(x)−H2
n(x) = (Aαn−r−1α̂ +Bβn−r−1β̂)(Aαn+r−1α̂ +Bβn+r−1β̂)

− ((Aαn−1α̂ +Bβn−1β̂)2

= AB(αβ)n−1α−rβrα̂β̂ +BA(βα)n−1β−rαrβ̂α̂

− AB(αβ)n−1α̂β̂ −BA(βα)n−1β̂α̂

.

Après quelques calculs élémentaires, on obtient

Hn+r(x)Hn−r(x)−H2
n(x) = (−q)n−1AB

(
α̂β̂

((
β

α

)r
− 1

)
+ β̂α̂

((α
β

)r
− 1

))
.

Théorème 3.1.6 (Cassini-Like Identité)
Pour n ≥ 1, l’égalité suivante est respectée :

Hn+1(x)Hn−1(x)−H2
n(x) = (−q)n−1AB

(
α̂β̂

(
β

α
− 1

)
+ β̂α̂

(α
β
− 1

))
(3.10)

Théorème 3.1.7 (d’Ocagne-Like Identité)
Soit n un entier non négatif et m un nombre naturel tel que m > n+ 1, alors on a

Hm(x)Hn+1(x)−Hm+1(x)Hn(x) =
√

∆AB(−q)n−1
(
βm−nβ̂α̂− αm−nα̂β̂

)
, (3.11)

avec ∆ = p2x2 + 4q

Preuve.

Hm(x)Hn+1(x)−Hm+1(x)Hn(x) = (Aαm−1α̂ +Bβm−1β̂)(Aαnα̂ +Bβnβ̂)

− (Aαmα̂ +Bβmβ̂)(Aαn−1α̂ +Bβn−1β̂)

= ABαm−1βnα̂β̂ − ABαmβn−1α̂β̂

+BAαnβm−1β̂α̂−BAαn−1βmβ̂α̂.
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Après quelques calculs élémentaires, on obtient

Hm(x)Hn+1(x)−Hm+1(x)Hn(x) =
√

∆AB(−q)n−1
(
βm−nβ̂α̂− αm−nα̂β̂

)
.

Théorème 3.1.8 Soit n ≥ 0, on a

n−1∑
k=1

Hk(x) = H1(x)−Hn(x) + q(H0(x)−Hn−1(x))
1− px− q . (3.12)

Preuve.En utilisant la formule de Binet des Hybrinomiaux de Horadam, on a

n−1∑
k=1

Hk(x) =
n−1∑
k=1

(
Aαk−1α̂ +Bβk−1β̂

)

= Aα̂
n−1∑
k=1

αk−1 +Bβ̂
n−1∑
k=1

βk−1

= Aα̂

(
1− αn−1

1− α

)
+Bβ̂

(
1− βn−1

1− β

)

= Aα̂(1− β)(1− αn−1) +Bβ̂(1− α)(1− βn−1)
1− px− q

= A1 + A2 − (A1β + A2α)− (A1α
n−1 + A2β

n−1) + αβ(A1α
n−2 + A2β

n−2)
1− px− q .

Donc
n−1∑
k=1

Hk(x) = H1(x)−Hn(x) + q(H0(x)−Hn−1(x))
1− px− q . (3.13)

Les application sur les matrices

Théorème 3.1.9 Soit n ≥ 0, on a :[
Hn+3(x) Hn+2(x)
Hn+2(x) Hn+1(x)

]
=
[
H3(x) H2(x)
H2(x) H1(x)

] [
px 1
q 0

]n
. (3.14)
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Preuve. [
H3(x) H2(x)
H2(x) H1(x)

] [
px 1
q 0

]n+1

=
[
H3(x) H2(x)
H2(x) H1(x)

] [
px 1
q 0

]n [
px 1
q 0

]

=
[
Hn+3(x) Hn+2(x)
Hn+2(x) Hn+1(x)

] [
px 1
q 0

]

=
[
Hn+4(x) Hn+3(x)
Hn+3(x) Hn+2(x)

]
.

Propriétés 3.1.1 Le nième terme de Horadam hybrinômial peut être obtenu par le calcul du
déterminant de la matrice tridiagonale Mn−1(x). Les matrices tridiagonales n× n

Mn(x) =



H2(x) H1(x) 0 · · · · · · · · · 0
−q px 1 . . . ...
0 −q px 1 . . . ...
... . . . . . . . . . . . . . . . 0
... . . . −q px 1
0 · · · · · · · · · 0 −q px


n×n

(3.15)

|Mn(x)| =
∣∣∣Hn+1(x)

∣∣∣ .
Propriétés 3.1.2 Notez que, Horadam hybrinomial peut être obtenu en utilisant l’autre ma-
trice tridiagonale.
Pour n ≥ 0, on a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

H1(x) H2(x) 0 0 · · · 0 0
−1 0 q 0 · · · 0 0
0 −1 px q · · · 0 0
... ... ... . . . ... ... ...
0 0 0 0 · · · px q
0 0 0 0 · · · −1 px

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
n×n

(3.16)

Exemple 3.1.0.1 On pose a = 1, b = 2, p = 2, q = 1

Hn(x) = 2xHn−1(x) +Hn−2(x).

Avec H1(x) = 1 + 2xi+ (4x2 + 1)ε(8x3 + 4x),
et H2(x) = 2x+ (4x2 + 1)i+ (8x3 + 4x)ε+ (16x4 + 12x2 + 1)h.
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La forme de Binet

α = 2x+
√

4x2 + 4
2 , β = 2x−

√
4x2 + 4
2 ,

et A1 = x−
√
x2 + 1√

4x2 + 4
, A2 = −x+

√
x2 + 1√

4x2 + 4
.

Donc

Hn(x) = x−
√
x2 + 1√

4x2 + 4

(
2x+

√
4x2 + 4
2

)
.

La fonction génératrice

G(x) =
∞∑
n=0

Hn(x)tn = H0(x) + (H1(x)− 2xH0(x))t
1− 2xt− t2 .

3.2 Hybrinomiaux de Fibonacci

Nous introduisons les Hybrinomiaux de Fibonacci, c’est-à-dire des polynômes de hybride,
qui peuvent être considérés comme une généralisation des nombres hybrides de Fibonacci. Pour
n ≥ 0, les Hybrinomiaux de Fibonacci sont définit par :

FHn(x) = Fn(x) + iFn+1(x) + εFn+2(x) + hFn+3(x). (3.17)

Théorème 3.2.1 Pour toute quantité variable x, on a

FHn(x) = xFHn−1(x) + FHn−2(x) pour n ≥ 2 (3.18)

avec FH0(x) = i+ εx+ h(x2 + 1), FH1(x) = 1 + ix+ ε(x2 + 1) + h(x3 + 2x).
Preuve.Si n = 2, on a

FH2(x) = xFH1(x) + FH0(x)

= x(1 + ix+ ε(x2 + 1) + h(x3 + 2x)) + i+ εx+ h(x2 + 1)

= x+ i(x2 + 1) + ε(x3 + 2x) + h(x4 + 3x2 + 1)

= F2(x) + iF3(x) + εF4(x) + hF5(x).

Si n ≥ 3 alors en utilisant la définition des polynômes de Fibonacci, on a

FHn(x) = Fn(x) + iFn+1(x) + εFn+2(x) + hFn+3(x)

= (xFn−1 + Fn−2) + i(xFn + Fn−1) + ε(xFn+1 + Fn) + h(xFn+2 + Fn+1)

= x(Fn−1(x) + iFn(x) + εFn+1(x) + hFn+2(x)) + Fn−2(x) + iFn−1(x) + εFn(x) + hFn+1(x)

= xFHn−1(x) + FHn−2(x).
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Théorème 3.2.2 (La forme de Binet) Soit n ≥ 0 un nombre entier. Alors

FHn(x) = αn(x)
α(x)− β(x)Φ(x)− βn(x)

α(x)− β(x)Ψ(x). (3.19)

avec Φ(x) = 1 + iα(x) + εα2(x) + hα3(x)

et Ψ(x) = 1 + iβ(x) + εβ2(x) + hβ3(x).

Preuve.

FHn(x) = Fn(x) + iFn+1(x) + εFn+2(x) + hFn+3(x)

= αn(x)− βn(x)
α(x)− β(x) + i

αn+1(x)− βn+1(x)
α(x)− β(x) + ε

αn+2(x)− βn+2(x)
α(x)− β(x)

+ h
αn+3(x)− βn+3(x)

α(x)− β(x)

= αn(x)
α(x)− β(x)(1 + iα(x) + εα2(x) + hα3(x))

− βn(x)
α(x)− β(x)(1 + iβ(x) + εβ2(x) + hβ3(x)).

On pose

Φ(x) = 1 + iα(x) + εα2(x) + hα3(x), Ψ(x) = 1 + iβ(x) + εβ2(x) + hβ3(x)).

Donc
FHn(x) = αn(x)

α(x)− β(x)Φ(x)− βn(x)
α(x)− β(x)Ψ(x) (3.20)

La fonction génératrice

Théorème 3.2.3 La fonction génératrice de hybrinomiaux de Fibonacci FHn(x) est

G(t) =
∞∑
n=0

FHn(x)tn = i+ εx+ h(x2 + 1) + (1 + ε+ hx)t
1− xt− t2 . (3.21)

Preuve.On a
G(t) = FH0(x) + FH1(x)t+ FH2(x)t2 + . . .

et
−G(t)xt = FH0(x)xt+ FH1(x)xt2 + FH2(x)t3x+ . . .

−G(t)t2 = FH0(x)t2 + FH1(x)xt3 + FH2(x)t4x+ . . .

En ajoutant les trois égalités ci-dessus, nous obtiendrons

G(t)(1− xt− t2) = FH0(x) + (FH1(x)− FH0(x)x)t

depuis FHn(x) = xFHn−1(x) + FHn−2(x), et FH0(x) = i+ εx+ h(x2 + 1),
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FH1(x)− FH0(x)x = 1 + ε+ hx.

Donc
G(t) = i+ εx+ h(x2 + 1) + (1 + ε+ hx)t

1− xt− t2 .

Les application sur les matrices

Théorème 3.2.4 Soit n ≥ 0 un nombre entier Alors :[
FHn+3(x) FHn+2(x)
FHn+2(x) FHn+1(x)

]
=
[
FH3(x) FH2(x)
FH2(x) FH1(x)

] [
x 1
1 0

]n
(3.22)

Preuve. [
FH3(x) FH2(x)
FH2(x) FH1(x)

] [
x 1
1 0

]n+1

=
[
FH3(x) FH2(x)
FH2(x) FH1(x)

] [
x 1
1 0

]n [
x 1
1 0

]

=
[
FHn+3(x) FHn+2(x)
FHn+2(x) FHn+1(x)

] [
x 1
1 0

]

=
[
FHn+4(x) FHn+3(x)
FHn+3(x) FHn+2(x)

]

3.3 Hybrinomiaux de Lucas

Dans cette section, nous introduisons les Hybrinomiaux de Lucas, c’est-à-dire les polynômes,
qui sont une généralisation des nombres hybrides de Lucas.
Définition 3.3.1 Pour n ≥ 0, les Hybrinomiaux de Lucas sont définis par :

LHn(x) = Ln(x) + iLn+1(x) + εLn+2(x) + hLn+3(x). (3.23)

Théorème 3.3.1 Soit n ≥ 0 un nombre entier. Pour toute quantité variable x, on a :

LHn(x) = 2xLHn−1(x) + LHn−2(x) for n ≥ 2, (3.24)

avec

LH0(x) = 2 + ix+ ε(x2 + 2) + h(x3 + 3x),

et

LH1(x) = x+ i(x2 + 2) + ε(x3 + 3x) + h(x4 + 4x2 + 2).

Théorème 3.3.2 (La formule de Binet) Soit n ≥ 0 un nombre entier. Alors

LHn(x) = αn(x)(1 + iα(x) + εα2(x) + hα3(x)) (3.25)

+βn(x)(1 + iβ(x) + εβ2(x) + hβ3(x)).

Avec α(x) = 1/2(x+
√
x2 + 4), β(x) = 1/2(x−

√
x2 + 4).
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Théorème 3.3.3 (La formule de Binet) Soit n ≥ 0 un nombre entier. Alors

LHn(x) = αn(x)(1 + iα(x) + εα2(x) + hα3(x)) (3.26)

+βn(x)(1 + iβ(x) + εβ2(x) + hβ3(x)).

Avec α(x) = 1/2(x+
√
x2 + 4), β(x) = 1/2(x−

√
x2 + 4).

Théorème 3.3.4 La fonction génératrice de hybrinôme de Lucas LHn(x) est donnée par :

G(t) =
∞∑
n=0

LHn(x)tn = LH0(x) + (LH1(x)− LH0(x)x)t
1− xt− t2 . (3.27)

Avec LH0(x) = 2+ix+ε(x2++h(x3+3x), LH1(x)−LH0(x)x = −x+2i+εx+h(−3x2+4x+2).

Théorème 3.3.5 (Catallan identity) Soit n ≥ 0, r ≥ 0, un nombre entier. Alors

LHn−r(x) ∗ LHn+r(x)− (LHn(x))2

= (−1)nα̂(x)β̂(x)
(
βr

αr
− 1

)
+ (−1)nβ̂(x)α̂(x)

(
αr

βr
− 1

)
. (3.28)

Théorème 3.3.6 (Cassini identité) Soit n ≥ 0, r ≥ 0, un nombre entier. Alors

LHn−1(x) ∗ LHn+1(x)− (LHn(x))2

= (−1)nα̂(x)β̂(x)
(
β

α
− 1

)
+ (−1)nβ̂(x)α̂(x)

(α
β
− 1

)
. (3.29)

Théorème 3.3.7 (d’Ocagne identité) Soit n ≥ 0, r ≥ 0,m ≥ 0 un nombre entier et m ≥ n.
Alors

LHm(x) ∗ LHn+1(x)− LHm+1(x)LHn

= (−1)nβm−n(x)∆(x)β̂(x)α̂(x)− (−1)nαm−n(x)∆(x)α̂(x)β̂(x). (3.30)

Les application sur les matrices

Théorème 3.3.8 [
LHn+2(x) LHn+1(x)
LHn+1(x) LHn(x)

]
=
[
LH2(x) LH1(x)
LH1(x) LH0(x)

] [
x 1
1 0

]n
(3.31)

3.4 Hybrinomiaux de pell

Dans cette section, nous introduisons les Hybrinomiaux de Pell , c’est-à-dire les polynômes,
qui sont une généralisation des nombres hybrides de Pell ,

Définition 3.4.1 Pour n ≥ 0, les Hybrinomiaux de Pell sont définis par :

PHn(x) = Pn(x) + iPn+1(x) + εPn+2(x) + hPn+3(x). (3.32)
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Théorème 3.4.1 Soit n ≥ 0 un nombre entier. Pour toute quantité variable x, on a

PHn(x) = 2xPHn−1(x) + PHn−2(x) for n ≥ 2 (3.33)

avec

PH0(x) = i+ ε(2x) + h(4x2 + 1)

et

PH1(x) = 1 + i(2x) + ε(4x2 + 1) + h(8x3 + 4x).

Preuve.Pour n = 2 on a

PH2(x) = 2xPH1(x) + PH0(x)

= 2x(1 + i(2x) + ε(4x2 + 1) + h(8x3 + 4x)) + i+ ε(2x) + h(4x2 + 1)

= 2x+ i(4x2 + 1) + ε(8x3 + 4x) + h(16x4 + 12x2 + 1)

= P2(x) + iP3(x) + εP4(x) + hP5(x).

Pour n ≥ 3alors en utilisant la définition des polynômes de Pell, nous avons

PHn(x) = Pn(x) + iPn+1(x) + εPn+2(x) + hPn+3(x)

= (2xPn−1(x) + Pn−2(x)) + i(2xPn(x) + Pn−1(x)) + ε(2xPn+1(x) + Pn(x))

+ h(2xPn+2(x) + Pn+1(x))

= 2x(Pn−1(x) + iPn(x) + εPn+1(x) + hPn+2(x)) + Pn−2(x) + iPn−1(x) + εPn(x) + hPn+1(x)

= 2xPHn−1 + PHn−2.

Théorème 3.4.2 (La forme de Binet) Soit n ≥ 0, alors :

PHn(x) = αn(x)
α(x)− β(x)(1 + iα(x) + εα2(x) + hα3(x))

− βn(x)
α(x)− β(x)(1 + iβ(x) + εβ2(x) + hβ3(x)).

avec α(x) = x+
√
x2 + 1 et β(x) = x−

√
x2 + 1.
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Preuve.En utilisant la forme de Binet pour la polynôme de Pell(2.22)on a

PHn(x) = Pn(x) + iPn+1(x) + εPn+2(x) + hPn+3(x)

= αn(x)− βn(x)
α− β

+ i
αn+1(x)− βn+1(x)

α(x)− β(x) + ε
αn+2(x)− βn+2(x)

α(x)− β(x)

+ h
αn+3(x)− βn+3(x)

α(x)− β(x)

= αn(x)
α(x)− β(x)(1 + iα(x) + εα2(x) + hα3(x))

− βn(x)
α(x)− β(x)(1 + iβ(x) + εβ2(x) + hβ3(x)).

Théorème 3.4.3 (Catalan identité) Soit n ≥ 0 ,r ≥ 0 des entiers tels que n ≥ r. Alors

PHn−r(x)PHn+r(x)− (PHn(x))2 = (−1)n
4x2 + 4 α̂(x)β̂(x)

(
1− βr(x)

αr(x)

)

+ (−1)n
4x2 + 4 β̂(x)α̂(x)

(
1− αr(x)

βr(x)

)
.
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Preuve.Pour les entiers n ≥ 0 ; r ≥ 0 et n ≥ r, on a :

PHn−r(x)PHn+r(x)−(PHn(x))2

=
(
αn−r(x)

∆(x) α̂n(x)− βn−r(x)
∆(x) β̂n(x)

)(
αn+r(x)

∆(x) α̂n(x)− βn+r(x)
∆(x) β̂n(x)

)

−
(
αn(x)
∆(x) α̂

n(x)− βn(x)
∆(x) β̂

n(x)
)(

αn(x)
∆(x) α̂

n(x)− βn(x)
∆(x) β̂

n(x)
)

= −α
n−r(x)
∆(x) α̂(x)β

n+r(x)
∆(x) β̂(x)− βn−r(x)

∆(x) β̂(x)α
n+r(x)
∆(x) α̂(x)

+ αn(x)
∆(x) α̂(x)β

n(x)
∆(x) β̂(x) + βn(x)

∆(x) β̂(x)α
n(x)

∆(x) α̂(x)

= −α
n−r(x)βn+r(x)

∆2(x) α̂(x)β̂(x)− βn−r(x)αn+r(x)
∆2(x) β̂(x)α̂(x)

+ αn(x)βn(x)
∆2(x) α̂(x)β̂(x) + βn(x)αn(x)

∆2(x) β̂(x)α̂(x)

= (−1)n
∆2(x) α̂(x)β̂(x)

(
1− βr(x)

αr(x)

)
+ (−1)n

∆2(x) β̂(x)α̂(x)
(

1− αr(x)
βr(x)

)

avec ∆2(x) = 4x2 + 4
alors :

PHn−r(x)PHn+r(x)− (PHn(x))2 = (−1)n
4x2 + 4 α̂(x)β̂(x)

(
1− βr(x)

αr(x)

)

+ (−1)n
4x2 + 4 β̂(x)α̂(x)

(
1− αr(x)

βr(x)

)
.

Théorème 3.4.4 (Cassini identité) Pour les entiers n ≥ 0 ; r ≥ 0 et n ≥ r, on a :

PHn−1(x)PHn+1(x)− (PHn(x))2 = (−1)n−1β(x)
∆(x) α̂(x)β̂(x)− (−1)n−1α(x)

∆(x) β̂(x)α̂(x)

Théorème 3.4.5 (d’Ocagne identity) Pour les entiers n ≥ 0 ; m ≥ 0 et m ≥ n, on a :

PHm(x)PHn+1(x)− PHm+1(x)PHn(x) = (−1)nαm−n(x)
∆(x) α̂(x)β̂(x)− (−1)nβ(x)

∆(x) β̂(x)α̂(x)
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Théorème 3.4.6 (La fonction génératrice)

G(t) = i+ ε(2x) + h(4x2 + 1) + (1 + ε+ h(2x))
1− 2xt− t2 . (3.34)

Preuve.Supposons que la fonction génératrice hybrinomiale de Pell PHn(x) a la forme :
G(t) = ∑∞

n=0 PHn(x)tn alors :

G(t) =
∞∑
n=0

PHn(x)tn

= PH0(x) + PH1(x)t+ PH2(x)t2 + . . .

−G(t)(2x)t = −PH0(x)(2x)t− PH1(x)(2x)t2 − PH2(x)(2x)t3 − . . .

−G(t)t2 = −PH0(x)t2 − PH1(x)t3 − PH2(x)t4 − . . .

En additionnant ces trois égalités ci-dessus, on obtien :

G(t)(1− 2xt− t2) = PH0(x) + (PH1(x)− PH0(x)(2x))t

On a PHn(x) = 2xPHn−1(x) + PHn−2(x) et PH0(x) = i+ ε(2x) + h(4x2 + 1) et

PH1(x)− PH0(x)(2x) = 1 + ε+ h(2x) Donc

G(t) = i+ ε(2x) + h(4x2 + 1) + (1 + ε+ h(2x))
1− 2xt− t2 .

Les application des Hybrinomiaux de Pell dans les matrices

Nous allons donner la représentation matricielle des Hybrinomiaux de Pell :

Théorème 3.4.7 Soit n ≥ 0 un nombre entier Alors :[
PHn+3(x) PHn+2(x)
PHn+2(x) PHn+1(x)

]
=
[
PH3(x) PH2(x)
PH2(x) PH1(x)

] [
2x 1
1 0

]n
. (3.35)
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Preuve. [
PH3(x) PH2(x)
PH2(x) PH1(x)

] [
2x 1
1 0

]n+1

=
[
PH3(x) PH2(x)
PH2(x) PH1(x)

] [
2x 1
1 0

]n [2x 1
1 0

]

=
[
PHn+3(x) PHn+2(x)
PHn+2(x) PHn+1(x)

] [
2x 1
1 0

]

=
[
PHn+4(x) PHn+3(x)
PHn+3(x) PHn+2(x)

]
.

3.5 Hybrinomiaux de Pell-Lucas

Dans cette section, nous introduisons les Hybrinomiaux de Pell-Lucas , c’est-à-dire les po-
lynômes, qui sont une généralisation des nombres hybrides de Pell-Lucas ,

Définition 3.5.1 Pour n ≥ 0, les Hybrinomiaux de Pell-Lucas sont définis par :

QHn(x) = Qn(x) + iQn+1(x) + εQn+2(x) + hQn+3(x). (3.36)

Théorème 3.5.1 Soit n ≥ 0 un nombre entier. Pour toute quantité variable x, on a :

QHn = 2xQHn−1(x) +QHn−2(x) for n ≥ 2 (3.37)
(3.38)

avec

QH0(x) = 2 + i(2x) + ε(4x2 + 2) + h(8x3 + 6x).

et

QH1(x) = 2x+ i(4x2 + 2) + ε(8x3 + 6x) + h(16x4 + 162 + 2).

Théorème 3.5.2 (La forme de Binet) Soitn ≥ 0 un nombre entier. Alors :

QHn(x) = αn(x)(1 + iα(x) + εα(x)2 + hα(x)3) + βn(x)(1 + iβ(x) + εβ2(x) + hβ3(x)),

avec α(x) = x+
√
x2 + 1 et β(x) = x−

√
x2 + 1.
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Preuve.En utilisant la forme Binet pour la polynôme de Pell-Lucas(2.27)on a :

QHn(x) = Qn(x) + iQn+1(x) + εQn+2(x) + hQn+3(x)

= αn(x)− βn(x) + iαn+1(x)− iβn+1(x) + εαn+2(x)− εβn+2(x) + hαn+3(x)− hβn+3(x)

= αn(x)(1 + iα(x) + εα(x)2 + hα(x)3) + βn(x)(1 + iβ(x) + εβ2(x) + hβ3(x)).

Théorème 3.5.3 (Catalan identité) Soit n ≥ 0 ,r ≥ 0 des entiers tels que n ≥ r. Alors

QHn−r(x)QHn+r(x)− (QHn(x))2 = (−1)nα̂(x)β̂(x)
(
β(x)
α(x) − 1

)
+ (−1)nβ̂(x)α̂(x)

(
α(x)
β(x) − 1

)
.

Théorème 3.5.4 (Cassini identité) Pour les entiers n ≥ 0 ; r ≥ 0 et n ≥ r, on a :

QHn−1(x)QHn+1(x)− (QHn(x))2 = (−1)nα̂(x)β̂(x)
(
β(x)
α(x) − 1

)
+ (−1)nβ̂(x)α̂(x)

(
α(x)
β(x) − 1

)

Théorème 3.5.5 (d’Ocagne identity) Pour les entiers n ≥ 0 , m ≥ 0 et m ≥ n, on a

QHm(x)QHn+1(x)−QHm+1(x)QHn(x) = (−1)nβm−n(x)∆(x)β̂(x)α̂(x)
− (−1)nαm−n(x)∆(x)α̂(x)β̂(x).

Théorème 3.5.6 (La fonction génératrice) La fonction génératrice pour hybrinôme de
Fibonacci FHn(x) est :

G(t) = QH0(x) + (QH1(x)−QH0(x)(2x))
1− 2xt− t2 . (3.39)

Preuve.Supposons que la fonction génératrice hybrinomiale de Pell-Lucas QHn(x) a la forme :

G(t) = ∑∞
n=0 QHn(x)tn alors :

G(t) =
∞∑
n=0

QHn(x)tn

= QH0(x) + (QH1(x) +QH2(x)t2 + . . .
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−G(t)(2x)t = −QH0(x)(2x)t−QH1(x)(2x)t2 −QH2(x)(2x)t3 − . . .

−G(t)t2 = −QH0(x)t2 −QH1(x)t3 −QH2(x)t4 − . . .

En additionnant ces trois égalités ci-dessus, on obtien :

G(t)(1− 2xt− t2) = QH0(x) + (QH1(x)−QH0(x)(2x))t

On a QHn(x) = 2xQHn−1(x) +QHn−2(x)

et QH0(x) = 2 + i(2x) + ε(4x2 + 2) + h(8x3 + 6x)

et QH1(x)−QH0(x)(2x) = −2x+ 2i+ ε(2x) + h(4x2 + 2).

Donc

G(t) = QH0(x) + (QH1(x)−QH0(x)(2x))t
1− 2xt− t2 .

Les application sur les matrices

Théorème 3.5.7 Soit n ≥ 0 un nombre entier Alors :[
QHn+3(x) QHn+2(x)
QHn+2(x) QHn+1(x)

]
=
[
QH3(x) QH2(x)
QH2(x) QH1(x)

] [
2x 1
1 0

]n
. (3.40)

Preuve. [
QH3(x) QH2(x)
QH2(x) QH1(x)

] [
2x 1
1 0

]n+1

=
[
QH3(x) QH2(x)
QH2(x) QH1(x)

] [
2x 1
1 0

]n [2x 1
1 0

]

=
[
QHn+3(x) QHn+2(x)
QHn+2(x) QHn+1(x)

] [
2x 1
1 0

]

=
[
QHn+4(x) QHn+3(x)
QHn+3(x) QHn+2(x)

]
.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié de manière détaillée les hybrinômiaux de Horadam et
donné les propriétés de bases de ces polynômes, tels que : la formule de Binet et la fonction
génératrice. Ces polynômes peuvent intervenir dans plusieurs domaines scientifiques, comme en
physique et en mécanique. Les nombres hybrides de Horadam ainsi que les hybrinômiaux de
Horadam sont un sujet d’actualité et les travaux récents sont en développement.
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