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Résumé

Le but de ce travail est consacré a I’étude du nombre de coloration packing, il s’agit de
trouver le plus petit nombre de couleurs a affecter aux sommets d’un graphe G, de telle
sorte que, si deux sommets u et v ont la méme couleur f(u) = f(v), alors dg(u,v) > f(u).
Cette fonction f est appelée la coloration packing d’ordre k. Le nombre de la coloration
packing d’un graphe G, noté par XP(G), est ’ordre minimum de la coloration packing. Nous
avons déterminé le nombre de la coloration packing du graphe produit cartésien de deux
étoiles, la coloration packing du graphe milieu pour les graphes suivants : les chaines, les
cyles, et les étoiles. On a déterminé aussi la coloration packing du graphe subdivisé super
fini pour les graphes suivants : Friendship, produit carré de deux chaines, produit croisé
de deux chaines, produit total des chaines P, et P,, graphe splitting du produit croisé de
la chaine P, par la chaine P,. Ainsi pour le graphe splitting des graphes : Friendship et
produit croisé de la chaine P, par la chaine P,. Tous les résultats obtenus dans ce mémoire

ont été démontrés.
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Abstract

The purpose of this work is devoted to the study of a packing chromatic number, it acts
to find the smallest number of colors has to assign to the vertices of a graph G, such that
for every vertices u and v, if f(u) = f(v), then dg(u,v) > f(u). This function f is called
packing coloring of order k. The packing chromatic number of a graph G, denoted by x,,(G)
is the minimum order of a packing coloring. We determine the packing chromatic number of
the Cartesian product of two stars, the packing coloring of the middle graph for the following
graphs : paths, cycles, and stars. One also determine the packing chromatic number of the
finite super subdivision of graphs : Friendship, cartesian product graph of two paths, cross
product of two paths, total product of path P, and P,, graph splitting of cross product of
path P, with P,. We determined the packing chromatic number of the splitting of graphs
: Friendship and cross product of paths P, and P,. All results obtained in this paper have

been demonstrated.
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Introduction

La théorie des graphes constitue une branche & part entiere des mathématiques. Elle
représente 'un des instruments les plus courants et les plus efficaces pour résoudre les
problémes discrets de la Recherche Opérationnelle.

Parmi les problémes les plus anciens de la Recherche Opérationnelle, ayant suscité
I'intérét de beaucoup de chercheurs, on peut citer le probleme de coloration des graphes
planaires. Il s’agit de répondre a la question : ”Suffit-il de quatre couleur pour dessiner

n’importe quelle carte géographique 7 7.

Dans le language des graphes, ce probléme se
formalise : ” Peut-on colorer un graphe planaire en utilisant quatre couleurs de telle sorte
que toutes les arétes aient des extrémités de couleurs différentes 7 7. Ce probléme a été posé
sous forme de conjecture par Francis Guthrie en 1852, est devenu célébre sous le nom de
probléme des quatres couleurs et n’a pu trouver une réponse positive en 1976, que grace a
lordinateur par Appel et Haken.

Actuellement, on trouve dans la littérature plusieurs types de colorations : Elles sont
définies par la coloration des éléments du graphe (sommets, arétes, faces,...) avec une ou
plusieurs contraintes supplémentaires.

En 2002, Sloper [13] a introduit la packing coloration. Il sagit de trouver le plus petit
nombre de couleurs, noté Xp(G), a affecter aux sommets d’un graphe G de telle sorte que si
deux sommets u et v ont la méme couleur 7(u) = 7(v), alors dg(u,v) > 7w(u) o 7 est une
fonction de V' dans ensemble {1,2,...}

Dans ce présent travail, nous nous intéressons principalement a ’étude de cet invariant,

et I’étudions sur quelques types de graphes.

Aprés une introduction générale, le mémoire s’articule autour de trios chapitres :

xiii



Introduction

Le premier chapitre portera des généralités sur la théorié des graphes, nous introduisons
les définitions fondamentales, et les notations de base dans le domaine.A la fin de ce chapitre,
nous précisons notamment les définitions de la coloration dans les graphes et nous donnons
des borne sur le nombre chromatique x(G).

Dans le deuxieme chapitre, on a étudié la coloration packing sur les graphes en don-
nant les définitions, les notations ainsi quelques résultats obtenus par les chercheurs dans
[1,4,5,8,9,10,15,16].

Au troisiéme chapitre, nous présentons notre contribution sur la détermination du nom-
bre de la coloration packing de quelques types de graphes, & savoir : le produit cartésien de
deux étoiles, graphe milieu pour les graphes suivants : les chaines, les cyles, et les étoiles.
On a déterminé aussi la coloration packing du graphe subdivisé super fini pour les graphes
suivants : Friendship, produit carré de deux chaines. produit croisé de deux chaines, produit
total des chaines P, et P,, graphe splitting de produit croisé des chaines P, et P,. Ainsi
sur le graphe splitting pour les graphes: Friendship et produit croisé des chaines P, et P,.
Tous les résultats obtenus dans ce mémoire ont été démontrés, des figures illustratives de
chaque résultat en utilisant le logiciel Texmaker sont mémes insérées.

Le mémoire s’achéve par une conclusion générale sur I’ensemble du travail réalisé.

Xiv



Chapitre 1

Notions fondamentales sur la théorie

des graphes.

Dans ce chapitre, nous donnons quelques concepts de base de la théorie des graphes, ainsi
que les définitions nécessaires utilisées tout au long de ce mémoire, ensuite nous rappelons

quelques parameétres de coloration que nous avons étudie.

1.1 Concepts fondamentaux

1.1.1 Graphe et sa présentation

Définition 1.1.1 Un graphe G = (V, E) est défini par deux ensembles finis non vide, un
ensemble de sommets V' et un ensemble d’arétes E. Le cardinal de V' est appelé [ordre de
G ; noté parn (G) et le cardinal de E est appelé la taille de G ; noté par m (G). Une aréte
e € E est un couple de sommets (u,v) noté par e = uv, ou u et v sont les extrémités de e.
On dira dans ce cas que u et v sont adjacents et que e est incidente o u et v. Les graphes
tiennent leur nom du fait qu’on peut les représenter par des dessins. A chaque sommet
de G, on fait correspondre un point distinct du plan et on relie par une courbe simple les
points correspondant aux extrémités de chaque aréte. Une boucle est une aréte dont les deux

extrémités sont confondues.



1.1. Concepts fondamentaux

1.1.2 Graphe non orienté

Définition 1.1.2 Un graphe non orienté n’est qu’un graphe orienté symétrique, si un arc
relie le sommet u au sommet v, un autre arc relie le sommet v au sommet u. On ne trace

alors qu’un trait entre u et v que l'on appelle une « aréte ».

1.1.3 Multigraphe

Définition 1.1.3 Un multigraphe G = (V, E)est un graphe dans lequel il peut ezister

plusieurs arétes entre une paire de sommets.

Figure 1.1.1 : Un multigraphe.

1.1.4 Graphe simple

Définition 1.1.4 Un graphe est dit simple s’il est sans boucles et sans arétes multiples
(deuz arétes distinctes joignantes la méme paire de sommets). La figure 1.1.2 illustre un

graphe simple G = (V, E) ou V ={a,b,c,d,e}et E = {ab, ae,bc,bd, be, cd, ce,de} .

a

d c

Figure 1.1.2 : Un graphe simple.



1.1. Concepts fondamentaux

Par la suite, tous les graphes considérés dans ce mémoire sont simples.

1.1.5 Voisinage, degré d’un sommet

Définition 1.1.5 Soit G (V, E) un graphe pour un sommet v de G, le voisinage ouvert de
v est :

Ne(v) ={u e Vg(v) : ww € E(G)}.

Le voisinage fermé de v est défini par :
N¢ [v] = Ng(v) U {v}.

Pour un sous-ensemble S C V(G), le voisinage ouvert de S est :
Ng (5) = UesNa(v).

le voisinage fermé de S est :
Ng [S] = UpesNg [5] -

Définition 1.1.6 Pour les graphe simple, le degré d’un sommet est la taille de son voisi-

nage. Soitv € V (G), le degré de v est noté par :
dg(v) = [Na(v)] -
Le degré d’un graphe est le degré maximum de tous ses sommets, noté par :
A(G) = max{dg(v) : v € V(G)}.
Le degré minimum d’un graphe est le degré minimum de tous ses sommets, noté par :
d(G) = min{dg(v) : v € V(G)}.

Par exemple pour le graphe G de la figure 1.1.2 le voisinage ouvert du sommet ¢ est
{b,d,e} et son voisinage fermé est [c,b,d,e]. Le graphe G n’a pas de sommets isolés. Le

degré minimum du G est donc 0(G) = 2 et le degré mazimum est A(G) = 4.



1.1. Concepts fondamentaux

1.1.6 Joint de deux graphes

Le graphe joint de Giet G5 est le graphe obtenu en reliant touts les aréte entre G, et G.

1.1.7 Chaine et Cycle

Définition 1.1.7 Une chaine joignante deuxr sommets x et y dans G est une suite de som-
mets et d’arétes telle que la premiére aréte de la suite est incidente a x, la derniére aréte de
la suite est incidente a y et chaque intermédiaire de la suite est adjacente a la précédente
par une de ses extrémités.

Une chaine est simple si la séquence qui constitue ne parcourt pas plusieurs fois la méme
aréte.

Une chaine est élémentaire si la séquence qui la constitue ne parcourt pas plusieurs fois
le méme sommet.

On appelle cycle C,, dans un graphe G, une chaine qui se referme.

Un cycle simple est une chaine simple qui se referme.

Un cycle élémentaire est une chaine élémentaire qui se referme. La figure 1.1.3 illustre

une Py et un Cjy.

Une P, Un Cy

Figure 1.1.3 : Une chaine et un cycle.

1.1.8 Distance, excentricité et diameétre

Définition 1.1.8 Soit u et v deux sommets d’un graphe G.

On appelle distance entre u et v, notée d (u,v), la longueur de la plus courte chaine
joignante u et v. L’excentricité d’un sommet v dans G est : exc(v) = max{d(v,w) : w €
V'}.Un sommet de G ayant une excentricité minimum est appelée un centre.

Le diamétre de G, noté diam (G), est égal max{exc(v):v € V}.



1.1. Concepts fondamentaux

Par exemple pour le graphe G(V, E) de la figure 1.1.2 , d(a,c) = 2, exc(a) = 2 et
diam(G) = 2.

1.1.9 Sous graphe

1.1.10  Sous-graphe induit, graphe partiel

Définition 1.1.9 Soit G = (V, E) un graphe avec V' ensembles des sommets et E ensembles
des arétes.

Le sous-graphe de G engendré par A C V' est le graphe dont les sommets sont ceux de
A et dont les arétes sont celles de G ayant leurs deux extrémités dans A. le sous graphe
induit par A est le graphe G[A] = (A, {zy : xy € E et {x,y} C A}).Voir la figure 1.1.4 qui
tllustre un sous graphe du graphe 1.1.2 .

d ¢

Figure 1.1.4 : Sous graphe de G.

Définition 1.1.10 Le graphe partiel de G défini par W C E est le graphe dont ces sommets
sont ceux de G et dont ces arétes sont celles de W. Voir la figure 1.1.5 qui illustre un graphe

partiel du graphe 1.1.2 .

S}




1.1. Concepts fondamentaux

Figure 1.1.5 : Graphe partiel de G.

Graphe complet

Définition 1.1.11 Un graphe complet, est un graphe dont toutes les paires des sommets
sont adjacentes. Le graphe complet d’ordre n est noté K, et chaque sommet est de degré

n— 1.

Graphe complémentaire

Définition 1.1.12 Le graphe complémentaire d’un graphe simple, noté G = (V, E), défini
parV (G)=V (G) et E(G) ={uv:ueV(G) ,veV (G) etuv ¢ E(G) }.

Remarque 1.1.1 La superposition de G et G donne un graphe complet. Voir la figure 1.1.6

X

Cy C, Ky

qui tllustre un Cy Cy et Ky.

Figure 1.1.6 : Le complémentaire et le graphe Complet d'un Cj.

Clique

Définition 1.1.13 Une clique dans un graphe G est un sous-ensemble de sommets deux a
deux adjacents, ou est un sous-graphe complet. Par exemple le graphe simple de la figure

1.1.2 admet une clique d’ordre 3.

Un graphe k-régulier

Définition 1.1.14 Un graphe G est dit k—régulier si tout les sommets de G sont de degré
k.

Un graphe discret (nul)

Définition 1.1.15 un graphe discret,est un graphe dont tous les sommets sont non adja-

cents deux & deuz. Un graphe discret G est un graphe (0)— régulier .



1.1. Concepts fondamentaux

Graphe biparti

Définition 1.1.16 Un graphe G = (V,U) est dit biparti si V peut se partager en deux sous
ensembles Vi et Vs, de sorte que tous les sommets d’un méme ensemble sont non adjacents

deuzx o deux.

Un graphe biparti complet

Définition 1.1.17 Un graphe biparti est dit complet si chaque sommet de V;est adjacent a
tous les sommets de Va. Si |Vi| = p et |Va| = q, alors le graphe biparti complet est noté K, ,
p,q > 1. Plus généralement, un graphe G = (V; E)est dit k—parti (k > 2), si V peut étre
partitionné en k stables {V1,Va,...Vi}. Il est dit multiparti-complet si pour tout i # j, tout
sommet de V; est adjacent a tout sommet de V;. La figurel.1.7 illustre un graphe biparti

complet K3 5.

Figure 1.1.7 : Un graphe biparti complet.

Graphe connexe

Définition 1.1.18 Soit G = (V, E) un graphe non orienté G est connexe si Vx,y € V, il
existe une chaine qui relie x o y. Une aréle e est appelée un isthme (aréte d’articulation
du graphe G) si le graphe G —e posséde plus de composantes connezes que G, (i.e, si G est
conneze alors G — e n’est pas connezxe).

Un sommet v du graphe G est appelé un sommet d’articulation du graphe G si le graphe
(G —v) a plus de composantes connezes que G, (i.e, si G est connexe alors (G — v) nest

pas connexe).

Exemple 1.1.1 Le graphe G de la figure suivante admet ’aréte {be}comme isthme, car
G — {be} est non conneze. Le sommet b est un sommet d’articulation du graphe G, car G—

b est non connexe.



1.1. Concepts fondamentaux

a b e a b e a e
d (& d C d (&
(1) graphe connexe, 2) G-{be}. 3) G-{b}.

Figure 1.1.8 : Isthme et sommet d’articulation dans un graphe connexe.

Graphe h—connexe

Définition 1.1.19 Pour un graphe conneze G, la connectivité k(G) est le nombre minimum
de sommets de G dont la suppression déconnecte le graphe G ou le réduit & un sommet isolé.
G est dit h—connexe si sa connectivité k(G) est supérieure ou égale a h.

Arbre

Définition 1.1.20 On appelle arbre, et on note par T, un graphe connexe et sans cycle. 1l
comporte exactement (n—1) arétes. On appelle feuille d’un arbre, un sommet de degré 1, dit
aussi sommet pendant. Dans un arbre T, tout sommet adjacent & un sommet pendant est
appelé sommet support. La hauteur h (T') de Uarbre T est la longueur du plus long chemin

de la racine a une feuille.

—— la racine.

——sominet support.

—sommet pondant.

Figure 1.1.9 : Un arbre.

Forét

Définition 1.1.21 Une forét est un graphe sans cycle, chacun de ses composants connezes

étant un arbre.



1.1. Concepts fondamentaux

étoile

Définition 1.1.22 On appelle étoile et on note par K ,, l'arbre a n + 1 sommets ayant n

feuilles.

Figure 1.1.10 : Une étoile.

L’étoile double

Définition 1.1.23 L’étoile double, notée S, , , est le graphe obtenu en reliant par une aréte

le sommet non pendant d’une étoile ki, au sommet non pendant d’ une étoile K 4.

Figure 1.1.11 : Une étoile double.

La couronne

Définition 1.1.24 La couronne de G = (V, E) notée Cr (G), c’est le graphe obtenu en
attachant a chaque sommet de G un nouveau sommet. Donc il est évident que ’ordre de C'r

(G) est égal a 2|V|. Pour le cycle Cys sa couronne est représentée par le graphe de la figure

sutvante :

Figure 1.1.12 : Cr(Cs).



1.1. Concepts fondamentaux

La subdivision

Définition 1.1.25 Le graphe subdivisé S(G) d’un graphe G, est le graphe obtenu en sub-

divisant chaque aréte de G une seule fois.

Figure 1.1.13 : Une étoile subdivisée.

1.1.11 Invariants de graphes

Stable

Définition 1.1.26 FEtant donné un graphe simple G, on appelle stable de G un ensemble
de sommets de G deux a deux non adjacents.
Un stable maximum de G est un stable de cardinalité mazimale est appelée nombre de

stabilité, et notée o(G).

Transversal

Définition 1.1.27 Un transversal d’un graphe G = (V, E) est un ensemble T' de sommets
de V qui couvre toutes les arétes de G. Notons qu’un transversal existe pour tout graphe et
st T est un transversal alors V —T est un stable. Un transversal minimum est un transversal
qui a le plus petit nombre possible de sommets. la cardinalité d’un transversal minimum est

appelée nombre transversal, notée 7(G).

Couplage

Définition 1.1.28 Ftant donné un graphe G(V, E), on appelle un couplage M dans G un
sous — ensemble d’arétes de E deux a deux non adjacentes. Un couplage maximum est un

couplage de taille maximale. On désigne par og(G) la taille d’un couplage mazimum dans

G.
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1.1. Concepts fondamentaux

Un sommet x de G est dit saturé par le couplage M, s’il existe une aréte de M incidente
a x. Un couplage qui sature tout les sommets de G est appelé un couplage parfait dans G,

sinon, x est dit insaturé par M .

Recouvrement

Définition 1.1.29 FEtant donné un graphe simple G (V, E) sans sommet isolé. On appelle
recovvrement de G' un ensemble R d’arétes de E qui couvre tout les sommets de G.
Un recouvrement minimum est un recouvrement de cardinalité minimum. On désigne

par v(G) la taille minimum d’un recouvrement de G.

Figure 1.1.14 : Un graphe G.
Pour le graphe G illustré dans la figure 1.1.14 , I'ensemble des sommets en rouge
représente un stable S de cardinalité maximum, ’ensemble des sommets noirs représente
un transversal 7' de cardinalité minimum. L’ensemble des arétes en rouge représente un

recouvrement de cardinalité minimum v(G). D’otd o(G) = 7(G) = 3, w(G) = 3, v(G) = 2.

1.1.12 Concept de minimalité, maximalité, minimum et maxi-
muim
Définition 1.1.30 Un sous ensemble A de V' est dit minimal (respectivement mazximal)

par rapport & une propriété P s’il n’existe pas un sous ensemble B C A (resp A C B)

tel que G |Blvérifie la propriété P.

Définition 1.1.31 On dit qu’un sous-ensemble A de V' est minimum ou de taille minimale
(respectivement mazximum ou de taille mazimale) par rapport a une propriété P, s’il n’existe

pas d’ensemble B C 'V tel que G |Blvérifie la propriété P et |B| < |A| (resp |B| > |A] ).

11
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1.1.13 Produit cartésien

Définition 1.1.32 Soit G = (V(G), E(G)) et H = (V(H), E(H)) deuz graphes. Le produit

cartésien ou la somme cartésienne de G et H, notée par GLIH, est le graphe défini par :
e V(GOH) ={(u,v) :u e V(G) etve V(H)}.
o F(GOH) = (ug;v1)(ug;vs) : (U1 = ug et vivg € E(H))ou (v1 = vy et ugus € E(G)}.

Exemple 1.1.2 Une grille G,,x, est le produit cartésien de deux chaines P,, et P,.

Figure 1.1.15 : Une grille G4y3.

Exemple 1.1.3 Un tore T,,«, est le produit cartésien de deux cycles C,, et C,.

<{

Figure 1.1.16 : Un tore Tyy3.

Iy

est le produit cartésien d’une chaine P, et un cycle C,.

<{

Figure 1.1.17 : Un cylindre Cy4x3.

nxm

Exemple 1.1.4 Un cylindre C,

12



1.2. La coloration dans les graphes

1.2 La coloration dans les graphes

1.2.1 Coloration des sommets

Définition 1.2.1 On appelle coloration des sommets d’un graphe, toute attribution d’une
couleur a chaque sommet (est une fonction c:V — {1,2,3,..,k}(k € N)).

Une coloration est propre si chaque deux sommets voisins portent des couleurs différentes(c
(v) # ¢ (w),Yv,w € V adjacents).

G est k—colorable si on peut colorer ses sommets avec k couleurs distinctes, sans que
deuxr sommets voisins atent la méme couleur.

FEtant donné un graphe G = (V, E). Une coloration triviale de G consiste a attribuer a
chacun de ses sommets une couleur différente. Ainsi, tout graphe 4 n sommets admet une
n—coloration. Donc il est naturel de se demander quel est le nombre minimum de couleurs

nécessaires pour colorer G. D’ou la définition du nombre chromatique de G.

1.2.2 Le nombre chromatique

Définition 1.2.2 Le nombre chromatique d’un graphe G, noté x(G) est le plus petit nombre
de couleurs nécessaires a une coloration propre des sommets de G.
On le définit comme étant le plus petit entier k tel que G admet une k— coloration, il est

dit aussi que G est x(G)—chromatique

Définition 1.2.3 Une classe de couleur i est un ensemble stable de sommets de V' colorés

avec la méme couleur i.

Exemple 1.2.1 : G = P3 est 2— colorable, x(G) = 2.

Remarque 1.2.1 : Soit G un graphe d’ordre n. Il est clair que : 1 < x(G) < n .
o \(G) =1 si et seulement si G est un graphe discret.

e \(G) =n si et seulement si G est un graphe complet.

2 si n est pair.
xX(Cn) =

3 si n est impair.

13



1.2. La coloration dans les graphes

1.2.3 Bornes sur le nombre chromatique :

Proposition 1.2.1 /5] Si H est un sous-graphe de G,
X(H) < x(G).
Proposition 1.2.2 [11] Pour tout graphe G,
X(G) > w(Q).

ot w(Q@) est la taille d’une clique mazimum de G.
Proposition 1.2.3 [14] Pour tout graphe G d’ordre n,
< x(@) < AG) +1
a(G) | == '

ot o(G) est le nombre de stabilité de G, et A(G)est le degré maximum de G.

Proposition 1.2.4 [2] Soit G = (V, E)un graphe simple d’ordre n,

X(G) + a(G) <n+ 1.
Théoréme 1.2.1 [12] Soit G un graphe d’ordre n et G son complémentaire,

X(G) +x(G) <n+1.

1.2.4 i-packing

Définition 1.2.4 Un sous ensemble de sommets V; d’un graphe G = (V, E) est dit i—packing

si et seulement si la distance entre deux sommets quelconques de V; est supérieure a i.

14



Chapitre 2

Quelques résultats obtenus sur le

nombre de la coloration packing

Dans ce chapitre, nous exposons la coloration packing de certains graphes et nous citons
les valeurs exactes du nombre chromatique de la coloration packing des graphes simples, &
savoir : les chaines, les cycles, les arbres, le graphe Moulin , la couronne d’un graphe et

graphe splitting et graphe subdivisé super fini.

2.1 Motivation et définition du probléme de la col-
oration packing

Le probléeme de la coloration packing a été posé suite a ’établissement de nombreux régles et
réglements par la Commission des Communications des Etats-Unis concernant ’attribution
des fréquences de radio-diffusion & des stations de radio. En particulier, deux stations de
radio qui sont affectées de la méme fréquence de diffusion doivent étre localisées suffisamment
loin I'une de 'autre pour que la diffusion de I'une n’altére pas la réception de 'autre. La
distance géographique entre deux stations qui sont affectées de la méme fréquence est donc

directement liée a la puissance de leurs signaux de radio-diffusion.

Définition 2.1.1 Soit G = (V, E) un graphe et k € N*. La fonction f : V — {1,...,k} est
appelée coloration packing d’ordre k si l’égalité f (u) = f (v) implique d (u,v) > f (u).

15



2.1. Motivation et définition du probléme de la coloration packing

L’ordre minimum d’une coloration packing de G est appelé le nombre packing chro-
matique, et il est noté par x,(G). La coloration packing est donc une partition Pr =
{Vi,Va, ., Vit de V en k (1 < i < k) i—packing. Notons que toute coloration packing
est une coloration propre et donc x(G) < x (G) .

Dans tout ce qui suit, nous supposons que les graphes sont simples.

2.1.1 Coloration packing de certains graphes particuliers

Tout graphe G d’ordre n admet une coloration packing d’ordre n. Il est possible d’affecter n
entiers distincts, entre 1 et n, a chaque sommet de V. Ainsi, une borne supérieure naturelle

serait 'ordre du graphe qui n’est pas forcément la meilleure.

Proposition 2.1.1 /5] Pour 2 <n < 3, X, (Pn) =2, et pourn > 4,x (P,) = 3.
Uaffectation des couleurs 1,2,1,3,... auxr sommets uy,us, ..., u, de P, représente une

coloration packing minimum.

Proposition 2.1.2 /5] Pour tout n > 3,

3 sin=0[4]oun=3.
X, (Cn) =

4 sinon.

La coloration packing optimale est donnée par affectation aux sommets vy, ..., v, de C,,

les séquences des couleurs :

1,2,1,3,1,2,1,3,..,1,2,1,3 sin = 4r.
1,2,1,3,1,2,1,3,..,1,2,1,3,4 sin = 4r+ 1.
1,2,1,3,1,2,1,3,..,1,2,1,3, 1,4 sin = 4r+2.
1,2,1,3,1,2,1,3,...,1,2,1,3,1,2,4 sin = 4r+3.

Proposition 2.1.3 [5] Soit G un graphe complet, x  (K,) = n.

Proposition 2.1.4 [5] Pour tout graphe G, x (G) < 7(G) + 1, avec égalité si G a le

diameétre deux.

16



2.1. Motivation et définition du probléme de la coloration packing

Proposition 2.1.5 [5] Si G est un graphe biparti de diamétre 3, alors :

Ou w (G) est la taille maximun d’une clique.

Proposition 2.1.7 [5] Soit G un graphe , si x(G) = x,(G), alors : w(G) > x(G) — 2.

p

Proposition 2.1.8 [5/ Pour tout graphe conneve G, x,(G) = 2 si et seulement si G est

une étoile.
Proposition 2.1.9 [1] Pour tout n > 3,
Xp (S (Ky)) =n+1.
Proposition 2.1.10 [1] Pour tout graphe connexe G avec au moins trois sommets,
W(E) +1 <3, (S(G) < x, (G) + 1

Ou S (G) est le graphe obtenu en subdivisant toutes les arétes de G.

Lemme 2.1.1 [5] Pour tout sous graphe H d’un graphe G,

2.1.2 Graphes avec petit nombre de la coloration packing

En utilisant le fait qu'un graphe G tel que x,(G) = 2 ne contient pas P, comme sous-graphe
induit et vérifie diam(G) < 2, alors d’aprés la proposition (2.1.4), on a forcément 7(G)
= 1 c.a.d que G est une étoile. D’ou la caractérisation des graphes de nombre packing

chromatique égal a 2.

17



2.1. Motivation et définition du probléme de la coloration packing

Proposition 2.1.11 /4] Soit G un graphe 2—connexe. Alors x,(G) = 3 si et seulement si
G = S(H) ou H est un multi-graphe biparti ou G est le joint de Ky et d’un stable. Pour
un sommet v, on définit un T'—ajout de v comme étant [’opération qui consiste a ajouter un
sommet w,, un stable X,, U'aréte vw, et quelques arétes entre {v,w,} et X,. Voir la figure

2.1.1.

Wy

Figure 2.1.1 : Un graphe G est un T-ajout du sommet v.

Proposition 2.1.12 [4] Soit G un graphe. x,(G) = 3 si et seulement si G peut étre formé
en prenant un certain multigraphe biparti H avec bipartition (Va, V3), en subdivisant chaque
aréte exactement une fois, en ajoutant des feuilles o certains sommets dans Vo U V3, puis en

effectuant un seul T-ajout a certains sommets de V.

2.1.3 Coloration packing pour les arbres

Nous nous intéressons aux arbres avec un nombre de coloration packing trés grand. Pour
cela, il est nécessaire d’examiner les petits cas. Un arbre de diameétre 2 (étoile) a un nombre
chromatique packing égal a 2. Un arbre de diamétre 3 a un nombre chromatique packing 3.
Le cas d’un arbre de diameétre 4 est plus compliqué, mais Goddard et al [5] ont pu donner
une formule explicite basée sur le sommet central et leurs voisins de degré 1, 2 et 3 et de
degré supérieur ou égal a 4. Pour cela on définit un sommet petit s’il est de degré inférieur
ou égal & 3 et un sommet grand s’il est de degré supérieur ou égal a 4.

Soit T' un arbre de diametre 4 avec un sommet central v. Pour ¢ = 1,2, 3, soit n; le
nombre de voisins de v de degré i et soit L le nombre de grands voisins de v, alors nous

avons la proposition suivante :
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2.1. Motivation et définition du probléme de la coloration packing

Proposition 2.1.13 /5] Soit T un arbre de diamétre 4. Si L =0, alors :

4 s n322 et n1+n2+n323,
Xp(T) = ‘
3 sinon.

et st L >0, alors :

L+3 si ng>1 et ny+ns+ng>2,
Xp(T) =4 L+1 si ny=ny=n3z=0,
L+2 sinon.

Proposition 2.1.14 [5] L ordre minimum d’un arbre avec x,(T') = 2 est 2. Pour x,(T) = 3
c’est 4 et pour x,(T) = 4 c’est 8. En outre, Py est 'arbre unique de 4 sommets qui ont

besoin de 3 couleurs. Les deux arbres de 8 sommets qui ont besoin de 4 couleurs sont :
(1) Uarbre de diamétre 4 avec n3 =2, ny =1 et L =ny =0, appelé Asg.

(i7) larbre de diamétre 5 ou les deux sommets centraux ont le degré 3 et pour chaque

sommet central 3 sommets voisins de degrés 1, 2 et 3 respectivement, appelé Bsg.

1< T

Ag By

Figure 2.1.2 : Les plus petits arbres avec x () = 4.

Proposition 2.1.15 [5] Soit T un arbre différent de Py. Supposons T contient une chaine
{t wvw} out est de degré 1. u et v ont le degré 2. Alors : x,(T) = x,(T — ).

Théoréme 2.1.1 [5] Pour tout arbre T d’ordre n ,
Xp(T) < (n+7)/4

excepter quand n = 4 ou 8, et cette borne est atteinte.
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2.2. Coloration packing de la couronne d’un graphe

2.1.4 Coloration packing du graphe Moulin
Nous définissons maintenant, un nouveau graphe noté le graphe Moulin.

Définition 2.1.2 Le graphe Moulin C]" est une famille des graphes qui consistent de m

copies d ‘un cycle C,, avec un sommet commun.

Proposition 2.1.16 [9] Pour tout m > 1, x,(C3") = m + 2.

1 2
1 6
4 3 1
5 1

Figure 2.1.3 : Coloration packing d’un Cj3.

3sin=0[4].
Théoréme 2.1.2 [16] Pour tout n # 3, x,(C;") =

4 sinon.

Figure 2.1.4 : Coloration packing d'un C? et C§.

2.2 Coloration packing de la couronne d’un graphe

Dans cette section, nous exposons des valeurs exactes du nombre chromatique packing des

couronnes des chaines et des cycles, déterminées par [7]. Des valeurs exactes, et des bornes
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2.2. Coloration packing de la couronne d’un graphe

sur les différentes classes de chenilles sont énoncées. On définit la couronne d’un graphe G,
notée Cr(G), est le graphe obtenu & partir d’une copie de G dans laquelle on attache un

sommet pendant a chaque sommet de G.
Figure 2.2.1 : Un graphe C}y et sa couronne.

2.2.1 La couronne d’une chaine

Soit P, = {x1,...,x,} une chaine de longueur n et Cr(P,) la couronne de P,. Notons par

Y1, ---, Yn les sommets pendants adjacents aux sommets z1, ..., x, respectivement.

SR

Figure 2.2.2 : La couronne de P,,.

Proposition 2.2.1 [7] Pour tout entier n, n > 10,
(1) Pourn =2,x,(Cr(P,)) = 3.
(2) Pourn € {3,...,9},x,(Cr(P,)) = 4.

(3) Pourn >10,x,(Cr(P,)) = 5.
12 1 3 1 2 1 3 1 2 12 12 1 3
3 1 5 1 4 1 5 1 4 1 301 3 01 4 1

Figure 2.2.3 : Coloration packing de Cr(Pyy), Cr(P), Cr(Py).
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2.3. Détermination du nombre de la coloration packing du graphe splitting

2.2.2 La couronne d’un cycle

Soit Cr(C,,) la couronne d'un cycle C,, = {z1,...,x,} de longueur n. Notons par yi, ..., yn
les sommets pendants adjacents aux sommets de C),.
Pour la couronne du cycle, il y’a un résultat identique a celui de la couronne d’une

chaine. Pour les autres valeurs de n, le résultat est donné par la proposition suivante :

Figure 2.2.4 : La couronne d'un C,,.

Proposition 2.2.2 [7] Pour tout entier n,

, (Cr (Cy)) = 4 si ne{3, 4},

d  sinon
ﬁ
11 1 1 1 11 1
Figure 2.2.5 : Coloration packing d'un Cr(C5) et Cr(C3).

2.3 Détermination du nombre de la coloration packing
du graphe splitting
Définition 2.3.1 [15] Pour un graphe G, le graphe splitting d’un graphe G, noté par S'(G),

est obtenu en ajoutant un nouveau sommet v’ correspondant & chaque sommet v de G, tel

que le nombre de voisinage ouvert de v dans G est égal au nombre de voisinage ouvert de v’

dans §'(G).
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2.3. Détermination du nombre de la coloration packing du graphe splitting

2.3.1 La coloration packing de graphe splitting pour les chaines

Proposition 2.3.1 [9] Pour tout n, x,(S (P,)) < 7.

Figure 2.3.1 : la coloration packing de S'(Fy).

2.3.2 La coloration packing du graphe splitting pour les cycles

Proposition 2.3.2 [9] Pour n < 19, x,(S(C,)) < 8, et pour n > 20, si n = 0[4], alors
Xp(S'(Ca)) = 17.

1 1

Figure 2.3.2 : la coloration packing de S'(Cy).

2.3.3 La coloration packing du graphe splitting de I’étoile

Proposition 2.3.3 [16] Soit K1 ,,, n > 2 une étoile avec n sommets. Alors x,(S (K1,)) =
3.
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2.3. Détermination du nombre de la coloration packing du graphe splitting

Figure 2.3.3 : la coloration packing de S'(K7,5 ).

2.3.4 La coloration packing du graphe splitting de I’étoile double

Théoréme 2.3.1 [9] Pour le graphe S (S,q), X,(S (Spq)) = 4.

Figure 2.3.4 : la coloration packing de S'(.Ss,3 ).

2.3.5 La coloration packing du graphe splitting pour les graphes

complets
Proposition 2.3.4 [10] Pour K,, x, (5 (K,)) =n+ 1.

1

1 1

Figure 2.3.5 : la coloration packing de S'(K3).
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2.4. Détermination du nombre de la coloration packing du graphe subdivisés super finis

2.4 Détermination du nombre de la coloration packing
du graphe subdivisés super finis

Définition 2.4.1 [17] Soit G un graphe & n sommets et t arétes. Le graphe obtenu en
remplagant chaque aréte de G par un graphe biparti complet Ks,,, (m est fini) est appelé
graphe de subdivision super fini de G, noté F.SSD,,(G).

Remarque 2.4.1 Pour m =1, le graphe F'SSD,,(G) est également le graphe S(G).

Figure 2.4.1 : FSSD3(Cy).

2.4.1 La coloration packing pour un graphe de subdivision super

fini d’un arbre

Théoréme 2.4.1 [17] Soit Ki,, une étoile a n+ 1 sommets. Alors :
X, (FSSDy(k1, ) = 3.

Exemple 2.4.1 La figure suivante représente la coloration packing de F'SSDy(k, 3).

Figure 2.4.2: XP(FSSDz(kL:s)) = 3.
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2.4. Détermination du nombre de la coloration packing du graphe subdivisés super finis

Théoréme 2.4.2 [8] Pour tout arbre T d’ordre n,
Xp(FSSD,(T)) = 3.

Exemple 2.4.2 La figure suivante représente un arbre T et la coloration packing de F'SSDy(T).

Figure 2.4.3 : Xp(FSSDz(T)) = 3.

2.4.2 La coloration packing pour le graphe subdivisé super fini

d’un graphe complet
Proposition 2.4.1 [8] Pour tout n >3, m > 1,

X, (FSSD,u(K,)) = n+1.

Exemple 2.4.3 La figure suivante, représente la coloration packing de F'SSDo(K3).

3

1

Figure 2.4.4 : X (rssp,(ks)) = 4.
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2.4. Détermination du nombre de la coloration packing du graphe subdivisés super finis

2.4.3 La coloration packing pour le graphe subdivisé super fini

d’un cycle

Théoréme 2.4.3 [8/ Pourn >3, m > 1,

3 st n est pair
X, (F'SSDy(Cr)) =

4 sinon

Exemple 2.4.4 La figure suivante représente la coloration packing des F'SSD3(Cy) et F'SSDsy(Cs).

3

® —

o—P— ~

[

Figure 2.4.5 1 X (rssDa(02)) = 3, X, (FssDy(cs)) = 4
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Chapitre 3

Détermination du nombre de la
coloration packing de quelques types

de graphes

Dans ce chapitre, nous donnons nos résultats sur la détermination du nombre de coloration

packing de quelques types de graphes.

Définition 3.0.2 (Hamada et Yoshimura)[6] Soit G = (V(G), E(G)) un graphe simple. Le
graphe milieu de G, noté M(G) est défini comme suit : l’ensemble des sommets de M(G)
est V(G) U E(G), et deur sommets x,y de M(G) sont adjacents si l'une des conditions

sutvantes est vérifiée :

—z,y € E(G) et = est adjacent a y dans G.
—z € V(G),y € E(G) et z est incident a y dans G.

AYAVAN

Figure 3.0.1 : Le graphe milieu d’une chaine d’ordre 4.

Définition 3.0.3 Le graphe de Friendship noté F,, est un graphe planaire avec 2n + 1
sommet et 3n arétes, peut étre construit a partire de n copies de Cs par indentification d’un

sommet de chaque copie Cs.
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3.1. Coloration packing du graphe k; ,, U ky ,,

Figure 3.0.2 : Fy.

3.1 Coloration packing du graphe k;, U k;,

Proposition 3.1.1 Pour tout n > 2,
Xp(k?LnDk?Ln) <2n+1.

Preuve. Pour montrer que Xp(kl,nmkl,n) < 2n + 1, on utilise la coloration suivante :

on colore les n? sommets de degré 2 et le sommet de degré 2n dans ky 0k, par 1, et
puisque d(u,v) = 2 entre tous les sommets de degré n + 1, toute couleur superieur ou égale
a 2 est utilisée une seule fois. Alors on colore les 2n sommets de degé n + 1 dans ky ,00k; ,

par une couleur différente de 'ensemble {2, 3,4, ...,2n+1}. D’ott x (k1,0k1,) <2n+1. =

Exemple 3.1.1 La figure suivante représente une coloration packing de ki 30k 3

Figure 3.1.1 : X, (x, s0K15) = 7-
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3.2. Coloration packing du graphe milieu d’une chaine

3.2 Coloration packing du graphe milieu d’une chaine

Théoréme 3.2.1 Pour tout entier n > 2,

((2sin=2
3sin=3
4sin=4,5
5si6<n<9
6si10<n<23
\ 7sin> 24

Preuve. Premi¢rement, si n = 2 alors M(FP,) ~ P5. D’ou x (M (%)) = 2.

Dans tous les cas suivants, les sommets de degré 1 et 2 sont colorés par la couleur 1 et
les sommets de degré 3 et 4 sont colorés comme suit, en commencant par un sommet de
degré 3 :

Pour n € {3,4,5,6,7,8,9}, on utilise la coloration suivante :

-n = 3, utilisons les couleurs : 23.

-n = 4, utilisons les couleurs : 234.

-n = b, utilisons les couleurs : 2342.

-n = 6, utilisons les couleurs : 23425.

-n = 7, utilisons les couleurs : 234253.

-n = 8, utilisons les couleurs : 2342532.

-n = 9, utilisons les couleurs : 23425324.

Pour 10 < n < 22, on utilise la coloration suivante:

-n = 10, utilisons les couleurs : 234253246.

-n = 11, utilisons les couleurs : 2342532462.

-n = 12, utilisons les couleurs : 23425324623.

-n = 13, utilisons les couleurs : 234253246235.

-n = 14, utilisons les couleurs : 2342532462352.

-n = 15, utilisons les couleurs : 23425324623524.

-n = 16, utilisons les couleurs : 234253246235243.

-n = 17, utilisons les couleurs : 2342532462352432.
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3.3. Coloration packing du graphe milieu d’un cycle

-n = 18, utilisons les couleurs : 23425324623524326.

-n = 19, utilisons les couleurs : 234253246235243265.

-n = 20, utilisons les couleurs : 2342532462352432652.

-n = 21, utilisons les couleurs : 23425324623524326523.

-n = 22, utilisons les couleurs : 234253246235243265234.

-n = 23, utilisons les couleurs : 2342532462352432652342.

Si n > 24, alors 6 couleurs ne sont pas suffisantes pour colorer le graphe M(P,). Dans
ce cas on prend la figure 3.2.2 et par une simple viréfication, on vérifie que x (M(Pyy)) =1T7.

D’aprés Lemme 2.1.1, Xp(M (P,)) > 7. Maintenant, il nous reste qu’a démontrer que
X, (M(P,)) < 7. Pour cela on utilise la coloration séquentielle suivante :

234253246235243265234273245236243257,.... Dot x (M(B,)) = 7. m

Exemple 3.2.1 La figure suivante représente une coloration packing de M (Pi3) et M (Pyy).

Figure 3.2.2 : X, (m(py)) = 7-

3.3 Coloration packing du graphe milieu d’un cycle

Conjecture 3.3.1 Pour tout entier n > 3,
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3.4. Coloration packing du graphe milieu d’une étoile

(4sin=3
5sin=4
X, (M(Cp)) = _
6sin=25,6
7sin>7

\

Exemple 3.3.1 La figure suivante représente la coloration packing de M (Cs) et M(Cy).

Figure 3.3.1 : X, (M(Cs)) = 7, X,(M(Ce)) = 6.

3.4 Coloration packing du graphe milieu d’une étoile
Proposition 3.4.1 Pour tout n > 1, x,(M(Ky,)) =n+ 1.

Preuve. On note par u la racine de K, et par u;;1 < ¢ < n les sommes pendants de
Ky, et par v;;1 < i < n les sommets de degré n + 1 dans M (K7 ).

Soit ¢ : v — {1,2,...} une coloration packing sur M (K7 ,). Alors c¢(u) =1 et c(u;) = 1,

1 < i < n. Puisque d(v;,v;) = 1,i,j = 1,...n,1 # j, toute couleur supérieure ou égale a 2

est utilisée une seule fois, donc c(v;) € {2,3,...,n + 1}. Dot x,(M (K1) =n+1. =
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3.5. Coloration packing du graphe subdivisé super fini de graphe Friendship

Exemple 3.4.1 La figure suivante représente la coloration packing de M (K ,,).

Figure 3.4.1 : x, (mx1n)) =n+ 1.

3.5 Coloration packing du graphe subdivisé super fini
de graphe Friendship
Proposition 3.5.1 Pour tout m > 2, n > 2,
Xo(FSSD,(F,)) = 4.
Preuve. Le FSSD,,(F,) contient un sous graphe induit F'SSD,,(C;). D’apres le

Théoreme (2.4.3), x,(F'SSD,,(Cs)) = 4 et par Lemme (2.1.1), x,(F'SSD,,,(C3)) < x,(FSSDy(F,)).

D'ot x,(FSSD,,(Fy,)) > 4.

Maintenant, on montre que x,,(F'SSD,,(F,)) < 4.0n utilise la coloration suivante :

on colore les 3mn sommets de degré 2 dans F'SSD,,(F,) par 1, et on colore les 2n
sommets de degré 2m dans F'SSD,,(F,) par la séquence suivante 23,23, ...23, et on colore
un sommet de degré 2mn dans F'SSD,,(F,) par 4. Par conséquence, x,(F'SSD,,(F,)) < 4.
On conclut que : x,(FSSD,,(F,)) =4. =
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3.6. Coloration packing du graphe subdivisé super fini d’'un graphe P,[1P;

Figure 3.5.1 1 X, (pssp,. () = 4 ( le sommet noirs est coloré par 4).

3.6 Coloration packing du graphe subdivisé super fini

d’un graphe P,[1P5;,
Théoréme 3.6.1 Pour tout m > 2,n > 2,k > 2, Xp(FSSDm(PnDPk)) = 3.

34



3.6. Coloration packing du graphe subdivisé super fini d’'un graphe P,[1P;

Preuve. Le FSSD,,(P,0P;) contient un sous graphe induit F'SSD,,(Cy). D’apres
le Théoréme (2.4.3), x,(FSSD,(Cy)) = 3 et par Lemme (2.1.1), x,(F'SSD,(Cy)) <
X, (FSSD,,(P,OP)). D'ott x,(FSSD,,(P,OP;)) > 3.

Maintenant, on montre que x,,(FSSD,,(P,[0P;)) < 3. On utilise la coloration suivante
: on colore les sommets de degré 2 dans F'SSD,,(P,[0P;) par 1, et on colore les sommets
de degré supérieure ou égal a 3 dans F'SSD,,(P,[0P;) par la séquence suivante :

32,32, - -, 32.

23,23, --,23
32,32, -, 32.
23,23, - -, 23.

Par conséquence, x,,(F'SSD,,(P,0F;)) < 3.

On conclut que : x,(FSSD,,(P,0F;)) =3. =

Exemple 3.6.1 La figure suivante représente une coloration packing de F'SSDs(Ps[IPs).

Figure 3.6.1: Xp(FSSD3(P3DP3)) = 3.
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3.7. Coloration packing du graphe subdivisé super fini d’'un graphe P, x P,

3.7 Coloration packing du graphe subdivisé super fini
d’un graphe P, x P,

Théoréme 3.7.1 Pour toutm >2,n > 2,k > 2,

Xp(FSSDy (P, x Py)) = 3.
Preuve. Le FSSD, (P, x F;) contient un sous graphe induit Cy avec x,(Cy)) = 3

et par Lemme 2.1.1, x,(FSSD, (P, x P;)) > x,(Cs) = 3. Maintenant, on montre que
Xp(FSSD (P, x Py)) < 3.

Le graphe P, x P, contient 2 composantes connexes.

Pour chaque composante connexe, les m sommets de chaque sous graphe ks ,, remplagant
les arétes de P, x P sont colorés par 1.

Les sommets de degré 4m sont colorés par les couleurs 2 ou 3 de telle sorte que deux
sommets colorés 2 ou 3 sont a distance au moins 4.

Les sommets de degré m et 2m sont colorés par 2 ou 3 de telle sorte qu'un sommet

coloré 2 soit & distance 2 a un sommet de degré 4m coloré par 3 et le contraire. D’ou

Xp(FSSDy (P, x P)) < 3. Par conséquence x,(FSSD,,(P, x P;)) =3. =

Exemple 3.7.1 La figure suivante représente une coloration packing de F'SSDy(Ps x P3).
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3.8. Coloration packing du graphe subdivisé super fini d’'un graphe P, X P,

Figure 3.7.1 : X, (rsspy(Psxps)) = 3.

3.8 Coloration packing du graphe subdivisé super fini
d’un graphe P, X P,

Proposition 3.8.1 Pour tout n > 2,m > 2,

Xo(FSSD,, (P, R P,)) = dsin=323
7sin >4

Preuve. Premieérement pour n = 2,3, les sommets de chaque K3 ,, remplacant chaque
aréte de P, X P, sont colorés par 1. Pour n = 2, les sommets de dégré 3m sont colorés
par I'une des couleurs de {2,3,4,5}. Pour n = 3, les sommets de degré 3m sont colorés
par les couleurs 2 ou 3 de telle sorte que la distance entre deux sommets colorés 2 ou 3 soit
strictement supérieure a 2 ou 3 respectivement. Deuxiément pour n > 4, le F'SSD,,(P,XPF,)
contient un sous graphe induit F'SSD,,(P, X P,) avec x,(FSSD,,(P, X P;)) = 7 et par
Lemme 2.1.1, x,,(FSSD,(P,XFPy)) < x,(FSSDy(PXP,)). Dot x,(FSSD,,(PXP,)) >
7.

On montre que x,(F'SSD,, (P, ® F,)) < 7. On utilise la coloration suivante :

On colore les sommets de chaque Ks,, dans FSSD,,(P, X P,) par 1, et on colore les
sommets de degré 3m et 5m par la séquence suivante :

2426, 2426, ..., 2426

3537,3537, ...,3537

Par conséquence, x,(F'SSD,,(PXP,)) < 7. On conclut que : x,(FSSD,,(PRXP,)) =17.

Exemple 3.8.1 La figure suivante donne une coloration packing de F'SSDo(Py X Py)
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3.9. Coloration packing du graphe de subdivisé super fini de splitting d’'un P, X P,

Figure 3.8.1 : X, (rssp,(PrPy)) = 7-

3.9 Coloration packing du graphe de subdivisé super
fini de splitting d’un P, x P,
Proposition 3.9.1 Pour tout n > 2,

Xp(FSSD(S'(Py x Py))) = 3.

Preuve. Le graphe F'SSD,,(S"(P. x P,)) contient deux composantes connexe égales.

FSSD,,(S'(P, x P,)) contient un sous graphe induit C;. D’ou x,(FSSD,, (5 (P x
P.) = 3.

Pour montrer la borne supérieure, on utilise la coloraion suivante pour chaque com-
posante connexe :

On colore les sommets de chaque K, dans F'SSD,,(S'(P, x P,)) par 1, et on colore
les sommets de degré m, 2m et 4m dans le F'SSD,,(S'(P. x P,)) par 2 ou 3 de telle
sorte que deux sommets colorés par 2 ou 3 ont la distance égale & 4. Par conséquence

Xp(FSSD (S (P x P,))) < 3. On conclut que : x,(FSSD,,(S"(P2 X P,))) =3. =

Exemple 3.9.1 La figure suivante donne une coloration packing de F'SSDy(S'(Py X Py))
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3.10. Coloration packing de splitting d’un graphe Friendship

1 1 1

Figure 3.9.1 : x (FSSDy(S' (P x Py))) = 3.

3.10 Coloration packing de splitting d’un graphe Friend-

ship
Proposition 3.10.1 Pour tout n > 1,
Xp (S'(Fn)) =2n +2.
Preuve. Pour montrer que x,, (S'(F,)) = 2n + 2, on utilise la coloration suivante :
On colore les 2n sommets de degré 2 et le sommet de degré 2n dans S'(F),) par 1, et
puisque d(u,v) < 2,Vu,v € V(S'(F,)), toute couleur superieur ou égal & 2 est utilisée une

seule fois. Donc, on colore les 2n sommets de degré 3 et un sommet de degré 4n dans S'(F},)

par I'une des couleurs de I'ensemble {2,3,...,2n +2}. D’ou x,(S'(F,)) =2n+2. =

Exemple 3.10.1 La figure suivante donne une coloration packing de S’(F3)
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3.11. Coloration packing de splitting du graphe Py X P,

Figure 3.10.1 : x (5'(F3)) = 8.

3.11 Coloration packing de splitting du graphe P, x P,

Proposition 3.11.1 Pour tout n > 2,

(3sin= 2
4sin= 34
X, (S'(Pax P)) =14 5si5<n<8
6si9<n<22

| 7sin > 23

Preuve. Le graphe S'(P, x P,) est deux composantes connexes de S'(FP,), par con-
séquence x,(S"(P2 x P,)) = x,(5"(P,)). Donc, il suffit de trouver une coloration packing de
S’(P,). On note par u; (i = 1,2,...,n) les sommets de la chaine P,,et par v; (i = 1,2,...,n)
les sommets corespondants aux sommets u; (i = 1,2,...,n). Donc, dans tous les cas, les
sommets v; (i = 1,2,...,n) sont colorés par 1. Il ne reste qu’'a colorer les sommets u;
(i=1,2,..,n).

Si n = 2, on utilise la coloration 23.

Sin € {3,4}, on utilise la coloration 234 et 2342.

Sin € {5,6,7,8}, on utilise suivant le nombre n, la coloration 23425324.
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3.11. Coloration packing de splitting du graphe Py X P,

Si9 < n < 22alors, on utilise suivant le nombre n, la coloration suivante : 2342532462352432652342.
Sin > 23, alors le graphe S’(P,) contient un sous graphe S’(Py3) (voir la figure 3.11.1 ).

D’ou : x,(5"(Pn)) > 7.
Pour montrer que : x,(S"(F,)) < 7,on utilise la coloration séquentielle suivante :
23425324623524326523427, ...
Par conséquence. x,(S"(FP,)) =7 et x,(S' (P x P,)) =7 =

Exemple 3.11.1 La figure suivante donne une coloration packing de S'(Pa3)

Figure 3.11.1 : x, (S (Pas)) = 7.
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Conclusion

Tout au long de ce travail, nous nous sommes intéréssés principalement a I’étude du probleme
de la coloration packing . Dans un premier temps, nous avons rappelé quelques résultats
existant sur la coloration dans les graphes. Ensuite, nous avons abordé la notion du nombre
de la coloration pakcing, qui a été introduite par Goddard et al.[5], et nous avons exposé
des différents résultats obtenus, concernant la détermination du nombre de la coloration
packing de plusieurs types de graphes par les chercheurs dans ce sens, notamment dans
[1,2,8,9,10,11,12,15]. Nous avons déterminé aussi le nombre de la coloration packing de
quelques types de graphes. On conclut que la détermination de ce nombre en général n’est
pas facile pour certains types de graphes, et que les résultats obtenus en ce mémoire sont
des bons résultats. Comme perspective & notre travail,

nous proposons de :

e Trouver d’autres bornes de x,,(G) .

e Déterminer le nombre de la coloration packing du graphe F'SSD,,(P,X P,), ¢ > 3.

e Déterminer le nombre de la coloration packing du graphe M (C,,), T'(P,) et T(C,).
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