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Résumeé

Nous introduisons et étudions le nouveau concept de relations linéaires bornées
entre espaces asymétriques normés montrant certaines propriétés algébriques de
cette nouvelle classe des opérateurs multi-valeurs. Nous caractérisons la norme
d’une relation linéaire bornée obtenant ainsi une caractérisation géométrique im-
portante de ces applications. En tant qu’application, nous prouvons le principe de
la borne uniforme dans le cadre de relations linéaires sur les espaces asymétriques
normeés.




Abstract

We introduce and study the new concept of bounded linear relations between asym-
metric normed spaces showing certain algebraic properties of this new class of
multi-value operators. We characterize the norm of a bounded linear relation thus
obtaining an important geometric characterization of these applications. As an ap-
plication, we prove the uniform boundedness principle in the framework of linear
relations on asymmetric normed spaces.




Notations
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L’ensemble des nombres naturels.

Les corps de nombres réels et complexes, respectivement.
Asymétrique norme(quasi-norme).

Asymétrique norme conjuguée de q.

Norme (ou semi-norme) associe de q.

La topologie induite par q.

Des espaces vectoriels sur le corps K = (R ou C).

Des relations linéaires.

Domaine de 7.

Le graphe de 7.

L’inverse de 7T'.

L’'image de 7.

Le noyau de 7.

Application de distance.

Espace normé.

Module complexe / valeur absolue.

La restriction de 7" a M.

La borne inférieure de I'ensemble A.

La borne supérieure de I'ensemble A.

La collection de relation de £ dans F.

La classe des relations linéaires de ' dans F'.

La boule ouvert dans I'espace asymétrique normé (E, q)
La boule fermée dans I'espace asymétrique normé (E, q).
L’ensemble des voisinages de point .

L’ensemble de tous les opérateurs linéaires continues de (£, q) a (F,p).
L’ensemble de tous opérateurs linéaires continues de (F, ¢°) a (F, p®).



Introduction

De nombreuses études dans le domaine des relations linéaires développent les proprié-
tés et les résultats établis pour les opérateurs a valeurs uniques. Plusieurs de ces extensions
sont décrites dans le livre de R. Cross (voir[5]).

Concernant les espaces asymétriques normés, les concepts et caractéristiques spécifiques
des opérateurs linéaires et multilinéaires, initialement établis pour les espaces normés, ont
été élargis pour englober les espaces asymétriques par plusieurs auteurs (voir [1, 2, 4])et
(voir [8]).

L’objectif de notre mémoire est d’étudier et de caractériser les relations linéaires sur les
espaces asymétriques normés et comme application on donne la preuve du principe de la
borne uniforme dans ce cadre.

Ce mémoire se divise en trois chapitres :

Le 1°" chapitre : présente une étude générale de relations linéaires sur les espaces vecto-
riels normés.

Le 2°"¢ chapitre : présente une étude de quelques propriétés topologiques des espaces
asymétriques normés.

Le 3¢ chapitre : I'étudions du principe de la borne uniforme dans le cadre des espaces
asymétriques normés.



Chapitre 1

Relations linéaires

1.1 Relations sur les ensembles

1.1 (Relation sur un ensemble). Soient £, F deux ensembles arbitraires non
vides. Une relation 7" de £ dans F est toute application ayant domaine D(7’), un sous-
ensemble non vide de &, et en prenant des valeurs dans 27\() (la collection de sous-
ensembles non vides de F). Une telle application 7" est également connue comme une
application multivaleur. si 7" associée les points de son domaine en singletons, alors 7" est
dite une relation a valeur unique ou une fonction.

1.2 (Domaine d’une relation). pour z € &, x ¢ D(T) nous définissons Tz = 0,
avec cette convention, on a :

D(T):={zec& :Tx#0}

e La classe de toutes les relation de £ dans F sera notée R(E, F).

e On note par fois 7Tz seulement au lieu de T'({z}) ou T'(z)

1.3 (Graphe d’une relation). Soit " € R(&,F), le graphe de T est le sous-
ensemble ['(T") de £ x F défini par :

NT) ={(z,y) e ExF:aeDT);yeT(x)}

1.1. Une relation R(&,F) est est déterminée de facon unique par son
graphe, et inversement, tout sous-ensemble non vide de £ x F détermine de facon
unique une relation.

1.4 (Relation inverse). Soit T' € R(E, F) I'inverse de T est la relation 7' don-
née par :
D) = {(z,y) € Ex F: (x,y) € N(T)}.



Relations linéaires

1.5 (Image d’un sous-ensemble). Soit A un sous-ensemble de &, I'image de A
par T est donnée par :
T(A):=U{T(a):a € AND(T)}. (1.1)

L’'image de la relation 7" est donnée, donc par :
Im(T):=T(&) (=T(D(T)) par(1.1).

1.6 (Surjectivité et Injectivité). Soit 7' € R(E, F).
1. T est dite surjective, si Im(T) = F.
2. T est dite injective, si 7! est a valeur unique.

1.7 (Image réciproque). Soit () # B C F I'image réciproque de B est donnée
par :
TY(B)={x € D(T): BNTx # 0}.

En particulier, pour y € Im(T),
Tly={reD(T):yeTz}

De plus, ona : D(T~) = Im(T), et Im(T~ ') = D(T)

1.8 (Composition des relations). Soit ' € R(E,F) et S € R(F,G) ou R(T) N
D(S) # (), la comoposition ou le produit S o T' dans R(€,G) est définie comme suit :

(SoT)(x):=S(Tx),(x €&)

1.9 (Restriction). Soit A un sous-ensemble de & tel que A N D(T) # (. La
restriction de 7" a A, notée T'|4, est définie par :

T|A - R(E,}_),
D(T|4) = D(T) N A,
(T |a)a =Ta, pour a € A.

1.10 (Extension). Soient S et T" deux relation de R(&, F), on dit que S est une
extension de 7" si :

1.2 Relations linéaires
1.11. Soient F et F' deux espaces vectoriels sur le corps K = (R ou C). Une
relation T € R(FE, F) est dite relation linéaire, si pour tous x,y € D(T) et pour tout
scalaire nonnul A € K, on a:
Te+Ty=T(x+y),

NTx =T(\x).

10



Relations linéaires

Proposition 1.1. (voir [5]) Si T est une relation linéaire, alors D(7T') est un sous-espace
vectoriel de E.

La classe des relations linéaires de R(FE,F') sera notée LR(E,F'), et on écrit
LR(E,E) = LR(E)

Proposition 1.2. (voir [5]) Soit T' € R(FE, F). Les propriétés sont équivalentes :
i) T relation linéaire.
ii) I'(T") est un sous-espace vectoriel de £/ x F'.
iii) T-! relation linéaire.

iv) T(T~') est un sous-espace vectoriel de F' x E

1.1. ( voir [5]) Soit T une relation linéaire, alors 7'(0) et 7-(0) sont des
sous espaces vectoriels.

1.12. Le sous-espace T1(0) est appelée le noyau de T, et est dénoté par ker(T).
Nous allons utiliser a la fois ker(T) et T~'(0) tout au long de la suite,

ker(T) :=T"'(0) =z € D(T) : (z,0) € I(T)

Proposition 1.3. (voir [5]) Pour z € D(T) on a I’équivalence suivante :
yeTr < Tr=y+T(0). (1.2)

En particulier
0€Tr < Tz =T(0).

1.2. (voir [5]) ona:
TT 'y =y +T(0) (ye Im(T)),

et:
T 'Te =2+ T7Y0) (z € D(T))

En particulier :
T(T™YF)) = FnIm(T) + T(0), (1.3)

et:

T-YT(E)) = EnD(T)+T7(0). (1.4

11



Algebre des relations linéaires

1.3. (voir [5])

1) T est a valeur unique si et seulement si 7°(0) = {0}.

2) T est injective si et seulement si ker(T) = {0}.

1.4. (voir [5])

et:

1.5. (voir [5]) SiT'(S) C I'(T), alors T' est une extension de S si et seule-
ment si S(0) = 7°(0).

Proposition 1.4. (voir [5]) Soit T une relation de £ a F. Alors T est une relation
linéaire si et seulement si pour tout z,, x5 € D(T'), et pour tout v,n € K

yTxy +nTay C T(yor + nag).

1.3 Algebre des relations linéaires

1.13. Soient S et T deux relation linéaires dans LR(FE, F'), Les relation S+ T et
AT sont définies comme suit :

(S+T)r=Sr+Tz, (x€E),
(A\T)x = XNTz), (z € E,\e€K).
Proposition 1.5. (voir [5])Soient S, T, R € LR(FE,F),ona:
1) D(S+T)=D(S)nD(T).
2) D(A\T) = D(T).
N TS+T)={(z,y) e EXF:y=s+t, telque (x,s) e ['(5) et (z,t) € T(T)}.
4) T'(A\T) ={(z,\y) € EX F: (x,y) € I(T)}.
5 AnT) =T (An€K).
6) S+T=T+S5.
7) R+(S+T)=(R+S)+T.

1.4 Relations linéaires normés

1.4.1 Norme d’une relation linéaire

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés, et 7" une relation linéaire de F dans F'.
On rappelle que, si A et B deux ensembles non vides de I'espace vectoriel normé F, alors :

12



Relations linéaires normés

o d(A,B) =inf{|z —yl;z € A,y € B}.
o d(z,A) = inf ||x — y||,pour x € £
yeA

1.14. Soit M un sous-espace vectoriel fermé de F'. Pour y € F', on définit

|l = inf llz — yll, o = {2 € F,z —y € M} (1.5)

L’espace quotient F'/M est un espace vectoriel sur R et la formule (1.5) définit une norme
sur F//M.

1.15 (I’application quotient naturelle).
Soit M un sous espace vectoriel fermé de F'. L’application quotient naturelle et définie
par:
Q:F—F|M

y—y

Ona D(Q) = F et ker(Q) = M.

Qr: F —s F/T(0)
y—y=1{z€F,z—yeT(0)}.

OnaVyc F;Qry =y +T(0), et

1Qryll = llgll = d(y, T(0)).

Proposition 1.6. (voir [5])Qr o T est a valeur unique.

1.16. On définit :
|Tx| = [|Qr o T(x)]|,

1T = 11Qr o T
1.17 (Relation bornée). Si||T|| < co et D(T') = E, alors on dit que 7" est bornée.

Proposition 1.7. (voir [5]) SoientS,T € LR(E,F)ona:
1. ||Sz+ Tx| < ||Sx|| + || Tz|; (x € D(T+ S)) :
2. Pourtout A\ e Ketae D(T)ona:

AT ]| = AT ]

Proposition 1.8. (voir[5])
| T[] = sup |[Tz]].

r€EBR

13



Relations linéaires continues

Proposition 1.9. (voir [5]) Soient S,7 € LR(E, F). On a
D [S+T| < S+ 7.
2) [[]AT| = AT, (A € K).

Proposition 1.10. (voir [5]) ||T'|| < oo si et seulement si il existe un nombre { > 0 pour
lequel :

TB(D(T)) C SBlm(T) + T(O). (1.6)

1.5 Relations linéaires continues

1.18. Soit 7" une relation arbitraire d’un espace topologique a un autre. Alors
T est dite continue si pour chaque voisinage V dans I'm(T), 'image inverse T~(V) est
un voisinage dans D(T). La relation 7" est dite ouverte, si pour chaque voisinage U dans
D(T), I'image T'(U) est un voisinage dans Im(T).

~

1.2. On remarque que T est continue si et seulement si 7! est ouverte.

Proposition 1.11. (voir [5]) Soit T' € LR(FE, F'), alors
1) T est continue si et seulement si ||T'|| < occ.
2) Sidim D(T') < oo, alors T est continue.
3) Sidim R(T') < oo, alors T est ouverte.

Proposition 1.12. (voir [5]) ker(T) C ker(Qr o T) avec égalité si 7'(0) est relativement
fermé dans Im(T).

1.3. De la proposition (1.11) et (1.12), on vois que

T est ouverte = QQr o T est ouverte.

L’inverse est faux.

14




Chapitre 2

Espaces asymétriques normes

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions, résultats et propriétés sur les espaces
asymétriques normés. Pour plus de détails, on peut consulter [4].

2.1 Topologie des espaces asymétriques normeés
2.1. Soit F un espace vectoriel sur R. Une asymétrique-semi-norme sur F est
une application ¢ : £ — R, telle que pour tous x,y € E et pour tout « € R,,on a:
i) g(axr) = ag(x).

i) q(z+y) < q(z) +q(y).
De plus si ¢ satisfait la propriété suivante

q9(z) = q(—2) = 0=z =0,

alors ¢ est appelée asymétrique-norme. On dit alors que le couple (F,¢) est un espace
asymétrique normé.

Dans tout ce qui suit, (F, ¢) est un espace asymétrique normé.
2.2. Soit (F,q) un espace asymétrique normé.
1) L’asymétrique norme g conjuguée de ¢ est défini par

G(x) = q(—x),pour tout = € E.
2) La norme ¢° associe de q est définie sur F par
¢°(z) = max{q(z),q(z)}, pour tout z € E.
2.1. On considere sur R 'asymétrique norme « définie par

* = max{z,0}

alx) ==z
Alors, pour x € R, on a
a(r) = a(—z) = 2~ = max{—z,0},

et
o’(z) = max{z~, 2"} = |z|.

15



Topologie des espaces asymétriques normés

2.3. Soit E un ensemble arbitraire non vide. Une quasi-semi-métrique sur £ est
une application 6 : £ x £ — R, tel que pour tous x,y,z € E,ona:

i) 0(z,x) =0.
i) d(z,y) < 0(z,2) +d(z,v).
De plus si 0 satisfait la propriété suivante

6(z,y) =0(y,2) =0=ax =y, (2.1)

alors ¢ est appelée quasi-métrique. Un espace quasi-métrique est un ensemble non vide F
muni d'une quasi-métrique ¢. Il est clair que toute métrique est une quasi-métrique.
2.4.

1) Le conjugué de ¢ est la quasi-métrique ¢ définie par :

d(z,y) = d(y,x), pour tousz,y € E. (2.2)

2) La métrique associée de ¢ est 'application §° : £ x £ — R, définie par :

8°(x,y) = max{d(z,y),(z,y)}.

2.1. Toute asymétrique norme ¢ sur un espace vectoriel réel £ induite
une quasi-métrique J, sur £ donnée par :

dy(z,y) = qly — x), Vz,y € E.

2.5.
1) La boule ouverte de centre a est de rayon r est 'ensemble des points de £ :

Bgy(a,r) ={z € E,q(x —a) <r}.
La boule fermé de centre a est de rayon r est 'ensemble des points de F :
B (a,r) ={z € E,q(x —a) <1}

2) La boule d’unité ouverte notée By, et la boule d’unité fermée notée Bj; , de £ sont
définies (respectivement) par :

BE',q = BE,q(Oa 1) et B/E,q = B/E;,q(o, 1)

3) La sphere de centre a et de rayon r notée Sg ,(a,r) et la sphere d’'unité notée Sg , de
E sont définies (respectivement) par :

Spqla,r) ={r € E:q(r—a)=r} et Sg,=Sp,0,1).

2.6 (Convergence dans un espace asymétrique normé). Soit (x,,) une suite dans
E. On dit que (x,,) converge vers x si

lim ¢(z, —z)=0.

n—-+o0o

Dans ce cas on dit que (x,,) est g-convergente vers x.

16



Opérateurs linéaires continus entre espaces asymétriques normés

Définition 2.7 (Voisinage d’un point). On dit que V est un voisinage de a € E, et on
écrit V € V,(a), sl existe Bg ,(a,r), telle que Bg,(a,r) C V. Dans ce cas la topologie 7,
générée par ¢ sur E est définie a partir de la famille V,(a).

Définition 2.8. (Ouvert et fermé)

1) Un sous ensemble A C F est dit ouvert dans (F, ¢q), et on écrit 7,-ouvert, si pour
tout a € A, il existe Bg 4(a,r), telle que Bg ,(a,r) C A.

2) Un sous-ensemble A C E est dit fermé dans (E,q), et on écrit 7,-fermé, si A° est
ouvert.

2.2 Opérateurs linéaires continus entre espaces asymeé-
triques normeés

Définition 2.9. Soit I'opérateur linéaire 7" : (E, q) — (F,p). On dit que T est (p, ¢)-continu
s’il est continu par rapport aux topologies 7, sur E et 7, sur F'.
Définition 2.10. L'opérateur linéaire 7' : (F,q) — (F,p) est dit borné s’il existe une

constante C' > 0 telle que
p(T'(2)) < Cq(a). (2.3)

pour tout z € E.

On note par LC(F, F') 'ensemble des opérateurs linéaires continus de (£, q) dans
(F,p).
Dans le théoréme suivant on a un critere tres simple, et tres utile, de continuité comme le
cas des espaces normés.

Théoreme 2.1. (voir [4]) Soient (F,q) et (F,p) deux espaces asymétriques normés
et
T : E — F un opérateur linéaire. Alors 1" est continu si et seulement s’il est borné.

Asymétrique norme sur LC(E, F)

Soient (E, q) et (F,p) deux espaces asymétriques normés. Pour tout 7" € LC(F, F'), on
pose
|T||gp = nf{C > 0:p(T(z)) < Cq(x),Vz € E}. (2.4)

Dans ce cas on a
p(T'(x)) < ||T|4pq(z), pourtout z € E. (2.5)

17



Opérateurs linéaires continus entre espaces asymétriques normés

Proposition 2.1. (voir[4]) Soit T € LC(FE,F) un opérateur linéaire continue entre
deux espaces asymétriques normés (£, q) et (F,p). Alors

p(T(x))
T = ) 2.6
| ||q,p xe?f#o q(2) (2.6)

On a aussi
1 T]lqp = sup{p(T(x));x € E, q(x) < 1}. 2.7

Proposition 2.2. (voir[4]) L’application 7' — ||T’||,, est une asymétrique norme sur
LC(E,F).

2.2. Soit (Cy[0, 1], ¢) I'espace asymétrique semi-normé défini par
1
0.1 = {g e ol [ g =0} et ato) = sup o).
0 z€[0,1]
Soit 'application linéaire
’QZ) : (OO[Oa 1]7(]) — (R,a),@b(g) = 9(0),

ol « est 'asymétrique norme définie dans 'exemple (2.1). Alors ) est continue mais —
n’est pas continue. En effet, pour tout g € Cy[0, 1]

¥(g) = g(0) < Sel[l()pl} g(r) = q(g),

d’ol1 ¢ est bornée. Maintenant on prend la suite (g,,),>2 C Cy[0, 1] définie par :

[ (n=1D(nz—-1), si0<z<I
g"<“’)_{ n(z—1), sil<z<i

n—1

Il s’ensuit que
q(gn) =1 et —9(gn) = —gn(0) =n — 1,
alors, —1) est n’est pas bornée sur la boule unité de (Cy|0, 1], ¢), donc il n’est pas continue.

On note par LC*(E, F') 'ensemble des opérateurs linéaires continus de (£, ¢°) dans (F, p®).

Proposition 2.3. (voir[4]) Soient (E,q) et (F,p) deux espaces asymétriques normés.
Alors tout application linéaire continue de (£, q) dans (F,p) est aussi continue de
(E,q) dans (F,p). Par conséquent LC(E, F) C LC*(E, F).

18




Chapitre 3

Principe de la borne uniforme

Soit T': (E/,q) — (F, p) une relation linéaire, pour définir la norme de 7', on a besoin
de I'espace quotient F'//T'(0), mais dans les espaces asymétrique normés, 7'(0) peut ne pas
étre un sous-espace vectoriel de F' (voir [1] Exemple 2.1). Pour cette raison, on considere
des relations linéaires entre espaces asymétriques normeés et espaces vectoriels normés.
On note par LR,(E, F') 'ensemble des relations linéaires entre 'espace asymétrique normé

(E, q) et 'espace vectoriel normé (F, || - ||).

3.1 Continuité des relations linéaires sur les espaces asy-
métriques normeés

Définition 3.1. Une relation linéaire 7' € LR,(E, F), est dite continue si pour chaque

voisinage V dans Im(T'), 'image inverse 7' (V) est un voisinage dans D(T'). On dit aussi

que 7T est ouverte si pour chaque voisinage U dans D(T'), 'image 7(U) est un voisinage
dans I'm(T).

Asymétrique norme sur LR, (F, F)

Soit T € LR,(E, F'), on considere I'espace quotient F'/7°(0) muni de la norme

9l = inf [ly +¢].
©)

ceT
Définir
[Tz|| :=[|Qr o Tx| = inf |y +cl, € D(T),y € Tu.
ceT(0)
De plus, on pose ||T|, := ||Qr o T'||4.| et par conséquent
[T]q := sup [|QroTxl].
q(z)<1

Si N est un sous espace de E(ou F) et [ est une asymétrique norme sur £, ou une norme
sur F' nous considérons que

By ={z € N, (3(x) < 1},
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et
Uy ={p€N,p(x) <1}

Ces notations permettent de caractériser la continuité d’'une relation linéaire 7' € LR, (E, F)
en utilisant le nombre ||T'|,. Pour la preuve, nous avons besoin de la caractérisation géo-
métrique suivante de ||7,.

Proposition 3.1. (voir[3]) Soit T' € LR, (E, F). Les affirmations suivantes sont équiva-
lentes :

D) (|7, < co.

ii) 9\ > 0 tel que :
T(BD(T)) C )\Blm(T) + T(O). (3.1)

Démonstration.
1) (i) = (i)
Prenons y € T'(Bpr)), alors il existe « € Bpr) tel que y € T'x il résulte de ||T'], < oo
que
[Tz]| = inf [ly+cf= inf ly+cl <oo.
c€T(0) c€T'(0)

On remarque que la deuxiéme égalité est une conséquence directe de la continuité
de la norme. On fixe £ > 0 et on choisit ¢ € T(0) tel que ||y + ¢|| < ||T], + &, ce qui
signifie que y + ¢ € ABy ) avec A = ||T'|, + &, alors y € AB,r) + T(0).

2) (i1) = (i)
Supposons que (3.1) soit vérifiée pour un A > 0. Soit x € Bp) et y € Tx par
hypothese il existe y; € By, 1) et ¢; € T'(0) tel que y = Ay, + ¢;. Ainsi par (1.2) on
obtient

[Tz)| =[|Qr o Tzl = inf [y +
ceT(0)
<lly = aall = Mgl < A,
par conséquent

171, = sup [Tz <A < .
q(z)<1

3.1. (voir[3]) SoitT € LR,(E, F'). Alors la relation linéaire 7" est continue
si et seulement si ||T|, < oco.
Démonstration.

1) (=)
Supposons que ||7’|, < oo. Soit V une boule ouverte dans /m(7) avec le centre yj.
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Alors pour un certain 3 > 0 nous pouvons écrire V' — {yo} = SUpn ). Par (3.1) il
existe A > 0 tel que T'(Up(r)) C AUpyry + 1(0). En utilisant (1.4) on obtient

UD(T) + T_l(O) C )\T_I(U[m(T)) — %T_I(V - {yo})

Ainsi
gUD(T) + T (yo) Cc TH(V),
ce qui signifie que 7~!(V') est un voisinage dans D(7T'). Donc T est continue.
2) (=)

Supposons que 7' est continue. En utilisant la proposition précédente, il suffit de
montrer I'inclusion (3.1).Soit un voisinage ouvert O dans D(T') tel que O C T~ (U (1))

Donc
O =0 C T Upn(r)) = T (Upn(r)-

D’autre part nous avons
T Upmm) =T ' (Uimiry) = T (Utm(r) = Unm(ny) = 2T (Unn(ry),

ci qui signifie que 27"~ (Uy,,,1)) est un voisinage ouvert de {0} dans D(T’), par consé-
quent il existe A > 0 tel que

4
1 Un@) €217 Unmr)),

il découle de Bpry C 2Upr) €t Upnr) C Brm(r) que

2
XBD(T) C 2T Y (Brmr)),

par (1.3) nous obtenons

2
3T (Bo) € 21(T ™ (Bimr))) = 2Bimer) + T(0),
et nous obtenons

T(Bp(r)) C ABrmry +T(0).
U]

On note par CR,(FE, F') l'espace des relations linéaires continues de I'espace asymétrique
normé (F, q) dans 'espace normé (F, ||.||), et par CR;(E, F') 'espace des relations linéaires
continues de I'espace normé (£, ¢°) dans 'espace normé (F, ||.||).

Proposition 3.2. (voir[3]) Soit T € CR,(E, F)
[Tl < [ Tlq(), (3.2)
pour tout x € E. De plus ||T|, se calcule aussi par la formule

|7, = inf{\ : | Tz| < A\g(z) pour toutx € E}. (3.3)
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Démonstration.
Pour tout = € F tel que ¢(z) # 0, on obtient, a partir de ||T[, = sup,,)<; [|Tz||, que
x
[ T——Il < ITl,
q(x) !

et on obtient I'inégalité (3.2).
Si g(z) = 0, l'inégalité est évidente. D’autre part, si / est le membre de droite de I'égalité
(3.3) alors il est clair que I < ||T'|,. Pour I'inégalité inverse, si A > 0 satisfait ||Tz| < Ag(z)
pour tout x € E, il sensuit que || T'|; = sup,(, < [|[Tz|| < A et donc [T, < 1. O

3.1. (voir[3]) Une relation linéaire 7" : £ — F est continue de (F, ¢q) dans
(F,||.]|) si et seulement si, elle est continue de (£, q) dans (F||.|)-
Ainsi CR,(E, F) C CR;(E, F).

On donne maintenant un exemple de relation linéaire continue .

3.1. Nous pouvons définir une relation linéaire T : (R, o) — (R?, ||.||) par
T(x) ={(y,2) eR* 1y + 2=z},

ou « est 'asymétrique norme sur R définie par o(z) = max{z,0} et ||.|| est la norme sur
R? définie par ||(y, 2)|| = |y| + |2[.

Montrons que 7" est continue. Tout d’abord, il est facile de voir que 7°(0) est un sous espace
fermé de R2. Par un simple calcul nous pouvons voir que

T(x)|| = inf +c,z+c
T@I = inf e+ el

=inf{ly+ e+ |z —cl} = ly + 2],

pour tout z € R ,(y, 2) € T'(z). Dol || T, = supy4.)+<; |y + 2| < 1.

3.2 Théoreme de Banach-Steinhaus

Dans cette section, nous présentons un théoreme de Banach-Steinhaus pour les rela-
tions linéaires continues définies sur des espaces asymétriques normés, on peut consulter[3].
Comme il est bien connu, le théoréme de la catégorie de Baire joue un réle fondamental
dans la démonstration du principe de la borne uniforme (appelé aussi le théoréme de
Banach-Steinhaus). Dans le but de I'extension de ce principe au cas asymétrique, nous
présentons quelques définitions de la catégorie de Baire dans les espaces quasi-métriques
(voir[2]).

3.2. On dit qu'un espace quasi-métrique (F,¢), est de la demi-deuxiéme caté-
gorie si la condition F = U° | A, implique ints(clsA,,) # 0 pour certain m € N.

3.3. On dit qu'un espace asymétrique normé (F,q) est de la demi-deuxieme
catégorie si 'espace quasi-métrique (F, J,) est de la demi-deuxiéme catégorie.
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Le résultat suivant, une version asymétrique du théoréme de Banach-Steinhaus pour
les opérateurs linéaires, se trouve dans [2] et sera généralisé au contexte des relations
linéaires.

3.2. Soit (F,q) et (F,p) deux espaces asymétriques normés, on suppose
que (E,q) est de la demi-deuxiéme catégorie. Soit A une famille d’opérateurs li-
néaires continus de (F, ¢q) dans (F, p). Supposons que A soit bornée ponctuellement,
c’est-a-dire pour chaque z € F il existe b, > 0 tel que p(Tx) < b,, pour tout T € A.
Alors
sup [| 7l < co.
TeA

Pour la preuve du théoreme principal, nous avons besoin du lemme suivant.

1. (voir[2]) Si (E, q) est un espace asymétrique normé de la demi-deuxiéme caté-
gorie et A est une famille de fonctions a valeurs réelles semi-continues inférieurement sur
lespace quasi métrique (E,d,) de telle sorte que pour chacun z € FE il existe b, > 0 tel
que f(z) < b, pour tout f € A, alors il existe un ensemble ouvert non vide U dans (E, q)
ethb>0tel que f(z) <bpourtout f € FetzeU.

3.3. Soient (F, ¢) un espace asymétrique normé de la demi-deuxieme ca-
tégorie, (F, ||.||) un espace normé et .4 une famille de relations linéaires continues
de (F,q) dans (F,||.||). Supposons que A soit bornée ponctuellement, c’est-a-dire
pour chaque = € F il existe b, > 0 tel que ||Tz|| < b,, pour tout T € A.

Alors
sup || 7|, < oo.
TeA

Démonstration.
Pour chaque T € A considérons la fonction fr : F — R, définie par

fr(z) = [|QroT(z)l,z € E,

tel que Q7 : F — F/T(g) est 'application quotient. On montre que fr est semi-continue
inférieurement sur (£,¢,). Soit x € E et (z,), une suite dans E tel que 0,(z,z,) — 0
quand n — co. On a:

fr(@)=fr(en) = [|QroT (@)||=[|QroT (xn)|| < [|QroT(x)=QroT (wn)|| < [|T]q(x—2n) =0,

quand n — +oo. Donc pour tout ¢ > 0, il existe ny € N tel que pour tout n > n,,
fr(z) = fr(z,) <e.

L’application du lemme précédent a la famille A = {f; : T' € A}, révele I'existence d’'un
sous-ensemble ouvert non vide U de (£, q) et d > 0 tel que fr(x) < d pour tout 7' € A et
xeU.

Soit B, une boule ouverte de centre z et de rayon r contenue dans U.
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Pour x € rBgg,onax + z € B,

[Tz|| = |Qr o T(2)|| < [|Qr o T(x + 2)|| +[|Qr o T(—2)||
= fr(x+2)+ fr(=2) <d+0b_.
=b.

Donc

(=)

sup [|T'], < -.
TecA r
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous présentons le sujet "Principe de la borne uniforme pour les re-
lations linéaires sur les espaces asymétriques normés" nous étudions les relations linéaires
bornées entre espaces asymétriques normés, et nous avons essayé de connaitre certaines
des preuves, des théoreme et des caractéristique des espaces asymétriques normés, et
sourtout I'étude de la continuité, et nous avons aussi fait connaissance de théoréme de
Banach-Sheinhaus et certaines propriétés des relations linéaires sur les espaces asymé-
triques.

Nous tenons a dire que nous sommes tres favorables a toute critique constructive
concernant ce travail car il reste qu'une goutte dans une vaste mer, et nous souhaitons
aller plus loin dans I'avenir
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