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Résumé

Dans ce mémoire, nous examinons deux problèmes paraboliques non linéaires avec

l’opérateur p-Laplacien. Nous étudions d’abord un problème non-linéaire avec des

données régulières que nous résolvons par la méthode de Rothe. Ensuite, nous ana-

lysons un problème non linéaire avec conditions aux limites mixtes, pour lequel

nous établissons l’existence et l’unicité des solutions à l’aide de la méthode de Faedo-

Galerkin combinée à des techniques de monotonie.



Abstract

In this thesis we investigate two classes of nonlinear parabolic problems involving

the p-Laplacian operator. First, we examine a nonlinear problem solved using Ro-

the’s time-discretization method. Second, we analyze a nonlinear problem with

mixed boundary conditions, where we establish existence and uniqueness of solu-

tions through the Faedo-Galerkin method combined with monotonicity techniques.



Introduction

Les équations aux dérivées partielles paraboliques non linéaires jouent un rôle fon-

damental dans la modélisation de nombreux phénomènes physiques, biologiques et chi-

miques. Parmi ces équations, celles impliquant l’opérateur p-Laplacien

−∆pu = −div(|∇u|p−2∇u)

présentent un intérêt particulier en raison de leurs propriétés mathématiques remar-

quables et de leurs applications variées en mécanique des fluides non newtoniens, en

théorie du potentiel non linéaire et en traitement d’image.

Ce mémoire s’inscrit dans le cadre de l’étude des problèmes paraboliques non linéaires

et se concentre sur deux aspects principaux. Dans un premier temps, nous étudions un

problème parabolique non-linéaire avec des données régulières en utilisant la méthode de

semi-discrétisation en temps, qui consiste à approcher le problème parabolique par une

suite de problèmes elliptiques via une discrétisation de l’intervalle temporel [0, T ]. Cette

approche nous permet d’établir l’existence d’une solution faible en passant à la limite sur

les solutions approchées. Dans un second temps, nous considérons un problème parabo-

lique non linéaire avec conditions aux limites mixtes de type Dirichlet-Neumann. L’analyse

de ce problème repose sur la méthode de Faedo-Galerkin combinée à des techniques de

monotonie, qui permettent de démontrer l’existence et l’unicité de solutions dans des es-

paces fonctionnels appropriés.

Le manuscrit est organisé en trois chapitres :

— Chapitre 1 : Présente les préliminaires mathématiques nécessaires à notre étude,

incluant les espaces de Lebesgue et de Sobolev, les propriétés des fonctions à valeurs

vectorielles et les opérateurs monotones..

— Chapitre 2 : Consacré à l’étude du problème parabolique non-linéaire avec des don-

nées régulières, où nous montrons l’existence d’une solution faible via la méthode

de Rothe.
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— Chapitre 3 : Traite du problème non linéaire avec conditions aux limites mixtes, en

mettant l’accent sur la formulation variationnelle et les techniques de monotonie.



Notations

Ω Un ouvert borné de RN

∂Ω Frontière topologique de Ω

x = (x1, . . . , xN) Point générique de RN

dx = dx1 . . . dxN Mesure de Lebesgue sur Ω

Q = Ω×]0, T [ Domaine espace-temps, T > 0

Σ = ∂Ω×]0, T [ Frontière espace-temps

Ω Adhérence de Ω

⇀ Convergence faible
∗
⇀ Convergence faible étoile

p.p. Presque partout

V Espace de Banach

H Espace de Hilbert

V ′ Dual topologique de V

⟨·, ·⟩V ′×V Crochet de dualité

∥ · ∥ Norme sur V

(·, ·) Produit scalaire sur H

| · | Norme sur H

Rm×N Espace des matrices réelles

Id Matrice identité

f+ = max(f, 0) Partie positive de f

f− = max(−f, 0) Partie négative de f

C ∞
0 (R) Fonctions continues à support compact

Lp(Ω) Espace de Lebesgue

D(Ω) = C ∞
0 (Ω) Fonctions C∞ à support compact dans Ω

D(Q) = C ∞
0 (Q) Fonctions C∞ à support compact dans Q

C k(Ω), C k(Q) Fonctions k-fois continûment différentiables
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D′(Ω) Espace des distributions

W 1,p(Ω) {u ∈ Lp(Ω) | ∇u ∈ Lp(Ω)}
W 1,p

0 (Ω) Fermeture de C ∞
0 (Ω) dans W 1,p(Ω)

W−1,p′(Ω) Dual de W 1,p
0 (Ω) (1

p
+ 1

p′
= 1)

H1(Ω) = W 1,2(Ω) Espace de Sobolev

C ([0, T ];V ) Fonctions continues u : [0, T ] → V

D([0, T ];V ) Fonctions C∞ à support compact, u : [0, T ] → V

D(Ω) Fonctions C∞ à support compact



Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Rappel sur les espaces de Lebesgue et espaces de So-

bolev

N est un entier naturel non nul, Ω un ouvert de RN muni de la mesure de Lebesgue

dx.

1.1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1. 1. On désigne par Lp(Ω), 1 ≤ p < ∞, l’espace des fonctions mesurables

f : Ω → R telles que la quantité

∥f∥Lp(Ω)
def
=

(∫
Ω

|f(x)|pdx
)1/p

est finie.

2. Pour p = ∞, on désigne par L∞(Ω), l’espace des fonctions mesurables f : Ω → R
telles que la quantité

∥f∥L∞(Ω)
def
= ess sup

x∈Ω
|f(x)|

est finie.

Remarque 1.1. La quantité ∥f∥Lp(Ω) définit une norme sur les espaces Lp(Ω). De plus,

(Lp(Ω), ∥.∥Lp(Ω)) sont des espaces de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞, séparables pour 1 ≤ p < ∞
et réflexifs pour 1 < p <∞.
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Proposition 1.1 (Inégalité de Young). Soient p et p′ deux réels strictement positifs tels que
1
p
+ 1

p′
= 1. Pour tout réel positif a et b , on a

ab ≤ 1

p
(ϵa)p +

1

p′

(
b

ϵ

)p′

= εap + C(ε)bp
′
,

1

p
+

1

p′
= 1, (1.1)

pour tout ε = ϵp/p > 0.

Dans ce qui suit, nous présentons quelques résultats de convergence et de densité.

Théorème 1.1 (Théorème de convergence monotone de Beppo-Levi[7]). Soit (fn)n une

suite croissante de fonctions de L1(Ω), telle que supn

∫
Ω
fndx <∞. Alors fn converge p.p.

sur Ω vers une fonction f ∈ L1(Ω) et limn→∞ ∥fn − f∥L1(Ω) = 0.

Théorème 1.2. [Théorème de convergence dominée de Lebesgue[7]] Soit (fn)n une suite

de fonctions de Lp(Ω) avec 1 ≤ p <∞. On suppose que (fn)n converge p.p. sur Ω vers une

fonction f et qu’il existe une fonction g ∈ Lp(Ω) telle que pour chaque n : |fn(x)| ≤ g(x)

p.p. x ∈ Ω. Alors f ∈ Lp(Ω) et limn→∞ ∥fn − f∥Lp(Ω) = 0.

Théorème 1.3 (Réciproque du théorème de Lebesgue[7]). Soient (fn)n une suite de fonc-

tions de Lp(Ω) et f ∈ Lp(Ω) telles que limn→∞ ∥fn − f∥Lp(Ω) = 0 avec 1 ≤ p ≤ +∞. Alors

il existe une sous-suite (fkn)n telle que

1. (fkn)k converge p.p. sur Ω vers f .

2. Il existe h ∈ Lp(Ω) tel que pour tout n : |fkn(x)| ≤ h(x) p.p. x ∈ Ω.

Théorème 1.4 (Théorème de densité[2]). L’espace D(Ω) des fonctions de C∞(Ω) à support

compact est dense dans Lp(Ω). C’est-à-dire pour tout ϵ > 0 et pour tout f ∈ Lp(Ω), il existe

une fonction φ ∈ D(Ω) telle que : ∥f − φ∥Lp(Ω) ≤ ϵ.

Théorème 1.5 (Inégalité de Hölder [1]). Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp′(Ω) où 1
p
+ 1

p′
= 1 avec

1 ≤ p, q ≤ ∞. Alors fg ∈ L1(Ω) et on a l’inégalité suivante :

∥fg∥L1(Ω) ≤ ∥f∥Lp(Ω)∥g∥Lp′ (Ω).

Définition 1.2. Soit E un espace de Banach. On appelle dual de E et note E ′ l’espace de

toutes les formes linéaires continues f sur E, et on écrit f(x) := ⟨f, x⟩ (x ∈ E).

Théorème 1.6 (Théorème de représentation de Riesz-Fréchet[1]). Soit H un espace de

Hilbert et H ′ est son dual. Alors pour tout élément f ∈ H ′, il existe un unique élément

x ∈ H tels que

⟨f, y⟩ = (x, y) pour tout y ∈ H,
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et ∥f∥ = ∥x∥, où ( , ) désigne le produit scalaire sur H. De plus l’application f 7−→ x

est linéaire et continue.

Théorème 1.7. [2] Soit p ∈]1,+∞[. Pour tout élément f ∈ (Lp(Ω))′, il existe un unique

élément g ∈ Lp′(Ω) (1
p
+ 1

p′
= 1) tel que

⟨f, v⟩(Lp(Ω))′×Lp(Ω) =

∫
Ω

gvdx, ∀v ∈ Lp(Ω).

De plus, on a

∥f∥(Lp(Ω))′ = ∥g∥Lp′ (Ω).

Ce théorème nous permet d’identifier le dual de Lp(Ω) avec Lp′(Ω).

Définition 1.3 (Convergence faible). Une suite (xn)n est dite converger faiblement vers x

dans un espace de Banach E et on note xn ⇀ x, si pour tout élément f ∈ E ′, on a

⟨f, xn⟩E′×E −→ ⟨f, x⟩E′×E quand n→ +∞.

Proposition 1.2. Soit (xn)n≥1 une suite faiblement convergente dans un espace de Banach

E. Alors :

1. La suite (xn) est bornée.

2. Si xn ⇀ x est la limite faible, alors :

∥x∥ ≤ lim inf
n→∞

∥xn∥.

Proposition 1.3. Soit (xn)n≥1 une suite faiblement convergente dans un espace de Banach

E. Alors :

1. La suite (xn) est bornée.

2. Si xn ⇀ x est la limite faible, alors :

∥x∥ ≥ lim sup
n→∞

∥xn∥.

Proposition 1.4. [4] Une suite (fn)n ⊂ Lp(Ω) est convergente faiblement vers f dans Lp(Ω)

si et seulement si pour tout g ∈ Lp′(Ω), on a∫
fngdx −→

∫
fgdx, quand n→ ∞.

Proposition 1.5. (Dérivée d’une fonction discontinue) Soit f : R → C une application de

classe C1 par morceaux, présentant des discontinuités en x = ak, k = 1, . . . , n, c’est-à-dire
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que les limites :

f(a+k ) = lim
x→a+k

f(x), f(a−k ) = lim
x→a−k

f(x),

existent et sont distinctes. On introduit le saut de f aux points a1, . . . , an :

σk = f(a+k )− f(a−k ), k ≥ 1.

Alors, si f ∈ L1
loc(R), on a la formule de saut pour la dérivée au sens des distributions :

T ′
f = Tf ′ +

n∑
k=1

σkδak .

1.1.2 Espaces de Sobolev

Définition 1.4. Soient Ω ⊂ RN un ouvert, p ∈ [1,∞] et k ∈ N. On définit l’espace de

Sobolev :

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), pour tout α ∈ NN tel que |α| ≤ k}.

(les dérivées ici sont au sens de distributions). Et on définit sur W k,p(Ω) la norme

suivante :

∥u∥Wk,p(Ω) =
∑
|α|≤k

∥Dαu∥Lp(Ω)

Définition 1.5. Avec les mêmes notations on définit les espaces W k,p
0 (Ω) comme l’adhé-

rence de l’espace D(Ω) dans W k,p(Ω).

Remarque 1.2. Pour p = 2, on note Hk(Ω) := W k,p(Ω) et Hk
0 (Ω) := W k,p

0 (Ω). Ces deux

espaces sont des espaces de Hilbert.

Définition 1.6. On dit que la fonction u ∈ C(Ω) appartient à l’espace Cα(Ω), pour α ∈]0, 1]
si :

ρα(u) := sup
x,y∈Ω, x ̸=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

<∞.

On munit Cα(Ω) par la norme suivante :

|u|α := ∥u∥L∞(Ω) + ρα(u).

On définit aussi les espaces de Hölder Ck,α(Ω), k ∈ N, par



16

Ck,α(Ω) := {u ∈ C(Ω) : |u|k,α :=
∑

β∈NN ;|β|≤k

|Dβu|α <∞, }.

Ck,α(Ω) := {u ∈ C(Ω)/ ∃v ∈ Ck(RN) : v|Ω = u}.

Les espaces ainsi définis sont des espaces de Banach.

Théorème 1.8. [9] Soit Ω un ouvert borné de RN tel que ∂Ω est de classe C1. Alors, l’in-

jection canonique suivante

W 1,p
0 (Ω) ↪→


Lp∗(Ω) si p < N

Lq(Ω), ∀q > 1, si p = N

Cα(Ω) si p > N

est continue, où p∗ = Np
N−p

(i.e. 1
p∗

= 1
p
− 1

N
) et α = 1 − N

p
, pour tout p ≥ 1. De plus,

pour tout u ∈ W 1,p
0 (Ω) on a les inégalités suivantes :

∥u∥Lp∗ (Ω) ≤ C1∥u∥W 1,p(Ω) (1.9)

|u|α ≤ C2∥u∥W 1,p(Ω)

où C1, C2 > 0, dépendent seulement de N , p et le diamètre de Ω.

Théorème 1.9 (Rellich-Kondrachov [9]). Soit Ω un ouvert borné de RN tel que ∂Ω est de

classe C1 et 1 ≤ p < N . Alors l’injection canonique suivante

W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) pour tout q < p∗ (1.11)

est compacte, où p∗ = Np
N−p

.

Un résultat important qui découle de ce théorème est l’inégalité de Poincaré :

Théorème 1.10 (Inégalité de Poincaré [9]). Soit Ω un ouvert borné de RN tel que ∂Ω est

de classe C1 et 1 ≤ p <∞. Alors il existe une constante C > 0 telle que

∥u∥Lp(Ω) ≤ C∥∇u∥Lp(Ω), pour tout u ∈ W 1,p
0 (Ω) (1.12)

Définition 1.7. On définit l’espace W−1,p′(Ω) comme l’espace dual de W 1,p
0 (Ω).

Autrement dit un élément f de W−1,p′(Ω) est une forme linéaire continue sur W 1,p
0 (Ω),

et on note par ⟨ , ⟩ le crochet de dualité entre W−1,p′(Ω) et W 1,p
0 (Ω). Et rappelons que

∥f∥W−1,p′ (Ω) = sup
v∈W 1,p

0 (Ω)

⟨f, v⟩
∥v∥W 1,p

0 (Ω)

= sup
∥v∥

W
1,p
0 (Ω)

=1

⟨f, v⟩
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et

⟨f, v⟩ ≤ ∥f∥W−1,p′∥v∥W 1,p
0 (Ω) pour tout v ∈ W 1,p

0 (Ω).

Théorème 1.11 (Caractérisation de W−1,p′(Ω) [1]). Soit f ∈ W−1,p′(Ω). Alors il existe

f 0, f 1, . . . , fN dans Lp(Ω),

tels que pour tout v ∈ W 1,p
0 (Ω) on a

⟨f, v⟩ =
∫
Ω

(
f 0v +

N∑
i=1

f ivxi

)
dx (1.13)

et

∥f∥W−1,p′ (Ω) =

(∫
Ω

N∑
i=0

|f i|p
)1/p

. (1.14)

En particulier si f ∈ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω) alors

⟨f, v⟩ =
∫
Ω

fvdx pour tout v ∈ H1
0 (Ω).

Définition 1.8. Soient Ω un ouvert de Rn borné de frontière Γ régulière tel que ∂Ω = Γ1∪Γ2

avec Γ1 ∩ Γ2 = ∅, on définit l’espace V par :

V =
{
v ∈ W 1,p(Ω), γ0u = 0 sur Γ1

}
,

où γ0 désigne l’opérateur de trace. En désignant par V ′ son dual.

Proposition 1.6 ([5]). Soit V un sous-espace de W 1,p(Ω), alors :

1. V est un espace de Banach, pour 1 ≤ p ≤ +∞.

2. V est un espace séparable, pour 1 ≤ p < +∞ (i.e. il admet un ensemble dénom-

brable dense).

3. V est un espace réflexif, pour 1 < p < +∞.

4. V ′ est un espace de Banach.

Théorème 1.12 ([3]). [Formule de Green] Soit Ω un ouvert borné de classe C1 et Γ son

bord. ∀u, v ∈ C2(Ω), on a :∫
Ω

∆u v dx =

∫
Γ

∂u

∂η
v dΓ−

∫
Ω

∇u · ∇v dx.

où ∂u
∂η

= ∇u · η (la dérivée normale de u).
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Théorème 1.13 ([8]). Soient p et q deux réels vérifiant 1 < p < ∞ et 1
p
+ 1

q
= 1, Ω un

ouvert borné de Rn, de bord Γ, variété lipschitzienne de dimension n−1, n = (n1, · · · , nn)

la normale extérieure à Ω en un point de Γ, alors on a la formule suivante dite formule de

Green :

∀(u, v) ∈ W 1,p(Ω)×W 1,q(Ω) :

∫
Ω

∂u

∂xi
v dx =

∫
Γ

uvni ds+

∫
Ω

u
∂v

∂xi
dx,

où la normale est notée n = (n1, · · · , nn).

Proposition 1.7 (Inégalités d’interpolation). Soit 1 ≤ p ≤ p′ ≤ +∞. Si f ∈ Lp(Ω) ∩ Lp′(Ω)

alors f ∈ Lr(Ω) pour tout p ≤ r ≤ p′ et on a

∥f∥Lr(Ω) ≤ ∥f∥θLp(Ω)∥f∥1−θ

Lp′ (Ω)
, où

1

r
=
θ

p
+

1− θ

p′
. (1.2)

On a aussi cette inégalité pour tout 2 ≤ p ≤ p′ ≤ p∗ :

∥u∥Lp′ (Ω) ≤ Cp,p′∥∇u∥θLp(Ω) × ∥u∥1−θ
L2(Ω) (1.3)

pour tout u ∈ W 1,p
0 (Ω), où

1

q
=

θ

p∗
+

1− θ

p
.

1.2 Opérateur p-Laplacien

Soit p ∈]1,+∞[. L’opérateur p-Laplacien est défini par

∆pu
def
= div(|∇u|p−2∇u) = |∇u|p−4

[
|∇u|2∆u+ (p− 2)

N∑
i=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

∂2u

∂xi∂xj

]
.

Pour p = 2, on obtient l’opérateur Laplacien

∆2u = ∆u =
N∑
i=1

∂2u

∂x2i
.

Pour p > 2, l’opérateur p-Laplacien est dégénéré aux points critiques (∇u = 0), et pour

1 ≤ p < 2, l’opérateur est singulier.

Pour u ∈ W 1,p
0 (Ω), l’application

W 1,p
0 (Ω) ∋ v 7−→

∫
Ω

|∇u|p−2∇u.∇vdx
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est une forme linéaire continue sur W 1,p
0 (Ω). Elle appartient donc à W−1,p′(Ω). De plus

si u est assez régulière, on a d’après la formule de Green∫
Ω

−∆pu v dx =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u.∇vdx.

D’où on peut définir le paire de dualité suivant

⟨−∆pu, v⟩W−1,p′ (Ω)×W 1,p
0 (Ω) =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u.∇vdx, ∀u, v ∈ W 1,p
0 (Ω).

L’application définie par

W 1,p
0 (Ω) −→W−1,p′(Ω)

u 7−→ −∆pu

est uniformément continue et elle est aussi strictement monotone, c’est-à-dire

⟨−(∆pu−∆pv), u− v⟩W−1,p′ (Ω)×W 1,p
0 (Ω) > 0 ∀u, v ∈ W 1,p

0 (Ω) avec u ̸= v.

1.3 Fonctions à valeurs vectorielles en temps

Définition 1.9 (Fonction simple). Soit V un espace de Banach. Une fonction s : (0, T ) → V

est dite simple si elle est mesurable, sannule en dehors dun ensemble de mesure fini et

prend un nombre fini de valeurs. On note S((0, T );V ) lensemble des fonctions simples

(0, T ) → V .

Une fonction simple s ∈ S((0, T );V ) admet donc une unique écriture

s = Σn
i=1aiIAi

Définition 1.10. Une fonction f : (0, T ) −→ V est dite fortement mesurable s’il existe une

suite de fonctions simples qui converge presque partout vers f .

Définition 1.11. On appelle espace de Lebesgue à valeurs dans un espace de Banach V , et

on note Lp(0, T ;V ), l’espace des fonctions fortement mesurables u : [0, T ] → V avec

∥u∥Lp(0,T ;V ) =

(∫ T

0

∥u(t)∥pV dt
)1/p

< +∞ pour 1 ≤ p <∞

et

∥u∥L∞(0,T ;V ) = ess sup
t∈[0,T ]

∥u(t)∥V < +∞ pour p = ∞.
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Définition 1.12. L’espace C([0, T ];V ) est l’ensemble des fonctions continues u : [0, T ] → V

avec

∥u∥C([0,T ];V ) = max
t∈[0,T ]

∥u(t)∥V < +∞.

Définition 1.13. i) On appelle espace de distributions sur (0, T ) à valeurs dans V et on

note D′(0, T ;V ) l’espace des applications linéaires continues f : D(0, T ) → V . Pour

tout φ ∈ D(0, T ), la continuité de l’application linéaire est au sens de la définition

1.3. On note la valeur de f en φ par ⟨f, φ⟩ ∈ V .

ii) La dérivée de f ∈ D′(0, T ;V ), notée f ′, est un élément de D′(0, T ;V ) (à démontrer)

définie par

⟨f ′, φ⟩D′×D = −⟨f, φ′⟩D′×D, pour tout φ ∈ D(0, T ).

Définition 1.14 (Distribution régulière). Si f ∈ L1
loc(0, T ;V ), on peut lui associer une dis-

tribution dite distribution régulière, encore notée f , définie par :

f : D(0, T ) → V, φ 7→ ⟨f, φ⟩D′×D =

∫ T

0

f(t)φ(t)dt.

et la dérivée f ′ est définie par

f ′ : D(0, T ) → V, φ 7→ ⟨f ′, φ⟩D′×D = −
∫ T

0

f(t)φ′(t)dt.

Remarque 1.3. Pour 1 ≤ p < ∞, on peut identifier les deux espaces Lp(0, T ;Lp(Ω)) et

Lp((0, T )× Ω), grâce à l’isomorphisme suivant :

Lp(0, T ;Lp(Ω)) −→ Lp((0, T )× Ω)

u 7−→ ũ : ũ(t, x) := [u(t)](x)

De la même manière, on peut aussi identifier l’espace Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) avec l’espace des

fonctions ũ : (0, T )× Ω −→ R telles que∫ T

0

∫
Ω

(|ũ(t, x)|p + |∇ũ(t, x)|p) dxdt < +∞.

De plus, on a le résultat suivant :

Proposition 1.8. Soient p, q ≥ 1, u ∈ W 1,p(0, T ;Lq(Ω)). Alors, la fonction ũ définie sur

(0, T )× Ω par ũ(t, x) = [u(t)](x) p.p. satisfait :

ũ, ∂tũ ∈ L1
loc((0, T )× Ω)



21

∫ T

0

(∫
Ω

|ũ(t, x)|q
)p/q

dt+

∫ T

0

(∫
Ω

|∂tũ(t, x)|q
)p/q

dt < +∞.

De plus, on a presque pour tout t ∈ (0, T ) : ∂tũ(t, .) = u′(t)(.) p.p. sur Ω. (∂tũ est la dérivée

partielle dans la direction t au sens des distributions sur (0, T )× Ω).

Remarque 1.4. Supposons que u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)). Alors u′ ∈ L1

loc(0, T ;H
1
0 (Ω)) et on a :

∀φ ∈ D(0, T ) : ⟨u′, φ⟩D′×D ∈ H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω).

D’après le théorème de Riesz, on peut identifier L2(Ω) avec son dual et aussi H1
0 (Ω) avec

son dual H−1(Ω), mais pas en même temps.

• Si on identifie L2(Ω) ≡ (L2(Ω))′, alors, pour tout w ∈ D(Ω), on a :

⟨⟨u′, φ⟩D′×D, w⟩ :=
∫
Ω

(
−
∫ T

0

uφ′dt

)
wdx = −

∫
Ω

∫ T

0

u∂t(φw)dtdx = ⟨∂tu, φw⟩D′(Q)×D(Q).

D’où u′(t)(x) ≡ ∂tu(t, x) presque partout sur Q.

• Si on identifie H1
0 (Ω) avec H−1(Ω), on a :

⟨⟨u′, φ⟩D′×D, w⟩ :=
∫
Ω

∇
(
−
∫ T

0

uφ′dt

)
· ∇wdx

= −
∫
Ω

∫ T

0

u∂t(φ∆w)dtdx = ⟨∂t(∆u), φw⟩D′(Q)×D(Q).

D’où u′(t)(x) ≡ ∂t(∆u(t, x)) presque partout sur Q.

1.3.1 Quelques propriétés utiles

Proposition 1.9 (Commuter action et intégrale). Soient V un espace de Banach, u ∈
L1(0, T ;V ) et ψ ∈ V ′. Alors on a pour tout φ ∈ D(0, T ) :⟨

ψ,

∫ T

0

u(t)φ(t)dt

⟩
V ′×V

=

∫ T

0

⟨ψ, u(t)⟩V ′×V φ(t)dt.

Proposition 1.10 (Commuter action et dérivée). Soit u ∈ W 1,p(0, T ;L1(Ω)) avec 1 ≤ p ≤
+∞. Alors l’application t 7→

∫
Ω
[u(t)](x)dx est dans W 1,p(0, T ) et on a :

d

dt

∫
Ω

u(t)dx =

∫
Ω

d

dt
u(t)dx.
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Plus généralement, si ℓ : E → F est linéaire et continue, alors pour tout u ∈ W 1,p(0, T ;E)

on a :

ℓ(u) ∈ W 1,p(0, T ;F ), et (ℓ(u))′ = ℓ(u′).

On a les résultats importants suivants :

Théorème 1.14. Si V ′ est séparable, alors V est séparable et on a :

(Lp(0, T ;V ))′ = Lp′(0, T ;V ′), pour p ≥ 1.

De plus, on a la paire de dualité suivante :

⟨f, u⟩Lp′ (0,T ;V ′)×Lp(0,T ;V ) =

∫ T

0

⟨f(t), u(t)⟩V ′×V dt.

Pour p > 1, si V est séparable et réflexif, alors Lp(0, T ;V ) est réflexif.

Remarque 1.5. Pour u ∈ Lp(0, T ;V ) et u′ ∈ Lq(0, T ;V ′), ∀v ∈ V , on a :

d

dt
⟨u(·), v⟩ = ⟨u′(·), v⟩ dans D′(]0, T [) (1.4)

où ⟨·, ·⟩ désigne le crochet de dualité entre V et V ′.

Théorème 1.15. Supposons que u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) et que la dérivée (au sens de la défi-

nition 1.4) u′ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)). Alors :

i) Après avoir redéfini u sur un ensemble de mesure nulle, on a :

u ∈ C([0, T ];L2(Ω)).

De plus, il existe une constante C > 0 dépendant seulement de T telle que :

max
t∈[0,T ]

∥u∥L2(Ω) ≤ C
(
∥u∥L2(0,T ;H1

0 (Ω)) + ∥u′∥L2(0,T ;H−1(Ω))

)
.

ii) L’application :

t 7−→ ∥u(t)∥H1
0 (Ω)

est absolument continue et on a pour p.p. t ∈ (0, T ) :

d

dt
∥u(t)∥H1

0 (Ω) = 2⟨u′(t), u(t)⟩.



23

Théorème 1.16. Soient p, q ≥ 1, V1, V2 des espaces de Banach tels que V1 ↪→ V2. Soit

u ∈ Lp(0, T ;V1) avec u′ ∈ Lq(0, T ;V2). Alors :

u ∈ C([0, T ];V2).

De plus, il existe une constante C > 0 dépendant seulement de T telle que :

max
t∈[0,T ]

∥u∥V2 ≤ C
(
∥u∥Lp(0,T ;V1) + ∥u′∥Lq(0,T ;V2)

)
.

Théorème 1.17 (Aubin-Simon). Soient 1 < p ≤ +∞, 1 ≤ q ≤ +∞, V,E et F des espaces

de Banach tels que :

V ↪→c E ↪→ F.

Soit {un}n une suite bornée dans W 1,p(0, T ;F ) et dans Lq(0, T ;V ). Alors, on peut extraire

une sous-suite {unk
}k convergente dans C([0, T ];F ) et dans Lq(0, T ;E).

1.4 Opérateurs monotones

V désigne un espace de Banach, V ′ son dual topologique. A : V −→ V ′, u 7→ Au est

un opérateur.

1.4.1 Monotonie

Définition 1.15. Un opérateur A : V −→ V ′ est dit monotone si :

⟨Au− Av, u− v⟩ ≥ 0, ∀u, v ∈ V.

A est strictement monotone si

⟨Au− Av, u− v⟩ > 0, ∀u, v ∈ V, u ̸= v.

Remarque 1.6. Si A est strictement monotone alors A est monotone.

Proposition 1.11 (Inégalité de convexité). Pour tout a, b ∈ Rn, a ̸= b, p > 1 :

(|a|p−2a− |b|p−2b)(a− b) ≥ 0.

Démonstration. Considérons la fonction ϕ : Rn → R définie par ϕ(x) = 1
p
|x|p. Cette fonc-

tion est différentiable et strictement convexe pour p > 1.
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Le gradient de ϕ est donné par :

∇ϕ(x) = |x|p−2x.

Par convexité stricte de ϕ, pour tout a ̸= b, on a :

ϕ(b) > ϕ(a) +∇ϕ(a) · (b− a).

De même,

ϕ(a) > ϕ(b) +∇ϕ(b) · (a− b).

En additionnant ces deux inégalités, on obtient :

0 > ∇ϕ(a) · (b− a) +∇ϕ(b) · (a− b) = (∇ϕ(b)−∇ϕ(a)) · (a− b).

Ainsi,

(∇ϕ(a)−∇ϕ(b)) · (a− b) > 0.

En remplaçant ∇ϕ, on obtient :

(
|a|p−2a− |b|p−2b

)
· (a− b) > 0.

Dans le cas où a = b, l’inégalité devient une égalité triviale (0 = 0).

Conclusion : Pour tout a, b ∈ Rn, p > 1,

(
|a|p−2a− |b|p−2b

)
· (a− b) ≥ 0,

avec égalité si et seulement si a = b.

1.4.2 Bornitude

Définition 1.16. Soient (V, ∥ · ∥), (V ′, ∥ · ∥∗) deux espaces de Banach et A : V → V ′ un

opérateur. On dit que A est un opérateur borné si l’image d’un borné dans V est borné

dans V ′. Autrement dit, pour tout ρ > 0, il existe R > 0 tel que :

∀u ∈ V : ∥u∥ ≤ ρ⇒ ∥Au∥∗ ≤ R.
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1.4.3 Hémicontinuité

Définition 1.17. Soient A : V → V ′ un opérateur, (un) une suite de V et u ∈ V . On dit que

A est continu si un → u dans V implique Aun → Au dans V ′ lorsque n → ∞. Autrement

dit :

si ∥un − u∥ → 0 alors ∥Aun − Au∥ → 0.

Définition 1.18. Soit A : V → V ′ un opérateur. On dit que A est hémicontinu si :

∀u, v, w ∈ V, la fonction λ 7→ ⟨A(u+ λv), w⟩

est continue de R → R.

Remarque 1.7. Si A est continu alors A est hémicontinu.

1.4.4 Coercivité

Définition 1.19. Soit A : V → V ′ un opérateur. On dit que A est coercif si et seulement si

∃ζ : R+ → R+, lims→+∞ ζ(s) = +∞ et ⟨A(u), u⟩ ≥ ζ(∥u∥)∥u∥. Autrement dit :

lim
∥u∥→+∞

⟨A(u), u⟩
∥u∥

= +∞.

1.5 Différentiabilité au sens de Gateaux

Définition 1.20. (Dérivée directionnelle) Soient w une partie de V et J : w → R une

fonction à valeurs réelles. Si u ∈ w et v ∈ V sont tels que pour t > 0 assez petit on a

u+ tv ∈ w, on dit que J admet (au point u) une dérivée dans la direction v si

lim
t→0+

J(u+ tv)− J(u)

t

existe. On notera cette limite par J ′
u.

Définition 1.21 (Différentiabilité au sens de Gateaux). Soit J : V −→ R une application.

On dit que J est différentiable au sens de Gateaux (G-différentiable) s’il existe une appli-

cation linéaire et continue :

v 7→ J ′(u) · v de V → R

telle que

lim
t→0+

J(u+ tv)− J(u)

t
= ⟨J ′(u), v⟩.
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L’application J ′ est appelée la différentielle de J au sens de Gateaux.

Définition 1.22. Soit f : V −→ R une application. On dit que f est convexe si ∀(x, y) ∈ V 2,

x ̸= y, ∀λ ∈ [0, 1] :

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

Proposition 1.12. Soit la fonctionnelle :

J : V −→ R, v 7→ J(v) =
1

p

n∑
i=1

∫
Ω

|Div|pdx.

Si v 7→ J(v) est une fonctionnelle différentiable au sens de Gateaux sur V et convexe,

alors l’application

J ′ : V −→ V ′, u 7→ J ′(u),

est monotone et hémicontinue.

Démonstration. D’après la convexité de J :

J((1−Θ)u+Θv) ≤ (1−Θ)J(u) + ΘJ(v), ∀Θ ∈]0, 1[.

Donc :
1

Θ
(J(u+Θ(v − u))− J(u)) ≤ J(v)− J(u).

lim
Θ→0

J(u+Θ(v − u))− J(u)

Θ
≤ J(v)− J(u),

donc :

J ′(u)(v − u) ≤ J(v)− J(u).

En échangeant les rôles de u et v, et en ajoutant, on trouve :

(J ′(u)− J ′(v))(u− v) ≥ 0. □

Remarque 1.8. On a une propriété réciproque : si J est différentiable au sens de Gateaux

et si u 7→ J ′(u) est monotone, hémicontinue de V → V ′, alors J est convexe.



Chapitre 2
Problème parabolique non-linéaire avec

des données régulières

On va étudier une équation parabolique non linéaire faisant intervenir lopérateur p-

laplacien. Soient Ω un ouvert borné et régulier dans RN , N > 1, T ∈ R∗
+ et f : R → R. On

considère le problème suivant Trouver u : (0, T )× Ω → R qui satisfait

(P )


∂tu−∆pu = f(u) dans QT ,

u = 0 sur ΣT ,

u(0, x) = u0 dans Ω.

Dans létude de ce problème, on suppose les hypothèses suivantes

(H1) f est continue et appartient à L∞(R).

(H2) u0 ∈ L∞(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω).

On donne maintenant une définition de la solution faible de (P ).

Définition 2.1. Une solution faible du problème (P ) est une fonction u ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω))∩

C([0, T ];L2(Ω)) avec ∂tu ∈ Lp′(0, T ;W−1,p′(Ω)) qui satisfait∫
QT

∂tuφdxdt+

∫
QT

|∇u|p−2∇u∇φdxdt =
∫
QT

f(u)φdxdt, (2.1)

pour tout φ ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)).

Notre but dans ce chapitre est détudier lexistence d’une solution faible du problème

(P) en montrant le résultat suivant

Théorème 2.1. Sous les hypothèses (H1), (H2), le problème (P) admet une solution faible

au sens de la définition 2.1.
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Pour la démonstration de ce théorème, on utilise la méthode de Rothe. On considère

la subdivision uniforme suivante : 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tN = T , h = T
N
> 0, tn = nh

pour tout n ∈ {0, 1, 2, · · · , N}. On considère le schéma suivant

(Pn)


un−un−1

h
−∆pu

n = f(un−1) dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω,

u0 = u0 dans Ω.

On définit les fonctions suivantes pour n ∈ {1, 2, · · · , N}, pour tout t ∈ [tn−1, tn]{
ũh(t) =

un−un−1

h
(t− tn−1) + un−1

uh(t) = un

Alors, il est facile de vérifier que ũh et uh satisfaisant
∂tũh −∆puh = f(uh(·,−h)) dans Ω×]h, T ],

ũh = uh = 0 sur ∂Ω× (0, T ),

ũh(0) = u0 dans Ω.

(2.2)

2.1 Existence de la solution du problème (Pn) : Méthode

de minimisation d’une fonctionnelle

Le problème (Pn) est un problème elliptique non linéaire avec des conditions aux li-

mites homogènes. Pour montrer lexistence de la solution un pour tout n ∈ N, on rai-

sonne par récurrence. On sait déjà que u0 ∈ L∞(Ω) ∩ W 1,p
0 (Ω) (daprès lhypothèse H2).

On suppose alors que un−1 ∈ L∞(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω), et on montre que un existe et appartient

à L∞(Ω) ∩ W 1,p
0 (Ω). Pour cela, il est convenable décrire le problème (Pn) sous la forme

suivante

(Ph)

{
u− h∆pu = g(x) dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

où g(x) = hf(un−1) + un−1 ∈ L∞(Ω) par lhypothèse de récurrence. Il est claire que

(Ph) ⇐⇒ (Pn).

Tout dabord, on définit la solution faible du problème (Ph).

Définition 2.2. Une solution faible du problème (Ph) est une fonction u ∈ L∞(Ω)∩W 1,p
0 (Ω)

qui satisfait ∫
Ω

uφdx+ h

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇φdx =

∫
Ω

g(x)φdx, (2.3)
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pour tout φ ∈ W 1,p
0 (Ω).

Le théorème suivant est le résultat principal de cette section

Théorème 2.2. Le problème (Ph) admet une unique solution faible au sens de la définition

2.2.

Pour résoudre le problème (Ph), on applique la méthode de minimisation dune fonc-

tionnelle. La fonctionnelle associée au problème (Ph) est la suivante

F (u) =
1

2

∫
Ω

u2dx+
h

p

∫
Ω

|∇u|pdx−
∫
Ω

g(x)udx, (2.4)

F est bien défini sur lespace E = L2(Ω)∩W 1,p
0 (Ω). On va montrer que F est différentiable

et sa différentielle est donnée par

⟨DF (u), v⟩ =
∫
Ω

uvdx+ h

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx−
∫
Ω

g(x)vdx, ∀v ∈ E. (2.5)

Par conséquent tout point critique est évidemment une solution faible de (Ph), et le travail

se simplifie à la recherche dun point critique de F . Le résultat suivant danalyse convexe

nous donne un critère pour montrer que F admet un point critique

Théorème 2.3. Soient X un espace de Banach réflexif, J : X → R une application satisfait

1. J est coercive i.e. lim∥u∥X→+∞ J(u) = +∞.

2. J est faiblement semi continue inférieurement i.e. Pour tout suite un ⇀ u dans X, il

existe une sous-suite (unk
)k telle que

J(u) ≤ lim
k→+∞

inf J(unk
).

Alors J atteint son minimum sur X.

On commence par démontrer le résultat suivant

Proposition 2.1. L’espace E = L2(Ω)∩W 1,p
0 (Ω) muni de la norme ∥·∥ = ∥·∥L2(Ω)+∥·∥W 1,p

0 (Ω)

est réflexif.

Démonstration. Comme les espaces L2(Ω) et W 1,p
0 (Ω) sont réflexifs, alors lespace X =

L2(Ω) × W 1,p
0 (Ω) muni de la norme ∥ · ∥ = ∥ · ∥L2(Ω) + ∥ · ∥W 1,p

0 (Ω) est aussi. On définit

lopérateur suivant
T : E −→ X

u 7−→ T (u) = (u, u)

Il est claire que ∥T (u)∥X = ∥u∥E , doù T est une isométrie. Dautre part, T (E) est un fermé

dans X. En effet. Soit (un) une suite de E telle que T (un) → w := (u, v) dans X. Comme
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T (un) = (un, un), alors

T (un) → w ⇐⇒

{
un → u dans L2(Ω),

un → v dans W 1,p
0 (Ω),

=⇒


un → u dans D′(Ω),

un → v dans D′(Ω),

∇un → ∇v dans D′(Ω),

Doù, par unicité de la limite, w = (u, u) = T (u) ∈ T (E). Doù T (E) est un sous espace

fermé de X. Comme X est réflexif, alors T (E) est aussi, et par conséquent E est aussi

réflexif.

Proposition 2.2. La fonctionnelle F est différentiable sur E est sa différentielle est donnée

par

⟨DF (u), v⟩ =
∫
Ω

uvdx+ h

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx−
∫
Ω

g(x)vdx, ∀u, v ∈ E. (2.6)

Démonstration. On a

F : E −→ R
u 7−→ F (u) = 1

2

∫
Ω
u2dx+ h

p

∫
Ω
|∇u|pdx−

∫
Ω
g(x)udx

Commençons par le premier terme. Soit v ∈ E

1

2

∫
Ω

(u+ v)2dx− 1

2

∫
Ω

u2dx =

∫
Ω

uvdx+
1

2

∫
Ω

v2dx

On montre que 1
2

∫
Ω
v2dx = o(∥v∥E). On a∫

Ω
v2dx

∥v∥E
=

∥v∥2L2(Ω)

∥v∥L2(Ω) + ∥v∥W 1,p
0 (Ω)

≤
∥v∥2L2(Ω)

∥v∥L2(Ω)

= ∥v∥L2(Ω) → 0 lorsque ∥v∥E → 0.

Concernant le troisième terme
∫
Ω
g(x)udx, il est linéaire, donc il suffit de montrer la conti-

nuité. On a g ∈ L∞(Ω), doù∣∣∣∣∫
Ω

g(x)udx

∣∣∣∣ ≤ ∥g∥L2(Ω)∥u∥L2(Ω) ≤ ∥g∥L2(Ω)∥u∥E ≤ C∥u∥E.

Pour le deuxième terme F2(u) =
h
p

∫
Ω
|∇u|pdx, on montre dabord que F2 est G-différentiable.

Cest à dire

lim
t→0

F2(u+ tv)− F2(u)

t
= ⟨F ′

2(u), v⟩E′×E (2.7)
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F ′
2(u) ∈ E ′ est la différentielle de Gâteaux. On sait que lapplication X 7→ |X|p définie de

RN sur R+ est différentiable et donc G-différentiable pour tout p > 1, et on a

lim
t→0

|X + tY |p − |X|p

t
= p|X|p−2X · Y, ∀X,Y ∈ RN

(avec |X|p−2X = 0 pour X = 0). Par conséquent, on a

lim
t→0

|∇u(x) + t∇v(x)|p − |∇u(x)|p

t
= p|∇u(x)|p−2∇u(x) · ∇v(x), p.p.x ∈ Ω et ∀u, v ∈ E.

(2.8)

On considère lapplication suivante

ψ : R −→ R
t 7−→ |X + tY |p, X, Y ∈ RN

avec p > 1. Cette application est dérivable sur R et satisfait daprès le théorème des ac-

croissements finis

ψ(t)− ψ(0)

t
=

|X + tY |p − |X|p

t
= p|X + θY |p−2(X + θY ) · Y,

pour 0 < |θ| < |t|. Supposons que |t| ≤ 1 et appliquons cette inégalité{
|a+ b|q ≤ 2q−1(|a|q + |b|q) si q ≥ 1,

|a+ b|q ≤ |a|q + |b|q si 0 < q < 1,
∀a, b ∈ R,

on obtient ∣∣∣ |X+tY |p−|X|p
t

∣∣∣ ≤ p|X + θY |p−1 |Y |
≤ C(|X|p−1 |Y |+ |Y |p)

Doù, on a p.p. x ∈ Ω :∣∣∣∣ |∇u(x) + t∇v(x)|p − |∇u(x)|p

t

∣∣∣∣ ≤ C(|∇u(x)|p−1 |∇v(x)|+ |∇v(x)|p) = h(x) (2.9)

Par linégalité de Hölder, on a h ∈ L1(Ω). Daprès (2.7) et (2.8), on peut appliquer le théo-

rème de convergence dominée et on obtient (2.6). On en déduit que F2 est G-différentiable

sur E et

⟨F ′
2(u), v⟩E′×E = p

∫
Ω

|∇u(x)|p−2∇u(x) · ∇v(x)dx.

(Il est facile de montrer que F ′
2(u) appartient à E ′ ). Pour conclure la différentiabilité de

F2, il suffit de montrer la continuité de F ′
2 : E → E ′. En effet. Soit A ⊂ E un ensemble
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borné, i.e.

∥u∥E ≤M, ∀u ∈ A.

On a pour u, v ∈ A

∥F ′
2(u)− F ′

2(v)∥E′ ≤ sup∥w∥=1 ⟨F ′
2(u)− F ′

2(v), w⟩E′×E

≤ sup∥w∥=1

∫
Ω
|(∇u(x)|p−2∇u(x)−∇v(x)|p−2∇v(x)) · ∇w(x)dx.{

≤ sup∥w∥=1

∫
Ω
|(∇u(x)|p−2 +∇v(x)|p−2)(|∇u(x)−∇v(x)|) · |∇w(x)|dx si p ≥ 2,

≤ sup∥w∥=1

∫
Ω
|∇u(x)−∇v(x)|p−1 · |∇w(x)| dx si 1 < p < 2,

Doù, par linégalité de Hölder, on obtient

∥F ′
2(u)− F ′

2(v)∥E′

{
≤ 2Mcp ∥∇u−∇v∥Lp(Ω) si p ≥ 2,

≤Mcp ∥∇u−∇v∥Lp(Ω) si 1 < p < 2,
≤ C ∥∇u−∇v∥E

Doù F ′
2 est uniformément continue sur E. Par conséquent F est différentiable et DF (u)

donné par

⟨DF (u), v⟩ =
∫
Ω

uvdx+ h

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇vdx−
∫
Ω

g(x)vdx, ∀u, v ∈ E.

Ce qui finit la preuve.

Proposition 2.3. La fonctionnelle F définie sur E est coercive et faiblement semi continue

inférieurement.

Démonstration. Pour la coercivité, on a lorsque ∥u∥ → ∞, alors ∥u∥L2(Ω) → ∞ ou ∥u∥W 1,p
0 (Ω) →

∞. On a, en utilisant le fait que g ∈ L∞(Ω),∣∣∣∣∫
Ω

g(x)udx

∣∣∣∣ ≤ C

∫
Ω

|u|dx

En utilisant linégalité de Young : |ab| ≤ ϵ|a|p + c(ϵ)|b|p ∀ϵ > 0. avec linégalité de Poincaré,

on obtient ∣∣∣∣∫
Ω

g(x)udx

∣∣∣∣ ≤ ϵC∥u∥W 1,p
0 (Ω) + c(ϵ).

Choisissons ϵC = λ
2p

et remplaçons dans lexpression de F , on obtient

F (u) ≥ 1

2
∥u∥2L2(Ω) +

λ

2p
∥u∥p

W 1,p
0 (Ω)

− C ′ → +∞

lorsque ∥u∥E → +∞.

Montrons maintenant que F est faiblement semi-continue inférieurement. Soit (un) une
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suite de E faiblement convergente vers u. Doù (un) converge faiblement vers u dans L2(Ω)

et W 1,p
0 (Ω). Comme ces deux derniers espaces sont uniformément convexe alors

∥u∥L2(Ω) ≤ lim
n→∞

inf ∥un∥L2(Ω)

et

∥u∥W 1,p
0 (Ω) ≤ lim

n→∞
inf ∥un∥W 1,p

0 (Ω).

Et on a ∫
Ω

g(x)udx = lim
n→∞

∫
Ω

g(x)undx.

Donc

F (u) ≤ lim
n→∞

inf F (un).

2.1.1 Démonstration du théorème 2.2

Grâce aux propositions 2.1 et 2.3, on peut appliquer le théorème 2.3 sur l’opérateur

F . D’où F admet un minimum global u ∈ E et grâce à la proposition 2.6, ce minimum est

une solution faible du problème (Ph).

Pour l’unicité, on suppose qu’il y a deux solutions u, v ∈ E et on pose w = u− v. Alors

w ∈ E est une solution faible du problème

u− v − λ(∆pu−∆pv) = 0 dans Ω, u− v = 0 sur ∂Ω.

On multiplie l’équation par u− v et on intègre par parties, on obtient∫
Ω

(u− v)2dx+ λ

∫
Ω

(
|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v

)
· (∇u−∇v)dx = 0

On a (
|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v

)
· (∇u−∇v) ≥ 0.

D’où
∫
Ω
(u − v)2dx ≤ 0. Ce qui implique que u − v = 0 sur Ω et par conséquent, on a

l’unicité de la solution.

Il reste pour conclure, de démontrer que la solution u ∈ L∞(Ω). Comme g ∈ L∞(Ω),

on pose M = ∥g∥L∞(Ω). On a

(u−M)− (∆pu−∆pM) = g −M ≤ 0.
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D’autre part, on a (u −M)+ := max{u −M, 0} ∈ W 1,p
0 (Ω). On multiplie l’équation par

(u−M)+ et on intègre par parties, on obtient∫
Ω

(u−M)+2dx+ λ

∫
Ω+

|∇u|pdx ≤ 0

où Ω+ := {u > M}. Ce qui implique que
∫
Ω
(u−M)+2dx = 0, d’où (u−M)+ = 0 p.p. sur

Ω. Par conséquent u ≤ M p.p. sur Ω. De la même manière, on montre que u ≥ −M p.p.

sur Ω. Donc u ∈ L∞(Ω). Ce qui termine la preuve du théorème 2.2.

Corollaire 2.1. Le problème (Pn) admet pour tout entier n ≥ 1 une solution faible unique

un appartenant à L∞(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω).

2.2 Estimations a priori

Pour passer à la limite, on propose de démontrer quelques estimations sur {uh} et {ũh}
uniformes en h. Les estimations sont données par les propositions suivantes :

Proposition 2.4. {uh}h et {ũh}h sont bornées dans Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) uniformément en h.

Démonstration. On multiplie l’EDP de (Pn) par hun, on intègre par parties sur Ω et on fait

la somme de n = 1 jusqu’à N , on obtient

N∑
n=1

∫
Ω

(un − un−1)undx+ h
N∑

n=1

∥∇un∥pLp(Ω) = h
m∑

n=1

∫
Ω

f(un−1)undx.

Et on a

N∑
n=1

∫
Ω

(un − un−1)undx =
1

2

N∑
n=1

∫
Ω

(un − un−1)2dx+
1

2

∫
Ω

(uN)2dx

−1

2

∫
Ω

(u0)2dx ≥ 1

2

∫
Ω

(uN)2dx− 1

2

∫
Ω

(u0)2dx

On utilise l’inégalité de Young

h
N∑

n=1

∫
Ω

f(un−1)undx ≤ C(ε)h
N∑

n=1

∫
Ω

|f(un−1)|p′dx+ εh

N∑
n=1

∫
Ω

|un|pdx

≤ C ′(ε) + εh
N∑

n=1

∥uh∥pLp(Ω)dx

(par inégalité de Poincaré)
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On substitue ces dernières estimations, on obtient

1

2

∫
Ω

(uN)2dx+ h
N∑

n=1

∥un∥p
W 1,p

0 (Ω)
≤ 1

2

∫
Ω

(u0)2dx+ C + εh
N∑

n=1

∥uh∥pLp(Ω)

≤ C1 + Cεh
N∑

n=1

∥uh∥pW 1,p
0 (Ω)

dx

(car u0 = u0 ∈ L∞(Ω)).

On choisit ε = 1/2C et en observant que h
∑N

n=1 ∥uh∥
p
Lp(Ω)dx = ∥uh∥pLp(0,T ;W 1,p

0 (Ω))
, on

obtient
1

2

∫
Ω

(uN)2dx+
1

2
∥uh∥pLp(0,T ;W 1,p

0 (Ω))
≤ C1.

Ce qui implique que la suite {uh}h est bornée dans Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) uniformément en h.

D’autre part, on a pour t ∈ (tn−1, tn)

|ũh(t)| ≤ |un|+ 2|un−1|

D’où∫ T

0

∫
Ω

|∇ũh|pdxdt ≤ Ch
N∑

n=1

∫
Ω

(
|∇un|p + |un−1|p

)
dx ≤ 2C∥uh∥pLp(0,T ;W 1,p

0 (Ω))
+ C ′

Comme ∥uh∥pLp(0,T ;W 1,p
0 (Ω))

est bornée, alors ∥ũh∥pLp(0,T ;W 1,p
0 (Ω))

est bornée uniformément en

h. Ce qui finit la preuve.

Proposition 2.5. {uh}h est bornée dans L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω)), et {∂tũh}h est bornée dans L2(Q)

uniformément en h.

Démonstration. Soit t ∈ (0, T ) et soit m ∈ N∗ tel que tm−1 ≤ t < tm. On multiplie l’EDP de

(Pn) par (un − un−1), on intègre par parties sur Ω et on fait la somme de n = 1 jusqu’à m,

on obtient

h
m∑

n=1

∫
Ω

(
un − un−1

h

)2

dx+
m∑

n=1

∫
Ω

|∇un|p−2∇un · (∇un −∇un−1)dx

=
m∑

n=1

∫
Ω

f(un−1)

(
un − un−1

h

)
dx. (2.10)

On a

h

m∑
n=1

∫
Ω

(
un − un−1

h

)2

dx =

∫ tm

0

∫
Ω

|∂tũh|2dxdt.
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On a d’après l’inégalité de convexité

m∑
n=1

∫
Ω

|∇un|p−2∇un · (∇un −∇un−1)dx ≥ 1

p

(∫
Ω

|∇um|pdx−
∫
Ω

|∇u0|pdx
)

=
1

p

(∫
Ω

|∇uh(t)|pdx−
∫
Ω

|∇u0|pdx
)
.

Finalement on a d’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz et le fait que f ∈ L∞(Ω)

m∑
n=1

∫
Ω

f(un−1)

(
un − un−1

h

)
dx ≤ C +

1

2

∫ tm

0

∫
Ω

|∂tũh|2dxdt.

En remplaçant ces trois dernières estimations dans (2.10), on obtient

1

2

∫ tm

0

∫
Ω

|∂tũh|2dxdt+
1

p

∫
Ω

|∇uh(t)|pdx ≤ C ′.

En prenant le sup sur (0, T ), on obtient que les suites {∂tũh}, {uh} sont bornées respecti-

vement dans L2(Q) et L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω)), uniformément en h.

Proposition 2.6. {uh}h et {ũh}h sont bornées dans L∞(Q) uniformément en h.

Démonstration. On définit la fonction suivante

v(t) = ∥f∥L∞(Ω)t+ ∥u0∥L∞(Ω) pour t ∈ [0, T ].

On a v satisfait ∂tv −∆pv = ∥f∥L∞(Ω) dans Q

v(0) = ∥u0∥L∞(Ω) sur Ω.

On montre par récurrence que un ≤ vn sur Ω. En multipliant l’équation par (un−vn)+ ∈
W 1,p

0 (Ω) et en intégrant par parties, on obtient∫
Ω

(un − vn)+2dx ≤ 0

d’où un ≤ vn sur Ω. De la même manière, on montre que uh ≥ −v sur Q. Comme v ∈
L∞(Q), alors uh, ũh appartiennent à L∞(Q) et sont bornés par une constante indépendante

de h.

Proposition 2.7. Il existe une constante c > 0, telle que

∥uh − ũh∥L2(Q) ≤ ch.
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Démonstration. On a pour tout t ∈ (tn−1, tn)

|ũh(t)− uh(t)| ≤ 2h|∂tũh(t)|

D’où

∥ũh − uh∥L2(Q) ≤ 2h∥∂tũh∥L2(Q) ≤ Ch

car ∥∂tũh∥L2(Q) est bornée indépendamment de h.

2.3 Passage à la limite : Existence de la solution faible

Les estimations obtenues permettent de passer à la limite et démontrer que la limite u

de la suite uh est la solution faible du problème (P).

Proposition 2.8. Il existe u ∈ L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) telle que : Après extraction éventuelle

d’une sous-suite, on a

ũh, uh
∗
⇀ u dans L∞(0, T ;W 1,p

0 (Ω))

∂tũh ⇀ ∂tu dans L2(Q)

quand h→ 0.

Remarque 2.1. Notons que cette convergence faible-⋆ implique la convergence faible dans

Lp
(
0, T ;W 1,p

0 (Ω)
)
.

Démonstration. D’après la proposition 2.5, les deux suites {ũh} et {uh} sont bornées dans

L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω)). Alors, après extraction éventuelle d’une sous-suite, on a

uh
⋆
⇀ u dans L∞(0, T ;W 1,p

0 (Ω)) lorsque h→ 0.

ũh
⋆
⇀ ũ dans L∞(0, T ;W 1,p

0 (Ω)) lorsque h→ 0.

Pour terminer la preuve, montrons que u = ũ p.p. sur Q. Comme L∞(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) ↪→

Lp(0, T ;Lp(Ω)) ≡ Lp(Q), alors

ũh ⇀ ũ, uh ⇀ u, dans Lp(Q)

quand h→ 0. Par conséquent

ũh −→ ũ, uh −→ u, dans D′(Q).
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D’autre part, d’après la proposition 2.7

∥ũh − uh∥L2(Q) ≤ Ch→ 0 quand h→ 0.

Ce qui implique que ũh − uh → 0 dans D′(Q). Par unicité de la limite, on déduit que

u = ũ p.p. sur Q. D’autre part, comme {∂tũh} est bornée dans L2(Q), alors il existe une

sous-suite notée encore {∂tũh} et w ∈ L2(Q) telle que

∂tũh
⋆
⇀ w dans L2(Q).

Comme ũh −→ u dans D′(Q), alors ∂tũh −→ ∂tu dans D′(Q). D’où w = ∂tu p.p. sur Q.

Proposition 2.9. Après extraction éventuelle d’une sous-suite, on a

ũh, uh −→ u dans C([0, T ];Lr(Ω)) quand h→ 0, ∀r ≥ 1.

Démonstration. On applique le théorème d’Aubin-Simon. D’après les propositions 2.4 et

2.5, les suites {ũh} et {∂tũh} sont bornées dans Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) et L2(Q) ≡ L2(0, T ;L2(Ω))

respectivement. D’où, d’après l’injectionW 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp∗(Ω) {ũh} est bornée dansW 1,q

0 (0, T ;Lq(Ω))

avec q = min{2, p} < p∗. D’où, on peut appliquer le théorème d’Aubin-Simon avec

V = W 1,p
0 (Ω) et E = F = Lq(Ω) et on en déduit que

ũh, uh −→ u dans C([0, T ];Lq(Ω)) quand h→ 0.

Pour terminer la preuve, on montre que cette convergence est vraie pour tout q > 1.

En effet, on a {ũh} est bornée dans L∞(Q) d’après la proposition 2.6. D’où on applique

l’inégalité d’interpolation 1.2, on obtient

sup
t∈[0,T ]

∥ũh(t)− u(t)∥Lr(Ω) ≤ sup
t∈[0,T ]

∥ũh(t)− u(t)∥Lq(Ω) × ∥ũh − u∥L∞(Q)

pour tout r ≥ q. Comme le deuxième terme tend vers 0 et le troisième terme est borné,

on en déduit que

sup
t∈[0,T ]

∥ũh(t)− u(t)∥Lr(Ω) −→ 0 quand h→ 0.

Concernant la suite {uh}, on a pour tout r ≥ 2

sup
t∈[0,T ]

∥uh(t)− u(t)∥Lr(Ω) ≤ sup
t∈[0,T ]

(
∥uh(t)− ũh(t)∥Lr(Ω) + ∥ũh(t)− u(t)∥Lr(Ω)

)
≤ sup

t∈[0,T ]

∥uh(t)− ũh(t)∥L2(Ω) × ∥uh(t)− ũh(t)∥L∞(Q) + sup
t∈[0,T ]

∥ũh(t)− u(t)∥Lr(Ω)
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Passons à la limite quand h −→ 0, on obtient

sup
t∈[0,T ]

∥uh(t)− u(t)∥Lr(Ω) −→ 0.

Ce qui termine la preuve. ■

Proposition 2.10. Après extraction éventuelle d’une sous-suite, on a

ũh, uh −→ u dans Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) quand h→ 0.

Démonstration. Voir ([10] Remark 8.11)

Preuve du théorème 2.1

Il reste maintenant de passer à la limite dans l’équation satisfaite par {uh} et {ũh}, pour

déduire l’existence de la solution faible du problème (P). Rappelons l’équation approchée

(2.2) : 
∂tũh −∆puh = f(uh(·,−h)) dans Ω×]h, T ],

ũh = uh = 0 sur ∂Ω× (0, T ),

ũh(0) = u0 dans Ω.

La formulation faible associée est :∫ T

0

∫
Ω

∂tũhvdtdx+

∫ T

0

∫
Ω

|∇uh|p−2∇uh · ∇vdtdx =

∫ T

0

∫
Ω

f(uh(−h))vdtdx (2.11)

pour tout v ∈ D(Q). D’après la proposition (2.8), on a∫ T

0

∫
Ω

∂tũhvdtdx −→
∫ T

0

∫
Ω

∂tuvdtdx. (2.12)

Concernant le deuxième terme, on a

— pour 1 < p ≤ 2∫ T

0

∫
Ω

∣∣|∇uh|p−2∇uh − |∇u|p−2∇u
∣∣p′ ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

|∇uh −∇u|pdtdx

— Pour p > 2∫ T

0

∫
Ω

∣∣|∇uh|p−2∇uh − |∇u|p−2∇u
∣∣p′ ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

(
|∇uh|(p−2)p′ + |∇u|(p−2)p′

)
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×|∇uh −∇u|p′dtdx

≤ C

(∫ T

0

∫
Ω

(|∇uh|p + |∇u|p)dtdx
)(p−2)/(p−1)

×
(∫ T

0

∫
Ω

|∇uh −∇u|pdtdx
)1/(p−1)

En tenant en compte la proposition (2.10), on en déduit que

|∇uh|p−2∇uh −→ |∇u|p−2∇u dans Lp′(Q).

D’où, on obtient∫ T

0

∫
Ω

|∇uh|p−2∇uh · ∇vdtdx −→
∫ T

0

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇vdtdx (2.13)

D’autre part, d’après le théorème de Lebesgue inverse et d’après la proposition (2.9),

on a

uh(·,−h) −→ u p.p. sur Q.

Comme f est continue, alors

f(uh(·,−h)) −→ f(u) p.p. sur Q.

Comme f est bornée, on peut appliquer le théorème de la convergence dominée de

Lebesgue et on obtient∫ T

0

∫
Ω

f(uh(· − h))vdtdx −→
∫ T

0

∫
Ω

f(u)vdtdx (2.14)

En substituant (2.12), (2.13) et (2.14) dans (2.11), on obtient∫ T

0

∫
Ω

∂tuvdtdx+

∫ T

0

∫
Ω

|∇u|p−2∇u · ∇vdtdx =

∫ T

0

∫
Ω

f(u)vdtdx

D’où u est une solution faible du problème (P). Ce qui termine la preuve du théorème

principal de ce chapitre.



Chapitre 3
Problème parabolique non linéaire avec

conditions aux limites mixtes

Dans ce chapitre, nous allons considérer un problème parabolique non linéaire avec

conditions aux limites mixtes (Dirichlet-Neumann). Après avoir donné la formulation va-

riationnelle, nous allons démontrer l’existence et l’unicité d’une solution faible en se ba-

sant sur les techniques de Faedo-Galerkin combinées avec la méthode de monotonie.

3.1 Position du problème

Soit Ω un ouvert borné de RN de frontière Γ assez régulière, on désigne par u un

vecteur u = (u1, . . . , uN). Soit {Γ1,Γ2} une partition de Γ, i.e. :

∂Ω = Γ = Γ1 ∪ Γ2, Γ1 ∩ Γ2 = ∅.

On désigne par Q = Ω×]0, T [ le cylindre de RN
x ×Rt, T fini et par Σ la frontière latérale

de Q :

Σ = Γ×]0, T [.

On suppose que mes Γ1 > 0, et on pose Σ1 = Γ1×]0, T [ et Σ2 = Γ2×]0, T [.

Le problème traité dans ce chapitre consiste à trouver une fonction u : Q = Ω×]0, T [−→
RN vérifiant :

(P )


∂tu+ Au = f dans QT , (Eq)

u = 0 sur Σ1, (C1)

∂u
∂ηA

=
∑N

i=1

∣∣∣ ∂u∂xi

∣∣∣p−2
∂u
∂xi
ηA = h sur Σ2, (C2)

u(0, x) = u0 dans Ω. (C3)
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Où A est lopérateur défini par

Au = −∆pu = −
N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

)
.

Dans létude de ce problème, on suppose les hypothèses suivantes

(H1) f ∈ Lp′(0, T, V ′).

(H2) u0 ∈ L2(Ω).

(H3) h ∈ Lp′(Σ2).

3.2 Formulation Variationnelle

Dans ce paragraphe, on démontre que le problème (P) est équivalent à un problème

variationnel (PV).

Lemme 1. Sous les hypothèses (H.1) – (H.3), le problème (P) est équivalent au problème

variationnel suivant :

(PV)


Trouvez u ∈ V,

(u′, v) + a(u, v) = (f, v) +
∫
Γ2
h.v dΓ, ∀v ∈ V,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

où :

V = {u ∈ W 1,p(Ω), γ0u = 0 sur Γ1},

a(u, v) =

∫
Ω

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx.

Démonstration. Soit u une solution du problème (P). En multipliant l’équation (Eq) par

v ∈ W 1,p(Ω), il vient :

(u′, v) + (Au, v) = (f, v),

ou encore :

(u′, v)−
∫
Ω

N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

)
v dx = (f, v), ∀v ∈ W 1,p(Ω).
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En utilisant la formule de Green, on obtient pour tout v ∈ W 1,p(Ω) :

(u′, v) +

∫
Ω

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx−

∫
Γ

n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi
ηAv dΓ = (f, v).

En utilisant le fait que {Γ1,Γ2} est une partition de Γ, on en déduit :

(u′, v) +

∫
Ω

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx−

∫
Γ1

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi
ηAv dΓ1

−
∫
Γ2

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi
ηAv dΓ2 = (f, v).

En posant v = 0 sur Σ1, il en résulte :

(u′, v) +

∫
Ω

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx−

∫
Γ2

∂u

∂ηA
v dΓ2 = (f, v), v ∈ V.

En prenant en considération la condition (C3) sur Γ2, on obtient la formulation variation-

nelle :

(u′, v) +

∫
Ω

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx−

∫
Γ2

h.v dΓ2 = (f, v), ∀v ∈ V.

Reste à vérifier l’implication inverse : Soit u une solution variationnelle du problème

(PV), on a :

(u′, v) + a(u, v) = (f, v) +

∫
Γ2

h.v Γ2, ∀v ∈ V.

En utilisant la formule de Green, il découle :

(u′, v)−
∫
Ω

N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂v∂xi
∣∣∣∣p−2

∂v

∂xi

)
v dx

+

∫
Γ

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi
ηAv dΓ = (f, v) +

∫
Γ2

h.v dΓ2, ∀v ∈ V.

D’où :

(u′, v)−
∫
Ω

N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

)
v dx+

∫
Γ1

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi
ηAv dΓ1

+

∫
Γ2

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi
ηAv dΓ2 = (f, v) +

∫
Γ2

h.v dΓ2, ∀v ∈ V. (3.1)
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Comme D(Ω) est dense dans V , alors pour v = ψ ∈ D(Ω), on en conclut :

(u′, ψ)−
∫
Ω

N∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

)
ψ dx = (f, ψ), ∀ψ ∈ D(Ω).

Ou encore sous forme :

(u′, ψ) + (Au, ψ) = (f, ψ), ∀ψ ∈ D(Ω).

D’où l’équation :

u′ + Au = f, p.p dans Q.

Reste à vérifier les conditions (C2) – (C3) : Pour tout v ∈ V , on a v = 0 sur Γ1. De plus,

en remplaçant l’équation dans (3.1) :

∫
Γ2

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi
ηAv dΓ2 =

∫
Γ2

h.v dΓ2, ∀v ∈ V.

En admettant que l’espace des traces sur Γ2 est dense dans Lp(Γ2), on trouve :

∀w ∈ Lp(Γ2),

∫
Γ2

N∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi
ηAw dΓ2 =

∫
Γ2

h.v dΓ2.

Ce qui donne :

∀w ∈ Lp(Γ2),

∫
Γ2

∂u

∂ηA
w dΓ2 =

∫
Γ2

h.v dΓ2.

D’où il résulte que :
∂u

∂ηA
= h sur Γ2.
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3.3 Existence et Unicité

3.3.1 Existence

Théorème 3.1. [Théorème d’existence] Sous hypothèses (H.1) – (H.3), le problème (P)

admet au moins une solution u vérifiant :

u ∈ Lp(0, T ;V ),

u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), (3.2)

∆pu ∈ Lp′(0, T ;V ′).

Remarque 3.1. L’expression u(x, 0) = uo(x) a un sens. En effet, on doit utiliser l’équation

(Eq), qui s’écrit :

u′ =
∂u

∂t
= f +∆pu. (3.3)

Comme u 7→ ∆pu applique V −→ V ′, on vérifie sans peine que :

∆pu ∈ L∞(0, T ;V ′).

On a f ∈ Lp′(0, T ;V ′) de sorte que l’équation (3.3) entraîne :

∂u

∂t
∈ Lp′(0, T ;V ′) + L∞(0, T ;V ′).

D’où en particulier :

u′ ∈ Lp′(0, T ;V ′).

Ce qui montre grâce au Théorème 1.16, u est continue de [0, T ] −→ V ′ de sorte que uo a

un sens.

Démonstration de l’existence

La démonstration se fait en réalisant les trois étapes suivantes :

— Étape 1 : Construction des solutions ń approchées ż par la méthode de Faedo-

Galerkin.

— Étape 2 : Établir, sur ces solutions approchées, des estimations a priori.

— Étape 3 : Passer à la limite, grâce aux propriétés de monotonie.
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Étape 1 : Solution approchée

Comme l’espace d’étude est séparable, on utilise la méthode de Faedo-Galerkin, qui

consiste à approcher l’espace V par une suite d’espaces de dimensions finies et donc ap-

proximer un problème par une suite de problèmes posés dans des espaces de dimensions

finies.

D’après la proposition 1.6, il existe une suite ayant les propriétés suivantes :

• wi ∈ V, ∀i,

• {w1, w2, . . . , wm} une famille linéairement indépendante de V ,

• Vm = ⟨{w1, . . . , wm}⟩ espace engendré par la famille {w1, . . . , wm} est dense dans V

i.e.
∪

m≥0 Vm = V , dim Vm = m.

On introduit um(t) solution ń approchée ż du problème de la façon suivante : Pour tout

m ∈ N∗, on cherche um(t) = um dans Vm sous la forme :

um(t) =
m∑
j=1

Kjm(t)wj, (3.4)

vérifiant : (
d

dt
um(t), wi

)
+ a(um(t), wi) = (f(t), wi) + (h(t), wi)L2(Γ2). (3.5)

Avec la condition :

um(0) = uom, uom =
m∑
j=1

αim(t)wi −→ uo dans L2(Ω), lorsque m −→ ∞.

En utilisant les équations (3.4) et (3.5), il en résulte :

(P ′
m)


∑m

j=1K
′
jm(t)(wj, wi) + a

(∑m
j=1Kjm(t)wj, wi

)
= (f(t), wi) + (h(t), wi)L2(Γ2), ∀t ∈ [0, T [.

Kjm(0) = αj0, i, j = 1, · · · ,m.

Le système (P ′
m) est un système d’équations différentielles ordinaires non linéaires du

premier ordre pour les fonctions réelles t 7→ Kjm(t) de ]0, T [. On considère les fonctions :

Km(t) = (K1m(t), . . . , Kmm(t)), F (t) = ((f(t), w1), . . . , (f(t), wm)),

H(t) =
(
(h(t), w1)L2(Γ2), . . . , (h(t), wm)L2(Γ2)

)
,

et les matrices

B = (wj, wi)1≤i,j≤m, A = (a(wj, wi))1≤i,j≤m.
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Comme la famille {w1, . . . , wm} est linéairement indépendante (i.e. det(wj, wi) ̸= 0),

la matrice B est inversible, par conséquent le système (P ′
m) est résoluble par rapport à

Kjm(t) ; alors Kjm(t) est solution de d
dt
Km(t) = −B−1A(Km(t)) +B−1F (t) +B−1H(t), ∀t ∈]0, T [.

Kjm(0) = αj0, i, j = 1, · · · ,m.

Alors ce système admet au moins une solution locale um dans C1(0, tm;Vm). tm dépend

de m, l’étape qui suit montre que tm = T pour tout m ∈ N∗.

Étape 2 : Estimation a priori

En multipliant (3.5) par Kjm(t) et en faisant la somme sur j, on obtient :(
d

dt
um(t), um(t)

)
+ (A(um(t)), um(t)) = (f(t), um(t)) +

∫
Γ2

h.um dΓ2. (3.6)

Cela définit um(t) dans un intervalle [0, tm], tm > 0. Mais on note que

(A(u), u) ≥ α∥u∥p, α > 0, (3.7)

et (
d

dσ
um(σ), um(σ)

)
=

1

2

d

dσ
|um(σ)|2.

Alors, on déduit de (3.6) que

1

2

d

dt
|um|2 + α∥um∥p ≤ (f, um) +

∫
Γ2

h.um dΓ2.

En intégrant sur (0, t), il en résulte :

1

2
|um(t)|2 + α

∫ t

0

∥um(σ)∥p dσ ≤
∫ t

0

(f(σ), um(σ)) dσ +

∫
Σ2

h(σ).um(σ) dΣ2 +
1

2
|uom|2.

En valeur absolue en utilisant l’inégalité de Hölder, il vient

1

2
|um(t)|2+α

∫ t

0

∥um(σ)∥p dσ ≤
∫ t

0

∥f(σ)∥∗∥um(σ)∥ dσ+
∫ t

0

∥h(σ)∥Lp′ (Γ2)
∥um(σ)∥Lp(Γ2) dσ+

1

2
|uom|2.

Comme uom ∈ L2(Ω), on obtient

|uom|2 ≤ C1.
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Et par conséquent, on a

1

2
|um(t)|2+α

∫ t

0

∥um(σ)∥p dσ ≤
∫ t

0

∥f(σ)∥∗∥um(σ)∥ dσ+
∫ t

0

∥h(σ)∥Lp′ (Γ2)
∥um(σ)∥Lp(Γ2) dσ+C1.

En tenant en compte la continuité de la fonction trace, il résulte

1

2
|um(t)|2+α

∫ t

0

∥um(σ)∥p dσ ≤
∫ t

0

∥f(σ)∥∗∥um(σ)∥ dσ+C2

∫ t

0

∥h(σ)∥Lp′ (Γ2)
∥um(σ)∥W 1,p(Ω) dσ+C1.

Comme V ↪→ W 1,p(Ω), donc ∥ · ∥W 1,p(Ω) ≤ ∥ · ∥, et par conséquent

1

2
|um(t)|2+α

∫ t

0

∥um(σ)∥p dσ ≤
∫ t

0

∥f(σ)∥∗∥um(σ)∥ dσ+C2

∫ t

0

∥h(σ)∥Lp′ (Γ2)
∥um(σ)∥ dσ+C1.

Remarquons que d’après l’inégalité de Young, il en résulte :

a.b = (εa).
b

ε
≤ εp

p
ap +

ε−q

q
bq, ∀ε > 0.

On aura alors∫ t

0

(f(σ), um(σ)) dσ ≤ ε−q

q

∫ t

0

∥f(σ)∥q∗ dσ +
εp

p

∫ t

0

∥um(σ)∥p dσ.

En choisissant ε de sorte que (ε)p

p
= α

4
, on a :

∫ t

0

(f(σ), um(σ)) dσ ≤ C3

∫ t

0

∥f(σ)∥q∗ dσ +
α

4

∫ t

0

∥um(σ)∥p dσ, (3.8)

et

C2

∫ t

0

∥h(σ)∥Lp′ (Γ2)
∥um(σ)∥ dσ ≤ C2

(ε)−q

q

∫ t

0

∥h(σ)∥q
Lp′ (Γ2)

dσ + C2
(ε)p

p

∫ t

0

∥um(σ)∥p dσ.

En choisissant ε de sorte que C2
(ε)p

p
= α

4
, on a :

C2

∫ t

0

∥h(σ)∥Lp′ (Γ2)
∥um(σ)∥ dσ ≤ C4

∫ t

0

∥h(σ)∥q
Lp′ (Γ2)

dσ +
α

4

∫ t

0

∥um(σ)∥p dσ. (3.9)

De (3.8) et (3.9), on déduit

1

2
|um(t)|2+α

∫ t

0

∥um(σ)∥p dσ ≤ C3

∫ t

0

∥f(σ)∥q∗ dσ+
α

2

∫ t

0

∥um(σ)∥p dσ+C4

∫ t

0

∥h(σ)∥q
Lp′ (Γ2)

dσ+C1.
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En utilisant les hypothèses (H.1) et (H.3), on conclut que

1

2
|um(t)|2 + α

∫ t

0

∥um(σ)∥p dσ ≤ C1 +
α

2

∫ t

0

∥um(σ)∥p dσ + C5.

⇒ 1

2
|um(t)|2 +

α

2

∫ t

0

∥um(σ)∥p dσ ≤ C6.

Alors

|um(t)|2 ≤ C7,∫ t

0

∥um(σ)∥p dσ ≤ C7.

D’où, l’on déduit que tm = T et que : (um) demeure dans un borné de L∞(0, T ;L2(Ω))∩
Lp(0, T ;V ).

Étape 3 : Passage à la limite

On peut extraire une sous-suite (uµ) de (um) telle que

uµ → u dans L∞(0, T ;L2(Ω)) faible-*, (3.10)

uµ → u dans Lp(0, T ;V ) faible, (3.11)

uµ(T ) → ξ dans L∞(0, T ;L2(Ω)) faible, (3.12)

A(uµ) → χ dans Lp′(0, T ;V ′) faible. (3.13)

car ∥A(um)∥ ≤ c∥um∥p−1 et donc A(um) demeure dans un borné de Lp′(0, T ;V ′).

Vérification des conditions initiales Introduisons ũm(t), Ã(um(t)), f̃(t) prolongement

de [0, T ] à R de um(t), A(um(t)), f(t) respectivement telle que :

ũm(t) =

um(t) si t ∈]0, T [

0, ailleurs

Signifiant que c’est une distribution, voir l’équation (1.4), désigné par um(t) associée à

une fonction discontinue et sa dérivée vaut

d

dt
um(t), ∀t ∈]0, T [.
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En utilisant la formule établie dans la proposition 1.5, on obtient au sens de distribu-

tion :

d

dt
ũm(t) =

dum(t)

dt
+ ( lim

t→0+
um(t)− lim

t→0−
um(t))δ0 + ( lim

t→T+
um(t)− lim

t→T−
um(t))δT .

=
dum(t)

dt
+ um(0)δ0 − um(T )δT .

Alors (3.5) donne(
d

dt
ũµ(t), wi

)
+ (Auµ(t), wi) =

(
f̃(t), wi

)
+ (uµ, wi)δ(t− 0)− (uµ(T ), wi)δ(t− T ). (3.14)

On peut maintenant passer à la limite dans (3.14) avec m = µ et i fixé, d’où l’on déduit(
d

dt
u(t), wi

)
+ (χ̃, wi) = (f(t), wi) + (uo, wi)δ(t− 0)− (ξ, wi)δ(t− T ), ∀i,

et par conséquent
dũ

dt
+ χ̃ = f + uoδ(t− 0)− ξδ(t− T ). (3.15)

Restreignant (3.15) à [0, T ], on déduit que

u′ + χ = f. (3.16)

Donc u(0) et u(T ) ont un sens et comparant à (3.15) on en déduit que :

u(0) = uo et u(T ) = ξ.

Démonstration de l’existence On aura donc démontré l’existence d’une solution, si l’on

montre que

χ = A(u). (3.17)

∀u ∈ V ; ∃χ ∈ V ′ tel que uµ → u; σ(V, V ′),

A(uµ) → χ; σ(V ′, V ).

La monotonie de l’opérateur −∆p, résulte que

Xµ =

∫ T

0

(A(uµ(t))− A(v(t)), uµ(t)− v(t)) dt ≥ 0, ∀v ∈ Lp(0, T ;V ). (3.18)
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Or de (3.5) résulte que∫ T

0

(A(uµ), uµ) dt =

∫ T

0

(f, uµ) dt+
1

2
|uoµ|2 −

1

2
|uµ(T )|2.

Et donc

Xµ =

∫ T

0

(f, uµ) dt+
1

2
|uoµ|2 −

1

2
|uµ(T )|2 −

∫ T

0

(A(uµ), v) dt−
∫ T

0

(A(v), uµ − v) dt.

D’après (3.10) - (3.13), on a∫ T

0

(f, uµ) dt→
∫ T

0

(f, u) dt,∫ T

0

(A(uµ), v) dt→
∫ T

0

(χ, v) dt,∫ T

0

(A(v), uµ) dt→
∫ T

0

(A(v), u) dt.

D’après la proposition 1.2, on a

lim inf |uµ(T )|2 ≥ |u(T )|2.

Alors, en prenant la lim supXµ, on trouve

lim supXµ ≤
∫ T

0

(f, u) dt+
1

2
|uo|2 −

1

2
|u(T )|2 −

∫ T

0

(χ, v) dt−
∫ T

0

(A(v), u− v) dt. (3.19)

Mais, en multipliant (3.16) on déduit par des intégrations par parties sur [0, T ] que∫ T

0

(f, u) dt+
1

2
|uo|2 −

1

2
|u(T )|2 =

∫ T

0

(χ, u) dt.

Ce qui, joint à (3.18) et (3.19), donne∫ T

0

(χ− A(v), u− v) dt ≥ 0. (3.20)

On utilise maintenant l’hémicontinuité pour montrer que (3.20) entraîne (3.17). On

prend v = u− λw, λ > 0, w ∈ Lp(0, T ;V ) quelconque, alors (3.19) donne

λ

∫ T

0

(χ− A(u− λw), w) dt ≥ 0.
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Donc ∫ T

0

(χ− A(u− λw), w) dt ≥ 0. (3.21)

Faisant λ→ 0 dans (3.21), c’est loisible d’après le théorème de Lebesgue 1.2, on en déduit∫ T

0

(χ− A(u), w) dt ≥ 0, ∀w. (3.22)

De même pour v = u+ λw, on obtient

− λ

∫ T

0

(χ− A(u+ λw), w) dt ≥ 0. (3.23)

Donc ∫ T

0

(χ− A(u), w) dt ≤ 0. (3.24)

De (3.22) et (3.24), on peut facilement obtenir

(χ− A(u), w) = 0.

Alors

χ = A(u).

Ce qui prouve l’existence d’une solution u du problème (P).

3.3.2 Unicité

Soient u1 et u2 deux solutions du problème. Alors w = u1 − u2 vérifie

w′ + A(u1)− A(u2) = 0, w(0) = 0,

d’où

(w′, w) + (A(u1)− A(u2), u1 − u2) = 0,

et grâce à la monotonie :

w′ =
1

2

d

dt
|w(t)|2 ≤ 0,

donc l’application t 7→ |w(t)|2 est décroissante. Comme elle est positive et |w(0)|2 = 0 alors

|w(t)|2 = 0, d’où w = 0, ce qui prouve l’unicité de la solution du problème (P).
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