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Résumeé

Dans ce mémoire, nous examinons deux problemes paraboliques non linéaires avec
I'opérateur p-Laplacien. Nous étudions d’abord un probleme non-linéaire avec des
données régulieres que nous résolvons par la méthode de Rothe. Ensuite, nous ana-
lysons un probleme non linéaire avec conditions aux limites mixtes, pour lequel
nous établissons 'existence et 'unicité des solutions a I'aide de la méthode de Faedo-
Galerkin combinée a des techniques de monotonie.




Abstract

In this thesis we investigate two classes of nonlinear parabolic problems involving
the p-Laplacian operator. First, we examine a nonlinear problem solved using Ro-
the’s time-discretization method. Second, we analyze a nonlinear problem with
mixed boundary conditions, where we establish existence and uniqueness of solu-
tions through the Faedo-Galerkin method combined with monotonicity techniques.




Introduction

Les équations aux dérivées partielles paraboliques non linéaires jouent un role fon-
damental dans la modélisation de nombreux phénomenes physiques, biologiques et chi-
miques. Parmi ces équations, celles impliquant 'opérateur p-Laplacien

—Ayu = —div(|VulP2Vu)

présentent un intérét particulier en raison de leurs propriétés mathématiques remar-
quables et de leurs applications variées en mécanique des fluides non newtoniens, en
théorie du potentiel non linéaire et en traitement d’image.

Ce mémoire s’inscrit dans le cadre de I’étude des problémes paraboliques non linéaires
et se concentre sur deux aspects principaux. Dans un premier temps, nous étudions un
probléme parabolique non-linéaire avec des données régulieres en utilisant la méthode de
semi-discrétisation en temps, qui consiste a approcher le probleme parabolique par une
suite de problémes elliptiques via une discrétisation de I'intervalle temporel [0, 7]. Cette
approche nous permet d’établir I'existence d’une solution faible en passant a la limite sur
les solutions approchées. Dans un second temps, nous considérons un probleme parabo-
lique non linéaire avec conditions aux limites mixtes de type Dirichlet-Neumann. I’analyse
de ce probléme repose sur la méthode de Faedo-Galerkin combinée a des techniques de
monotonie, qui permettent de démontrer I'existence et 'unicité de solutions dans des es-
paces fonctionnels appropriés.

Le manuscrit est organisé en trois chapitres :

— Chapitre 1 : Présente les préliminaires mathématiques nécessaires a notre étude,
incluant les espaces de Lebesgue et de Sobolev, les propriétés des fonctions a valeurs

vectorielles et les opérateurs monotones..

— Chapitre 2 : Consacré a I'étude du probleme parabolique non-linéaire avec des don-
nées régulieres, ot nous montrons I'existence d’'une solution faible via la méthode
de Rothe.



— Chapitre 3 : Traite du probléme non linéaire avec conditions aux limites mixtes, en

mettant 'accent sur la formulation variationnelle et les techniques de monotonie.
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Un ouvert borné de RY
Frontiere topologique de 2
Point générique de RV
Mesure de Lebesgue sur 2
Domaine espace-temps, 7' > 0
Frontiere espace-temps
Adhérence de 2
Convergence faible
Convergence faible étoile
Presque partout

Espace de Banach

Espace de Hilbert

Dual topologique de V/
Crochet de dualité

Norme sur V

Produit scalaire sur H
Norme sur H

Espace des matrices réelles
Matrice identité

Partie positive de f

Partie négative de f

Fonctions continues a support compact

Espace de Lebesgue

Fonctions C* a support compact dans {2
Fonctions C*> a support compact dans ()
Fonctions k-fois continiment différentiables



Espace des distributions
{ue LP(Q) | Vu e LP(Q)}

Fermeture de () dans W7 (Q)

Lp 1 1 _
Dual de W™ () (5 + 5 = 1)
Espace de Sobolev
Fonctions continues u : [0,7] — V/

Fonctions C'*> a support compact, v : [0,7] — V

Fonctions C* a support compact
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Rappel sur les espaces de Lebesgue et espaces de So-

bolev

N est un entier naturel non nul, Q un ouvert de R" muni de la mesure de Lebesgue
dz.

1.1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1. 1. On désigne par L*(Q2), 1 < p < oo, 'espace des fonctions mesurables
f: Q2 — R telles que la quantité

1/p
111wy & ( / | f(m)lpdx)

2. Pour p = oo, on désigne par L>°({2), I'espace des fonctions mesurables f : ) — R
telles que la quantité

est finie.

def
[ f1lzoe(ey = esssupl|f ()]
e

est finie.

1.1. La quantité ||f|1»q) définit une norme sur les espaces L”(£2). De plus,
(LP(Q), ||| #()) sont des espaces de Banach pour 1 < p < oo, séparables pour 1 < p < oo
et réflexifs pour 1 < p < oo.
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Proposition 1.1 (Inégalité de Young). Soient p et p’ deux réels strictement positifs tels que
, + - = 1. Pour tout réel positif a et b, on a

1 1 /b\" |
ab< —(ea)’ + = (=) =ed +C()’, —+-=1, 1.1
p P\

pour tout € = € /p > 0.

Dans ce qui suit, nous présentons quelques résultats de convergence et de densité.

Théoréme 1.1 (Théoreme de convergence monotone de Beppo-Levi[7]). Soit (f,), une
suite croissante de fonctions de L'(€), telle que sup,, [, f.dz < cc. Alors f,, converge p.p.
sur § vers une fonction f € L'(Q) et lim,_,o0 || fn — fll21 () = 0.

Théoréme 1.2. [Théoreme de convergence dominée de Lebesgue[7]] Soit (f,), une suite
de fonctions de LP(2) avec 1 < p < co. On suppose que ( f,,), converge p.p. sur € vers une
fonction f et qu'’il existe une fonction g € L?(2) telle que pour chaque n : |f,(z)| < g(z)
p.p. z € Q. Alors f € LP(Q) et limy, o0 || fo — f|lzr2) = 0.

Théoreme 1.3 (Réciproque du théoreme de Lebesgue[7]). Soient (f,), une suite de fonc-
tions de LP(Q) et f € LP(Q) telles que lim,,,o || fn — f|lzr() = 0 avec 1 < p < +o0. Alors
il existe une sous-suite ( fy, ), telle que

1. (fx,)r converge p.p. sur €2 vers f.
2. Il existe h € LP(12) tel que pour tout n : | fx, (z)| < h(z) p.p. = € Q.
Théoréme 1.4 (Théoréme de densité[2]). L'espace D(f2) des fonctions de C'*°(f2) a support

compact est dense dans L?({2). C’est-a-dire pour tout € > 0 et pour tout f € LF(Q2), il existe
une fonction ¢ € D(Q) telle que : || f — ¢|r) <€

Théoreme 1.5 (Inégalité de Holder [11). Soient f € LP(Q) et g € LP () oli L + % = 1 avec
1 <p,q<oo.Alors fg € L}(Q) et on a I'inégalité suivante :

1fgllr) < 1 lr@llgll L ()

1.2. Soit F un espace de Banach. On appelle dual de E' et note £’ I'espace de
toutes les formes linéaires continues f sur F, et on écrit f(z) := (f,z) (z € E).

Théoreme 1.6 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet[1]). Soit H un espace de
Hilbert et H' est son dual. Alors pour tout élément f € H’, il existe un unique élément
x € H tels que

(f.y) = (x,y) pour tout y € H,
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et || f]| = ||z]|, ot (, ) désigne le produit scalaire sur H. De plus 'application f —— x

est linéaire et continue.

Théoréeme 1.7. [2] Soit p €]1,+o0]. Pour tout élément f € (LP(Q)), il existe un unique
élément g € L7 (Q) (1 + 5 = 1) tel que

<f, U)(LP(Q))/XLP(Q) = / gvdx, Yo € LP<Q)
Q

De plus, on a

1l ze @y = llgll 2 ()
Ce théoréme nous permet d’identifier le dual de L?(Q) avec L* (Q).

1.3 (Convergence faible). Une suite (z,), est dite converger faiblement vers x
dans un espace de Banach F et on note x,, — z, si pour tout élément f € F', on a

<fa $n>E’><E — <f, $>E'><E quand n — +0oo.

Proposition 1.2. Soit (z,),>1 une suite faiblement convergente dans un espace de Banach
E. Alors :

1. La suite (z,) est bornée.

2. Six, — z est la limite faible, alors :
l|z|| < liminf ||z,]|.
n—oo

Proposition 1.3. Soit (z,),>1 une suite faiblement convergente dans un espace de Banach
E. Alors :

1. La suite (z,) est bornée.

2. Six,, — z est la limite faible, alors :

]| > lim sup [|z,]].
n—oo

Proposition 1.4. [4] Une suite (f,,), C L?(2) est convergente faiblement vers f dans L”((2)
si et seulement si pour tout g € L (), on a

/fngdx — /fgdx, quand n — oo.

Proposition 1.5. (Dérivée d'une fonction discontinue) Soit f : R — C une application de
classe C! par morceaux, présentant des discontinuités en x = a;, k = 1,...,n, c’est-a-dire
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que les limites :

flaf) = lim+f(x), fla;) = lim f(z),

IE—)(lk x—)ak

existent et sont distinctes. On introduit le saut de f aux points a4, ..., a, :

or = flaf) — fla;), k>1.

Alors, si f € Li (R), on a la formule de saut pour la dérivée au sens des distributions :

loc

TJ/c = Tf/ -+ ZO'k(Sak.
k=1

1.1.2 Espaces de Sobolev

1.4. Soient Q C RY un ouvert, p € [1,00] et k¥ € N. On définit 'espace de
Sobolev :

WHhP(Q) = {u € LP(Q) : D*u € LP(), pour tout o € NV tel que |a| < k}.

(les dérivées ici sont au sens de distributions). Et on définit sur W*?(Q) la norme
suivante :

[ullwrr) = Z 1 D%ul| Lr(0)

lal<k

1.5. Avec les mémes notations on définit les espaces W, ”(Q) comme l'adhé-
rence de I'espace D(2) dans W"?(Q).

1.2. Pour p = 2, on note H*(Q) := W"?(Q) et HY(Q) := WP(Q). Ces deux
espaces sont des espaces de Hilbert.
1.6. On dit que la fonction u € C(f2) appartient a 'espace C*({2), pour « €]0, 1]

Si:

palu) == sup Ju(z) = uly)] < 0.

z,y€N, r#y |ZE - y|a

On munit C*(£2) par la norme suivante :

ulo = |Jul|Le @) + palu).

On définit aussi les espaces de Holder C5(Q), k € N, par
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ChHQ) i={ueCl): ulpa = > [Dula <oo, }.
BENN;|B|<k
Ck*(Q) :={u e C()/ v e C*RY) : Vg = u}

Les espaces ainsi définis sont des espaces de Banach.

Théoréme 1.8. [9] Soit Q un ouvert borné de R" tel que 0N est de classe C'. Alors, I'in-

jection canonique suivante

LP" () sip< N
WoP(Q) = < LUQ), Vg>1, si p=N
C*(Q) sip>N
est continue, ol p* = NN—_";) (ie. L =1—3)eta=1-% pourtout p > 1. De plus,

pour tout u € W,”(Q2) on a les inégalités suivantes :

[ull o ) < Crllullwre) (1.9)

[ulo < Collullwir)

ou 4, Cy > 0, dépendent seulement de N, p et le diametre de 2.

Théoréme 1.9 (Rellich-Kondrachov [9]). Soit 2 un ouvert borné de RY tel que 012 est de
classe C' et 1 < p < N. Alors l'injection canonique suivante

WhP(Q) — L1(Q) pour tout ¢ < p* (1.11)

est compacte, oll p* = NN—_’;).
Un résultat important qui découle de ce théoreme est 'inégalité de Poincaré :

Théoréme 1.10 (Inégalité de Poincaré [9]). Soit {2 un ouvert borné de R" tel que 95 est
de classe C! et 1 < p < oo. Alors il existe une constante C' > 0 telle que

||u||Lp(Q) < C||Vu||Lp(Q), pour tout u € Wol’p(Q) (1.12)

1.7. On définit I'espace W ~"*'(2) comme I'espace dual de W, ().

Autrement dit un élément f de W~'#(Q) est une forme linéaire continue sur W, ”(Q),
et on note par ( , ) le crochet de dualité entre W~ (Q) et W, (). Et rappelons que

fv
s = s o= o ()
vEW[)l’p(Q) HU“WOLP(Q) ”v“W(}’P(Q):1
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et

(f,v) < HfHW—l»P’HUHWOl’p(Q) pour tout v € W;"(92).

Théoréme 1.11 (Caractérisation de W~ (Q2) [1]). Soit f € W~1#'(Q). Alors il existe

O fY dans LP(Q),

tels que pour tout v € W, () on a

N
(f,v) :/Q (fov + Zfivxi) dw (1.13)
=1

et

N 1/p
[ f w10 () = (/QZ |fi|p) : (1.14)
i=0

En particulier si f € L*(Q) ¢ H~(Q) alors

(f,v) = /vad:c pour tout v € Hy ().

1.8. Soient 2 un ouvert de R” borné de frontiere I" réguliére tel que 02 = I'1Ul'y
avec I'y N T’y = (), on définit 'espace V par :

V={veW'”(Q), you=0surl},

ol 7, désigne 'opérateur de trace. En désignant par V' son dual.
Proposition 1.6 ([5]). Soit V un sous-espace de W'*(Q2), alors :
1. V est un espace de Banach, pour 1 < p < +oo0.

2. V est un espace séparable, pour 1 < p < +oo (i.e. il admet un ensemble dénom-
brable dense).

3. V est un espace réflexif, pour 1 < p < +oc.
4. V' est un espace de Banach.

Théoréme 1.12 ([3]). [Formule de Green] Soit 2 un ouvert borné de classe C! et I" son
bord. Vu,v € C*(2), on a :

/Auvdl’:/@vdF—/V’wVvdx.
Q r On 9

9u — vy -1 (la dérivée normale de v).

ou on
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Théoreme 1.13 ([8]). Soient p et ¢ deux réels vérifiant 1 < p < oo et % + % =1, Q un
ouvert borné de R", de bord I', variété lipschitzienne de dimension n — 1, n = (ny,--- ,n,)
la normale extérieure a {2 en un point de I', alors on a la formule suivante dite formule de
Green :

ou v
WhP(Q) x WH(Q) : d :/ i / A
V(u,v) € (Q) x (Q) /aniv x Fuvn ds + Quaxi dz,

ol la normale est notée n = (ny, -+ ,n,).

Proposition 1.7 (Inégalités d’interpolation). Soit 1 < p < p' < 400. Si f € LP(Q) N L¥'(Q)
alors f € L"(Q2) pour tout p < r < p'etona

1 6 1-0
vy < |18 10 ol —=- . 1.2
1y < 11 171552 = (1.2)
On a aussi cette inégalité pour tout 2 < p < p' < p*:
”u”LP’(Q) < prp’HVUH?LP(Q) X ||u||11:§(99) (1.3)

pour tout u € W, (1), ot
1 6 1-96

q P p
1.2 Opérateur p-Laplacien

Soit p €]1, +00|. L'opérateur p-Laplacien est défini par

N
ou Ou  0%u
Au % g p—2 _ p—4 2A -2 Y :
pU 1V<|VU| VU) |Vu| |Vu| u+ <p ) ; 0x; an afzax]

Pour p = 2, on obtient 'opérateur Laplacien

N
J%u
—-

— ox;

Aoy = Au =
Pour p > 2, 'opérateur p-Laplacien est dégénéré aux points critiques (Vu = 0), et pour
1 < p < 2, 'opérateur est singulier.

Pour u € W, (), lapplication

WyP(Q) 30— / |Vul[P~2Vu.Vodz
Q



19

est une forme linéaire continue sur W, (). Elle appartient donc & W=7 (Q). De plus
si u est assez réguliere, on a d’apres la formule de Green

/—Apuv dor = / |VulP?Vu.Vodz.
0 0

D’ou on peut définir le paire de dualité suivant

<_Apu,U>W_1,p,(mxw01,p(m :/ IVulP2Vu.Vodz, Yu,v € W&?P(Q).
Q

L’application définie par

WoP(Q) — W (Q)
ur— —Ayu

est uniformément continue et elle est aussi strictement monotone, c’est-a-dire

(—(Apu — Apv),u — v)W_Lp/(Q)XW&,p(Q) >0 Yu,v e W,P(Q)avec u # v.

1.3 Fonctions a valeurs vectorielles en temps

1.9 (Fonction simple). Soit V' un espace de Banach. Une fonction s : (0,7) — V
est dite simple si elle est mesurable, sannule en dehors dun ensemble de mesure fini et
prend un nombre fini de valeurs. On note S((0,7"); V) lensemble des fonctions simples
(0,T) = V.

Une fonction simple s € S((0,7); V) admet donc une unique écriture

n

1.10. Une fonction f : (0,7)) — V est dite fortement mesurable s’il existe une
suite de fonctions simples qui converge presque partout vers f.

1.11. On appelle espace de Lebesgue a valeurs dans un espace de Banach V, et
on note L?(0,T; V), I'espace des fonctions fortement mesurables « : [0,7] — V avec

T 1/p
fulloa = ([ Ta@lgar) < +oo pour1<p<oc
0

et

|lw|| oo 0,7vy = €ss sup ||u(t)||v < +oo pour p = oo.
t€[0,T
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1.12. L’espace C([0,T]; V') est 'ensemble des fonctions continues « : [0,7] — V
avec

V) = t < .
Julleqoiriv) = mas [u(®)]y < +oo

1.13. i) On appelle espace de distributions sur (0,7") a valeurs dans V' et on
note D'(0,7; V) I'espace des applications linéaires continues f : D(0,7) — V. Pour
tout ¢ € D(0,7), la continuité de I'application linéaire est au sens de la définition
1.3. On note la valeur de f en ¢ par (f,p) € V.

ii) La dérivée de f € D'(0,7;V), notée f’, est un élément de D’'(0,7; V') (a démontrer)
définie par
<f/7 S0>D’><D = _<f7 ¢/>D’XD7 pour tout 2 € D(Oa T)

1.14 (Distribution réguliere). Si f € Li (0,7;V), on peut lui associer une dis-

loc

tribution dite distribution réguliére, encore notée f, définie par :

FiDO.T) 5V, oo (f,@)mn = /0 F(t)e(t)at

et la dérivée [’ est définie par

T
FDOT) 5V, s (fphmn = — / F(H) (1)t

1.3. Pour 1 < p < oo, on peut identifier les deux espaces L?(0,7T; LP(2)) et
LP((0,T) x ), grace a I'isomorphisme suivant :

LP(0,T; LP(Q)) — L*((0,T) x Q)
u — a:a(t ) = u(t)](x)

De la méme maniére, on peut aussi identifier I'espace L?(0,T; W, " (€2)) avec I'espace des
fonctions @ : (0,7) x 2 — R telles que

/0 /Q(m(t’x)|p+|Va(tvl‘)|p)dxdt<+OO.

De plus, on a le résultat suivant :

Proposition 1.8. Soient p,q > 1, w € W'P(0,T; L4()). Alors, la fonction @ définie sur
(0,7) x Q par a(t,z) = [u(t)](x) p.p. satisfait :

i, 0,0 € Lin ((0,T) x Q)
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/OT (/Q Iﬂ(t,x)|q>p/q dt + /OT (/Q |ata(t,x)|Q)p/q dt < +oo.

De plus, on a presque pour tout ¢ € (0,7") : dyu(t,.) = u/'(t)(.) p.p. sur . (O,u est la dérivée
partielle dans la direction ¢ au sens des distributions sur (0,7") x ).

1.4. Supposons que u € L*(0,T; Hy (). Alors v’ € L{ .(0,T; H;(2)) eton a:

loc
V(P € D(OaT) : <u/> (10>’D’><D € H(%(Q) — L2<Q)

D’apreés le théoréeme de Riesz, on peut identifier L*((2) avec son dual et aussi H}(Q2) avec

son dual H~!(Q), mais pas en méme temps.

e Sion identifie L?(Q) = (L*(2))’, alors, pour tout w € D(2),on a :

T T
{(u', p)prsp, W) ;:/ (—/ us@’dt> wdzr = —// udy(pw)dtde = (Oyu, Pw)p(Q)xD(Q)-
0 QJ0

Q

Dot u/(t)(x) = dyu(t, z) presque partout sur ().

e Sion identifie H;}(2) avec H*(Q2), on a:

((u', 0)prxp, w) :Z/Qv (— /OTw'dt) - Vwdz

T
aJo
Dot v/ (t)(x) = 0y(Au(t, x)) presque partout sur Q.

1.3.1 Quelques propriétés utiles

Proposition 1.9 (Commuter action et intégrale). Soient V' un espace de Banach, u €
LY(0,T;V) ety € V'. Alors on a pour tout p € D(0,7T) :

<w,/0Tu(t)sO(t)dt>VW = /0T<w>u(t)>v,w(t)dt_

Proposition 1.10 (Commuter action et dérivée). Soit u € W'?(0,T; L' (Q2)) avec 1 < p <
+o00. Alors I'application ¢ — [, [u(t)](x)dz est dans W'?(0,7) etona:

d d
7 Qu(t)dx—/gau(t)dx.



Plus généralement, si ¢ : E — F est linéaire et continue, alors pour tout u € W'?(0,T; E)

ona:
Uu) € W20, T; F), et (£(u)) = L(u).

On a les résultats importants suivants :

Théoreme 1.14. Si V' est séparable, alors V' est séparable et on a :
(LP(0,T;V)) = L¥(0,T;V’), pourp > 1.

De plus, on a la paire de dualité suivante :

T
U)o o e oty = / () ult))yreydt.

Pour p > 1, si V est séparable et réflexif, alors LP(0,7; V') est réflexif.

1.5. Pour u € LP(0,T;V) etu' € LY0,T;V'),Yv e V,ona:

d ' /
%<U(')a’0> = (u'(+),v) dansD'(]0,T])

ou (-, -) désigne le crochet de dualité entre V" et V".

Théoréme 1.15. Supposons que u € L?(0,T; Hy(f2)) et que la dérivée (au sens de la défi-

nition 1.4) «' € L*(0,T; H'(2)). Alors :

i) Apres avoir redéfini v sur un ensemble de mesure nulle, on a :
u € C([0,T); L*()).
De plus, il existe une constante C' > 0 dépendant seulement de 7 telle que :

ma.

e [l < © (oo + Iolizoimn-son)

ii) L’application :
t— Jlu(®)ll )
est absolument continue et on a pour p.p. ¢t € (0,7) :

el ey = 200(0) (0
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Théoreme 1.16. Soient p,q > 1, V1, V, des espaces de Banach tels que V; — V5. Soit
u € LP(0,T;Vq) avecw’ € L(0,T;Vs). Alors :

u € C([0,TT; Va).
De plus, il existe une constante C' > 0 dépendant seulement de 7" telle que :

tgﬁ% ullv, < C (HUHLP(O,T;%) + ||U/||Lq(0,T;v2)) .

Théoréeme 1.17 (Aubin-Simon). Soient 1 < p < 400, 1 < ¢ < +o0, V, E et F des espaces
de Banach tels que :
Ve ., FEF—F.

Soit {u,}, une suite bornée dans W?(0,T; F) et dans L?(0,T; V). Alors, on peut extraire
une sous-suite {u,, }; convergente dans C([0,7]; ') et dans L9(0,T’; E).

1.4 Opérateurs monotones

V' désigne un espace de Banach, V'’ son dual topologique. A : V. — V', u — Au est
un opérateur.

1.4.1 Monotonie

1.15. Un opérateur A : V — V' est dit monotone si :
(Au— Av,u—v) >0, Yu,veV.
A est strictement monotone si
(Au— Av,u —v) >0, Yu,v € V,u#wv.

1.6. Si A est strictement monotone alors A est monotone.

Proposition 1.11 (Inégalité de convexité). Pour tout a,b € R", a # b, p > 1:

(la[""*a — b]"~*b)(a — 1) > 0.

Démonstration. Considérons la fonction ¢ : R” — R définie par ¢(x) = %|x|p. Cette fonc-
tion est différentiable et strictement convexe pour p > 1.
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Le gradient de ¢ est donné par :
V() = |27 .
Par convexité stricte de ¢, pour tout a # b, on a :
¢(b) > ¢(a) +Ve(a) - (b—a).

De méme,
¢(a) > ¢(b) + Vé(b) - (a —b).
En additionnant ces deux inégalités, on obtient :

0> Vo(a)- (b—a)+ V() (a—0b) = (Ve(b) — Ve(a)) - (a = b).

Ainsi,
(Vo(a) = V(b)) - (a —b) > 0.

En remplagant V¢, on obtient :
(Ja[""%a — [b]P~?b) - (a — b) > 0.

Dans le cas ol a = b, 'inégalité devient une égalité triviale (0 = 0).
Conclusion : Pour tout a,b € R", p > 1,

(JafP~%a — [b]P~2b) - (a — b) > 0,

avec égalité si et seulement si a = b. O

1.4.2 Bornitude

1.16. Soient (V)| - [|), (V',|| - |l) deux espaces de Banach et A : V — V' un
opérateur. On dit que A est un opérateur borné si 'image d’un borné dans V' est borné
dans V. Autrement dit, pour tout p > 0, il existe R > 0 tel que :

VueV:||lu|| <p=||Aul. < R.
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1.4.3 Hémicontinuité

1.17. Soient A : V — V' un opérateur, (u,) une suite de V' et u € V. On dit que
A est continu si u,, — u dans V implique Au,, — Au dans V' lorsque n — oo. Autrement
dit :
si ||u, — u|| — 0 alors ||Au,, — Aul| — 0.

1.18. Soit A : V — V' un opérateur. On dit que A est hémicontinu si :
Vu,v,w € V, la fonction A — (A(u + \v), w)

est continue de R — R.

1.7. Si A est continu alors A est hémicontinu.

1.4.4 Coercivité

1.19. Soit A : V — V' un opérateur. On dit que A est coercif si et seulement si
3¢ RT — RT, lims 100 ((s) = +00 et (A(u),u) > ¢(||ul|)||u||. Autrement dit :
(A(u), u)

hHl _— = +OO
Jul—=+o0  ||ul|

1.5 Différentiabilité au sens de Gateaux

1.20. (Dérivée directionnelle) Soient w une partie de V et J : w — R une
fonction a valeurs réelles. Si u € w et v € V sont tels que pour ¢ > 0 assez petit on a
u + tv € w, on dit que J admet (au point u) une dérivée dans la direction v si

lim J(u+tv) — J(u)

t—0+ t

existe. On notera cette limite par .J),.

1.21 (Différentiabilité au sens de Gateaux). Soit J : V' — R une application.
On dit que J est différentiable au sens de Gateaux (G-différentiable) s’il existe une appli-

cation linéaire et continue :
v J'(u)-v deV =R

telle que




26

L’application J’ est appelée la différentielle de J au sens de Gateaux.

1.22. Soit f : V — R une application. On dit que f est convexe si V(z,y) € V?,
x#y, YA el0,1]:
fOz+ (1 =Ny) <Af(z) + (1= A f(y)

Proposition 1.12. Soit la fonctionnelle :
1 n
J:V—R, v~ Jw) = —Z/ |D;v|Pdz.
P Ja

Si v — J(v) est une fonctionnelle différentiable au sens de Gateaux sur V' et convexe,
alors I'application
J:V—V u~ J(u),

est monotone et hémicontinue.

Démonstration. D’apres la convexité de J :

J(1-0)u+06v) < (1-0)J(u)+06Jw), VO 0,1

Donc : )
6(J(u +0O(v—u)) — J(u) < J(v) — J(u).
gg% J(u~+O(v éu)) — J(u) < J(v) — J(u),
donc :

J (u)(v—u) < J(v) = J(u).
En échangeant les roles de u et v, et en ajoutant, on trouve :
(J'(u) — J'(v))(u—v)>0. O

]

1.8. On a une propriété réciproque : si J est différentiable au sens de Gateaux
et si u — J'(u) est monotone, hémicontinue de V' — V’, alors J est convexe.



Chapitre 2

Probleme parabolique non-linéaire avec
des données régulieres

On va étudier une équation parabolique non linéaire faisant intervenir lopérateur p-
laplacien. Soient 2 un ouvert borné et régulier dans RY, N > 1, T € R* et f : R — R. On
considere le probléme suivant Trouver « : (0,7) x @ — R qui satisfait

Owu — Apu = f(u) dans Qr,
(P)q u=0 sur X,
u(0, ) = ug dans €.
Dans létude de ce probléme, on suppose les hypotheses suivantes
(H1) f est continue et appartient a L>=(R).
(H2) ug € L®(Q) N W, 7(Q).
On donne maintenant une définition de la solution faible de (P).

2.1. Une solution faible du probléme (P) est une fonction v € L?(0, T; W, ”(Q))N
C([0,T); L*(Q)) avec dyu € LP (0, T; W~ (Q)) qui satisfait

(9tu<pd:r;dt+/ |VulP2VuV pdrdt = f(u)pdzdt, (2.1)
Qr T Qr

pour tout ¢ € LP(0,T; Wy *(Q)).

Notre but dans ce chapitre est détudier lexistence d’'une solution faible du probleme
(P) en montrant le résultat suivant

Théoreme 2.1. Sous les hypotheses (H1), (H2), le probleme (P) admet une solution faible
au sens de la définition 2.1.
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Pour la démonstration de ce théoreme, on utilise la méthode de Rothe. On considére
la subdivision uniforme suivante : 0 =t* < ¢ <t* <--- <t =T, h =L > 0,t" = nh
pour tout n € {0,1,2,---, N}. On considere le schéma suivant

n__,n—1

Y=t — — Ayu = f(u')  dans Q,

(P) S u»=0 sur 01,
u? =y dans ).
On définit les fonctions suivantes pour n € {1,2,--- , N}, pour tout ¢t € [t"',¢"]

{ i (f) = = (= ) gn L

Alors, il est facile de vérifier que 1, et uy, satisfaisant

Ot — Apup, = f(up(-,—h)) dans Qx|]h, T,
Uy, = up =0 sur 09 x (0,7), (2.2)
un(0) = ug dans Q.

2.1 Existence de la solution du probleme (P,) : Méthode

de minimisation d’une fonctionnelle

Le probleme (P,) est un probléme elliptique non linéaire avec des conditions aux li-
mites homogenes. Pour montrer lexistence de la solution u™ pour tout n € N, on rai-
sonne par récurrence. On sait déja que uy € L>(Q) N W,”(Q) (dapres Ihypothése H2).
On suppose alors que v"~' € L>(Q) N W, (), et on montre que u" existe et appartient
a L>(Q) N W, ?(Q). Pour cela, il est convenable décrire le probléme (P,) sous la forme
suivante

u—hA,u=g(x) dansQ,
(£n)
u=>0 sur 0f2,

ot g(z) = hf(u" ') +u"t € L>(Q) par lhypothése de récurrence. Il est claire que

Tout dabord, on définit la solution faible du probléme (7).
Définition 2.2. Une solution faible du probléme (P,) est une fonction u € L=(Q)NW,*(Q)

qui satisfait
/ugpdm—i—h/ |Vu|p2Vqu0dx:/g(x)g0dx, (2.3)
Q Q Q
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pour tout ¢ € W, 7(Q).
Le théoréme suivant est le résultat principal de cette section

Théoréme 2.2. Le probleme (P,) admet une unique solution faible au sens de la définition
2.2.

Pour résoudre le probleme (P,), on applique la méthode de minimisation dune fonc-
tionnelle. La fonctionnelle associée au probleme (P,) est la suivante

Flu) = % / w2z / Vulrdr — / o(z)udz, 2.4)
Q P Ja Q

F est bien défini sur lespace E = L*(Q) N W, ”(Q). On va montrer que F est différentiable
et sa différentielle est donnée par

(DF(u).0) = |

uvdx + h/ |VulP2VuVudz — / g(x)vdz, Yv € E. (2.5)
Q Q Q

Par conséquent tout point critique est évidemment une solution faible de (P,), et le travail

se simplifie a la recherche dun point critique de F'. Le résultat suivant danalyse convexe

nous donne un critére pour montrer que F' admet un point critique

Théoreme 2.3. Soient X un espace de Banach réflexif, J : X — R une application satisfait
1. J est coercive i.e. limy, ;100 J (1) = +00.

2. J est faiblement semi continue inférieurement i.e. Pour tout suite u,, — « dans X, il
existe une sous-suite (u,, ) telle que

J(u) < lim inf J(u,,).

k—+o00

Alors J atteint son minimum sur X.
On commence par démontrer le résultat suivant

Proposition 2.1. L'espace E = L*(Q)NW,”(Q) muni de la norme ||-|| = ||-|| z2() +]/- [
est réflexif.

Démonstration. Comme les espaces L*(Q) et W, ”(Q) sont réflexifs, alors lespace X =
L*(Q) x Wy*(©2) muni de la norme || - || = || - ||z2) + || - ||Wo1,p(m est aussi. On définit
lopérateur suivant
T: F— X
ur— T(u) = (u,u)

Il est claire que || T'(u)||x = ||u||z , dou T" est une isométrie. Dautre part, 7'(F) est un fermé
dans X. En effet. Soit (u,) une suite de F telle que T'(u,,) — w := (u,v) dans X. Comme
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T(u,) = (uy, u,), alors

Up — U dans D'(2),
= { U, 2V dans D'(12),
Vu, — Vv dans D'(2),

u, — u dans L*(Q),
T(u,) = w <= )

u, — v dans Wy"*(Q),
Dou, par unicité de la limite, w = (u,u) = T'(u) € T(E). Dou T(E) est un sous espace
fermé de X. Comme X est réflexif, alors T'(E) est aussi, et par conséquent £ est aussi
réflexif. O

Proposition 2.2. La fonctionnelle F' est différentiable sur E est sa différentielle est donnée
par

(DF(u),v) = /

uvdr + h/ |VulP?VuVudzr — / g(x)vdx, Yu,v € E. (2.6)
Q Q Q

Démonstration. On a

F: FE—R

ur— Flu) = 5 [qu?de + 1 [ [VulPde — [, g(z)udz

Commencons par le premier terme. Soit v € F

1 1 1
—/(u+v)2dx——/u2dx:/uvdx—|——/v2dx
2 Ja 2 Ja 0 2 Ja

On montre que 3 [, v?dz = o(||v|£). On a

vidx [v]|7 [l
Jo = L@ < 2@ _ |v]|22(2) = 0 lorsque ||v||p — 0.
lolle [lollzz@) + [[ollwpr) ~ l0ll2@

Concernant le troisiéme terme [, g(x)udz, il est linéaire, donc il suffit de montrer la conti-
nuité. On a g € L>(12), dou

‘ /Q g(@)udz

Pour le deuxiéme terme F(u) = > Jo [VulPdz, on montre dabord que F; est G-différentiable.

< lgllzz@llull2@) < lgllz@llulle < Cllulle.

Cest a dire . "
linl 2(U + tU) — Q(U)

t—0 t

= <F2/(u)aU>E/><E 2.7)
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Fi(u) € F' est la différentielle de Gateaux. On sait que lapplication X +— | X|? définie de
RY sur R, est différentiable et donc G-différentiable pour tout p > 1, et on a

. X HtYPP— | X PP
lim

=p|X[P2X Y, VX, Y € RY
t—0 t

(avec | X[P72X = 0 pour X = (). Par conséquent, on a

i |Vu(z) + tVo(z) P — |Vu(x)|P

t—0 t

= p|Vu(2)|P"*Vu(x) - Vu(z), p.p.z € Q etVu,v € E.
(2.8)

On considere lapplication suivante

Yv: R— R
t— | X +tYP, X, Y e RY

avec p > 1. Cette application est dérivable sur R et satisfait dapres le théoreme des ac-

croissements finis

@) —¢(0) _ [X + Y —[X]

- n =p|X +0Y|P3HX +0Y)-Y,

pour 0 < |#] < |t|. Supposons que |¢t| < 1 et appliquons cette inégalité

Va,b € R,

@+ bl <277 (|a]? + [b]7) sig>1,
la + b|7 < |al? + |b]? si0<qg<1,

on obtient
| X+tY|P—|X]|P
t

<plX +0Y Y]
< C(XPHY |+ [Y]P)

Dou,onap.p.x € Q:

|Vu(x) + tVo(z)|P — |Vu(x)|P
t

\ < C(Vu(@)l [Vo(@)] + [Vo(@)P) = hz)  (2.9)

Par linégalité de Holder, on a h € L'(Q). Dapres (2.7) et (2.8), on peut appliquer le théo-
réme de convergence dominée et on obtient (2.6). On en déduit que F; est G-différentiable
sur I et

(Fi(u).0) g = [ [Va()*Tu(a) - Vo(o)ds

(11 est facile de montrer que Fj(u) appartient a £’ ). Pour conclure la différentiabilité de
F,, il suffit de montrer la continuité de F; : £ — FE’. En effet. Soit A C F un ensemble
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borné, i.e.
|ull z < M, Yu € A.
On a pour u,v € A

1E5(u) = B (o)l g < supjyzr (F5(u) = F3(v), w) gy,
< SUP|y =1 Jo [(Vu(z)[P*Vu(z) — Vo(z) P2 Vo(z)) - Vw(z)d.

< supjy =1 Jo [(Vu(@) P72 + Vo(@)[P7?)([Vu(z) — Vo)) - [Vw(z)|de - sip =2,
< supy =1 Jo IVu(z) = Vo(z) P~ - [Vw(z)| do sil<p<?2,
Dou, par linégalité de Holder, on obtient

. < Cf[Vu— Vo
<M [|[Vu— Vol g sil<p<2

1F5(u) = F5(0)ll g {

Dol F} est uniformément continue sur E. Par conséquent F' est différentiable et DF(u)

donné par
(DF(u),v) :/uvdaH—h/ |Vu]p2Vquda:—/g(x)vdx, Vu,v € E.
Q Q Q
Ce qui finit la preuve. O

Proposition 2.3. La fonctionnelle F définie sur £ est coercive et faiblement semi continue

inférieurement.

Démonstration. Pour la coercivité, on a lorsque ||u| — oo, alors ||ul| 12y — oo ou HUHWOLP(Q) —
co. On a, en utilisant le fait que g € L>(12),

/g(x)udx §C’/ |u|dx
Q Q

En utilisant linégalité de Young : |ab| < €|al? + c¢(€)|b]? Ve > 0. avec linégalité de Poincaré,

‘ /Q o(z)udz

Choisissons eC' = QAp et remplacons dans lexpression de F', on obtient

on obtient

< eCllullyrr ) + cle).
F(u) > 1||u||22 + i||u||” 1y — C'— +00
= L2 T o WP ()

lorsque ||u||g — +oo.
Montrons maintenant que F' est faiblement semi-continue inférieurement. Soit (u,,) une
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suite de F faiblement convergente vers u. Dol (u, ) converge faiblement vers u dans L?(2)

et W, ”(Q). Comme ces deux derniers espaces sont uniformément convexe alors

lull 2 < lim inf o2

et
HU“WQ’P(Q) < nh_{go inf Hun“W(}’P(Q)-
Eton a
/g(:z:)udx: lim /g(a:)unda:.
Q oo Jo
Donc

F(u) < lim inf F(u,).

n—00

2.1.1 Démonstration du théoreme 2.2

Grace aux propositions 2.1 et 2.3, on peut appliquer le théoréme 2.3 sur 'opérateur
F.Dou F admet un minimum global u € E' et grace a la proposition 2.6, ce minimum est
une solution faible du probleme (7).

Pour 'unicité, on suppose qu’il y a deux solutions u,v € E et on pose w = u — v. Alors
w € F est une solution faible du probleme

u—v—ANApu—Aw)=0dans Q, wu—wv =0 sur .
On multiplie 'équation par u — v et on intégre par parties, on obtient
/(u — )3z + )\/ (|VuP=>Vu — [VoP~>Vo) - (Vu — Vo)dz =0
Q Q

On a
(|VuP=>Vu — |[VoP~?Vv) - (Vu — Vu) > 0.

Dot [,(u — v)*dz < 0. Ce qui implique que u — v = 0 sur Q et par conséquent, on a
'unicité de la solution.

Il reste pour conclure, de démontrer que la solution u € L>*(2). Comme g € L>(12),
on pose M = ||g|[z=). On a

(u—M)—(Apu—AM)=9g—M <O0.
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D’autre part, on a (u — M)t := max{u — M,0} € W,?(Q). On multiplie 'équation par
(u— M)™ et on intégre par parties, on obtient

/(u—M)+2dx+/\/ |Vul|Pde <0
Q o+

ot Q" := {u > M}. Ce qui implique que [, (u — M)"?dz =0, d’olt (u — M)* = 0 p.p. sur
Q. Par conséquent u < M p.p. sur 2. De la méme maniere, on montre que u > —M p.p.
sur 2. Donc u € L>(£2). Ce qui termine la preuve du théoréme 2.2.

2.1. Le probleme (P,) admet pour tout entier n > 1 une solution faible unique
u,, appartenant a L>®(Q) N W, (Q).
2.2 Estimations a priori

Pour passer a la limite, on propose de démontrer quelques estimations sur {uy} et {u,}
uniformes en h. Les estimations sont données par les propositions suivantes :

Proposition 2.4. {uy};, et {iy,}, sont bornées dans L?(0, T; W, ”(Q)) uniformément en h.

Démonstration. On multiplie 'EDP de (P,) par hu™, on intégre par parties sur €2 et on fait
la somme de n = 1 jusqu’a N, on obtient

N N m
3 /Q (" — Y dz B Y [V = B Y /Q FlumYurda.
n=1 n=1 n=1

Eton a

N

N
1 1
u" — " Hude = = / ut — "t 2d:13—|——/ u™M)2dx
> [ wds =53 [ Pz 5 [ @)

n=1 =
1 1 1
——/(uo)de > —/(uN)de— —/(uO)de
2 Ja 2 Ja 2 Ja

On utilise I'inégalité de Young

N N N
hZ/f(u”_l)u”dm gC(e)hZ/ |f(un—1)|p’da;+shz/ " Pdx
n=1 Q n=1 Q n=1 Q
N
<C'e) +eh Y unllh, o) de
n=1

(par inégalité de Poincaré)
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On substitue ces derniéres estimations, on obtient

N
2/ dm—l—hZHu”HWlp < /Q(uo)2dx+0+ah2||uh|]’£pg

n=1

N
p
<O+ C’EhZ; HuhHWOLp(Q)dx
(car u® = uy € L>=()).

On choisit ¢ = 1/2C et en observant que h 3", [un|7p(ydz = lluall? on

LP(0,T;Wy P ()’

obtient .

§/g;( ) dl‘—l-—HUhHLp OTwlp(Q SCI

Ce qui implique que la suite {u}, est bornée dans L?(0, T; W,*(2)) uniformément en h.
D’autre part, on a pour ¢ € (t"~1 ")

[@n ()] < |u" + 2Ju"""|

D’ou
/ / Vin|Pdzdt < ChZ/ (V" [u" P da < 2C |unll”, O () +C

Comme ||uy||” est bornée, alors ||ay,||” est bornée uniformément en

LP(0,T;Wy P (Q)) LP(0,T;Wo P ()
h. Ce qui finit la preuve. O

Proposition 2.5. {uy}, est bornée dans L> (0, T; W, (Q2)), et {yiiy, }», est bornée dans L*(Q)
uniformément en h.

Démonstration. Soit t € (0,T) et soit m € N* tel que ¢! < ¢ < t™. On multiplie 'EDP de
(P,) par (u™ — u™!), on intégre par parties sur € et on fait la somme de n = 1 jusqu’a m,
on obtient

(“_—“1) dx—l—Z/ IVur P2V - (V" — V) de
- Z / Furh) (—“n _h“n_l) dz. (2.10)
n=1 Q

On a

hi/ (un_un_1>2d /tm/’a 2dzd
Q h o Jo "

n=1
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On a d’apres l'inégalité de convexité
= 1
Z/ VU P2V - (Vu" — Vu™ Y)dr > - (/ |Vu™|Pdx —/ ]Vuolpdx)
—JQ D \Ja Q

N 119 (/Q |V (t)[Pdx — /Q |Vuo\pdx) :

Finalement on a d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz et le fait que f € L>°(Q2)

m n __ ,n—1 tm
Z/ Fwm ) (%) dx < C + 1/ / 19yt [2dadt.
—Ja 2Jo Ja

En remplacant ces trois dernieres estimations dans (2.10), on obtient

1 [ 1
1 / / Oyt daclt + - / Vun () Pde < C".
2 Jo Q P Ja

En prenant le sup sur (0,7"), on obtient que les suites {0;ay,}, {us} sont bornées respecti-
vement dans L*(Q) et L>=(0,T; W, (), uniformément en . O

Proposition 2.6. {uy}y, et {ay}, sont bornées dans L>(()) uniformément en h.

Démonstration. On définit la fonction suivante
v(t) = ||f||L°°(Q)t + ||u0||L°°(Q) pour ¢t € [0,7].

On a v satisfait
O — Apv = || f]|L=(q) dans @

v(0) = ||uo||poe () sur .

On montre par récurrence que u" < v" sur ). En multipliant '’équation par (u"—v")" €

W, P() et en intégrant par parties, on obtient

/(u” — ") 2dr <0
Q

d’out u™ < v™ sur 2. De la méme maniére, on montre que u;, > —v sur (). Comme v €
L>(Q), alors uy, 4, appartiennent a L>°(()) et sont bornés par une constante indépendante
de h. O

Proposition 2.7. 1l existe une constante ¢ > 0, telle que

Huh — ahHL?(Q) < ch.
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Démonstration. On a pour tout ¢t € ("1, ¢")
| (t) — un(t)] < 2h[Oyun(t)]
D’ou
|tUn — unllr2(q) < 2h)|0stinl|2(q) < Ch

car ||0ytin||2() est bornée indépendamment de h.

2.3 Passage a la limite : Existence de la solution faible

Les estimations obtenues permettent de passer a la limite et démontrer que la limite «
de la suite u,, est la solution faible du probleme (P).

Proposition 2.8. 1l existe u € L°(0,T;W,"(Q)) telle que : Aprés extraction éventuelle
d’une sous-suite, on a
i, up, — u dans L>=(0, T; W, 7(Q))

Oyiiy, — Oyu dans L*(Q)

quand h — 0.

2.1. Notons que cette convergence faible-x implique la convergence faible dans
Lr(0,T; Wy P (9)).

Démonstration. D’apres la proposition 2.5, les deux suites {u;} et {uy,} sont bornées dans
L>(0,T; W,?(Q)). Alors, aprés extraction éventuelle d’une sous-suite, on a

u, = u dans L=(0,T; W, *(Q)) lorsque h — 0.

iy, = @ dans L=(0,T; W, *(Q)) lorsque h — 0.

Pour terminer la preuve, montrons que u = @ p.p. sur Q. Comme L (0, T; Wy "(Q)) —
LP(0,T;LP(2)) = L*(Q), alors

ap — U, up — u, dans LP(Q)

quand h — 0. Par conséquent

ap, — 4, up — u, dans D'(Q).
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D’autre part, d’apres la proposition 2.7
|tn, — un|| 12y £ Ch — 0 quand h — 0.

Ce qui implique que @, — u;, — 0 dans D'(Q). Par unicité de la limite, on déduit que
u = @ p.p. sur Q. D’autre part, comme {0, } est bornée dans L?(Q), alors il existe une
sous-suite notée encore {91y} et w € L*(Q) telle que

Oyti, = w dans L*(Q).

Comme 4, — u dans D'(Q), alors 0,u, — dyu dans D'(Q). D’'ott w = dyu p.p. sur Q. [

Proposition 2.9. Apres extraction éventuelle d’'une sous-suite, on a
Up, up, — w dans C([0,T]; L"(2)) quand h — 0, ¥r > 1.

Démonstration. On applique le théoreme d’Aubin-Simon. D’apres les propositions 2.4 et

2.5, les suites {1, } et {97, } sont bornées dans L?(0, T'; W, *(Q)) et L*(Q) = L*(0,T; L*(Q))
respectivement. D’ot1, d’aprés I'injection W, *(Q) < L*(Q) {i,} est bornée dans W, (0, T’; L%(Q))
avec ¢ = min{2,p} < px. D'ol, on peut appliquer le théoréme d’Aubin-Simon avec

V =W, ?(Q) et E=F = LQ) et on en déduit que

Up, up, — u dans C([0,T]; LY(S2)) quand h — 0.

Pour terminer la preuve, on montre que cette convergence est vraie pour tout ¢ > 1.
En effet, on a {u),} est bornée dans L>°(()) d’apres la proposition 2.6. D’ou on applique
I'inégalité d’interpolation 1.2, on obtient

sup ||tn(t) — u(t)|lr@) < sup ||an(t) — w(t)l|po) X Un — ullz=(@)

t€[0,7) t€[0,T
pour tout r > ¢. Comme le deuxieme terme tend vers O et le troisieme terme est borné,
on en déduit que

sup ||an(t) — u(t)||Lr) — 0 quand h — 0.
te[0,7

Concernant la suite {u,}, on a pour tout r > 2

sup [un(t) — u(®)|lr@) < sup (Jlun(t) — @ (@)l @) + lan(t) — w(t)| @)
te[0,7T) t€[0,T

< sup Jun(t) = an(t)lL2@) X [Jun(t) — an(t)l|ze@) + sup [|an(t) — u(t)llLr@)
te[0,7T) t€[0,T
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Passons a la limite quand & — 0, on obtient

sup ||up(t) — u(t)
te[0,T]

Ce qui termine la preuve. B O

Proposition 2.10. Apres extraction éventuelle d’'une sous-suite, on a
iy, up, — u dans LP(0,T; W, (Q)) quand h — 0.

Démonstration. Voir ([10] Remark 8.11) O]

Preuve du théoreme 2.1

Il reste maintenant de passer a la limite dans '’équation satisfaite par {u} et {u;}, pour
déduire l'existence de la solution faible du probleme (P). Rappelons ’équation approchée
(2.2) :

Oity, — Apup, = f(un(-,—h)) dans Qx]h, T,
Up =up =0 sur 02 x (0,7),
an(0) = ug dans (.

La formulation faible associée est :

T T T
/ /@ﬂhvdtdm—i—/ / \Vup|P~2Vuy, - Vudtds :/ /f(uh(—h))vdtdx (2.11)
0o Jo 0o Jo 0o Jo

pour tout v € D(Q). D’aprés la proposition (2.8), on a

T T
/ /@ﬂwdtdw —>/ /8tuvdtdx. (2.12)
0o Ja o Ja

Concernant le deuxiéme terme, on a

— pourl <p<2

T , T
/ / |V P> Vuy, — [VuP?Vu|” < C / / \Vuy, — VulPdtdx
0 Q 0 Q

— Pourp > 2

T / - , |
/ / HVuh|p—2Vuh — \Vu\p—zvu’p < C/ / (Wuh’(p—z)p i |vu|(p_2)p>
0o Ja o Ja
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x|Vuy, — Vul? dtdzs

T (r—2)/(p—1)
<C (/ /(]Vuh\p + IVu\p)dtdx>
o Ja

T 1/(p—1)
X </ / |Vup, — Vu|pdtdx>
o Jo

En tenant en compte la proposition (2.10), on en déduit que
|Vun|P~2Vu, — |Vul[P~?Vu dans L' (Q).

D’ou, on obtient

T T
/ / [VunlP~*Vuy, - Vodtde — / / |Vu|P~2Vu - Vodtdr (2.13)
0 Q 0 Q

D’autre part, d’apres le théoreme de Lebesgue inverse et d’apres la proposition (2.9),
on a

up(+, —h) — w p.p. sur Q.
Comme f est continue, alors
flup(-,—h)) — f(u) p.p. sur Q.

Comme f est bornée, on peut appliquer le théoreme de la convergence dominée de
Lebesgue et on obtient

/OT/Qf<uh(-_h))vdtdx—>/0T/Qf(u)vdtdx (2.14)

En substituant (2.12), (2.13) et (2.14) dans (2.11), on obtient

T T T
/ /Gtuvdtd:c—l—/ /|Vu|p2Vu-Vvdtdx—/ /f(u)vdtda:
0o Jo 0o Jo o Ja

D’ou u est une solution faible du probleme (P). Ce qui termine la preuve du théoreme
principal de ce chapitre.



Chapitre 3

Probleme parabolique non lin€aire avec

conditions aux limites mixtes

Dans ce chapitre, nous allons considérer un probléeme parabolique non linéaire avec
conditions aux limites mixtes (Dirichlet-Neumann). Aprés avoir donné la formulation va-
riationnelle, nous allons démontrer l'existence et 'unicité d’une solution faible en se ba-
sant sur les techniques de Faedo-Galerkin combinées avec la méthode de monotonie.

3.1 Position du probleme

Soit 2 un ouvert borné de RY de frontieére I" assez réguliére, on désigne par u un
vecteur u = (uq, ..., uy). Soit {I';, 'y} une partition de T, i.e. :

8Q:F:F1UFQ, Flﬂf‘gzﬁ

On désigne par Q = x]0, T[ le cylindre de RY x R,, T fini et par ¥ la frontiére latérale
de Q) :
S = I'x]0, TT.

On suppose que mes I'y > 0, et on pose X; = I'; x]0, 7] et ¥y = I'9x]0, 7.
Le probleme traité dans ce chapitre consiste a trouver une fonction v : @ = Qx]0,7[—
RV vérifiant :

Ou+ Au = f dans Qr, (Eq)

(P) u=0 sur ¥y,  (C1)
p—2

a% = Zﬁ\il a% g_gZUA =h sur Yo, (C2)

| w(0,2) =ug dans Q. (C3)
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Ou A est lopérateur défini par

Dans létude de ce probléme, on suppose les hypothéses suivantes
(H1) fe L”(0,T,V").

(H2) uy € L*(9).

(H3) h € LV (%,).

3.2 Formulation Variationnelle

Dans ce paragraphe, on démontre que le probleme (P) est équivalent a un probleme
variationnel (PV).

Lemme 1. Sous les hypotheses (H.1) — (H.3), le probléme (P) est équivalent au probleme
variationnel suivant :

Trouvez u € V,
(PV) § (¢, 0) +a(u,v) = (f,v) + [, hodl, YveV,

u(z,0) = up(x), =€,
ou :
V = {u € W (Q),yu = 0sur I},

N 1 ou P72 ou dv
a(u,v) = QZ
i1

Démonstration. Soit u une solution du probleme (P). En multipliant 'équation (Eq) par
v e WP(Q), il vient :

dx.

(ula U) + (Au7 U) = (fa U),

ou encore :

—2
P72 Ou

(91:1-

ou
8131'

(u',v)—[}éél (

) vdr = (f,v), Yove W"(Q).
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En utilisant la formule de Green, on obtient pour tout v € W?(Q) :

N —2 n —2
ou|""" du v ou|"" ou
/! _ =
En utilisant le fait que {I';,I';} est une partition de I', on en déduit :
N —2 N 2
, ou """ du v ou |"" du
(“’”H/Q; az, axi(%idm_/ﬁ; az;,| om
N 2
ou |"" ou
[ la aemedra =)
En posant v = 0 sur Xy, il en résulte :
> ou v Ju
(u',v) /Z o, 9z, O dx — %vdfg (fyv), veV

En prenant en considération la condition (C3) sur I';, on obtient la formulation variation-

(o) /Z

Reste a vérifier 'implication inverse : Soit v une solution variationnelle du probléme
(PV),on a:

nelle :
P=2 9u v

o, dx—/r2h.vdf2:(f,v), YveV.

(u',v)—ka(u,v):(f,v)—k/lﬂ holy, YveV.

En utilisant la formule de Green, il découle :

N —2
, ) ov |P7* v
(u,v)—/Q;axi ( 02 8xi> vdx
N 2
ou |P™* ou
h.vdl i V.
+/F; 8131 a <f7v)+/1;2 v 25 v e
D'ou :
N 2 N 2
ou P77 ou ou [P ou
/Z1 <8:c ax>”dx+/1; ow:| O,
N au
/ = (f, v)+/ hodly, Yv e V. (3.1)
(93{:z ry
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Comme D(£2) est dense dans V/, alors pour v = ¢ € D(£2), on en conclut :

(“/"“‘/Qﬁ;ai (

Ou encore sous forme :
(', ¥) + (Au,v) = (f,9), Vi € D).

—2
P72 Ou

3@-

ou
3@-

) bdr = (f,¢), V¢ € D).

D’oti I’équation :
v+ Au = f, p.pdansQ.

Reste a vérifier les conditions (C2) — (C3) : Pour tout v € V,ona v = 0 sur I';. De plus,
en remplacant 'équation dans (3.1) :

En admettant que I'espace des traces sur I'; est dense dans LP(I'y), on trouve :

—2
=2 du

8[171‘

ou
65177;

navdls :/ howdl'y, YveV.
I

N ou P72 ou
Yw € LP(I'y), / naw dI’ :/ h.vdls.
(Ts) F; et B 2= | hodr,
Ce qui donne :
vw € LP(Ty), ;—uw dTy — / hov dls.
ry 074 T2
D’ou il résulte que :
ou
— =h I
anA surlo
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3.3 Existence et Unicité

3.3.1 Existence

Théoreme 3.1. [Théoreme d’existence] Sous hypotheses (H.1) — (H.3), le probleme (P)

admet au moins une solution « vérifiant :

u e LP0,T;V),
we L=(0,T; L*(Q)), (3.2)
Ayu € LF(0,T; V).

3.1. L’expression u(x,0) = u,(z) a un sens. En effet, on doit utiliser I’équation
(Eq), qui s’écrit :

,  Ou
u = % [+ Apu. (3.3)

Comme u — A,u applique V' — V”, on vérifie sans peine que :
Apu € L0, T;V").

Ona f € L*(0,T; V') de sorte que 'équation (3.3) entraine :

g—? e LP(0,T; V') + L>=(0,T; V).

D’ou en particulier :
u' € LY (0,T; V).

Ce qui montre grace au Théoreme 1.16, u est continue de [0,7] — V' de sorte que u, a

un sens.

Démonstration de ’existence

La démonstration se fait en réalisant les trois étapes suivantes :

— FEtape 1 : Construction des solutions 1 approchées z par la méthode de Faedo-
Galerkin.

— FEtape 2 : Etablir, sur ces solutions approchées, des estimations a priori.

— Etape 3 : Passer a la limite, grace aux propriétés de monotonie.
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Etape 1 : Solution approchée

Comme l'espace d’étude est séparable, on utilise la méthode de Faedo-Galerkin, qui
consiste a approcher I'espace V' par une suite d’espaces de dimensions finies et donc ap-
proximer un probléme par une suite de problémes posés dans des espaces de dimensions
finies.

D’apres la proposition 1.6, il existe une suite ayant les propriétés suivantes :

o w; € V Vi,
o {w,wy,...,w,} une famille linéairement indépendante de V,
o V, = {{w,...,w,}) espace engendré par la famille {wy,...,w,} est dense dans V/

i.e. UmZO Vi, =V,dim V,, = m.

On introduit u,, () solution 1 approchée z du probléme de la facon suivante : Pour tout
m € N*, on cherche u,,(t) = u,, dans V,,, sous la forme :

U (t) = Kjm (t)wy, (3.4)
j=1
vérifiant : p
(%um(t),wi) + aum(t), w;) = (f(t),w;) + (h(t), ws) L2(ry)- (3.5)
Avec la condition :
U (0) = Uop,  Uom = Z Qim (t)w; — u, dans L*(Q), lorsque m — oo.
j=1

En utilisant les équations (3.4) et (3.5), il en résulte :

S K (0010, w1) + @ (S Ky, ) = (£, w) + ((t), w) ey, V€ [0.7T],

Kjm(0) = ajo, i,j=1,---,m.

(Py)

Le systeme (P/,) est un systeme d’équations différentielles ordinaires non linéaires du

premier ordre pour les fonctions réelles ¢ — Kj,,(¢) de ]0,T[. On considere les fonctions :
Km(t) = (Klm(t)7 SR Kmm(t))’ F(t) = ((f(t)’wl)a BRI (f(t)v wm))v

H(t) = ((h(t), W1)L2(ry)s - - -5 (A(1), wm)LQ(Fz)) ;

et les matrices

B = (wj, wi)i<ij<m, A= (a(wj, w;))i<ij<m-
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Comme la famille {w;,...,w,} est linéairement indépendante (i.e. det(w;,w;) # 0),
la matrice B est inversible, par conséquent le systeme (P) ) est résoluble par rapport a

K, (t); alors Kj,,(t) est solution de

LK, (t) = =B YA(K,,(t)) + B"'F(t) + B"'H(t), Vt €0, T].

dt

Kj (O):Oéj(), z',jzl,---,m.

Alors ce systéme admet au moins une solution locale u,, dans C*(0, t,,,; V;,). t,, dépend
de m, I’étape qui suit montre que ¢,, = T pour tout m € N*,

Etape 2 : Estimation a priori

En multipliant (3.5) par K,,(¢) et en faisant la somme sur j, on obtient :

(ium(t),um@)) + (Al (), um(t)) = (F(2), um(t)) + / haimdls.  (3.6)

dt .
Cela définit u,,(t) dans un intervalle [0, ¢,,], ¢,, > 0. Mais on note que
(A(u),u) > of|ul|’, « >0, (3.7)

et

(s n(@)tmle)) = 2l

Alors, on déduit de (3.6) que

1d, ., ,
57 < : Is.

En intégrant sur (0, t), il en résulte :

1 ! ! 1

§|um(t)|2 + a/ ||t (0)]|P do < / (f(o),um(o))do + / h(o).um (o) dXe + §|uom|2.
0 0 3o

En valeur absolue en utilisant I'inégalité de Holder, il vient

1 t t t 1
stunOF 0 [ @) do < [ 1@ lun o)l o [ 1)l ) e dr+ 5l

Comme u,,, € L*(Q2), on obtient

|uom|2 S Ol-
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Et par conséquent, on a

1 t t t
stunlOF 0 [ en@)Pde < [ 1@l ot [ 1)l ) e dr+Co

En tenant en compte la continuité de la fonction trace, il résulte

1 t t t
sl [ Tun(@)lde < [ 1))l doCa [ 1) el @)wsnie do-+Ci

Comme V — W'?(Q), donc || - ||wrr) < | - |, et par conséquent

1 t t t
L () o / ()| do < / 17 (@)l | do+C / V20|t 11 (0)]| d+Cor.

Remarquons que d’apres l'inégalité de Young, il en résulte :

b &P —q
a.b= (ca).— < o+ g—bq, Ve > 0.
€ p q

On aura alors
/ (o) do < / W+ / ()7 do

En choisissant ¢ de sorte que (O g,ona:
p
t t o t
[ @@ dr <6 [N+ 5 [ un(o)?do (3.8)
0 0 0

et

(e

t )—q t . (g)p t
Co [ I el do < == [ @), o+ €2 [ )P o

q

En choisissant ¢ de sorte que Cg% =¢,ona:
t t o t
Ca [ 1@yl dr < o [ M@y do+ 5 [Nl do. 3.9
De (3.8) et (3.9), on déduit

1 t t a t t
lin@F+a [ unlo)Pdo < s [ 15@Ndo+S [ Nun(@)PdoCa [ ML, dotC
0 0 0 0
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En utilisant les hypotheses (H.1) et (H.3), on conclut que

1 t t
§|um(t)]2 + a/ |tum (o) ||P do < C + %/ |t () ||P do + Cs.
0 0

1 9 o t »
= §\um(t)] + 5 |tum (0)||P do < C.
0

Alors
‘um(t) ’2 S 077

t
| Nento)ldo < .
0
D’ol, 'on déduit que ¢, = T et que : (u,,) demeure dans un borné de L>(0,T’; L*(Q2))N
LP(0,7T;V).
Etape 3 : Passage a la limite

On peut extraire une sous-suite (u,) de (u,,) telle que

u,, — u dans L*(0,T; L*(9)) faible-*, (3.10)
u, — udans LP(0,T; V) faible, (3.11)
u,(T) — & dans L>(0, T; L*(12)) faible, (3.12)
A(uy,) — x dans L¥ (0, T; V') faible. (3.13)

car || A(un)| < ¢||un|/P~" et donc A(u,,) demeure dans un borné de L” (0, T;V").

Vérification des conditions initiales Introduisons @, (t), A(u(t)), f(t) prolongement
de [0, 7] a R de w,,(t), A(un(t)), f(t) respectivement telle que :

i (6) um(t) sit€lo, T
Um =
0, ailleurs

Signifiant que c’est une distribution, voir I'équation (1.4), désigné par u,,(t) associée a
une fonction discontinue et sa dérivée vaut

d
— 7.
dtum(t), vt €]0, T
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En utilisant la formule établie dans la proposition 1.5, on obtient au sens de distribu-

tion :

d _ _ dup(?) : : : :
— U (t) = Fra (t1—1>%1+ U (t) — tl_l}%{ Um (1)) + (tl_lgjlg+ U (t) — tl_l)l;{ U (£))07.

B A, (1)
o dt

Alors (3.5) donne

(%ﬂu(zﬁ), wl) + (Auy(t), w;) = ( (1), wi> + (e, 0:)(t — 0) — (wu(T), wi)d(t — T). (3.14)

On peut maintenant passer a la limite dans (3.14) avec m = p et i fixé, d’ou 'on déduit

(%u(t)7wi> + (X, w;) = (f(t),w;) + (to, w;)0(t —0) — (§,wy)o(t —T), Vi,

et par conséquent
Ji
d_?+)~<:f+u06(t—0)—§5(t—T). (3.15)

Restreignant (3.15) a [0, 7], on déduit que
Donc «(0) et u(7") ont un sens et comparant a (3.15) on en déduit que :

u(0) =u, et w(T)=E¢.

Démonstration de I’existence On aura donc démontré I'existence d’une solution, si 'on
montre que
X = A(u). (3.17)

Vu € V;3x € V' tel que
Uy — U a(V, V'),
Alu,) = x; o(V', V).

La monotonie de I'opérateur —A,,, résulte que

X, = /T(A(uu(t)) — A(v(t)), uu(t) — v(t))dt >0, Yo € LP(0,T;V). (3.18)
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Or de (3.5) résulte que

T T 1 1
[ At de = [+ Sl = Sl

Et donc

T

X = [ () dt+ Sl = 5P = [ (Aw).o)dt = [ (A= v)ar

D’apres (3.10) - (3.13),on a
T T
/ (f,uu)dt—>/ (f,u)dt,
0 0
T T
/ (A(uy),v)dt — / (x,v) dt,
0T 0T
/ (A(v),u,)dt — / (A(v),u)dt.
0 0
D’apres la proposition 1.2, on a
liminf |u, (T)|* > |u(T)|>.
Alors, en prenant la limsup X, on trouve
T 1 1 T T
limsup X, < / (f,u)dt+ §|uo|2 - §|u(T)|2 —/ (x,v)dt — / (A(v),u —v)dt. (3.19)
0 0 0
Mais, en multipliant (3.16) on déduit par des intégrations par parties sur [0, 7] que
T 1 1 T
| rayd s S = Slamp = [ e
0 2 2 0
Ce qui, joint a (3.18) et (3.19), donne
T
/ (x — A(v),u —v)dt > 0. (3.20)
0

On utilise maintenant ’hémicontinuité pour montrer que (3.20) entraine (3.17). On
prend v = u — Aw, A > 0, w € LP(0,T;V) quelconque, alors (3.19) donne

)\/OT(X—A(U— Aw), w) dt > 0.
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Donc .
/ (x — A(u — Aw), w) dt > 0. (3.21)
0

Faisant A — 0 dans (3.21), c’est loisible d’apres le théoreme de Lebesgue 1.2, on en déduit
T
/ (x — A(u),w)dt >0, Vw. (3.22)
0
De méme pour v = u + Aw, on obtient
T
- )\/ (x — A(u+ Aw),w) dt > 0. (3.23)
0

Donc .
| o= Ay de <o (3.24)
0

De (3.22) et (3.24), on peut facilement obtenir
(X - A(u)a ’U}) = 0.

Alors
X = A(u).

Ce qui prouve I'existence d’une solution u du probléme (P).

3.3.2 Unicité
Soient u; et uy deux solutions du probleme. Alors w = u; — uy vérifie
w' + A(uy) — A(ug) =0,  w(0) =0,
d’ou
(w',w) + (A(u1) = A(uz), w1 — uz) =0,

et grace a la monotonie :
, 1d
W = ——|w
2dt
donc l'application ¢ — |w(t)|* est décroissante. Comme elle est positive et |w(0)|? = 0 alors

> <0,

lw(t)|? = 0, dott w = 0, ce qui prouve 'unicité de la solution du probléme (P).
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