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Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons aux suites récurrentes k-périodiques. Dans
la premiére partie, nous rappelons quelques propriétés des suites récurrentes linéaires
homogeénes a coefficients constants d’ordre m puis d’ordre 2, et nous donnons des outils
permettant de trouver le terme général de ces suites comme la formule de Binet et la
fonction génératrice.

Dans la deuxiéme partie, nous consacrons notre étude a la généralisation de la suite de
Fibonacci et de Lucas k-périodique, en donnant le terme générale de ces deux suites
par la formule de Binet et la fonction génératrice .

Dans la troisiéme partie, nous terminons notre étude par une application a la suite de

Fibonacci et Lucas 3-périodique puis 4-périodique .



Introduction

Une des plus célébres et sans doute la plus ancienne suite récurrente linéaire est la
suite (1,1,2,3,5,8,13...) qui « compte » le nombre de couples de lapins enfermés dans
un enclos et qui figure dans le Liber Abaci (1202) de Léonard de Pise (dit Fibonacci).
On trouvera ensuite les suites récurrentes linéaires chez des mathématiciens de la fin
du XV I¢ siécle jusqu’a nos jours. C’est & Edouard Lucas au XIX¢ siécle, qu’on doit
le nom donné a cette suite « suite de Fibonacci » ainsi que sa popularisation.

Les suites récurrentes linéaires revétent une grande importance et apportent des contri-
butions dans plusieurs domaines, notamment celui de la communication et des tech-
nologies de l'information, ou elles interviennent dans divers domaines théoriques et
appliqués, c’est un outil fondamental de la théorie de la programmation mécanique
[11].

Pendant longtemps les mathématiciens se sont intéressés a 1’étude de ces suites. En
2009, Edson et Yayenie [5] ont introduit les suites bi-périodiques et depuis, plusieurs
chercheurs se sont intéressés au domaine.

En 2010, Edson, Lewis et Yaynie |1] ont généralisé ces suites aux suites k-périodiques.
Dans le présent travail, nous développerons quelques propriétés analytiques des suites
récurrentes k-périodiques. Pour cela, nous allons diviser notre travail en trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré a 1I’étude de quelques propriétés analytiques des
suites récurrentes linéaires & coefficients constants d’ordre m et d’ordre 2, et leurs
formes explicites en utilisant la formule de Binet et la fonction génératrice. Nous allons
aussi donner quelques propriétés de la suite de Fibonacci .

Le deuxiéme chapitre est une généralisation des suites de Fibonacci et de Lucas

k-périodiques, et de quelques de leurs propriétés.

VI
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Le troisiéme chapitre est consacré a l’application de la suite de Fibonacci et Lucas

3-périodique, et 4-périodique.

VII



Chapitre

Suites récurrentes linéaires

Dans ce chapitre nous étudierons quelque propriétés des suites récurrentes linéaires
d’ordre m puis le cas particulier d’ordre 2 et donnons la forme explicite par deux ma-
niéres, la premiére par la forme de Binet et I'autre par la fonction génératrice, et nous

terminons par présenter quelques propriétés de suite de Fibonacci.

Suite

Définition 1.0.1. Une suite de nombres réels (un), oy €st une fonction de ’ensemble

des entiers N dans l’ensemble des réels R :

u:N—R

n — u(n) = u,
on dit que N est l’ensemble des indices .

Exemple 1. 1,2, 3,4,5, ... est la suite des nombres entiers strictement positives, chaque

nombre est un terme de la suite

Suites récurrentes

Définition 1.0.2. Une suite récurrente est une suite que l’on construit terme a terme,
chaque terme étant calculé a ['arde des précédents. Pour construire une telle suite, il

faut :

1. une série de valeurs de départ suffisamment pour initialiser la suite; appelées

conditions initiales
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2. une relation permettant de calculer chaque terme en fonction des précédents;

appelée relation de récurrence de la suite .

Formellement, on écrit :

Up, U1, ---
Uy,

Unt1 = [(Un, Up_1,-..)
Exemple 2. Soit la suite (u,) définie par :
ug =1
Upy1 = 2Uup +3, n>1
U =2u+3=2x14+3=5
U =2u1 +3=2%x5+3=13
Uz =2us +3=2x13+3 =26

1.1 Suites récurrentes linéaires d’ordre m

Définition 1.1.1. On appelle suite récurrente linéaire d’ordre m, toute suite a valeurs
dans un corps commutatif K (R ou C), définie pour tout n € N, par une relation de
récurrence linéaire de la forme suivante :

VneN, Vm<n u,=at,_1+ atp_o+ ... + Ay Up—mm, (1.1)
avec les conditions initiales wug = rg, Uy = T, ..oo... y U1 = Tm_1 , €& a1,02, ..., Ay
sont scalaires de K .

Remarque 1.1.2. Les suites récurrentes linéaires d’ordre 1 sont les suites géomé-
triques définies par :
Ug = To

Upt1 = QUyp, n2>1

1.1.1 Fonction génératrice

Les fonctions génératrices dites aussi séries génératrices, sont des outils algébriques
utilisées pour résoudre une relation de récurrence linéaire homogeéne & coefficients
constants. En 1718 le mathématicien francais Abraham De Moivre (1667-1754) posa

les fonctions génératrices afin de résoudre la relation de récurrence de Fibonacci [2].
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Définition 1.1.3. La fonction génératrice correspondant a la récurrence linéaire ho-

mogéne de la forme générale
Up, = A Up—1 + A2Up_o + ..... + @plUp—m, POUT T >M

est donné par :
G(z) = Z Up "
n=0

Proposition 1.1.4. La fonction génératrice d’une suite (uy,) peut étre exprimée

neN

comme un quotient de deux polyndmes, si et seulement si, la suite est une suite récur-

rente linéaire c’est a dire :

-4
Ux) =P 1(z) — a12Pp_o(x) — oo — app12™ " Po(z)
V(z) =1—a1x — a2® — ... — apa™

Pi(z) =ug +uw + ... +wzx' (i=0,..,m—1)

Preuve 1. Soit la suite récurrente linéaire donné par (1.1) ,en multipliant cette suite

par x™ pourn > m :

m

en sommant surn > m :

E U, " = a1x E Up_ 12" + aga® E Uy o™ 2 4+ .+ apx™ E Upen

n>m n>m n>m n>m
= a1z E Up "™ + asx’ E U " + .+ ap ™ 5 Uy T"
n>m—1 n>m—2 n>0
en posant

Pi(x) = ug +wz + ... +upt L (i=0,...,m—1)

on obtient :

Z Upx"™ — Pp_q(z) = alx(z UpZ"™ — Ppo) + ... + am,lxm’l(z UnTp — Po) + apz™ Z Upx"

n>0 n>0 n>0 n>0

G(z) — Ppoi(z) = a12(G(x) — Ppg) + oo + @1 2™ H(G(2) — Py) + an2™G (1)
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d’ou

1.1.2 Formule de Binet

La forme explicite d’une suite récurrente linéaire, a été établie la premiére fois
en 1718 par le mathématicien francais Abraham De Moivre en utilisant les fonctions
génératrices. En 1843 le mathématicien frangais Jacques-Phillipe-Marie Binet (1786-
1856) a établi la formule dite de Binet, qui n’est autre que la forme explicite en fonction
des racines du polynome caractéristique de la suite récurrente [2].

Nous nous intéressons maintenant au cas des suites définies par une relation de

récurrence du type :
Untm = Um-1Unim—1 + Gm2Unim_2 + ... + agl,, pour n>m (1.2)

Définition 1.1.5. Le polynome caractéristique associé a une suite vérifiant la relation

de récurrence (1.2) est donné par :
P(z) = 2™ + apm_12™ + ...+ a1z + ag (1.3)
son degré est ainsi égale a [’ordre de la relation de récurrence .

Proposition 1.1.6. Si le polynome caractéristique (1.3) admet m racines distinctes
Aiy oA Alors, les suites qui vérifient la relation de récurrence (1.2) sont les suites

définies par :

dite formule de Binet .
ou les coefficients inconnus cq, ....,c, sont déterminés par les m premiéres valeurs

Ug, ..., Um_1 de la suite, tel que :

(

c1+Ccy+c3+...... + ¢ = Ug

Cl)\l + 02)\2 “+ ... + Cm)\m = U1
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1.1.3 L’écriture matricielle
La relation (1.2) s’écrit sous la forme matricielle suivante :
Unpi1 = AU,, pour n >0

ou U, € M,1(K) et Ae M,,(K) Tel que :

0O 1 0 0 Up,

0 0 1 ... 0 Upi1
A= -0 - : et U, =

o ... ... 0 1

ag a1 ... ... Qi Untm—1

la matrice A s’appelle La matrice compagnon.

d’apreés le principe du raisonnement par récurrence, pour tout entier naturel n € N*

U, = A"U,
ol
Ug
Uy
Uo -
Um—1

le calcule de puissance de matrice est facile si la matrice est diagonalisable .

Lemme 1. Une matrice carré A est dite diagonalisable s’il existe une matrice inversible

P et une matrice diagonale D telles que :

A=PDpP!
avec
A 0 ..o ... 0
0 X 0 ... O
D =
0O ... ... .0
0 ... ... ... An
0l A1y A2y ooy Ay SONL les Tacines de polynome caractéristique (1.3).
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ainsi par récurrence

A" = ppD"p~!
on obtient

Un = AnUO = PDnP_lUU

c’est exactement la formule de Binet par la méthode matricielle.

1.2 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 1.2.1. On dit qu’une suite (u,) est récurrente linéaire d’ordre 2 s’il existe

deux réels a,b € R* tels que :

ug, U € R

Uy = AQUp_1 + bUp_o n =2
1.2.1 Quelques propriétés

Etant donné un couple (a,b) de R? notons U I'ensemble des suites (u,,) vérifiant la

relation (1.4)
1. U n’est pas vide. Car la suite de Fibonacci appartient & U
2. La donnée des deux premiers termes u, et u; d'une suite (u,) de U.

3. U est stable par combinaisons linéaire :
V(a,8) €R? (up,vn) €U = au, + pv, €U

4. Une suite géométrique de raison q (non nulle) appartient a U | si est seulement

si, q est solution de ’équation 22 = ax + b .

Définition 1.2.2. Soit (u,) une suite qui vérifie la relation (1.4). On appelle poly-

nome caractéristique de (u,) l’équation définie par :

> —ax—b=0 (1.5)

1.2.2 Expression en fonction de n

Le terme général d’une suite (u,), dépend des racines de son polyndéme caractéris-

tique .

Théoréme 1.2.3. Soit A = a* + 4b le discriminant de ’équation (1.5), on a
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1. Si A >0, l’équation (1.5) admet deuz solutions réelles xy et x5. alors :
NpeK /VneN, u,=M\(x1)" + pu(z)"
2. Si A =0, léquation (1.5) admet une racine double z. alors :
NpeK/VneN, u,=An+pu)a"

3. Si A < 0, l’équation (1.5) admet deux solutions complexes conjuguées w et @.
alors :
INpeK /VneN, wu,=\p"cos(nd)+ up" sin(nh)
ou p=lw|et 0=arg(w)
dans tous les cas, les constantes \ et p sont déterminées a partir des conditions initiales
Uug et uq.
Exemple 3. Soit la suite récurrente linéaire définie par :
ug=0,u1 =3
Upio = —Uni1 + 2Uy n>=2

son polynome caractéristique est x°>+x —2 =10, comme A =9 > 0, il admet deux
racines reéelles t1 = 1 et xy = —2.

d’apres le théoreme (1.2.2) on a :
VneN, u,=A+p(=2)"
avec ug =0, u1 =3 on a
A+ pu=0
A—=2u=3
donc A=1 et p=—1

conclusion :

VneN, u,=1-—(-2)"

1.3 Suite des nombres de Fibonacci

La suite de Fibonacci (F},) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, définie par :

FO - O,Fl - 1
(1.6)

Fo=F, 1+ F,» n>2
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Les premiéres valeurs de la suite de Fibonacci sont :
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, .....

Elle est caractérisée par le fait que chaque nombre & partir du troisiéme est la somme
des deux précédents.

L’interprétation matricielle de la relation de récurrence (1.6) est donnée par :

n Fn—l Fn O 1
C = ,  avec C =
Fn Fn+l 1 1

ou Fy =0 F; =1 donc

0 1 F,.1. F,
= (1.7)
11 F, F,
En prenant la trace de la matrice C" |, pour n > 0, on retrouve la suite de Lucas

(Ln),>o définie par la récurrence
LO = 2, Ll == 1
Ly=1Ln 1+ Lyo n=>2

Pour plus de détails voir [7]

1.3.1 Formule de Binet

Le calcul des nombres de Fibonacci par la formule de Binet, qui en donne une
expression explicites des suites en fonction de I'indice n et les racines de son polynéme
caractéristique, peut étre fait en diagonalisant une matrice.

La formule de Binet est obtenue en diagonalisant la matrice C qui définie par (1.7)
c’est a dire :

Xn+1 = CXn, Vn € N*

par récurrence on obtient :
X,=C"X,, VneN

Le calcul de C" deviendra facile si nous diagonalisons la matrice C, les valeurs propres

de C sont les racines de polynoéme caractéristique z? — x — 1 associée a (1.6)
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Donc les valeurs propres sont « et [ tel que :

1+5 1-+5
2 » B= 2

o =

donc C = PDP~! avec D est la matrice diagonale et P la matrice de passage .

ol
a 0 1 1 -1
D = P= pl= L P
0 B a B f-—al\_q 1
on obtient donc
C" = PD"P!

1 1 1 a™ 0 5 -1
f-ala g) \o p)] \—a 1

1 671—1 _ Oén_l ﬁn —a"

— n __ .n n—1 _ . n—1
& gr—a"  gl—a

Comme X, = C" X, on obtient la formule de Binet pour la suite de Fibonacci

an_ﬁn

F, = "
Formule de Binet de la suite du Lucas
La suite de Lucas définie par la relation de récurrence
Lo=2,L; =1
Ly=L, 1+ L, 52 n>2

son polyndme caractéristique associé est 2 — x — 1 , ses racines sont

1+v5 , 1-+5
2  P= 2

d’aprés le théoréme (1.2.3), on obtient la formule de Binet pour la suite de Lucas

Ln:an_‘_ﬁn

1.3.2 Quelques identités des suites de Fibonacci

La suite de Fibonacci représente de remarquables identités. Nous donnons également

quelques identités liant la suite de Fibonacci a celle de Lucas .
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1) L’identité de Catalan

L’identité de Catalan pour les nombres de Fibonacci a été trouvée en 1879 par
Eugéne Charles Catalan, un mathématicien Belge, qui a travaillé pour I’académie belge

"La Science" dans le domaine de la théorie des nombres [3].

Théoréme 1.3.1. [8] Pour tous m,r € N, la suite de Fibonacci vérifie l'identité de

Catalan qui est donnée par : m > r

FogrFrnr — F? = (_1)m—r+1Fr2

m

Preuve 2.

2
2 am+r _ /Bm+r ame _ Bmfr am _ 6m
e (SN ()
1

2) L’identité de Cassini

C’est une des identités les plus anciennes, impliquant les nombres de Fibonacci. elle

est découverte en 1680 par Jean-Dominique Cassini un astronome frangais [3].

Le calcul du déterminant de la matrice C. définie par (1.7) donne la formule de
Cassini |7]

anlFfH*l - FTZL = (_1)n

Théoréme 1.3.2. /5] Pour tout entier n , La suite de Fibonacci vérifie l'identité de
Cassini

FpiFop — F2 = (—1)"

Preuve 3. L7%dentité de Cassini est ainsi le cas particulier de celle de Catalan pour

r =1, donc en fait la méeme démonstration .

10
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3) L’identité de d’Ocagne
Théoréme 1.3.3. [5] Pour tout entiers n et m tel que m > n on a, la suite de Fibonacci
vérifie l'identité d’Ocagne est donnée par :
FonFop — FoFpg = (aB)" Fuon
Ou « et 3 sont les racines du polynome caractéristique associé a la suite de Fibonacci.

Preuve 4.

_ a™ — ﬁm an—i—l _ ﬂn—&—l a — Bn Oém+1 _ Bm—l—l
e () () - (57 ()
— (a — ﬂ)g < _ amﬁn—i-l _ an—i—lﬁm + Oém—HBn 4 Oémﬁm-H)
1

= m(aﬁ)n@m_” (8 —a)a™"(a~ 5))

= (o)’ (—“m_; - ﬁm)

=(-1)"Fun

Quelques relations entre la suite de Fibonacci et la suite de Lucas

1. Fy1+ Fyiy =Ly,
2. Lp+ Fy=2F,
3. L,—F, =2F,_,
4. Lyp_i + Lyst = 5F,

5. Ln1 +Fn+1 = Ln—i—l - F,_1=3F,

Corolaire 1.3.4. Soient F,, la suite de Fibonacci et n,r € N. Alors

. Fn+r
lim =«
n—-+oo Fn

T

11



1. Suites récurrentes linéaires

Preuve 5. Soient n,r € N , en utilisant la formule de Binet on a :

an-{—r o Bn—l—r
a—pf

. Fn—i—r .
lim —— = lim
n—-+oo Fn n—>-+4oo an _ Bn
Oén+r<1 i (g)n-i-r)
= lim
n—-+oo CY"(l o (5)71)
o (1-(9)")
= lim
n—stoo (1 _ (g)n>
comme |B] < a donc
lim <é>n =0
n—-4oo \ (¢
d’ou
. Fn—H“ r
lim =
n—>-+oo

1.3.3 Extension aux indices négatifs

Théoréme 1.3.5. Une suite récurrente se prolonge aux indices négatifs d’une fagon
naturelle par sa relation de récurrence. Pour les nombres des Fibonacci et les nombres

de Lucas on a respectivement les formules [7]
F_,=(-1)""F,

et

Preuve 6. 1. En utilisant la formule de Binet de la suite de Fibonacci on a :

an:M

12
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2. En utilisant la formule de Binet de la suite de Lucas on a :

Lfn =a "+ ﬂ_n
1 1

am ﬁn

(" +6")

1
(aB)"

1.3.4 Extension aux indices complexes

En 1966, Whitney a étudié les généralisations analytiques des nombres de Fibonacci

et de Lucas, en étendant les formules de Binet au plan complexe 2]

OZZ _ /Bz
Plz) ==

et
L(z) =+ 57

o z est une variable complexe arbitraire, F'(z) est la fonction de Fibonacci complexe

et L(z) est la fonction de Lucas complexe.

Périodicité De o* et p*

1. o® est périodique et de période p = %
En effet :
soit p le période de o, donc a*™P = o7, alors a® = 1 = €™
d’ou p = %

2n(m —ilna)

2. (% est périodique et de période =
g P q p 1= a0t

En effet :
soit q le période de 5%, donc 371 = o, alors 3% = 1 = e*™
comme B<0,ona f3=e"(—f),donc eI (—fB)=e> (=p)1 = 2

ona (—f3)=a,donc (—a)?=e"?""  glna=n(2—q)i

13



1. Suites récurrentes linéaires

d’ou

271

q:m—lna

_ 2n(m —ilna)

In? o + 72
Quelque identités de la suite de Fibonacci et Lucas complexes
L F(z+2)=F(z+1)+ F(2)
2. L(z+2) = L(z+ 1) + L(2)
3. F(z = 1)F(z241) — F?(2) = ™

4. L*(2) — 5F?*(z) = 4e™

7. F(2z) = F(2)L(2)
8. F(z4+w)=F(z)F(w+1)+ F(z — 1)F(w), tel que w =z + iy
9. F(32) = F3(z+ 1)+ F3(2) — F3(2 — 1)

Pour les lecteurs intéressés voir [2] .
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Chapitre

(<énéralisation de la suite de

Fibonacci et de Lucas k-périodique

La suite de Fibonacci est une suite d’entiers dans laquelle chaque terme suivant est
la somme des deux qui précédent en commengant par 0 et 1, définie par la relation de
récurrence linéaire de seconde ordre F,, = F,,_1 + F},_». Les nombre de Fibonacci sont
apparus dans la solution d’un probléme de Leonardo Pisano, dans son livre Liber Abaci
(1202), concernant les schémas de reproduction des lapins. La suite de Fibonacci a été
généralisée de plusieurs fagons, certaines en conservant les conditions initiales d’autres
en conservant la relation de récurrence .

En 2009, dans [5], Edson et Yayenie ont défini un autre type de suite de Fibonacci
généralisé, appelé la suite de Fibonacci bi-périodique, qui est définie récursivement
par :

2 FSY 4 FES™ 0 sion = 0(mod 2)

By =0, B =1, Fme) =

Y

xQF,(Lfll’m) + F,(Lflzf“), st n = 1(mod 2)

ol 1 et o9 deux réels différents non nuls.

Dans ce chapitre, Nous nous intéressons & une nouvelle généralisation de la suite de
Fibonacci appelée la suite de Fibonacci k-périodique, qu’a défini Edson, Lewis et

Yayenie dans 1] en 2010.
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

2.1 La suite de Fibonacci k-périodique

La suite de Fibonacci k-périodique est une extension de la suite de Fibonacci bi-
périodique, définie par la relation de récurrence linéaire & coefficients non constants,

qui dépend de k paramétres réels [1].

Définition 2.1.1. Soit k € N et (x1,29,......,2%) € ZF | la suite de Fibonacci k-

[o¢]
périodique notée (F,(L ’mk)> est définie par la relation suivante :
n=0

ot x, =x; , sin=i(modk), pourl<i<k
On dénote (F,gf[”1 """ xk)) par (g,) et donnons une nouvelle définition pour la suite
{an}

Définition 2.1.2. La suite (g,) est définie par la relation suivante :

;

T1Gn-1+ quno si n=2(mod k)

Toqn-1+ qno st n = 3(mod k)

[
=
I
~—~
o
—_
~—

o =1 qu

Tk 1Gn-1+ Gn_2 st n = 0(mod k)

| ZkGn—1 + Gn—2 st n=1(mod k)
Cas particuliers :

1. Pour z1 =22 = ..... = x, = 1 , on obtient la suite de Fibonacci classique

F,=F,_1+F,

2. Pour 1 = 29 = ..... = x;, = 2, on obtient la suite de Pell

Pn:2pn—1+Pn—2

3. Pour x; =29 = ..... = x = r, on obtient la suite r-Fibonacci

pour 7 un entier positif.
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

2.1.1 La Relation de Récurrence

Pour obtenir la fonction génératrice, nous montrons d’abord que la suite (g,) satis-
fait & une relation de récurrence modulo k. Donc pour une constante A la suite (g,)

définie par (2.1) vérifie la relation de récurrence suivante :

pour m>2k, 0<j<k—1, Guirj = Adm-1r+; + (=) " qm-2pt; (2.2)

Afin de réaliser cette relation , nous présentons un ensemble de suites liées a g,,. ||

Définition 2.1.3. Pour tout j , tel que 0 < j <k — 1, on définit la suite (¢) :

pourn=km+r , avec 0 <r <k-—1

% =0, q=1 (2.3)
@, = ankw = x]'*TJrqu;‘Lk—ﬁ-r—l + qfnk—l—r—% pour n=mk+1 > 2
tel que T;_p11 =4, si (j—r+1) =1 (mod k), pour 1 <i <k
Lemme 2. Pour0<j<k—1ona:
Qk+j = Qi+j
Preuve 7.
Qi+j = Tj-1qk+j—1 T Qk+j—2
= Bk+j-1 + Q2
= Q§(xjf2Qk+j72 + Qryj-3) + Q{QIHH
= (@2 + ¢])Qhrj—2 + BUirj—s
= Qz];'QkJrij + Q;Qkﬂeg
donc
k45 = qgﬂ%ﬂei + C]ngﬂ—(z‘H)
pour 0 <t <k+j5—1
par conséquent,
Qk+5 = Qi+ij+j—(k+j—1) + Q£+]‘_1Qk+j—(k+j)
= G0+ Ty 10
= qiﬂ'
de méme, on obtient l"identité q; = qj-' |
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

Lemme 3. pour toutn>2et0<j3<k—1o0ona:

- j—1 j—2 i -1 j—2
G = Tj1Gn 1 T o = B 1 + G2 (2.4)
Preuve 8. Par récurrence :
pour n=_2
: : : : 1 ,
GB=T @ +R =T a=¢=q G+q
supposons la relation (2.4) vraie pour tout n < t, et montrons que q{H = ngf_l + q{:f

on poset =mk+r, pour 0 <r <k —1 on obtient :

Jjoo_ . J
Ti+1 = Dnktr+1
. J
- mJ—TquJrr + quJrrfl
. j—1 j j—2 j—1 J Jj—2
- $j—r(qu+r_1QQ + qu+r—2) + (qu+r—2q2 + qu+r—3)

_ JJ1 J—2
- q2qu+r + qu-‘,—r—l

o
=@q +q ]

|
Lemme 4. Pour tout entier j; 0<j<k—1ona:
Q2+1 = qz+1 — Qk-1+ Qiii
Preuve 9. En utilisant le lemme (3) on obtient :
qgﬂ + -1 = q2+1 + QZ:}
=y T TG T G
k=1 | k-2
= Qg1 t Gy
=y “Te2 g2 + G
k—2 k-3
= Q4191
donc
0 _ I Jj—1
Ter1 T Q-1 = Gy + Gy
|

Lemme 5. Pour tout 0 < j<k—1 , m>2et2<t<km-+jona:
Qkm+j = qngerijl + qgﬂf]kmwft
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

Preuve 10. En utilisant (2.3) et le lemme (3) on obtient :

Qkm+j = Tj—1Qkm+5—1 T Qem+j—2
_ . J . J )
= @qkm+j—1 + q149km+5—2
d’ou

_J J
Qrem+j = Q¢ Qem+j—t+1 + G—1Gkm+j—t

Lemme 6. Pour0<j<k—1ethkm>2,s50<i<k—1 on obtient :

1

oo 1 - 1
Qkm+j = AQk(mfl)Jrj + (Qiqg - Qiflqurl)Qk(mfl)Jrjfl + (Qing - Qi71Qg)Qk(mfl)+]’f(i+1)

Preuve 11. Par les lemmes (4) et (5), quand t = k + 1, on a
Qkm+j = Q£+1ka+j—k + Q£ka+j—k—1
= (a1 + Qo1 — G Tk(m—1)+5 + Gok(m—1)+j—1
on pose A = q,gH + Qr—1
Qi = Arm-1)+7 + (=G Grtm-1) 45 T Glitm-1)+-1

- o - o
= Aq}c(mfl)Jrj + (Qiqz? - Qiflqg+l)Qk(mfl)+jfl + (Qiqqu - Qi71qzj')Qk(mfl)+jfi+1

|
Lemme 7. Pour tout entiers 0 < j < k—1, et tout k > 2 :
QG — GG = (1)
Preuve 12.
Uz — GrGhs = @Gy + Ga)Giy — G 10y
= ~@ 301 T Gals
= Qi:i%—z + qi—?)qi:zls
donc
e AR G D e G A U e G D
|

Théoréme 2.1.4. Pour tout entier 0 < j<k—1etm>2:

Amk+j = AQ(m—l)k+j + (_1)k71Q(m—2)k+j

Cela découle directement des lemmes (6) et (7)
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

2.1.2 Fonction génératrice

Les fonctions génératrices fournissent une technique puissante pour la résolution des
relations de récurrences linéaires homogeénes a coefficients constants, nous utiliserons
Les fonctions génératrices pour les relations de récurrence linéaire avec des coefficients
non constants. Dans cette section, nous considérons les fonctions génératrices pour les

suites de Fibonacci k-périodiques.

Théoréme 2.1.5. La fonction génératrice de la suite de Fibonacci k-périodique (qy)

est :
k—1 k—1
Z QTxT + Z <Qk+r - AQT) karT
G(CE) _ r=0 r=0

1 — Azk + (—1)kg2k

Preuve 13.
G)=q+qr+@r®+ ...+ gz + . = Z Gmx™
m=0

on pose m = jk +r

r=0 7=0
on pose
P )
+
Gr(x) - § Qkj+rT J
=0

pour 0 < r < k on obtient :

Gr(2) = 2" + Qe ™ + Qe @™ L+ G

)

o r k+r kj+r

= ¢T + Qg4 T + E Qkj+rT J
=2

d’aprés la relation de récurrence donnée par (2.2) on a :

o
Gr(1) = 2" + qepr™™ + D [Aqonppsr — (—1)Fq—ayesr]2?*H

j=2
o.9] &)
= 7" + Qa4+ Az Z q(j_l)k+rx(]—1)k+r — (—1)kg? Z q(j_Z)k+rx(J—2)k+r
j=2 J=2
oo o0
= QT‘IT + QIC-H"{Ek—’—T + Awk Z ij+rxjk+r - (_l)kak Z ij’-i-rx]k—’—r
j=1 3=0

= 0" + Q2™+ ARG (2) — q27] — (—1)F2?* G, (2)

== %‘-’Er + (Qk+r - AQT)xk+r + [Axk - (_1)kx2k]Gr(m)
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

donc

T _ A k+r

Go(z) = T2 F (@hr — Agr) @

1 — Azk 4+ (—1)kz2k

et comme
G(z) = Go(z) + Gi(z) + Go(x) + ... + Gj_1(x)
donc
G(z) = g+ (g — Ago)r®  quz + (quy1 — Aqy)z*H? +qk71$k—1 + (gor_r — Agp_y)a2
1 — Azk + (=1)kx2k 1 — Axk + (=1)ka2k 77 1— Az + (—1)ka2*

d’ot

k—1 k—1
Z QT:ET + Z (qk—H" - AQT) :L,k-l—r
r=0 r=0

1 — Azk + (—1)kg2k

G(z) =

2.1.3 Formule de Binet

Dans cette section, nous énoncerons et prouverons une extension de la formule de
Binet pour la suite de Fibonacci k-périodique.

On considére I’équation homogeéne d’ordre 2k & coefficient A
G — Agn—t + (=1)"gn_2x = 0 n > 2k (2.5)
avec les conditions initiales qq, ¢1, g2, ..., 2r—1

Définition 2.1.6. [0] Dans K |[z], le polynome caractéristique associé a (2.5)est défini
par :

Pu(X) = X% — AXF 4 (—1)* (2.6)
on pose X* = z dans le polynome caractéristique associé a (2.6) , Nous obtenons le

polynome

P(z) = 2> — (—1)FAz + (—1)F (2.7)

Le polynome (2.7) admet deux racines distincts « et 8 tel que

:(—1)kA+\/m y B:(_l)kA_\/m
2 2

«

Proposition 2.1.7. Soient « et 5 les racines de polynome (2.7) alors :

L a+pB= (1A, a-p=A2— (-1, af=(-1)"

2. am™tBa™ = (—1)kAa™
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

3. Bm—i—laﬁm — (_1)kABm

J 1 1 « 15}
T 1 Axk 4 (—DkE22k T a— B |1 — (=1)kazk 1 — (—1)kBak
Théoréme 2.1.8. Le terme général de la suite de Fibonacci k-périodique (q,) est donné

m __ aQm m—1 _ om—1
Qomr = (—1)F D K%)%H _ <%) q,} (2.8)

ol « et B sont les racines de polynome (2.7) .

par :

Preuve 14. En utilisant la fonction génératrice de la suite de Fibonacci k-périodique

pour démontrer cette théoréeme [/].

Nous pouvons utiliser des méthodes matricielles pour obtenir la formule de Binet
pour la suite de Fibonacci k-périodique.

Donc la relation (2.5) s’écrit sous forme matricielle suivante :

Qn—l—l = CQTL

ou Qn € Mzkgl(K) et C ¢ Mgk’gk(K), tel que :

0 10 0 0 n
0O 01 ... 0 ...0 Qo1
n+-2
C = 0 00 ... 1 ...0/|, e Q.=
n+k
0 00 0 1
(=D 00 ... A ... 0 Gnt2k1

C' est la matrice compagnon du polynéme (2.6).

D’apres le principe du raisonnement par récurrence, pour tout entier naturel n € N

Qn = CnQO

. Supposons que le polynéme (2.6) n’a pas de racines multiples, donc les valeurs propres

A1, Ag, ..oty Agi de la matrice C' sont toutes distinctes.
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

Dans ce cas C peut étre diagonalisé a 'aide de la matrice de Vandermonde

1 1.1 1
A Ao coo Aop—1 Aok
V(AL Ay s o) = | X2 A2 L0 A2 AL
LB LA g

Théoréme 2.1.9. La formule de Binet de la suite de fibonacci k-périodique (q,) donnée

par
2k

an = Z p 22;\0 (29)

i=1

ou P est dérivé de Py

Preuve 15. La démonstration de ce théoréme est en détail dans [10] .

2.1.4 La limite du quotient de deux termes successifs

Théoréme 2.1.10. [12] Pour tout entier positif m on a :

i Am+1)k+r
im ——— =7
Mm—+00  Qmk+r

ol

A+ sgn(A)y/ A2 —4(—1)k
n= 9
tel que sgn(A) = % est le signe de A, si |A] > 2
Preuve 16. On notera d’abord que lorsque k est pair, |§| < 1 et quand k est impaire
15| < 1. Donc en utilisant la formule (2.8)

\k(m42) Ofm—l-l _ ﬁm—kl) B (am _ 5m) :|
Q(m+1)k+r B ( 1) [( o — 6 Qi+r o — 5 4r

Amk+r (_1>k(m+1) {(%)%w _ (%gm_l) QT:|

k (OémH - 5m+1)9k+r — (@™ — B8")q,
(™ = B")Gpsr — (@1 = 37 1)g,

~(-1)

si|2| <1, on obtient
6

q(m+1)k+r _
Amk+r (1 _ (




2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

donc

lim R kg,
m—+00  (mktr

si |5 <1, on obtient

Q(m+1)k+r (_1)k5 ((%)mﬂ — 1)Qk+r — %((%)m — 1)qr
5

G4 ((%)m — 1>qk+r — %(( )" - 1)qr

donc
lim AmADktr 1)%
M40 (mjtr
donc
i dmtker A sgn(A)/A? — 4(-1)*
M=+ mk+r 2

Théoréme 2.1.11. [12] Pour tout entiers positif m etr =1,2,...k—1 on a :

Gmk+r

lim ——— =n,
m—+00 (mkyr—1 K
ou
r _1 k-t r
Qotr + ( )k 1561 s |§|<1
Qrr—1 + (=1)" 1 Bqr—
N =
T + —1 k_la r .
Qe + )k71 ¢ , Sl |%| <1
( Q1 + (= 1) Lagpy

Preuve 17. En utilisant la formule (2.8)

Amk+r (Oém - ﬂm)qk+7“ - (Oém_l - ﬁm_l)%‘

Gmkir—1 (@™ = B™) g — (@1 — 1) g1

st |§| < 1, on obtient

P e O M A S

B
Gmk+r—1 B (1 - (g)m>q1c+r—1 - é(l - (g)m_1>qr_1

k

d’aprés la proposition (2.1.12) on a aff = (—1)* on obtient

by Ikt Qe £ (21 By
m—>r+00 Amk+r—1 Qk+r—1 + <_1)k_1ﬁq1c—1

si |5 <1, on obtient

Amk+r ((

qmk+r—1 ( (

™[R

)m - 1)Qk+r - %(
5

)m - 1>qk+r -

™[R
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

d’aprés la proposition (2.1.12) on a aff = (—1)

lim

k on obtient

Amk+r Qk4r + (_1>k_la%"

m—+0 @mtr—1 B Qetr—1 + (1) lagy_

2.2 La suite de Lucas k-périodique

Définition 2.2.1. la suite de Lucas k-périodique (p,) est définie par la relation sui-

vante :

p0:27

D1 = Ty,

Pn =

(

TkPn-1 + Doz Si n=2(mod k)

T1Pn—1+ Pno si n = 3(mod k)
(2.10)

Tg—oPn-1+ Pn—2 st n = 0(mod k)

| Th—1Pn-1+ Pp—2 St N= 1(mod k)

2.2.1 La Relation de Récurrence

La suite de Lucas k-périodique vérifie la méme relation de récurrence que la suite

de Fibonacci k-périodique.

Pour une constante A la suite (p,) vérifie la relation de récurrence suivante :

pour m>2k, 0<j<k—1, Pukrj = APm-1yeri + (=" Dimeoper;  (2.11)

2.2.2 Fonction génératrice

Théoréme 2.2.2. La fonction génératrice de la suite de Lucas k-périodique (p,) est :

k-1 k-1
Zprxr + Z (karr - Apr) ka
G(Qf) _ r=0 r=0

2.2.3 Formule de Binet

1 — Axk + (—1)ka2k

On considére 1’équation homogéne d’ordre 2k a coefficient A

P — Apni + (—1)"pp_ar = 0 n > 2k (2.12)

avec les conditions initiales pg, p1, P2, .- vy Por—1
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

Définition 2.2.3. Dans K|z|, le polynome caractéristique associé a (2.12)est défini
par :

Pu(X) = X% — AXF 4 (—1)* (2.13)

on pose X* = z dans le polynéme caractéristique associé a (2.13) , Nous obtenons le
polynome

P(z) = 2> — (—1)FAz 4+ (—1)F (2.14)

Le polynéme (2.14) admet deux racines distincts « et § tel que

B o L B ) o e e GV
2 2

(07

Théoréme 2.2.4. Le terme général de la suite de Lucas k-périodique (p,) est donné
par :

Prmer = (=DM (@ 4 87 pregr — (@771 4 877y (2.15)

ol « et B sont les racines de polynome (2.14) .

2.2.4 La limite du quotient de deux termes successifs

Théoréme 2.2.5. Pour tout entier positif m on a :

i Pim+1)k+r
m —=7
m—>r+00 Pmk+r

ou

A+ sgn(A)y/A2 —4(—=1)k
O 2

tel que sgn(A) = % est le signe de A, si |A| > 2

Théoréme 2.2.6. Pour tout entiers positif m et r =1,2,...k—1 on a :

Pmk+r

lim Dmhtr
M—+00 Pipftr—1 7
ol
4
T -1 k1 T
pk?-‘r +< )k l/Bp ,S'i ‘§|<1
Phtr—1 + (=1)*16pp_y
N =
r _1 k=1 T
Prir + )k_lap L si |2l <1
( Prtr—1 + (=1)F tapr
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Chapitre

Applications

3.1 La suite de Fibonacci 3-périodique

Définition 3.1.1. La suite de Fibonacci 3-périodique est définie par :

;

T1Gn-1+ qn_2, st n=0(mod 3)

=0, q1=1 ¢n=19 22¢01 + o, si n= 1(mod 3) (3.1)

T3qn-1+ Qn_o, st n=2(mod 3)
\

3.1.1 Relation de récurrence

La suite (¢,) définie par (3.1) vérifie la relation de récurrence d’ordre 6
Gn = Agn-3 + Gns, nz=6 (3.2)

ot A=xzixon3+21+ T2+ 23

avec les conditions initiales qg, ¢1, g2, ¢3, q4 et g

Preuve 18. (voir [9])

3.1.2 Fonction génératrice

La fonction génératrice de la suite de Fibonacci 3-périodique est :

G(X) = X + 23X + (myz3 + 1) X3 + 2, X+ X°
N 1—($1$21’3+ZE1+1’2+£L’3)X3—X6

Preuve 19. D’aprés le théoréme (2.1.4) la fonction génératrice de la suite de Fibonacci

3-périodique est :
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3. Applications

2 2
Z qur + Z (QS-H“ - AQT) x3+r
r=0 r=0

GX) = 1— AX3 — X6

_ + @ X + X2+ (g3 — AQO)X3 + (qs — AQ1)X4 + (g5 — Age) X?
1—AX3 — X6

avec les conditions initiales qo, q1,q2, q3, s €t g5

(

g =20
=1
q2 = T3

S
g3 = r1w3 + 1

Qs = T1T2T3 + To + T3

(& = T1ToT3 + Tox3 + 75 + T3 + 1

donc
X 42X+ (s 4+ D)X o X+ XP
N 1—($1$2$3+$1+$2+$3)X3—X6

G(X)

3.1.3 La Formule de Binet

On considére ’équation homogéne d’ordre 6 a coefficient A suivante :

qn — AanB —Gn-6 = 07 n = 6 (33)

1. Polyn6éme caractéristique
Le polynoéme caractéristique associé a la suite de Fibonacci 3-périodique est
P(X) = X6 — (l’ll‘gxg + 21+ 22 + $3)X3 —1

on pose z = X3

P(z) = 2" + (2129w3 + @1 + T2 + 23)2 — 1

2. Les racines du polyn6éme caractéristique

Comme A = A% + 4 > 0, alors le polyndme caractéristique admet deux racines

distinctes

—A+ VA2 +4 D —A— A2+ 4
o = [ st
2 2

28



3. Applications

o A = x1T9x3 + 11 + 19 + 23

Les relations entre les deux racines « et [ :
a+p=—-A, a—0F=VA2+4 et af=-1

3.La formule de Binet

D’aprés le théoréme (2.1.7), la formule de Binet de la suite de Fibonacci 3-périodique

est donné par

m __ QAm m—1 _ gm—1
] (= o e G

3.1.4 La limite du quotient de deux termes successifs
Comme k=3 est impaire, alors |§| < 1. et d’aprés la théoréme (2.1.9) on obtient

lim q3(m+1)+r —_3
m—+00  (3m4r

3.2 La suite de Lucas 3-périodique

Définition 3.2.1. La suite de Lucas 3-périodique est définie par :

;

T3Pn-1 + P2, st n=0(mod 3)

Po=2, p1=x, pp= T1Pn—1 + P2, St mn = 1(mod 3) (3.4)

ToPn_1 + Pno, st n=2(mod 3)
\
3.2.1 Relation de récurrence

La suite (p,,) définie par (3.4) vérifie la relation de récurrence d’ordre 6
Pn = Apn—S + Pn—s, n=6 (35)
ot A=xzixon3+21+ 29+ 23
avec les conditions initiales pg, p1, p2, p3, P4 €t ps

3.2.2 Fonction génératrice

La fonction génératrice de la suite de Lucas 3-périodique est :

240 X + (e + 2) X% — (zy@axs + @y — 220) XP + (w1205 + 2) X — 2 X
N 1-($1[E21]3+[E1+JZ2+[L‘3)X?’—X6

G(x)
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3. Applications

Preuve 20. D’aprés le théoréme (2.2.2) la fonction génératrice de la suite de Lucas

3-périodique est :

2 2
ZerT + Z (p3+r - Apr) el
G(X) _ r=0 r=0

1—AX3— X6

_ Do + 01X + peX?+ (p3 — Apo) X2 + (pa — Ap1) X* + (ps — Ap2) X°
1—AX3 — X6

avec les conditions initiales py, p1, P2, P3, P4 €t Ps

.

po =2
b1 =1
P2 = T1Tg + 2

P3 = T1X2X3 + 223 + 1

P4 = Tiwoxs + 20123 + T109 + 2] + 2

|5 = 222323 + 3T1T9x3 + T3Ty + 1125 + 229 + 273 + X1

24 1 X 4 (122 4 2)X? — (m1@0x3 + 71 — 220) XP + (2123 + 2) X! — 2 X°
N 1—($1$2$3+$1+$2+$3)X?’—X6

3.2.3 La formule de Binet

On considére I’équation homogéne d’ordre 6 & coefficient A suivante :

Pn — Apn—3 — Pn—6 = 0, n =6 (36)

1. Polyn6éme caractéristique

Le polynoéme caractéristique associé a la suite de Lucas 3-périodique est
P(X) = X6 — (513‘1.%21'3 + 21+ 22+ $3)X3 —1

on pose z = X3

P(z) = 2" + (2129w3 + @1 + T2 + 23)2 — 1
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3. Applications

2. Les racines du polynéme caractéristique

Comme A = A% + 4 > 0, alors le polynéme caractéristique admet deux racines

distinctes

—A+ VA2 +4 o —A— VA2 +4
o = € =
2 2

o A = x1T9x3 + 11 + X9 + 23

Les relations entre les deux racines « et 3 :
a+pf=—-A, a—0F=VA2+4 et af=-1

3.La formule de Binet

La formule de Binet de la suite e Lucas 3-périodique est
] (G I G

La limite du quotient de deux termes successifs

Comme k=3 est impaire, alors [§| < 1. et d’aprés la théoréme (2.2.5) on obtient

lim DP3(mA41)+r — -3
m—+00 P34y

3.3 La suite de Fibonacci 4-périodique

Définition 3.3.1. La suite de Fibonacci 4-périodique est définie par :

;

T1Gn-1+ Qn_o, st n=0(mod 4)

Toqn-1 + Gn_o, St mn=1(mod 4)
=1 ¢,= (3.7)
T3qn-1 + Gn-2, St n=2(mod 4)

I
o

qo

| Z40n-1 + Gn—2, si n=3(mod 4)
3.3.1 Relation de récurrence
La suite (g,,) définie par (3.7) vérifie la relation de récurrence d’ordre 8
Gn = Agn-1 + Gn-s, n =8 (3.8)

ol A = 21092374 + T3T4 + 174 + T2T3 + 122

avec les conditions initiales qo, 1, g2, q3, 4, G5, @6 €t g7
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3. Applications

3.3.2 Fonction génératrice

La fonction génératrice de la suite de Fibonacci 4-périodique est :

G(X) - X + 1‘3X2 + (ZL‘3I‘4 —|— ].)X3 —|— (1‘11‘31‘4 —|— I + $3)X4
1 — (21207374 + T3T4 + T T4 + Doz + T130) XA+ XB
X5 + (ZEl + 2[L‘3)X6 + (1 + 2]73[L‘4)X7

+
1 — (21227354 + T3T4 + X104 + Towz + T102) X4 + X8

Preuve 21. D’aprés la théoréme (2.1.4) la fonction génératrice de la suite de Fibo-

nacci 4-périodique est :

3 3
Z QTXT + Z <Q4+r - A%“) x4+r
r=0 r=0

G(X) = 1— AX4+ X8
_ G+ X + eX? 4+ X2+ (@ — Ag) X* + (g5 — Aq) X°
1 - AX4 4+ X8
L (s = Ago) XS + (g7 — Ags) X7

1 —AX*+ X8

avec les conditions initiales qo, g1, q2, q3, G4, G5, @6 €t Q7

4

9% =0
=1
G2 = T3
q3 = T3T4 + 1

Qs = T123%4 + T1 + T3
G5 = T1X9X3T4 + 1T + ToT3 + T3x4 + 1

J6 = T1ToTAT4 + T1T9T3 + ToT3 + X324 + T3 + 17374 + Ty + T3

qr = xlxgxgxi + 221791374 + x2x§x4 + x%xi + 3x314 + xlmgxgxi + 2174 + 2122 + 2223+ 1

donc
G(X) = X+ 23 X%+ (w30 — 4+ 1) X2 + (w1030 + 21 + 73) X
n 1-— ($1$2f173$4 + T3Ty + X1T4 + ToX3 + $1$2)X4 + X8
N X5+ (21 + 223) X + (1 + 2w374) X7

1— (.T1ZL’2I3$4 + T34 + T1T4 + ToT3 + .’1?1.’172))(4 —+ X8
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3. Applications

3.3.3 La Formule de Binet

On considére I’équation homogéne d’ordre 8 & coefficient A suivante :

4n — AQn—éL + @n_g = 0; n =8 (39)

1. Polyn6éme caractéristique

Le polynoéme caractéristique associé a la suite de Fibonacci 4-périodique est
P(X) = X® — (2120m304 + 2314 + 2124 + Tox3 + 2129) X + 1
on pose z = X*

P(2) = 2% + (21092324 + T34 + 2124 + ToTy + 2122)2 + 1 (3.10)

2. Les racines du polynéme caractéristique

On prend A = A% —4 > 0, alors le polynéme caractéristique admet deux racines

distinctes

A+ VA d A—VAT—d

:—t:
@ 2 et B 2

ol A = X1 Tox3T4 + T3T4 + T1T4 + ToT3 + 1T

La relation entre les deux racines

a+pB=A  a—-pF=VA2+4 et apf=1

3. La formule de Binet

D’aprés le théoréme (2.1.7), la formule de Binet de la suite de Fibonacci 4-périodique

m __ Qm m—1 _ gm—1
toner = (T2 Yo = (25 )

3.3.4 La limite du quotient de deux termes successifs

est

Comme k=4 est paire, alors \g[ < 1. et d’aprés la théoréme (2.1.9) on obtient

. q4(m+1)+7"
lim ————— =«
m—>+400 q4m+r
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3. Applications

3.4 La suite de Lucas 4-périodique

Définition 3.4.1. La suite de Lucas 4-périodique est définie par :

(

TyPn—1 + P2, si n=0(mod 4)

T1Pn—1+ P2, St n=1(mod 4)
Po=2, pP1=21, Pn= (3.11)
ToPn-1 + Pno, Si n=2(mod 4)

T3Pn-1+ P2, St n=3(mod 4)
\

3.4.1 Relation de récurrence
La suite (p,,) définie par (3.11) vérifie la relation de récurrence d’ordre 8
Pn = Apn—a — Pn-s, n>8 (3.12)
ou A= T1ToT3Ty + T3Ty + X124 + ToX3 + T1To
avec les conditions initiales pg, p1, p2, P3, P4, P5, P €t p7
3.4.2 Fonction génératrice

La fonction génératrice de la suite de Lucas 4-périodique est :

24 3 X + (w22 4 2)XP + (212203) XP — (21200324 + 2122 — 2) X!

N 1 — (2129374 + T3T4 + D174 + Tow3 + T179) X4+ X8

N (112024 + 223 + 21 + 2) X + (2124 + 229 + 2) X6 + (22123 + a3 + 21 + 2) X7
1 — (w1mox324 + 324 + 124 + o3 + T129) X4 + X8

G(X)

Preuve 22. D’aprés le théoréeme (2.2.2) la fonction génératrice de la suite de Lucas

4-périodique est :

3 3
ZerT + Z (p4+r - Apr) o
G(X) _ r=0 r=0

1—AX4 4+ X8

_ Do + 01X + pe X2+ p3 X3+ (pa — APO)X4 + (ps — Ap1) X?
1 - AX* 4 X8

(ps — Ap2) X® + (pr — Aps) X7

+ 1 AX® 1 X5
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avec les conditions initiales pg, p1, P2, P3, Pa, P5, Pe €t Pr

;

Py =2
P =T

P2 = T1x2 + 2

P3 = T12T273 + 223 + 11

Dy = T1ToT3T4 + 22374 + T1T4 + T12T2 + 2

Ps = T2Tow3Ty + 2010374 + X3T4 + X3Ty + X1 Tox3 + 273 + 11 + 2

g = x%x%xgzm + 3x129T324 + x%xgm + xfx% + .Tll’%l'g 4+ 22923 + 221209 + 22374

+x124 + 229 + 2

pr = x%x%x%m + 3x1x2x§x4 + 2x%x2x3x4 + IL‘%’L’%Ig + 22913 + xw%m% + 2x§x2 + 3x1T973

+2237 + 3112374 + X374 + 3T + A3 + 21 + 2

- 2 + IlX + (ZEll'Q + 2)X2 + (J)lfL‘Ql‘g)X?’ — (ZL‘1I2(E3{E4 + x1209 — 2)X4
1 — (21222304 + T3T4 + X104 + ToT3 + T102) X4 + X8

G(X)

N (21724 + 223 + 21 + 2) X5 + (2124 + 279 + 2) XC® + (22123 + 423 + 21 + 2) X7
1— (.T1$2$3SU4 + T34 + T1T4 + ToT3 + $1$2)X4 —+ X8

3.4.3 La formule de Binet

On considére ’équation homogéne d’ordre 8 & coefficient A suivante :

Pn — Apn—4 +pn—8 = O, n 2 8 (313)

1. Polynoéme caractéristique

Le polynome caractéristique associé a la suite de Fibonacci 3-périodique est

2. Les racines du polynéme caractéristique

On prend A = A? — 4 > 0, alors le polynome caractéristique admet deux racines

distinctes

A+ VA2 1 A— AT 1

:—t:
@ 2 et B 2
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3. Applications

ou A = T1ToT3X4 + T3Ty + T1Ty4 + ToX3 + T1T2

Les relations entre les deux racines « et [ :
a+B8=A a—-p=VA2+4 e af=1

3.La formule de Binet

La formule de Binet de la suite e Lucas 4-périodique est
Damar = (_1)4(m+1) (am + Bm)p4+r . (am—l + 5m—1)pr

3.4.4 La limite du quotient de deux termes successifs

Comme k=4 est paire, alors |§| < 1. et d’aprés la théoréme (2.2.5) on obtient

lim Pi(mA41)+r —

m—+00  Pymtr
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Conclusion

L’étude des suites récurrentes linéaires a coefficients constants se raméne & un pro-
bléme d’algébre linéaire. L’expression du terme générale d’une suite récurrente linéaire
en fonction de n et les racines de son polynéme caractéristique est dite formule de
Binet. En peut aussi trouver le terme générale en utilisant les fonction génératrice .

La suite de Fibonacci est une suite récurrente linéaire d’ordre deux la plus célebre
trés riche en propriétés. A cette suite est associé sa compagnon la suite de Lucas.

La suite de Fibonacci k-périodique est une généralisation de la suite de Fibonacci
classique, d’autre part la suite de Lucas k-périodique est une généralisation de la suite
de Lucas classique. Ces deux suites vérifient une relation de récurrence linéaire qui per-
met de trouver leurs forment explicites en utilisant les fonctions génératrices ou bien
les formules de Binet. La limite du quotient de deux termes successifs des suites de
Fibonacci et Lucas k-périodique est le plus grand racine de leur polynoéme caractéris-

tique.
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