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Résumé

Dans ce travail, nous nous intéressons aux suites récurrentes k-périodiques. Dans

la première partie, nous rappelons quelques propriétés des suites récurrentes linéaires

homogènes à coefficients constants d’ordre m puis d’ordre 2, et nous donnons des outils

permettant de trouver le terme général de ces suites comme la formule de Binet et la

fonction génératrice.

Dans la deuxième partie, nous consacrons notre étude à la généralisation de la suite de

Fibonacci et de Lucas k-périodique, en donnant le terme générale de ces deux suites

par la formule de Binet et la fonction génératrice .

Dans la troisième partie, nous terminons notre étude par une application à la suite de

Fibonacci et Lucas 3-périodique puis 4-périodique .
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Introduction

Une des plus célèbres et sans doute la plus ancienne suite récurrente linéaire est la

suite (1,1,2,3,5,8,13...) qui « compte » le nombre de couples de lapins enfermés dans

un enclos et qui figure dans le Liber Abaci (1202) de Léonard de Pise (dit Fibonacci).

On trouvera ensuite les suites récurrentes linéaires chez des mathématiciens de la fin

du XV Ie siècle jusqu’à nos jours. C’est à Édouard Lucas au XIXe siècle, qu’on doit

le nom donné à cette suite « suite de Fibonacci » ainsi que sa popularisation.

Les suites récurrentes linéaires revêtent une grande importance et apportent des contri-

butions dans plusieurs domaines, notamment celui de la communication et des tech-

nologies de l’information, où elles interviennent dans divers domaines théoriques et

appliqués, c’est un outil fondamental de la théorie de la programmation mécanique

[11].

Pendant longtemps les mathématiciens se sont intéressés à l’étude de ces suites. En

2009, Edson et Yayenie [5] ont introduit les suites bi-périodiques et depuis, plusieurs

chercheurs se sont intéressés au domaine.

En 2010, Edson, Lewis et Yaynie [4] ont généralisé ces suites aux suites k-périodiques.

Dans le présent travail, nous développerons quelques propriétés analytiques des suites

récurrentes k-périodiques. Pour cela, nous allons diviser notre travail en trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré à l’étude de quelques propriétés analytiques des

suites récurrentes linéaires à coefficients constants d’ordre m et d’ordre 2, et leurs

formes explicites en utilisant la formule de Binet et la fonction génératrice. Nous allons

aussi donner quelques propriétés de la suite de Fibonacci .

Le deuxième chapitre est une généralisation des suites de Fibonacci et de Lucas

k-périodiques, et de quelques de leurs propriétés.
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Le troisième chapitre est consacré à l’application de la suite de Fibonacci et Lucas

3-périodique, et 4-périodique.
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Chapitre 1
Suites récurrentes linéaires

Dans ce chapitre nous étudierons quelque propriétés des suites récurrentes linéaires

d’ordre m puis le cas particulier d’ordre 2 et donnons la forme explicite par deux ma-

nières, la première par la forme de Binet et l’autre par la fonction génératrice, et nous

terminons par présenter quelques propriétés de suite de Fibonacci.

Suite

Définition 1.0.1. Une suite de nombres réels (un)n∈N est une fonction de l’ensemble

des entiers N dans l’ensemble des réels R :

u : N −→ R

n −→ u(n) = un

on dit que N est l’ensemble des indices .

Exemple 1. 1, 2, 3, 4, 5, ... est la suite des nombres entiers strictement positives, chaque

nombre est un terme de la suite

Suites récurrentes

Définition 1.0.2. Une suite récurrente est une suite que l’on construit terme à terme,

chaque terme étant calculé à l’aide des précédents. Pour construire une telle suite, il

faut :

1. une série de valeurs de départ suffisamment pour initialiser la suite ; appelées

conditions initiales

1



1. Suites récurrentes linéaires

2. une relation permettant de calculer chaque terme en fonction des précédents ;

appelée relation de récurrence de la suite .

Formellement, on écrit :

un :


u0, u1, ...

un+1 = f(un, un−1, ...)

Exemple 2. Soit la suite (un) définie par :
u0 = 1

un+1 = 2un + 3, n ≥ 1

u1 = 2u0 + 3 = 2× 1 + 3 = 5

u2 = 2u1 + 3 = 2× 5 + 3 = 13

u3 = 2u2 + 3 = 2× 13 + 3 = 26
...

1.1 Suites récurrentes linéaires d’ordre m

Définition 1.1.1. On appelle suite récurrente linéaire d’ordre m, toute suite à valeurs

dans un corps commutatif K (R ou C), définie pour tout n ∈ N, par une relation de

récurrence linéaire de la forme suivante :

∀n ∈ N, ∀m ≤ n un = a1un−1 + a2un−2 + .....+ amun−m (1.1)

avec les conditions initiales u0 = r0, u1 = r1, ......., um−1 = rm−1 , et a1, a2, ..., am

sont scalaires de K .

Remarque 1.1.2. Les suites récurrentes linéaires d’ordre 1 sont les suites géomé-

triques définies par : 
u0 = r0

un+1 = aun, n ≥ 1

1.1.1 Fonction génératrice

Les fonctions génératrices dites aussi séries génératrices, sont des outils algébriques

utilisées pour résoudre une relation de récurrence linéaire homogène à coefficients

constants. En 1718 le mathématicien français Abraham De Moivre (1667-1754) posa

les fonctions génératrices afin de résoudre la relation de récurrence de Fibonacci [2].

2



1. Suites récurrentes linéaires

Définition 1.1.3. La fonction génératrice correspondant à la récurrence linéaire ho-

mogène de la forme générale

un = a1un−1 + a2un−2 + .....+ amun−m, pour n ≥ m

est donné par :

G(x) =
∞∑
n=0

unx
n

Proposition 1.1.4. La fonction génératrice d’une suite (un)n∈N peut être exprimée

comme un quotient de deux polynômes, si et seulement si, la suite est une suite récur-

rente linéaire c’est à dire :

G(x) =
U(x)

V (x)

où

U(x) = Pm−1(x)− a1xPm−2(x)− ....− am−1xm−1P0(x)

V (x) = 1− a1x− a2x2 − ....− amxm

Pi(x) = u0 + u1x+ .....+ uix
i , (i = 0, ...,m− 1)

Preuve 1. Soit la suite récurrente linéaire donné par (1.1) ,en multipliant cette suite

par xn pour n ≥ m :

unx
n = a1un−1x

n + a2un−2x
n + .....+ amun−mx

n

= a1xun−1x
n−1 + a2x

2un−2x
n−2 + .....+ amx

mun−mx
n−m

en sommant sur n ≥ m :∑
n≥m

unx
n = a1x

∑
n≥m

un−1x
n−1 + a2x

2
∑
n≥m

un−2x
n−2 + ...+ amx

m
∑
n≥m

un−mx
n−m

= a1x
∑

n≥m−1

unx
n + a2x

2
∑

n≥m−2

unx
n + ...+ amx

m
∑
n≥0

unx
n

en posant

Pi(x) = u0 + u1x+ .....+ uix
i , (i = 0, ...,m− 1)

on obtient :∑
n≥0

unx
n − Pm−1(x) = a1x(

∑
n≥0

unx
n − Pm−2) + ...+ am−1x

m−1(
∑
n≥0

unxn − P0) + amx
m
∑
n≥0

unx
n

G(x)− Pm−1(x) = a1x(G(x)− Pm−2) + .....+ am−1x
m−1(G(x)− P0) + amx

mG(x)

G(x) =
Pm−1(x)− a1xPm−2(x)− ....− am−1xm−1P0(x)

(1− ax − a2x2 − ...− amxm)

3



1. Suites récurrentes linéaires

d’où

G(x) =
U(x)

V (x)

1.1.2 Formule de Binet

La forme explicite d’une suite récurrente linéaire, a été établie la première fois

en 1718 par le mathématicien français Abraham De Moivre en utilisant les fonctions

génératrices. En 1843 le mathématicien français Jacques-Phillipe-Marie Binet (1786-

1856) a établi la formule dite de Binet, qui n’est autre que la forme explicite en fonction

des racines du polynôme caractéristique de la suite récurrente [2].

Nous nous intéressons maintenant au cas des suites définies par une relation de

récurrence du type :

un+m = am−1un+m−1 + am−2un+m−2 + .....+ a0un, pour n ≥ m (1.2)

Définition 1.1.5. Le polynôme caractéristique associé à une suite vérifiant la relation

de récurrence (1.2) est donné par :

P (x) = xm + am−1x
m−1 + ....+ a1x+ a0 (1.3)

son degré est ainsi égale à l’ordre de la relation de récurrence .

Proposition 1.1.6. Si le polynôme caractéristique (1.3) admet m racines distinctes

λi, ....λm. Alors, les suites qui vérifient la relation de récurrence (1.2) sont les suites

définies par :

un = c1λ
n
1 + ......+ cmλ

n
m

dite formule de Binet .

où les coefficients inconnus c1, ...., cm sont déterminés par les m premières valeurs

u0, ...., um−1 de la suite, tel que :

c1 + c2 + c3 + ......+ cm = u0

c1λ1 + c2λ2 + .....+ cmλm = u1

...

c1λ
m−1
1 + c2λ

m−1
2 + .....+ cmλ

m−1
m = um−1

4



1. Suites récurrentes linéaires

1.1.3 L’écriture matricielle

La relation (1.2) s’écrit sous la forme matricielle suivante :

Un+1 = AUn, pour n ≥ 0

où Un ∈Mm,1(K) et A ∈Mm(K) ,Tel que :

A =



0 1 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
... . . . . . . . . .

...

0 . . . . . . 0 1

a0 a1 . . . . . . am−1


et Un =



un

un+1

...

...

un+m−1


la matrice A s’appelle La matrice compagnon.

d’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout entier naturel n ∈ N∗

Un = AnU0

où

U0 =



u0

u1
...
...

um−1


le calcule de puissance de matrice est facile si la matrice est diagonalisable .

Lemme 1. Une matrice carré A est dite diagonalisable s’il existe une matrice inversible

P et une matrice diagonale D telles que :

A = PDP−1

avec

D =



λ1 0 . . . . . . 0

0 λ2 0 . . . 0
... . . . . . . . . .

...

0 . . . . . .
. . . 0

0 . . . . . . . . . λm


où λ1, λ2, ...., λm sont les racines de polynôme caractéristique (1.3).

5



1. Suites récurrentes linéaires

ainsi par récurrence

An = PDnP−1

on obtient

Un = AnU0 = PDnP−1U0

c’est exactement la formule de Binet par la méthode matricielle.

1.2 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 1.2.1. On dit qu’une suite (un) est récurrente linéaire d’ordre 2 s’il existe

deux réels a, b ∈ R∗ tels que :
u0, u1 ∈ R

un = aun−1 + bun−2 n > 2

(1.4)

1.2.1 Quelques propriétés

Étant donné un couple (a, b) de R2 notons U l’ensemble des suites (un) vérifiant la

relation (1.4)

1. U n’est pas vide. Car la suite de Fibonacci appartient à U

2. La donnée des deux premiers termes uo et u1 d’une suite (un) de U.

3. U est stable par combinaisons linéaire :

∀ (α, β) ∈ R2, (un, vn) ∈ U =⇒ αun + βvn ∈ U

4. Une suite géométrique de raison q (non nulle) appartient à U , si est seulement

si, q est solution de l’équation x2 = ax+ b .

Définition 1.2.2. Soit (un) une suite qui vérifie la relation (1.4). On appelle poly-

nôme caractéristique de (un) l’équation définie par :

x2 − ax− b = 0 (1.5)

1.2.2 Expression en fonction de n

Le terme général d’une suite (un), dépend des racines de son polynôme caractéris-

tique .

Théorème 1.2.3. Soit ∆ = a2 + 4b le discriminant de l’équation (1.5), on a

6



1. Suites récurrentes linéaires

1. Si ∆ > 0, l’équation (1.5) admet deux solutions réelles x1 et x2. alors :

∃λ, µ ∈ K / ∀n ∈ N, un = λ (x1)
n + µ (x2)

n .

2. Si ∆ = 0, l’équation (1.5) admet une racine double x. alors :

∃λ, µ ∈ K / ∀n ∈ N, un = (λn+ µ)xn .

3. Si ∆ < 0, l’équation (1.5) admet deux solutions complexes conjuguées ω et ω̄.

alors :

∃λ, µ ∈ K / ∀n ∈ N, un = λpn cos(nθ) + µpn sin(nθ)

où p =|ω| et θ = arg(ω)

dans tous les cas, les constantes λ et µ sont déterminées à partir des conditions initiales

u0 et u1.

Exemple 3. Soit la suite récurrente linéaire définie par :
u0 = 0, u1 = 3

un+2 = −un+1 + 2un n > 2

son polynôme caractéristique est x2 + x − 2 = 0, comme ∆ = 9 > 0, il admet deux

racines réelles x1 = 1 et x2 = −2.

d’après le théorème (1.2.2) on a :

∀n ∈ N, un = λ+ µ (−2)n

avec u0 = 0 , u1 = 3 on a 
λ+ µ = 0

λ− 2µ = 3

donc λ = 1 et µ = −1

conclusion :

∀n ∈ N, un = 1− (−2)n .

1.3 Suite des nombres de Fibonacci

La suite de Fibonacci (Fn) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2, définie par :
F0 = 0, F1 = 1

Fn = Fn−1 + Fn−2 n ≥ 2

(1.6)

7



1. Suites récurrentes linéaires

Les premières valeurs de la suite de Fibonacci sont :

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, .....

Elle est caractérisée par le fait que chaque nombre à partir du troisième est la somme

des deux précédents.

L’interprétation matricielle de la relation de récurrence (1.6) est donnée par :

C
n

=

Fn−1 Fn

Fn Fn+1

 , avec C =

0 1

1 1


où F0 = 0 F1 = 1 donc 0 1

1 1

n

=

Fn−1 Fn

Fn Fn+1

 (1.7)

En prenant la trace de la matrice Cn , pour n ≥ 0, on retrouve la suite de Lucas

(Ln)n≥0 définie par la récurrence
L0 = 2, L1 = 1

Ln = Ln−1 + Ln−2 n ≥ 2

(1.8)

Pour plus de détails voir [7]

1.3.1 Formule de Binet

Le calcul des nombres de Fibonacci par la formule de Binet, qui en donne une

expression explicites des suites en fonction de l’indice n et les racines de son polynôme

caractéristique, peut être fait en diagonalisant une matrice.

La formule de Binet est obtenue en diagonalisant la matrice C qui définie par (1.7)

c’est à dire :

Xn+1 = CXn, ∀n ∈ N∗

où

Xn =

 Fn

Fn+1

 , C =

0 1

1 1


par récurrence on obtient :

Xn = C
n

X0, ∀n ∈ N∗

Le calcul de Cn deviendra facile si nous diagonalisons la matrice C, les valeurs propres

de C sont les racines de polynôme caractéristique x2 − x− 1 associée à (1.6)

8



1. Suites récurrentes linéaires

Donc les valeurs propres sont α et β tel que :

α =
1 +
√

5

2
, β =

1−
√

5

2

donc C = PDP−1 avec D est la matrice diagonale et P la matrice de passage .

où

D =

α 0

0 β

 P =

1 1

α β

 P−1 =
1

β − α

 β −1

−α 1


on obtient donc

C
n

= PDnP−1

=
1

β − α

1 1

α β

αn 0

0 βn

 β −1

−α 1


=

1

β − α

βn−1 − αn−1 βn − αn

βn − αn βn−1 − αn−1


Comme Xn = C

n
X0, on obtient la formule de Binet pour la suite de Fibonacci

Fn =
αn − βn

α− β

Formule de Binet de la suite du Lucas

La suite de Lucas définie par la relation de récurrence
L0 = 2, L1 = 1

Ln = Ln−1 + Ln−2 n ≥ 2

son polynôme caractéristique associé est x2 − x− 1 , ses racines sont

α =
1 +
√

5

2
, β =

1−
√

5

2

d’après le théorème (1.2.3), on obtient la formule de Binet pour la suite de Lucas

Ln = αn + βn

1.3.2 Quelques identités des suites de Fibonacci

La suite de Fibonacci représente de remarquables identités. Nous donnons également

quelques identités liant la suite de Fibonacci à celle de Lucas .
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1. Suites récurrentes linéaires

1) L’identité de Catalan

L’identité de Catalan pour les nombres de Fibonacci a été trouvée en 1879 par

Eugène Charles Catalan, un mathématicien Belge, qui a travaillé pour l’académie belge

"La Science" dans le domaine de la théorie des nombres [3].

Théorème 1.3.1. [8] Pour tous m, r ∈ N, la suite de Fibonacci vérifie l’identité de

Catalan qui est donnée par : m > r

Fm+rFm−r − F 2
m = (−1)m−r+1F 2

r

Preuve 2.

Fm+rFm−r − F 2
m =

(
αm+r − βm+r

α− β

)(
αm−r − βm−r

α− β

)
−

(
αm − βm

α− β

)2

=
1

(α− β)2

(
α2 + β2m −

(
αβ
)m(α

β

)r
−
(
αβ
)n(β

α

)r
− α2m − β2m + 2

(
αβ
)m)

=
−1

(α− β)2
(
αβ
)m((α

β

)r
+
(β
α

)r
− 2

)
= −

(
αβ
)m
F 2
r

=
(
− 1
)m−r+1

F 2
r

2) L’identité de Cassini

C’est une des identités les plus anciennes, impliquant les nombres de Fibonacci. elle

est découverte en 1680 par Jean-Dominique Cassini un astronome français [3].

Le calcul du déterminant de la matrice C. définie par (1.7) donne la formule de

Cassini [7]

Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)n

Théorème 1.3.2. [8] Pour tout entier n , La suite de Fibonacci vérifie l’identité de

Cassini

Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)n

Preuve 3. L’identité de Cassini est ainsi le cas particulier de celle de Catalan pour

r = 1, donc en fait la même démonstration .
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1. Suites récurrentes linéaires

3) L’identité de d’Ocagne

Théorème 1.3.3. [8] Pour tout entiers n et m tel que m > n on a, la suite de Fibonacci

vérifie l’identité d’Ocagne est donnée par :

FmFn+1 − FnFm+1 = (αβ)nFm−n

Où α et β sont les racines du polynôme caractéristique associé à la suite de Fibonacci.

Preuve 4.

FmFn+1 − FnFm+1 =

(
αm − βm

α− β

)(
αn+1 − βn+1

α− β

)
−

(
αn − βn

α− β

)(
αm+1 − βm+1

α− β

)
=

1

(α− β)2

(
− αmβn+1 − αn+1βm + αm+1βn + αmβm+1

)
=

1

(α− β)2
(
αβ
)n(

βm−n
(
β − α

)
αm−n

(
α− β

))
=
(
αβ
)n(αm−n − βm−n

α− β

)
=
(
− 1
)n
Fm−n

Quelques relations entre la suite de Fibonacci et la suite de Lucas

1. Fn−1 + Fn+1 = Ln

2. Ln + Fn = 2Fn+1

3. Ln − Fn = 2Fn−1

4. Ln−1 + Ln+1 = 5Fn

5. Ln−1 + Fn+1 = Ln+1 − Fn−1 = 3Fn

Corolaire 1.3.4. Soient Fn la suite de Fibonacci et n, r ∈ N. Alors

lim
n−→+∞

Fn+r
Fn

= αr
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1. Suites récurrentes linéaires

Preuve 5. Soient n, r ∈ N , en utilisant la formule de Binet on a :

lim
n−→+∞

Fn+r
Fn

= lim
n−→+∞

(
αn+r − βn+r

α− β

)
(
αn − βn

α− β

)

= lim
n−→+∞

αn+r
(

1−
(
β
α

)n+r)
αn
(

1−
(
β
α

)n)
= lim

n−→+∞

αr
(

1−
(
β
α

)n+r)(
1−

(
β
α

)n)
comme |β| < α donc

lim
n−→+∞

(β
α

)n
= 0

d’où

lim
n−→+∞

Fn+r
Fn

= αr

1.3.3 Extension aux indices négatifs

Théorème 1.3.5. Une suite récurrente se prolonge aux indices négatifs d’une façon

naturelle par sa relation de récurrence. Pour les nombres des Fibonacci et les nombres

de Lucas on a respectivement les formules [7]

F−n = (−1)n+1Fn

et

L−n = (−1)nLn

Preuve 6. 1. En utilisant la formule de Binet de la suite de Fibonacci on a :

F−n =
α−n − β−n

α− β

=

1

αn
− 1

βn

α− β

=
(−1)

(αβ)n

(αn − βn
α− β

)
= (−1)n+1Fn
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1. Suites récurrentes linéaires

2. En utilisant la formule de Binet de la suite de Lucas on a :

L−n = α−n + β−n

=
1

αn
+

1

βn

=
1

(αβ)n
(αn + βn)

= (−1)nLn

1.3.4 Extension aux indices complexes

En 1966, Whitney a étudié les généralisations analytiques des nombres de Fibonacci

et de Lucas, en étendant les formules de Binet au plan complexe [2]

F (z) =
αz − βz

α− β

et

L(z) = αz + βz

où z est une variable complexe arbitraire, F (z) est la fonction de Fibonacci complexe

et L(z) est la fonction de Lucas complexe.

Périodicité De αz et βz

1. αz est périodique et de période p =
2πi

lnα
En effet :

soit p le période de αz, donc αz+p = αz, alors αz = 1 = e2πi

d’où p =
2πi

lnα
.

2. βz est périodique et de période q =
2π(π − i lnα)

ln2 α + π2

En effet :

soit q le période de βz, donc βz+q = αz, alors βz = 1 = e2πi

comme β < 0, on a β = eπi(−β), donc eqπi(−β) = e2πi, (−β)q = eπ(2−q)i

on a (−β) = α, donc (−α)q = eπ(2−q)i , q lnα = π(2− q)i
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1. Suites récurrentes linéaires

d’où

q =
2πi

πi− lnα

=
2π(π − i lnα)

ln2 α + π2
.

Quelque identités de la suite de Fibonacci et Lucas complexes

1. F (z + 2) = F (z + 1) + F (z)

2. L(z + 2) = L(z + 1) + L(z)

3. F (z − 1)F (z + 1)− F 2(z) = eπzi

4. L2(z)− 5F 2(z) = 4eπzi

5. F (−z) = −F (z)eπzi

6. L(−z) = L(z)eπzi

7. F (2z) = F (z)L(z)

8. F (z + w) = F (z)F (w + 1) + F (z − 1)F (w), tel que w = x+ iy

9. F (3z) = F 3(z + 1) + F 3(z)− F 3(z − 1)

Pour les lecteurs intéressés voir [2] .
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Chapitre 2
Généralisation de la suite de

Fibonacci et de Lucas k-périodique

La suite de Fibonacci est une suite d’entiers dans laquelle chaque terme suivant est

la somme des deux qui précèdent en commençant par 0 et 1, définie par la relation de

récurrence linéaire de seconde ordre Fn = Fn−1 + Fn−2. Les nombre de Fibonacci sont

apparus dans la solution d’un problème de Leonardo Pisano, dans son livre Liber Abaci

(1202), concernant les schémas de reproduction des lapins. La suite de Fibonacci a été

généralisée de plusieurs façons, certaines en conservant les conditions initiales d’autres

en conservant la relation de récurrence .

En 2009, dans [5], Edson et Yayenie ont défini un autre type de suite de Fibonacci

généralisé, appelé la suite de Fibonacci bi-périodique, qui est définie récursivement

par :

F
(a,b)
0 = 0, F

(x1,x2)
1 = 1, F (x1,x2)

n =


x1F

(x1,x2)
n−1 + F

(x1,x2)
n−2 , si n ≡ 0(mod 2)

x2F
(x1,x2)
n−1 + F

(x1,x2)
n−2 , si n ≡ 1(mod 2)

où x1 et x2 deux réels différents non nuls.

Dans ce chapitre, Nous nous intéressons à une nouvelle généralisation de la suite de

Fibonacci appelée la suite de Fibonacci k-périodique, qu’a défini Edson, Lewis et

Yayenie dans [4] en 2010.
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

2.1 La suite de Fibonacci k-périodique

La suite de Fibonacci k-périodique est une extension de la suite de Fibonacci bi-

périodique, définie par la relation de récurrence linéaire à coefficients non constants,

qui dépend de k paramètres réels [4].

Définition 2.1.1. Soit k ∈ N et (x1, x2, ....., xk) ∈ Zk , la suite de Fibonacci k-

périodique notée
(
F

(x1,.....,xk)
n

)∞
n=0

est définie par la relation suivante :
F

(x1,.....,xk)
0 = 0, F

(x1,.....,xk)
1 = 1

F
(x1,.....,xk)
n+1 = xnF

(x1,.....,xk)
n + F

(x1,.....,xk)
n−1 (n ≥ 2)

où xn = xi , si n ≡ i(mod k), pour 1 ≤ i ≤ k

On dénote
(
F

(x1,.....,xk)
n

)
par (qn) et donnons une nouvelle définition pour la suite

{qn}

Définition 2.1.2. La suite (qn) est définie par la relation suivante :

q0 = 0, q1 = 1, qn =



x1qn−1 + qn−2 si n ≡ 2(mod k)

x2qn−1 + qn−2 si n ≡ 3(mod k)

...

xk−1qn−1 + qn−2 si n ≡ 0(mod k)

xkqn−1 + qn−2 si n ≡ 1(mod k)

(2.1)

Cas particuliers :

1. Pour x1 = x2 = ..... = xk = 1 , on obtient la suite de Fibonacci classique
F0 = 0, F1 = 1

Fn = Fn−1 + Fn−2

2. Pour x1 = x2 = ..... = xk = 2, on obtient la suite de Pell
P0 = 0, P1 = 1

Pn = 2Pn−1 + Pn−2

3. Pour x1 = x2 = ..... = xk = r, on obtient la suite r-Fibonacci
F0 = 0, F1 = 1

Fn = rFn−1 + Fn−2

pour r un entier positif.
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

2.1.1 La Relation de Récurrence

Pour obtenir la fonction génératrice, nous montrons d’abord que la suite (qn) satis-

fait à une relation de récurrence modulo k. Donc pour une constante A la suite (qn)

définie par (2.1) vérifie la relation de récurrence suivante :

pour m ≥ 2k, 0 ≤ j ≤ k − 1, qmk+j = Aq(m−1)k+j + (−1)k−1q(m−2)k+j (2.2)

Afin de réaliser cette relation , nous présentons un ensemble de suites liées à qn. [4]

Définition 2.1.3. Pour tout j , tel que 0 ≤ j ≤ k − 1, on définit la suite (qjn) :

pour n = km+ r , avec 0 ≤ r ≤ k − 1
qj0 = 0, qj1 = 1

qjn = qjmk+r = xj−r+1q
j
mk+r−1 + qjmk+r−2, pour n = mk + r ≥ 2

(2.3)

tel que xj−r+1 = xi, si (j − r + 1) ≡ i (mod k), pour 1 ≤ i ≤ k

Lemme 2. Pour 0 ≤ j ≤ k − 1 on a :

qk+j = qjk+j

Preuve 7.

qk+j = xj−1qk+j−1 + qk+j−2

= qj2qk+j−1 + qj1qk+j−2

= qj2(xj−2qk+j−2 + qk+j−3) + qj1qk+j−2

= (xj−2q
j
2 + qj1)qk+j−2 + qj2qk+j−3

= qj3qk+j−2 + qj2qk+j−3

donc

qk+j = qji+1qk+j−i + qji qk+j−(i+1)

pour 0 ≤ i ≤ k + j − 1

par conséquent,

qk+j = qjk+jqk+j−(k+j−1) + qjk+j−1qk+j−(k+j)

= qjk+jq1 + qjk+j−1q0

= qjk+j

de même, on obtient l’identité qj = qjj
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

Lemme 3. pour tout n ≥ 2 et 0 ≤ j ≤ k − 1 on a :

qjn = xj−1q
j−1
n−1 + qj−2n−2 = qj2q

j−1
n−1 + qj−2n−2 (2.4)

Preuve 8. Par récurrence :

pour n=2

qj2 = xj−1q
j
1 + qj0 = xj−1 = qj2 = qj−11 qj2 + qj0

supposons la relation (2.4) vraie pour tout n ≤ t, et montrons que qjt+1 = qj2q
j−1
t + qj−2t−1

on pose t = mk + r, pour 0 ≤ r ≤ k − 1 on obtient :

qjt+1 = qjmk+r+1

= xj−rq
j
mk+r + qjmk+r−1

= xj−r(q
j−1
mk+r−1q

j
2 + qj−2mk+r−2) + (qj−1mk+r−2q

j
2 + qj−2mk+r−3)

= qj2q
j−1
mk+r + qj−2mk+r−1

= qj2q
j−1
t + qj−2t−1

Lemme 4. Pour tout entier j ; 0 ≤ j ≤ k − 1 on a :

q0k+1 = qjk+1 − qk−1 + qj−1k−1

Preuve 9. En utilisant le lemme (3) on obtient :

q0k+1 + qk−1 = q0k+1 + qk−1k−1

= qk−1k xk−1 + qk−2k−1 + qk−1k−1

= qk−1k+1 + qk−2k−1

= qk−2k xk−2 + qk−3k−1 + qk−2k−1

= qk−2k+1q
k−3
k−1

donc

q0k+1 + qk−1 = qjk+1 + qj−1k−1

Lemme 5. Pour tout 0 ≤ j ≤ k − 1 , m ≥ 2 et 2 ≤ t ≤ km+ j on a :

qkm+j = qjt qkm+j−t+1 + qjt−1qkm+j−t
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

Preuve 10. En utilisant (2.3) et le lemme (3) on obtient :

qkm+j = xj−1qkm+j−1 + qkm+j−2

= qj2qkm+j−1 + qj1qkm+j−2

d’où

qkm+j = qjt qkm+j−t+1 + qjt−1qkm+j−t

Lemme 6. Pour 0 ≤ j ≤ k − 1 et k,m ≥ 2 , si 0 ≤ i ≤ k − 1 on obtient :

qkm+j = Aqk(m−1)+j + (qjkq
j−1
i − qj−1k−1q

j
i+1)qk(m−1)+j−1 + (qjkq

j−1
i−1 − q

j−1
k−1q

j
i )qk(m−1)+j−(i+1)

Preuve 11. Par les lemmes (4) et (5), quand t = k + 1, on a

qkm+j = qjk+1qkm+j−k + qjkqkm+j−k−1

= (q0k+1 + qk−1 − qj−1k−1)qk(m−1)+j + qjkqk(m−1)+j−1

on pose A = q0k+1 + qk−1

qkm+j = Aqk(m−1)+j + (−qj−1k−1)qk(m−1)+j + qjkqk(m−1)+j−1

= Aqk(m−1)+j + (qjkq
j−1
i − qj−1k−1q

j
i+1)qk(m−1)+j−1 + (qjkq

j−1
i−1 − q

j−1
k−1q

j
i )qk(m−1)+j−i+1

Lemme 7. Pour tout entiers 0 ≤ j ≤ k − 1, et tout k ≥ 2 :

qjkq
j−1
k−2 − q

j−1
k−1q

j
k−1 = (−1)k−1

Preuve 12.

qjkq
j−1
k−2 − q

j−1
k−1q

j
k−1 = (xj+1q

j
k−1 + qjk−2)q

j−1
k−2 − q

j−1
k−1q

j
k−1

= −qj−1k−3q
j
k−1 + qjk−2q

j−1
k−2

= qj−1k−4q
j
k−2 + qjk−3q

j−1
k−3

donc

qjkq
j−1
k−2 − q

j−1
k−1q

j
k−1 = (−1)k−2qj2q

j−1
0 − (−1)k−2qj1q

j−1
1 = (−1)k−1

Théorème 2.1.4. Pour tout entier 0 ≤ j ≤ k − 1 et m ≥ 2 :

qmk+j = Aq(m−1)k+j + (−1)k−1q(m−2)k+j

Cela découle directement des lemmes (6) et (7)

19



2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

2.1.2 Fonction génératrice

Les fonctions génératrices fournissent une technique puissante pour la résolution des

relations de récurrences linéaires homogènes à coefficients constants, nous utiliserons

Les fonctions génératrices pour les relations de récurrence linéaire avec des coefficients

non constants. Dans cette section, nous considérons les fonctions génératrices pour les

suites de Fibonacci k-périodiques.

Théorème 2.1.5. La fonction génératrice de la suite de Fibonacci k-périodique (qn)

est :

G(x) =

k−1∑
r=0

qrx
r +

k−1∑
r=0

(qk+r − Aqr)xk+r

1− Axk + (−1)kx2k

Preuve 13.

G(x) = q0 + q1x+ q2x
2 + ....+ qnx

n + ... =
∞∑
m=0

qmx
m

on pose m = jk + r

G(x) =
k−1∑
r=0

(
∞∑
j=0

qkj+rx
kj+r

)
on pose

Gr(x) =
∞∑
j=0

qkj+rx
kj+r

pour 0 ≤ r < k on obtient :

Gr(x) = qrx
r + qk+rx

k+r + q2k+rx
2k+r + ...+ qjk+rx

jk+r + .....

= qrx
r + qk+rx

k+r +
∞∑
j=2

qkj+rx
kj+r

d’aprés la relation de récurrence donnée par (2.2) on a :

Gr(x) = qrx
r + qk+rx

k+r +
∞∑
j=2

[Aq(j−1)k+r − (−1)kq(j−2)k+r]x
jk+r

= qrx
r + qk+rx

k+r + Axk
∞∑
j=2

q(j−1)k+rx
(j−1)k+r − (−1)kx2k

∞∑
j=2

q(j−2)k+rx
(j−2)k+r

= qrx
r + qk+rx

k+r + Axk
∞∑
j=1

qjk+rx
jk+r − (−1)kx2k

∞∑
j=0

qjk+rx
jk+r

= qrx
r + qk+rx

k+r + Axk[Gr(x)− qrxr]− (−1)kx2kGr(x)

= qrx
r + (qk+r − Aqr)xk+r + [Axk − (−1)kx2k]Gr(x)
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

donc

Gr(x) =
qrx

r + (qk+r − Aqr)xk+r

1− Axk + (−1)kx2k

et comme

G(x) = G0(x) +G1(x) +G2(x) + ....+Gk−1(x)

donc

G(x) =
q0 + (qk − Aq0)xk

1− Axk + (−1)kx2k
+
q1x+ (qk+1 − Aq1)xk+1

1− Axk + (−1)kx2k
+.....+

qk−1x
k−1 + (q2k−1 − Aqk−1)x2k−1

1− Axk + (−1)kx2k

d’où

G(x) =

k−1∑
r=0

qrx
r +

k−1∑
r=0

(qk+r − Aqr)xk+r

1− Axk + (−1)kx2k

2.1.3 Formule de Binet

Dans cette section, nous énoncerons et prouverons une extension de la formule de

Binet pour la suite de Fibonacci k-périodique.

On considère l’équation homogène d’ordre 2k à coefficient A

qn − Aqn−k + (−1)kqn−2k = 0 n > 2k (2.5)

avec les conditions initiales q0, q1, q2, ...., q2k−1

Définition 2.1.6. [6] Dans K [x], le polynôme caractéristique associé à (2.5)est défini

par :

Pk(X) = X2k − AXk + (−1)k (2.6)

on pose Xk = z dans le polynôme caractéristique associé à (2.6) , Nous obtenons le

polynôme

P (z) = z2 − (−1)kAz + (−1)k (2.7)

Le polynôme (2.7) admet deux racines distincts α et β tel que

α =
(−1)kA+

√
A2 − (−1)k4

2
et β =

(−1)kA−
√
A2 − (−1)k4

2

Proposition 2.1.7. Soient α et β les racines de polynôme (2.7) alors :

1. α + β = (−1)kA, α− β =
√
A2 − (−1)k4, αβ = (−1)k

2. αm+1βαm = (−1)kAαm
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

3. βm+1αβm = (−1)kAβm

4.
1

1− Axk + (−1)kx2k
=

1

α− β

[
α

1− (−1)kαxk
− β

1− (−1)kβxk

]
Théorème 2.1.8. Le terme général de la suite de Fibonacci k-périodique (qn) est donné

par :

qkm+r = (−1)k(m+1)

[(
αm − βm

α− β

)
qk+r −

(
αm−1 − βm−1

α− β

)
qr

]
(2.8)

où α et β sont les racines de polynôme (2.7) .

Preuve 14. En utilisant la fonction génératrice de la suite de Fibonacci k-périodique

pour démontrer cette théorème [4].

Nous pouvons utiliser des méthodes matricielles pour obtenir la formule de Binet

pour la suite de Fibonacci k-périodique.

Donc la relation (2.5) s’écrit sous forme matricielle suivante :

Qn+1 = CQn

où Qn ∈M2k,1(K) et C ∈M2k,2k(K), tel que :

C =



0 1 0 . . . 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0 . . . 0
...

...
... . . . . . . . . . ...

0 0 0 . . . 1 . . . 0
...

...
... . . . . . . . . . ...

0 0 0 . . . 0 . . . 1

(−1)k 0 0 . . . A . . . 0


, et Qn =



qn

qn+1

qn+2

...

qn+k
...

qn+2k−1



C est la matrice compagnon du polynôme (2.6).

D’après le principe du raisonnement par récurrence, pour tout entier naturel n ∈ N

Qn = C
n

Q0

. Supposons que le polynôme (2.6) n’a pas de racines multiples, donc les valeurs propres

λ1, λ2, ...., λ2k de la matrice C sont toutes distinctes.
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

Dans ce cas C peut être diagonalisé à l’aide de la matrice de Vandermonde

V (λ1, λ2, ...., λ2k) =



1 1 . . . 1 1

λ1 λ2 . . . λ2k−1 λ2k

λ21 λ22 . . . λ22k−1 λ22k
...

...
...

...

λ2k−11 λ2k−12 . . . λ2k−12k−1 λ2k−12k


Théorème 2.1.9. La formule de Binet de la suite de fibonacci k-périodique (qn) donnée

par

qn =
2k∑
i=1

λni
P ′

k(λi)
(2.9)

où P ′
k est dérivé de Pk .

Preuve 15. La démonstration de ce théorème est en détail dans [10] .

2.1.4 La limite du quotient de deux termes successifs

Théorème 2.1.10. [12] Pour tout entier positif m on a :

lim
m−→+∞

q(m+1)k+r

qmk+r
= η

où

η =
A+ sgn(A)

√
A2 − 4(−1)k

2

tel que sgn(A) = |A|
A

est le signe de A, si |A| > 2

Preuve 16. On notera d’abord que lorsque k est pair, |β
α
| < 1 et quand k est impaire

|α
β
| < 1. Donc en utilisant la formule (2.8)

q(m+1)k+r

qmk+r
=

(−1)k(m+2)

[(
αm+1 − βm+1

α− β

)
qk+r −

(
αm − βm

α− β

)
qr

]
(−1)k(m+1)

[(
αm − βm

α− β

)
qk+r −

(
αm−1 − βm−1

α− β

)
qr

]

= (−1)k
(αm+1 − βm+1)qk+r − (αm − βm)qr
(αm − βm)qk+r − (αm−1 − βm−1)qr

si |β
α
| < 1, on obtient

q(m+1)k+r

qmk+r
= (−1)kα

(
1−

(
β
α

)m+1
)
qk+r − 1

α

(
1−

(
β
α

)m)
qr(

1−
(
β
α

)m)
qk+r − 1

α

(
1−

(
β
α

)m−1)
qr
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

donc

lim
m−→+∞

q(m+1)k+r

qmk+r
= (−1)kα

si |α
β
| < 1, on obtient

q(m+1)k+r

qmk+r
= (−1)kβ

((
α
β

)m+1 − 1
)
qk+r − 1

β

((
α
β

)m − 1
)
qr((

α
β

)m − 1
)
qk+r − 1

β

((
α
β

)m−1 − 1
)
qr

donc

lim
m−→+∞

q(m+1)k+r

qmk+r
= (−1)kβ

donc

lim
m−→+∞

q(m+1)k+r

qmk+r
=
A+ sgn(A)

√
A2 − 4(−1)k

2

Théorème 2.1.11. [12] Pour tout entiers positif m et r = 1, 2, ..., k − 1 on a :

lim
m−→+∞

qmk+r
qmk+r−1

= ηr

où

ηr =



qk+r + (−1)k−1βqr
qk+r−1 + (−1)k−1βqk−1

, si |β
α
| < 1

qk+r + (−1)k−1αqr
qk+r−1 + (−1)k−1αqk−1

, si |α
β
| < 1

Preuve 17. En utilisant la formule (2.8)

qmk+r
qmk+r−1

=
(αm − βm)qk+r − (αm−1 − βm−1)qr

(αm − βm)qk+r−1 − (αm−1 − βm−1)qr−1
si |β

α
| < 1, on obtient

qmk+r
qmk+r−1

=

(
1−

(
β
α

)m)
qk+r − 1

α

(
1−

(
β
α

)m−1)
qr(

1−
(
β
α

)m)
qk+r−1 − 1

α

(
1−

(
β
α

)m−1)
qr−1

d’aprés la proposition (2.1.12) on a αβ = (−1)k on obtient

lim
m−→+∞

qmk+r
qmk+r−1

=
qk+r + (−1)k−1βqr

qk+r−1 + (−1)k−1βqk−1

si |α
β
| < 1, on obtient

qmk+r
qmk+r−1

=

((
α
β

)m − 1
)
qk+r − 1

β

((
α
β

)m−1 − 1
)
qr((

α
β

)m − 1
)
qk+r − 1

β

((
α
β

)m−1 − 1
)
qr
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

d’aprés la proposition (2.1.12) on a αβ = (−1)k on obtient

lim
m−→+∞

qmk+r
qmk+r−1

=
qk+r + (−1)k−1αqr

qk+r−1 + (−1)k−1αqk−1

2.2 La suite de Lucas k-périodique

Définition 2.2.1. la suite de Lucas k-périodique (pn) est définie par la relation sui-

vante :

p0 = 2, p1 = x1, pn =



xkpn−1 + pn−2 si n ≡ 2(mod k)

x1pn−1 + pn−2 si n ≡ 3(mod k)

...

xk−2pn−1 + pn−2 si n ≡ 0(mod k)

xk−1pn−1 + pn−2 si n ≡ 1(mod k)

(2.10)

2.2.1 La Relation de Récurrence

La suite de Lucas k-périodique vérifie la même relation de récurrence que la suite

de Fibonacci k-périodique.

Pour une constante A la suite (pn) vérifie la relation de récurrence suivante :

pour m ≥ 2k, 0 ≤ j ≤ k − 1, pmk+j = Ap(m−1)k+j + (−1)k−1p(m−2)k+j (2.11)

2.2.2 Fonction génératrice

Théorème 2.2.2. La fonction génératrice de la suite de Lucas k-périodique (pn) est :

G(x) =

k−1∑
r=0

prx
r +

k−1∑
r=0

(pk+r − Apr)xk+r

1− Axk + (−1)kx2k

2.2.3 Formule de Binet

On considère l’équation homogène d’ordre 2k à coefficient A

pn − Apn−k + (−1)kpn−2k = 0 n > 2k (2.12)

avec les conditions initiales p0, p1, p2, ...., p2k−1
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2. Généralisation de la suite de Fibonacci et de Lucas k-périodique

Définition 2.2.3. Dans K [x], le polynôme caractéristique associé à (2.12)est défini

par :

Pk(X) = X2k − AXk + (−1)k (2.13)

on pose Xk = z dans le polynôme caractéristique associé à (2.13) , Nous obtenons le

polynôme

P (z) = z2 − (−1)kAz + (−1)k (2.14)

Le polynôme (2.14) admet deux racines distincts α et β tel que

α =
(−1)kA+

√
A2 − (−1)k4

2
et β =

(−1)kA−
√
A2 − (−1)k4

2

Théorème 2.2.4. Le terme général de la suite de Lucas k-périodique (pn) est donné

par :

pkm+r = (−1)k(m+1)

[(
αm + βm

)
pk+r −

(
αm−1 + βm−1

)
pr

]
(2.15)

où α et β sont les racines de polynôme (2.14) .

2.2.4 La limite du quotient de deux termes successifs

Théorème 2.2.5. Pour tout entier positif m on a :

lim
m−→+∞

p(m+1)k+r

pmk+r
= η

où

η =
A+ sgn(A)

√
A2 − 4(−1)k

2

tel que sgn(A) = |A|
A

est le signe de A, si |A| > 2

Théorème 2.2.6. Pour tout entiers positif m et r = 1, 2, ..., k − 1 on a :

lim
m−→+∞

pmk+r
pmk+r−1

= ηr

où

ηr =



pk+r + (−1)k−1βpr
pk+r−1 + (−1)k−1βpk−1

, si |β
α
| < 1

pk+r + (−1)k−1αpr
pk+r−1 + (−1)k−1αpk−1

, si |α
β
| < 1
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Chapitre 3
Applications

3.1 La suite de Fibonacci 3-périodique

Définition 3.1.1. La suite de Fibonacci 3-périodique est définie par :

q0 = 0, q1 = 1, qn =


x1qn−1 + qn−2, si n ≡ 0(mod 3)

x2qn−1 + qn−2, si n ≡ 1(mod 3)

x3qn−1 + qn−2, si n ≡ 2(mod 3)

(3.1)

3.1.1 Relation de récurrence

La suite (qn) définie par (3.1) vérifie la relation de récurrence d’ordre 6

qn = Aqn−3 + qn−6, n > 6 (3.2)

où A = x1x2x3 + x1 + x2 + x3

avec les conditions initiales q0, q1, q2, q3, q4 et q5

Preuve 18. (voir [9])

3.1.2 Fonction génératrice

La fonction génératrice de la suite de Fibonacci 3-périodique est :

G(X) =
X + x3X

2 + (x1x3 + 1)X3 + x1X
4 +X5

1− (x1x2x3 + x1 + x2 + x3)X3 −X6

Preuve 19. D’aprés le théorème (2.1.4) la fonction génératrice de la suite de Fibonacci

3-périodique est :
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G(X) =

2∑
r=0

qrX
r +

2∑
r=0

(q3+r − Aqr)x3+r

1− AX3 −X6

=
q0 + q1X + q2X

2 + (q3 − Aq0)X3 + (q4 − Aq1)X4 + (q5 − Aq2)X5

1− AX3 −X6

avec les conditions initiales q0, q1, q2, q3, q4 et q5

q0 = 0

q1 = 1

q2 = x3

q3 = x1x3 + 1

q4 = x1x2x3 + x2 + x3

q5 = x1x2x
2
3 + x2x3 + x23 + x1x3 + 1

donc

G(X) =
X + x3X

2 + (x1x3 + 1)X3 + x1X
4 +X5

1− (x1x2x3 + x1 + x2 + x3)X3 −X6

3.1.3 La Formule de Binet

On considère l’équation homogène d’ordre 6 à coefficient A suivante :

qn − Aqn−3 − qn−6 = 0, n > 6 (3.3)

1. Polynôme caractéristique

Le polynôme caractéristique associé à la suite de Fibonacci 3-périodique est

P (X) = X6 − (x1x2x3 + x1 + x2 + x3)X
3 − 1

on pose z = X3

P (z) = z2 + (x1x2x3 + x1 + x2 + x3)z − 1

2. Les racines du polynôme caractéristique

Comme ∆ = A2 + 4 > 0, alors le polynôme caractéristique admet deux racines

distinctes

α =
−A+

√
A2 + 4

2
et β =

−A−
√
A2 + 4

2
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où A = x1x2x3 + x1 + x2 + x3

Les relations entre les deux racines α et β :

α + β = −A, α− β =
√
A2 + 4 et αβ = −1

3.La formule de Binet

D’aprés le théorème (2.1.7), la formule de Binet de la suite de Fibonacci 3-périodique

est donné par

q3m+r = (−1)3(m+1)

[(
αm − βm

α− β

)
q3+r −

(
αm−1 − βm−1

α− β

)
qr

]

3.1.4 La limite du quotient de deux termes successifs

Comme k=3 est impaire, alors |α
β
| < 1. et d’aprés la théorème (2.1.9) on obtient

lim
m−→+∞

q3(m+1)+r

q3m+r

= −β

3.2 La suite de Lucas 3-périodique

Définition 3.2.1. La suite de Lucas 3-périodique est définie par :

p0 = 2, p1 = x1, pn =


x3pn−1 + pn−2, si n ≡ 0(mod 3)

x1pn−1 + pn−2, si n ≡ 1(mod 3)

x2pn−1 + pn−2, si n ≡ 2(mod 3)

(3.4)

3.2.1 Relation de récurrence

La suite (pn) définie par (3.4) vérifie la relation de récurrence d’ordre 6

pn = Apn−3 + pn−6, n > 6 (3.5)

où A = x1x2x3 + x1 + x2 + x3

avec les conditions initiales p0, p1, p2, p3, p4 et p5

3.2.2 Fonction génératrice

La fonction génératrice de la suite de Lucas 3-périodique est :

G(x) =
2 + x1X + (x1x2 + 2)X2 − (x1x2x3 + x1 − 2x2)X

3 + (x1x3 + 2)X4 − x1X5

1− (x1x2x3 + x1 + x2 + x3)X3 −X6
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Preuve 20. D’aprés le théorème (2.2.2) la fonction génératrice de la suite de Lucas

3-périodique est :

G(X) =

2∑
r=0

prX
r +

2∑
r=0

(p3+r − Apr)x3+r

1− AX3 −X6

=
p0 + p1X + p2X

2 + (p3 − Ap0)X3 + (p4 − Ap1)X4 + (p5 − Ap2)X5

1− AX3 −X6

avec les conditions initiales p0, p1, p2, p3, p4 et p5

p0 = 2

p1 = x1

p2 = x1x2 + 2

p3 = x1x2x3 + 2x3 + x1

p4 = x21x2x3 + 2x1x3 + x1x2 + x21 + 2

p5 = x21x
2
2x3 + 3x1x2x3 + x21x2 + x1x

2
2 + 2x2 + 2x3 + x1

donc

G(x) =
2 + x1X + (x1x2 + 2)X2 − (x1x2x3 + x1 − 2x2)X

3 + (x1x3 + 2)X4 − x1X5

1− (x1x2x3 + x1 + x2 + x3)X3 −X6

3.2.3 La formule de Binet

On considère l’équation homogène d’ordre 6 à coefficient A suivante :

pn − Apn−3 − pn−6 = 0, n > 6 (3.6)

1. Polynôme caractéristique

Le polynôme caractéristique associé à la suite de Lucas 3-périodique est

P (X) = X6 − (x1x2x3 + x1 + x2 + x3)X
3 − 1

on pose z = X3

P (z) = z2 + (x1x2x3 + x1 + x2 + x3)z − 1
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2. Les racines du polynôme caractéristique

Comme ∆ = A2 + 4 > 0, alors le polynôme caractéristique admet deux racines

distinctes

α =
−A+

√
A2 + 4

2
et β =

−A−
√
A2 + 4

2

où A = x1x2x3 + x1 + x2 + x3

Les relations entre les deux racines α et β :

α + β = −A, α− β =
√
A2 + 4 et αβ = −1

3.La formule de Binet

La formule de Binet de la suite e Lucas 3-périodique est

p3m+r = (−1)3(m+1)

[(
αm + βm

)
p3+r −

(
αm−1 + βm−1

)
pr

]

La limite du quotient de deux termes successifs

Comme k=3 est impaire, alors |α
β
| < 1. et d’aprés la théorème (2.2.5) on obtient

lim
m−→+∞

p3(m+1)+r

p3m+r

= −β

3.3 La suite de Fibonacci 4-périodique

Définition 3.3.1. La suite de Fibonacci 4-périodique est définie par :

q0 = 0, q1 = 1, qn =



x1qn−1 + qn−2, si n ≡ 0(mod 4)

x2qn−1 + qn−2, si n ≡ 1(mod 4)

x3qn−1 + qn−2, si n ≡ 2(mod 4)

x4qn−1 + qn−2, si n ≡ 3(mod 4)

(3.7)

3.3.1 Relation de récurrence

La suite (qn) définie par (3.7) vérifie la relation de récurrence d’ordre 8

qn = Aqn−4 + qn−8, n > 8 (3.8)

où A = x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x2x3 + x1x2

avec les conditions initiales q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6 et q7
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3.3.2 Fonction génératrice

La fonction génératrice de la suite de Fibonacci 4-périodique est :

G(X) =
X + x3X

2 + (x3x4 + 1)X3 + (x1x3x4 + x1 + x3)X
4

1− (x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x2x3 + x1x2)X4 +X8

+
X5 + (x1 + 2x3)X

6 + (1 + 2x3x4)X
7

1− (x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x2x3 + x1x2)X4 +X8

Preuve 21. D’aprés la théorème (2.1.4) la fonction génératrice de la suite de Fibo-

nacci 4-périodique est :

G(X) =

3∑
r=0

qrX
r +

3∑
r=0

(q4+r − Aqr)x4+r

1− AX4 +X8

=
q0 + q1X + q2X

2 + q3X
3 + (q4 − Aq0)X4 + (q5 − Aq1)X5

1− AX4 +X8

+
(q6 − Aq2)X6 + (q7 − Aq3)X7

1− AX4 +X8

avec les conditions initiales q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6 et q7

q0 = 0

q1 = 1

q2 = x3

q3 = x3x4 + 1

q4 = x1x3x4 + x1 + x3

q5 = x1x2x3x4 + x1x2 + x2x3 + x3x4 + 1

q6 = x1x2x
2
3x4 + x1x2x3 + x2x

2
3 + x23x4 + x3 + x1x3x4 + x1 + x3

q7 = x1x2x
2
3x

2
4 + 2x1x2x3x4 + x2x

2
3x4 + x23x

2
4 + 3x3x4 + x1x2x3x

2
4 + x1x4 + x1x2 + x2x3 + 1

donc

G(X) =
X + x3X

2 + (x3x− 4 + 1)X3 + (x1x3x4 + x1 + x3)X
4

1− (x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x2x3 + x1x2)X4 +X8

+
X5 + (x1 + 2x3)X

6 + (1 + 2x3x4)X
7

1− (x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x2x3 + x1x2)X4 +X8
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3.3.3 La Formule de Binet

On considère l’équation homogène d’ordre 8 à coefficient A suivante :

qn − Aqn−4 + qn−8 = 0, n > 8 (3.9)

1. Polynôme caractéristique

Le polynôme caractéristique associé à la suite de Fibonacci 4-périodique est

P (X) = X8 − (x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x2x3 + x1x2)X
4 + 1

on pose z = X4

P (z) = z2 + (x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x2x3 + x1x2)z + 1 (3.10)

2. Les racines du polynôme caractéristique

On prend ∆ = A2 − 4 > 0, alors le polynôme caractéristique admet deux racines

distinctes

α =
A+
√
A2 − 4

2
et β =

A−
√
A2 − 4

2

où A = x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x2x3 + x1x2

La relation entre les deux racines

α + β = A, α− β =
√
A2 + 4 et αβ = 1

3. La formule de Binet

D’aprés le théorème (2.1.7), la formule de Binet de la suite de Fibonacci 4-périodique

est

q4m+r = (−1)4(m+1)

[(
αm − βm

α− β

)
q4+r −

(
αm−1 − βm−1

α− β

)
qr

]

3.3.4 La limite du quotient de deux termes successifs

Comme k=4 est paire, alors |β
α
| < 1. et d’aprés la théorème (2.1.9) on obtient

lim
m−→+∞

q4(m+1)+r

q4m+r

= α
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3.4 La suite de Lucas 4-périodique

Définition 3.4.1. La suite de Lucas 4-périodique est définie par :

p0 = 2, p1 = x1, pn =



x4pn−1 + pn−2, si n ≡ 0(mod 4)

x1pn−1 + pn−2, si n ≡ 1(mod 4)

x2pn−1 + pn−2, si n ≡ 2(mod 4)

x3pn−1 + pn−2, si n ≡ 3(mod 4)

(3.11)

3.4.1 Relation de récurrence

La suite (pn) définie par (3.11) vérifie la relation de récurrence d’ordre 8

pn = Apn−4 − pn−8, n > 8 (3.12)

où A = x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x2x3 + x1x2

avec les conditions initiales p0, p1, p2, p3, p4, p5, p6 et p7

3.4.2 Fonction génératrice

La fonction génératrice de la suite de Lucas 4-périodique est :

G(X) =
2 + x1X + (x1x2 + 2)X2 + (x1x2x3)X

3 − (x1x2x3x4 + x1x2 − 2)X4

1− (x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x2x3 + x1x2)X4 +X8

+
(x1x2x4 + 2x3 + x1 + 2)X5 + (x1x4 + 2x2 + 2)X6 + (2x1x3 + 4x3 + x1 + 2)X7

1− (x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x2x3 + x1x2)X4 +X8

Preuve 22. D’aprés le théorème (2.2.2) la fonction génératrice de la suite de Lucas

4-périodique est :

G(X) =

3∑
r=0

prX
r +

3∑
r=0

(p4+r − Apr)x4+r

1− AX4 +X8

=
p0 + p1X + p2X

2 + p3X
3 + (p4 − Ap0)X4 + (p5 − Ap1)X5

1− AX4 +X8

+
(p6 − Ap2)X6 + (p7 − Ap3)X7

1− AX4 +X8
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avec les conditions initiales p0, p1, p2, p3, p4, p5, p6 et p7

p0 = 2

p1 = x1

p2 = x1x2 + 2

p3 = x1x2x3 + 2x3 + x1

p4 = x1x2x3x4 + 2x3x4 + x1x4 + x1x2 + 2

p5 = x21x2x3x4 + 2x1x3x4 + x21x4 + x21x2 + x1x2x3 + 2x3 + x1 + 2

p6 = x21x
2
2x3x4 + 3x1x2x3x4 + x21x2x4 + x21x

2
2 + x1x

2
2x3 + 2x2x3 + 2x1x2 + 2x3x4

+x1x4 + 2x2 + 2

p7 = x21x
2
2x

2
3x4 + 3x1x2x

2
3x4 + 2x21x2x3x4 + x21x

2
2x3 + 2x2x3 + x1x

2
2x

2
3 + 2x23x2 + 3x1x2x3

+2x23x4 + 3x1x3x4 + x21x4 + x21x2 + 4x3 + x1 + 2

donc

G(X) =
2 + x1X + (x1x2 + 2)X2 + (x1x2x3)X

3 − (x1x2x3x4 + x1x2 − 2)X4

1− (x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x2x3 + x1x2)X4 +X8

+
(x1x2x4 + 2x3 + x1 + 2)X5 + (x1x4 + 2x2 + 2)X6 + (2x1x3 + 4x3 + x1 + 2)X7

1− (x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x2x3 + x1x2)X4 +X8

3.4.3 La formule de Binet

On considère l’équation homogène d’ordre 8 à coefficient A suivante :

pn − Apn−4 + pn−8 = 0, n > 8 (3.13)

1. Polynôme caractéristique

Le polynôme caractéristique associé à la suite de Fibonacci 3-périodique est

2. Les racines du polynôme caractéristique

On prend ∆ = A2 − 4 > 0, alors le polynôme caractéristique admet deux racines

distinctes

α =
A+
√
A2 − 4

2
et β =

A−
√
A2 − 4

2
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3. Applications

où A = x1x2x3x4 + x3x4 + x1x4 + x2x3 + x1x2

Les relations entre les deux racines α et β :

α + β = A, α− β =
√
A2 + 4 et αβ = 1

3.La formule de Binet

La formule de Binet de la suite e Lucas 4-périodique est

p4m+r = (−1)4(m+1)

[(
αm + βm

)
p4+r −

(
αm−1 + βm−1

)
pr

]

3.4.4 La limite du quotient de deux termes successifs

Comme k=4 est paire, alors |β
α
| < 1. et d’aprés la théorème (2.2.5) on obtient

lim
m−→+∞

p4(m+1)+r

p4m+r

= α
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Conclusion

L’étude des suites récurrentes linéaires à coefficients constants se ramène à un pro-

blème d’algèbre linéaire. L’expression du terme générale d’une suite récurrente linéaire

en fonction de n et les racines de son polynôme caractéristique est dite formule de

Binet. En peut aussi trouver le terme générale en utilisant les fonction génératrice .

La suite de Fibonacci est une suite récurrente linéaire d’ordre deux la plus célèbre

très riche en propriétés. A cette suite est associé sa compagnon la suite de Lucas.

La suite de Fibonacci k-périodique est une généralisation de la suite de Fibonacci

classique, d’autre part la suite de Lucas k-périodique est une généralisation de la suite

de Lucas classique. Ces deux suites vérifient une relation de récurrence linéaire qui per-

met de trouver leurs forment explicites en utilisant les fonctions génératrices ou bien

les formules de Binet. La limite du quotient de deux termes successifs des suites de

Fibonacci et Lucas k-périodique est le plus grand racine de leur polynôme caractéris-

tique.
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