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RÉSUMÉ

Soit G = (V;E) un graphe simple. Un ensemble S de V est dit dominant dans G si tout

sommet qui n�appartient pas à S est adjacent à au moins un sommet de S: Deux sous-

ensembles disjoints V1 et V2 de V forment une coalition dans G si V1 [ V2 est un ensemble

dominant de G mais V1 et V2 ne sont pas des ensembles dominants de G: Une partition de

sommets � = fV1; V2; :::; Vkg est appelée une partition de coalitions, si chaque ensemble Vi

est un ensemble dominant formé d�un seul sommet, ou Vi n�est pas un ensemble dominant

mais il forme une coalition avec un autre ensemble Vj qui n�est pas lui même un ensemble

dominant. Le nombre maximum des classes de � est appelé le nombre de coalitions de

G; et il se note C(G); sa détermination est un problème NP -complet en général. Dans ce

mémoire, nous avons proposé des bornes inférieures et supérieures relevant de ce paramètre.

Des valeurs exactes de C(G) pour certaines graphes particuliers sont déterminées.
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ABSTRACT

Let G = (V;E) be a simple graph. An set S of V is said to be dominating in G if every

vertex not in S is adjacent to at least one vertex in S. Two disjoint subsets V1 and V2

of V form a coalition in G if V1 [ V2 is a dominating set of G; but neither V1 nor V2 are

dominating sets of G: A vertex partition � = fV1; V2; :::; Vkg is called a coalition partition

if each set Vi is a dominating set consisting of a single vertex, or Vi is not a dominating set

but forms a coalition with another set Vj that is not itself a dominating set. The maximum

number of � is called the coalition number of G and is denoted as C(G): Determining C(G)

is generally an NP -complete problem. In this paper, we have proposed lower and upper

bounds for this parameter. Exact values of C(G) for certain speci�c graphs have been

determined.
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INTRODUCTION

La théorie des graphes est une branche des mathématiques qui a beaucoup progressé.

Elle est très utile car elle permet de modéliser toutes sortes de problèmes liés à l�idée

de réseau. Par exemple, un site web peut être représenté par un graphe où chaque page

est un sommet et chaque lien est une arête. En physique et en chimie, on peut utiliser

la théorie des graphes pour modéliser les molécules, où chaque atome est un sommet et

chaque liaison chimique est une arête. C�est un outil puissant pour résoudre des problèmes

de tous les jours. La théorie des graphes est un domaine important des mathématiques

qui aide à modéliser et à analyser les relations entre des objets, des personnes ou des

événements.

Un concept nouveau de la théorie des graphes est la coalition, qui est utilisée pour modéliser

les interactions entre les entreprises d�un marché, les partis politiques d�une démocratie ou

les groupes sociaux d�une communauté. En d�autres termes, une coalition est un groupe

d�individus qui travaillent ensemble pour atteindre un résultat spéci�que. Les membres

de coalition peuvent partager des ressources, des informations ou des compétences pour

atteindre leurs objectifs communs.

En s�inspérant de cette idée, Haynes et al. [7] ont dé�ni et introduit le concept de la

coalition dans les graphes. Deux ensembles de sommets disjoints V1 et V2 dans un graphe

G forment une colalition si V1 et V2 ne sont pas des ensembles dominants de G mais l�union

V1 et V2 est un ensemble dominant de G. Les ensembles V1 et V2 sont considérés comme

des partenaires de coalition.
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Dans ce mémoire, nous étudions le concept de la partition en coalition de l�ensemble de

sommets d�un graphe G: Une partition de coalition dans un graphe G, appelée par la

suite une c-partition, est une partition de sommets � = fV1; V2; :::; Vkg telle que chaque

ensemble Vi de � est soit un ensemble dominant singleton, soit ne forme pas un ensemble

dominant mais forme une coalition avec un autre ensemble Vj de �. Le nombre de coalition

C(G) est égal à l�ordre maximum k d�une partition c de G, ayant un ordre de C(G) est

appelée une C(G)-partition. Ce manuscrit comporte trois chapitres organisés comme suit :

Chapitre 1 : Notions générales sur les graphes. Dans la première section de ce

chapitre, nous présentons les principaux concepts de base de la théorie des graphes qui

seront utiles tout au long de ce mémoire. Dans la deuxième section, nous présentons

les dé�nitions et les notations relatives à la domination. Dans la troisième section, nous

abordons quelques propriétés des graphes. Dans la quatrième section, nous présentons les

dé�nitions relatives à la coloration.

Chapitre 2 :Quelques résultats existant sur la coalition dans les graphes. Dans

ce chapitre, nous passons en revue quelques résultats existants dans la littérature sur la

coalition dans les graphes. Dans la première partie, nous donnerons quelques dé�nitions

liées au concept de la coalition et la c-partition d�un graphe. Ensuite, dans la deuxième

partie, nous discuterons des bornes et des valeurs exactes sur C(G): En�n, dans la troisième

partie, nous examinerons d�autres variantes de la coalition.

Chapitre 3 : Nouveaux résultats sur le nombre de coalition

Le troisième chapitre de ce travail, est consacré à notre contribution. Après avoir examiné

les travaux existant dans la littérature, nous avons remarqué qu�il n�y a pas assez de

travaux concernant le paramètre C(G) dans le cas d�un graphe connexe. Dans ce sens,

nous avons proposé des bornes inférieures et supérieures et valeurs exactes de C(G):
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Chapitre 1

Notions générales sur les graphes

Le but de ce chapitre est d�introduire les concepts et la terminologie employés tout au long

de ce document. La première section rappellera certaines dé�nitions clés de la théorie des

graphes et fournira un bref aperçu des paramètres structurels d�un graphe. Nous exami-

nerons également certains invariants de graphes. Les termes spéci�ques à chaque section

seront dé�nis et expliqués dans leurs sections respectives. Finalement, nous aborderons

succinctement les concepts de la domination, de la partition domatique et de la coloration

dans les graphes.

Pour plus de détails sur la terminologie utilisée dans ce mémoire, nous invitons le lecteur

à se référer aux ouvrages de Berge [4], Haynes, Hedetniemi et Slater [10].

1.1 Concepts de base

Nous présentons dans cette section les principales notions requises pour comprendre le

contenu de ce mémoire.
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1.1.1 Graphes et sous-graphes

Le concept de graphe G = (V;E) consiste en deux ensembles �nis. l�ensemble de sommets

V et l�ensemble d�arêtes E. Le cardinal de V est appelé l�ordre de G, noté par n (G). Une

arête e 2 E est une paire de sommets (u; v) notée par e = uv, où u et v sont les extrémités

de e. Dans ce cas, u et v sont considérés comme adjacents et e est considérée comme

incidente à u et v. Une boucle est une arête qui relie un sommet à lui-même. Pour qu�un

graphe soit quali�é de simple, il ne doit pas contenir de boucles ni d�arêtes multiples. Dans

ce mémoire, seuls les graphes simples et �nis sont considérés.

Le voisinage ouvert d�un sommet v est dé�ni comme NG(v) = fu 2 V : uv 2 Eg Le voi-

sinage fermé de v est quant à lui dé�ni comme étant NG[v] = NG(v) [ fvg. Pour un

sous-ensemble S � V , le voisinage ouvert est NG(S) =
S
v2SN(v) et le voisinage fermé

NG [S] =
S
v2SN(v) [ S.

Le degré d�un sommet x 2 S, noté dG(x) est égal au nombre de ses voisins dans G; c�est-

à-dire dS(x) = jNS(x)j. On notera �(G) et �(G) respectivement le degré maximum et le

degré minimum dans G:

Un sommet qui n�a pas d�arête incidente est appelé sommet isolé. Un sommet avec exac-

tement une arête incidente est appelé sommet pendant, tandis qu�un sommet adjacent à

un sommet pendant est appelé sommet support. Un sommet dominant est un sommet qui

possède exactement n� 1 arêtes incidentes.

Un sommet simplicial est un sommet dont tous les voisins sont deux à deux.

Un graphe H est un sous-graphe du graphe G si V (H) � V (G) et E(H) � E(G): Un

sous-graphe H de G est dit induit si E(H) contient toutes les arêtes de G dont les deux

extrémités sont dans V (H). Etant donné un sous-ensemble A de V , le sous-graphe induit

par A est noté par G[A]: La Figure 1.1.illustre un graphe G et un sous-graphe H de G.

Pour un sommet v de V , le graphe G� v désigne le sous-graphe engendré par V � fvg :

Un graphe partiel H d�un graphe G est un graphe tel que E(H) � E(G) et V (H) = V (G):
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G = (V;E) H = (V (H); E(H))

Fig. 1.1 � H est un sous-graphe induit de G

Un sous-graphe d�un graphe partiel de G est appelé sous-graphe partiel de G: Un exemple

d�un graphe G et d�un graphe partiel H de G est donné dans la Figure 1.2.
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G = (V;E) H = (V;E(H))

Fig. 1.2 �H est un graphe partiel de G

1.1.2 Chaîne, cycle et connexité

chaîne

Une chaîne est une séquence alternative de sommets et d�arêtes, notée (v1; e1; v2; e2; :::; ek�1; vk);

où k est un entier positif. La longueur de cette chaîne est égale à k � 1: La Figure 1.3

présente un exemple d�une chaîne d�ordre 7 (P7).

uu u u u u u

Fig. 1.3 �La chaîne P7
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Connexité

Un graphe G = (V;E) est dit connexe si toute paire de sommets dans le graphe est

reliée par un chaîne. Un graphe connexe à n sommets possède au moins n� 1 arêtes. Une

composante connexe d�un graphe est un sous-graphe induit maximal. La Figure 1.4 est

un exemple de deux graphes l�un est connexe et l�autre est non connexe possédant deux

composantes connexes.

u u
u

u
u

u
u

u
u

u u u
u u

�
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�

@
@

@ �
�

��
�
�

@
@

@

�
�
�

@
@

@

G H

Fig. 1.4 �Exemple d�un graphe connexe et d�un graphe non connexe

cycle

Un cycle de longueur n, noté Cn; est un graphe connexe de degré 2; composé de n sommets.

Le cycle peut être représenté par la suite ordonnée de ses sommets (v1; v2; :::; vn); où les

arêtes sont dé�nies comme suit :vivi+1 2 E(Cn) pour tout 1 � i � n� 1; ainsi que l�arête

vnv1 2 E(Cn): Un cycle d�ordre 6 est présenté dans la Figure 1.5.

u
u

u
u

u

u@
@
@

�
�
� @

@
@

�
�
�

x1

x2 x3

x4

x5x6
Fig. 1.5 �Le cycle C6

1.2 Quelques propriétés des graphes

Soit G = (V;E) un graphe simple d�ordre n.
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1.2.1 Quelques invariants de base

� Une clique de G est dé�nie comme un ensemble de sommets qui sont tous adjacents les

uns aux autres. La taille d�une clique est équivalente au nombre de ses sommets. Une

clique de G est dite maximale si elle atteint la taille maximale parmi toutes les cliques

possibles dans G:

� Un couplage dans un graphe G est constitué d�un ensemble d�arêtes qui sont mutuelle-

ment non adjacentes. La taille maximale d�un couplage dans G sera notée �0(G). On

dira qu�un couplage est parfait dans G si sa taille �0(G) = n
2
. Il est important de noter

que la détermination de �0(G) peut être e¤ectuée en temps polynomial pour tout graphe

G:

� Un ensemble indépendant dans G; également appelé ensemble stable, est un ensemble

de sommets dans G qui ne sont pas adjacents les uns aux autres. Un ensemble stable

maximum S dans G est un ensemble stable avec le plus grand nombre de sommets. Le

nombre de stabilité (aussi appelé nombre d�indépendance), noté �(G), est le plus grand

nombre possible de sommets dans un ensemble stable S de G:

� Deux graphes sont considérés comme isomorphes s�ils ont la même structure, c�est-à-

dire s�il existe une fonction bijective entre les ensembles des sommets des deux graphes,

telle que deux sommets sont adjacents dans l�un des graphes si et seulement si leurs

sommets correspondants par la fonction bijective sont adjacents dans l�autre graphe. Si

deux graphes sont isomorphes, cela signi�e qu�ils ont des propriétés communes, appelées

invariants de graphes. En d�autres termes, un invariant est une propriété qui reste

constante sous l�isomorphisme. Le nombre de sommets et le nombre d�arêtes sont deux

invariants de base d�un graphe.
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1.2.2 Quelques classes de graphes classiques

Le graphe complémentaire d�un graphe

Le graphe complémentaire d�un graphe G; noté G; est un graphe qui possède le même

ensemble de sommets que G. Une arête est présente dans G si elle n�est pas présente dans

G: Voir un exemple d�un graphe et de son complémentaire dans la Figure 1.6.

u u

u u

u

u

u

u

�
�
�
�
�
�

Fig. 1.6 �Un graphe G et son complémentaire G

Graphe complet et graphe discret

Un graphe est considéré complet s�il y a une arête entre chaque paire de sommets. Le

graphe complet d�ordre n est noté Kn: Dans ce graphe, chaque sommet est relié à tous les

autres sommets, ce qui signi�e que chaque sommet a un degré égal à n� 1:

Un graphe G est discret ou nul s�il ne contient aucune arête, c�est-à-dire que son ensemble

d�arêtes E est vide.On le note par Kn: Voir un exemple d�un graphe complet et d�un

graphe discret dans la Figure 1.7.
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Q
Q
Q
Q
Q
Q
Q
QQ

Fig. 1.7 �Le graphe complet K6 et le graphe discret K6.
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Graphe biparti

Un graphe biparti G est un graphe d�ordre n � 2, dont l�ensemble des sommets peut être

partitionné en deux ensembles stables distincts X et Y: Un graphe biparti complet est un

graphe biparti maximal en terme de nombre d�arêtes, c�est à dire jEj = jXj : jY j. Il est

noté Kp;q avec p = jXj et q = jY j, (voir Figure 1.8).

u
u

u
u
u
u

hhhhhhhhhhhhhhhhhh

((((
((((

((((
((((

((hhhhhhhhhhhhhhhhhh

((((
((((

((((
((((

(('

&

$

%

'

&

$

%
Fig. 1.8 �Le graphe biparti complet K2;4

La roue

La roue Wn est un graphe d�ordre n � 4 est formée à partir d�un cycle d�ordre n � 1 en

ajoutant un sommet qui est adjacent à tous les sommets du cycle, (voir Figure 1.9).
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Fig. 1.9 �Le graphe roue d�ordre 7.
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Arbres

Un arbre est un graphe connexe qui possède exactement n � 1 arêtes, où n représente le

nombre de sommets du graphe, (voir Figure 1.10).

u u u u

u uu
uHHHHHH

������
A
A
A
A
A
A

�
�
�
�
�
�

A
A
A
A
A
A

�
�
�
�
�
�

Fig. 1.10 �Un arbre T

Etoiles

L�arbre d�ordre n ayant n � 1 sommets pondants est appelé étoile et noté K1;n�1: Le

sommet de degré n� 1 est appelé. sommet centre. (voir Figure 1.11).

u u u u

u
�
�
�
�
�
�
�
��

B
B
B
B
B
B
B
BB

J
J
J
J
J
J
J
JJ

















 . . .

Fig. 1.11 �L�étoile K1;n�1

Double étoile

Une double étoile est un graphe, notée Sr;s qui est obtenu à partir de deux étoiles K1;r et

K1;s en attachant leurs centres par une arête (voir Figure 1.12).
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Fig. 1.12 �Double étoile Sr;s

Chenille

Une chenille est un arbre dont la suppression de ses sommets qui ne sont pas des feuilles

produit une chaîne appelée la colonne vertébrale de la chenille. Cette dernière est repré-

sentée par C(t1; t2; :::; ts), où la séquence des entiers positifs (t1; t2; :::; ts) correspond au

nombre de sommets qui ne sont pas des feuilles (voir Figure 1.13).
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Fig. 1.13 �La chenille c(3; 0; 3; 1)

Graphes r-régulier

Un graphe dans lequel tous les sommets ont le même degré r; est appelé un graphe r-

régulier, ainsi pour tout sommet x de V; on a dG(x) = r.(voir Figure 1.14).
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Fig. 1.14 �Graphe 4-régulier

Graphe cubique

Un graphe cubique est un graphe 3-régulier. (voir Figure 1.15).
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Fig. 1.15 �Graphe cubique d�ordre 6

Union de deux graphes

Soient G et H deux graphes. L�union de G et H est le graphe G+H dont l�ensemble des

sommets est V (G) [ V (H) et l�ensemble des arêtes est E(G) [ E(H): Pour un entier k

donné, l�union de k copies de G est notée par kG: (voir Figure 1.16).
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A
A
A
A

Fig. 1.16 �Un graphe 2K3

1.3 Domination

Etant donné un graphe simple G = (V;E) ; un sous ensemble de sommets D � V de

G est dit ensemble dominant si tout sommet v 2 V � D est adjacent à au moins un

sommet u 2 D. L�ensemble dominant D est minimal si pour tout sommet v de G; D�fvg

n�est pas un ensemble dominant de G: Le nombre de domination inférieur ( appelé aussi

nombre de domination), noté 
(G), d�un graphe G représente la cardinalité minimum d�un

ensemble dominant de G. Un ensemble dominant minimum avec une telle cardinalité 
(G)

est appelé 
(G)-ensemble.

Par exemple, pour le cycle C6 (voir Figure 1.5), on a 
(G) = 2, où fx1; x4g, fx2; x5g et

fx3; x6g sont des 
(G)-ensembles.
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Parmi les résultats obtenus sur la domination, on cite le suivant :

Théorème 1.3.1 [12]Soit D un ensemble dominant d�un graphe simple G = (V;E): Alors

D est minimal si et seulement si pour tout sommet u 2 D, u est isolé dans D ou u a un

voisin privé dans V �D:

Théorème 1.3.2 [12]Si G = (V;E) est un graphe sans sommets isolés, alors le complé-

mentaire V � S de tout ensemble dominant minimal S � V est un ensemble dominant.

Di¤érents types de domination sont dé�nis en ajoutant des propriétés supplémentaires à

l�ensemble des sommets dominants. Voici une description de quelques-uns des types les

plus étudiés.

Domination totale

Un sous-ensemble de sommets D � V est un dominant total si chaque sommet de V est

adjacent à au moins un sommet de D: De manière plus formelle, D satisfait à la condition

N(D) = V: Le nombre de domination totale 
t(G) de graphe G est le cardinal minimum

d�un ensemble dominant total.

Domination stable

Un ensemble dominant stable de G est dé�ni comme un sous-ensemble dominant D � V

tel que le sous-graphe induit par D est stable. Le nombre de domination stable inférieur

de G; noté i(G); est le cardinal minimal d�un dominant stable. Le nombre de stabilité noté

�(G) est le cardinal maximal d�un dominant stable.

Domination couplée

Un sous-ensemble D de V est dit dominant couplé de G si D est un dominant et le

sous-graphe induit par D admet un couplage parfait. Le nombre de dominant couplé noté


pr(G) est le cardinal minimum d�un ensemble dominant couplé de G:
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1.4 Partition domatique d�un graphe

Etant donné un graphe G = (V;E); une partition P de G est dé�nie comme une partition

des sommets selon certaines règles. Si cette partition P contient un nombre �xe de classes,

noté k; on parle alors de k-partition, ce qui signi�e que la partition est composée de k

classes distinctes.

Une partition dominante d�un graphe G est une partition de son ensemble de sommets V

en ensembles dominants. La partition fV g avec une seule classe est considérée comme une

partition dominante, mais les partitions dominantes les plus intéressantes sont celles qui

comportent un grand nombre de classes. Le nombre domatique d�un graphe G = (V;E);

noté d(G); représente le nombre maximum de classes dans une partition domatique de G.

Par exemple, le nombre domatique du cycle C6 est égal à 3:(voir Figure 1.17).
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�
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x3

x4

x6

x5

x1 x2 x6

x4 x3x5

Fig. 1.17 �Cycle C6 et partition domatique de C6
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1.5 Coloration

Une coloration propre d�un graphe G = (V;E) consiste à attribuer des couleurs aux

sommets de G de telle manière que deux sommets adjacents u et v ne portent pas la même

couleur. Une classe de couleur i est un ensemble de sommets de V qui ont été colorés

avec la couleur i. Le nombre minimum de classes de couleur nécessaires pour partitionner

l�ensemble V est appelé le nombre chromatique, noté �(G): La coloration des sommets

d�un graphe peut être considérée comme une partition de l�ensemble des sommets de G

en ensembles stables.

Théorème 1.5.1 [5]Pour tout graphe G de degré maximum �(G): Alors

�(G) � �(G) + 1

Théorème 1.5.2 [11]Soit G un graphe d�ordre n et G son complémentaire. Alors

�(G) + �(G) � n+ 1 et n � �(G)� �(G) �
�
n+ 1

2

�2
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Chapitre 2

Quelques résultats sur la coalition

dans les graphes

Dans ce chapitre, nous rappelons les di¤érents résultats obtenus sur la partition de la

coloalition dans les graphes.

2.1 Dé�nitions

Le terme coalition est utilisé pour décrire une situation dans laquelle deux ou plusieurs

groupes acceptent de travailler ensemble dans un partenariat pour atteindre un objectif

commun, comme dans les systèmes parlementaires de gouvernement, lorsque lors d�une

élection générale aucun parti politique n�obtient une majorité claire. Dans de tels cas,

deux ou plusieurs partis forment des cabinets de coalition qui sont soutenus par une

majorité parlementaire. De nombreux pays fonctionnent souvent avec des cabinets de

coalition. Bien que les coalitions impliquent généralement des accords entre plus de deux

partis politiques, nous considérons dans ce mémoire que les situations dans lesquelles les

coalitions sont formées par deux groupes. Cela suggère les dé�nitions suivantes.
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Dé�nition 2.1.1 [7] Deux sous-ensembles V1 et V2 de sommets de G forment une coali-

tion si V1 et V2 ne sont pas des ensembles dominants de G mais l�union V1 et V2 est un

ensemble dominant de G:

De nombreuses recherches ont été e¤ectuées sur la partition de l�ensemble des sommets

d�un graphe en sous-ensembles ayant une propriété spéci�ée. Par exemple, une coloration

propore des sommets est une partition de l�ensemble des sommets en ensembles indépen-

dants stables, tandis qu�une partition domatic est une partition de l�ensemble de sommets

en ensembles dominants. Dans ce mémoire, on considère la partition en coalition qui est

dé�nie comme suit.

Dé�nition 2.1.2 [7]Une partition de coalition (c-partition), dans un graphe G est une

partition de sommets � = fV1; V2; :::; Vkg telle que chaque ensemble Vi de � est soit un

ensemble dominant singleton, soit ne forme pas un ensemble dominant mais forme une

coalition avec un autre ensemble Vj de �. Le nombre de coalition C(G) est égal à l�ordre

maximum k d�une c-partition de G, et une c-partition de G ayant un ordre C(G) est

appelée une C(G)-partition.

A titre d�exemple C(C6) = 6 et � = ffx1g ; fx2g ; fx3g ; fx4g ; fx5g ; fx6gg

2.2 Bornes et valeurs exactes sur C(G)

Le premier résultat établi par Haynes et al. [7] montre que la c-partition existe toujours.

Théorème 2.2.1 [7]Tout graphe G a une c-partition.

Théorème 2.2.2 [7]Soit G un graphe de degré maximum �(G), et soit � une C(G)-

partition. Si X 2 �, alors X est au plus dans �(G) + 1 coalitions.
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Théorème 2.2.3 [7]Soit G un graphe d�ordre n. Alors :

� C(G) = 1 si et seulement si G = K1.

� C(G) = 2 si et seulement si G = K2 ou G = Kn pour n � 2

Théorème 2.2.4 [7]Soit G un graphe d�ordre n et sans sommets isolés. Alors C(G) = 3

si et seulement si G = K3 ou G est l�étoile K1;n�1, pour n � 3.

Corollaire 2.2.1 [7]Si G est un graphe d�ordre n, alors

1 � C(G) � n:

Corollaire 2.2.2 [7]Si G est un graphe sans sommets isolés et sans sommets dominants,

alors

4 � 2d(G) � C(G):

Corollaire 2.2.3 [7]Si G 6= Kn est un graphe d�ordre n avec k sommets de degré n � 1,

alors

3 � k + 2 � C(G):

Observation 2.2.1 [7]Si G est un graphe d�ordre n � 2 contenant un ensemble non vide

I de sommets isolés, alors l�une des deux a¢ rmations suivantes est vraie.

� C(G) = 2,

� C(G) � 3 et toute C(G)-partitiion � = fV1; V2; :::; Vkg de G satisfait I \ Vj 6= ; pour

tout j.

Théorème 2.2.5 [7]Si G est un graphe sans sommet dominant et de degré minimum

�(G) > 1, alors

2 + �(G) � C(G):
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Corollaire 2.2.4 [7]Soit G 6= Kn un graphe avec un ensemble non vide I de sommets

isolés, et soit G
0
= G[V � I]. Alors

2 + �(G
0
) � C(G):

Corollaire 2.2.5 [7]Si G est un graphe sans sommet dominant et v est un sommet sim-

plicial de G, alors

2 + d(v) � C(G):

Corollaire 2.2.6 [7]Si G est un graphe d�ordre n � 2 et de degré maximum �(G) conte-

nant un ensemble non vide de sommets isolés I, alors

C(G) = 2 ou C(G) � �(G) + 2:

Théorème 2.2.6 [8]Pour tout graphe G, alors

C(G) � (�(G) + 3)2

4
:

Théorème 2.2.7 [8]Pour tout entier naturel � non négatif, il existe un graphe G avec

�(G) = �, pour lequel C(G) = (�+2)(�+4)
4

si � est pair, et C(G) = (�+3)2

4
si � est impair.

Théorème 2.2.8 [8]Si G est un graphe sans sommets dominant et �(G) < �(G)
2
; alors

C(G) � (�(G) + 1)(�(G)� �(G) + 2):

Théorème 2.2.9 [3]Pour tout graphe G avec �(G) = 1;alors

C(G) � 2�(G) + 2:
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Corollaire 2.2.7 [3]Pour tout arbre T

C(T ) � 2�(T ) + 2:

Théorème 2.2.10 [3]Pour tout graphe G d�ordre n avec �(G) = 0; C(G) = n si et

seulement si

G ' K1 [Kn�1:

Dé�nition 2.2.1 (La famille F1) Soit x une feuille d�un graphe G et y son sommet sup-

port. La famille F1contient le graphe G si et seulement si toutes les propriétés suivantes

sont véri�ées :

� V (G) = fx; y; w; w1; :::; wkg,N(w) = fw1; :::; wkg;pour un entier k � 1 et y =2 N(w):

� N(w) est une union disjointe de deux sous-ensembles P et Q tels que chaque sommet

de P est adjacent à tout autre sommet de N(w); et pour tout q 2 Q; chaque sommet de

N(w)=fqg est adjacent à y ou q:

Théorème 2.2.11 [3]Soit G un graphe avec �(G) = 1 et sans sommet dominant. Alors,

C(G) = n si et seulement si G 2 F1:

Théorème 2.2.12 [3]Soit G un graphe d�ordre n avec �(G) = 1 et un sommet dominant.

Alors, C(G) = n si et seulement si G est obtenu en attachant une feuille à un sommet de

Kn�1:

Théorème 2.2.13 [3]Pour tout arbre T d�ordre n, C(T ) = n si et seulement si T 2

fP1; P2; P3; P4g :

Corollaire 2.2.8 [3]Pour tout arbre T d�ordre n � 5

C(T ) � n� 1:
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Théorème 2.2.14 [3]Pour tout arbre T d�ordre n, C(T ) = n� 1 si et seulement si T 2

fP5; S1;2; P6; K1;3g:

Corollaire 2.2.9 [3]Pour tout arbre T d�ordre n; avec n � 7

C(T ) � n� 2

2.2.1 Coalitions dans les chaînes et dans les cycles

Dans cette section, nous donnons la valeur exactes du nombre de coalition des chaînes et

des cycles.

Théorème 2.2.15 [7]Pour toute chaîne d�ordre n :

C (Pn) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

n si n � 4

4 si n = 5

5 si 6 � n � 9

6 si n � 10

Théorème 2.2.16 [7]Pour tout cycle d�ordre n � 3 :

C (Cn) =

8>>>><>>>>:
n si n � 6

5 si n = 7

6 si n � 8

2.2.2 Coalition dans les graphes cubique

Théorème 2.2.17 [1]Le nombre de coalition du graphe cubique G1 et G2 d�ordre 6 est

égal à 6: (voir Figure 2.1)
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Fig. 2.1 �Graphes cubique d�ordre 6

Théorème 2.2.18 [1]Pour les graphes cubiques G1; G2; :::; G6 d�ordre 8 de la Figure 2.2,alors

� C(G1) = C(G5) = C(G6) = 8:

� C(G4) = 7:

� C(G2) = C(G3) = 6:
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Fig. 2.2 �Graphes cubiques d�ordre 8
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2.3 Autres variantes de la coalition

2.3.1 Coalition total dans graphe

Dé�nition 2.3.1 Une partition totale de coalition (appelée tc-partition), dans un graphe

G est une partition des sommets de G; � = fV1; V2; :::; Vkg telle que chaque ensemble Vi

de � n�est pas un ensemble dominant total de G; mais forme une coalition avec un autre

ensemble non dominant total Vj 2 �: Le nombre total de coalition TC(G) est égal à l�ordre

maximal k d�une tc-partition de G: Une tc-partition de G de cardinalité TC(G) est appelée

une TC(G)-partition.

par exemple cycle (C6) : � = ffx1; x2g; fx3; x4g; fx5; x6gg :

Parmi les résultats obtenus sur la partition totale, on cite le suivant :

Théorème 2.3.1 [2]Chaque graphe G possède une tc-partition.

Théorème 2.3.2 [2]Si G est un graphe sans sommets isolé, alors TC(G) � 
(G) et cette

borne est optimale pour le graphe complet Kn:

Théorème 2.3.3 [2]Si G est un graphe sans sommet dominant alors

TC(G) � 
t(G)

Théorème 2.3.4 [2]Si G est un graphe sans sommets isolé et sans sommet dominant,

alors

TC(G) + C(G) � 
(G) + 
t(G)

Pour plus de détails sur la partition totale de coalition voir [2].
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2.3.2 Graphe de coalition.

Soit G un graphe et � = fV1; V2; :::; Vkg une c-partition d�ordre k de G: le graphe de

coalition , noté CG(G; �) est le graphe dont les k sommets correspondent un à un aux

ensembles de �; et deux sommets Vi et Vj sont adjacents dans C(G; �) si et seulement si

leurs ensembles correspondants Vi et Vj forment une coalition dans G:

L�exemple (voir Figure 2.3)

u

u

u

u

u

u

x1

x4

x2

x5

x3

x6

Fig. 2.3 �le graphe de coalition CG(C6; �)

Parmi les résultats obtenus sur la partition totale, on cite le suivant:

Proposition 2.3.1 [6]Soit G un graphe et � une c-partition de G; Alors

�(CG(G; �)) � �(G) + 1:

Corollaire 2.3.1 [6]Si G est un chemin ou un cycle avec une c-partition, alors

�(CG(G; �)) � 3

Pour plus de détails sur la notion de graphe de coalition voir [6, 9].
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Chapitre 3

Nouveaux résultats sur le nombre de

coalition

Dans ce chapitre, nous allons présenter des brones supérieures et inférieurs ainsi que des

valeurs exactes de C(G) pour de classes particulières de graphes.

3.1 Borne inférieure sur C(G)

Théorème 3.1.1 Soit G = G1 + G2 + � � � + Gk l�union de k � 2 composantes connexes

tel que pour i 2 f1; 2; :::; k � 1g; on a d(Gi) � d(Gi+1): Pour tout i 2 f1; 2; : : : ; kg; posons

qi = d(Gi) et q = q1 + q2 + � � �+ qk: Alors

C (G) �

8>>>><>>>>:
q � k(k � 2) si qk > k � 1

q � (k � 1) (k � 2) si qk = k � 1

qk +
Pqk

i=1 (qi � qk + 1) si qk < k � 1
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Preuve. Pour tout i 2 f1; 2; :::; kg; soit X i
1; ::::; X

i
qi
une partition domatique de Gi de

cardinalité qi: Soit � une partition de G dé�nie comme suit :

� = fX1
1 ; :::; X

1
q1
; X2

1 ; :::; X
2
q2
; :::; Xk

1 ; :::; X
k
qk
g:

Il est clair que j�j = q et q1 � q2 � ::: � qk: Nous allons construire une partition de

coaltion  = fV1; V2; ::::g de G à partir de � selon la valeur de qk. Pour cela, nous allons

distinguer les trois cas suivant.

Cas 1. qk > k � 1:

 =

0@�� k[
j=1

k[
i=1(i6=j)

�
X i
j

	1A [
0@ k[
j=1

8<:
k[

i=1(i6=j)

X i
j

9=;
1A :

Il est facile de véri�er que

�������
k[
j=1

k[
i=1
(i6=j)

�
X i
j

	������� = k(k � 1) et

�������
k[
j=1

8><>:
k[
i=1
(i6=j)

X i
j

9>=>;
������� = k:

Egalement, par inspection, on peut constater que  est une c-partition de G de cardinalité

q � k(k � 2): D�où

C(G) � q � k(k � 2):

Cas 2. qk = k � 1

 =

0B@�� k�1[
j=1

k[
i=1
(i6=j)

�
X i
j

	1CA [
0B@k�1[
j=1

8><>:
k[
i=1
(i6=j)

X i
j

9>=>;
1CA :
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Il est facile de véri�er que

�������
k�1[
j=1

k[
i=1
(i6=j)

�
X i
j

	������� = (k � 1)2 et
�������
k�1[
j=1

8><>:
k[
i=1
(i6=j)

X i
j

9>=>;
������� = k � 1:

Egalement, par inspection, on peut constater que  est une c-partition de G de cardinalité

q � k(k � 1): D�où

C(G) � q � (k � 1) (k � 2):

Cas 3. qk < k � 1

Soit A et B deux ensembles (éventuellement vides) dé�nis comme suit.

A =
k�1[

i=qk+1

qi[
j=qk+1

�
X i
j

	
et B =

k�1[
i=qk+1

qi[
j=qk+1

X i
j:

La partition  peut être obtenue à partir de � de la façon suivante.

 =

0B@��
0B@ qk[
j=1

k[
i=1
(i6=j)

�
X i
j

	1CA [ �A [X1
1

�1CA [
0B@ qk[
j=1

8><>:
k[
i=1
(i6=j)

X i
j

9>=>;
1CA [ �B [X1

1

�
:

Par une simple véri�cation, on peut voir que

���������
0B@ qk[
j=1

k[
i=1
(i6=j)

�
X i
j

	1CA [ �A [X1
1

�������� =
qkX
i=1

(qi � qk + 1) ;

�������
0B@ qk[
j=1

8><>:
k[
i=1
(i6=j)

X i
j

9>=>;
1CA [ �B [X1

1

�������� = qk :

et que  est une c-partition de G de cardinalité qk +
Pqk

i=1 (qi � qk + 1) : D�où

C(G) � qk +

qkX
i=1

(qi � qk + 1) :

27



Si les composantes G1; G2; : : : ; Gk sont des sous-graphes complets d�ordres respectifs

n1; n2; : : : ; nk; alors qi = ni et q = n : De ce fait, le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 3.1.1 Si chaque G = G1+ G2+ � � �+Gk est l�union de k � 2 cliques d�ordres

respectifs n1; n2; : : : ; nk; alors

C (G) �

8>>>><>>>>:
n� k(k � 2) si nk > k � 1

n� (k � 1) (k � 2) si nk = k � 1

nk +
Pnk

i=1 (ni � nk + 1) si nk < k � 1

:

Exemple 3.1.1 Si G = K5 + 2K4; alors C(G) � 10:

Exemple 3.1.2 Si G = 2K6 +K5 +K3; alors C(G) � 14:

Exemple 3.1.3 Si G = K7 +K6 + 4K4 +K2 alors C(G) � 13:

3.2 Borne supérieure sur C(G)

Proposition 3.2.1 Soit k � 3 un entier et G = G1 +G2 + � � �+Gk l�union de k compo-

santes connexes d�ordres respectifs q1; q2; : : : ; qk: Alors C(G) � n� 1:

Preuve. Soit � une C(G)-partition. Puisque G, l�union de k composantes connexes alors


(G) � 3: Ceci implique qu�il existe au moins un ensemble de � qui contient au moins

deux sommets. De ce fait C(G) � n� 1:

3.3 Valeurs exactes de C(G) pour certains graphes

particuliers

Théorème 3.3.1 Si G = Ks +Kt tel que s � t � 2; alors C(G) = s+ t:
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Preuve. Dans ce cas, une partition de G en singletons est une c-partition de cardinalité

n: En combinant ceci avec le Corollaire 2.2.1, on constate que C(G) = n:

Théorème 3.3.2 Si G = G1 + G2 + G3 est l�union de trois cliques telles que r =

min1�i�3fjV (Gi)jg � 2; alors

C(G) =

8><>: n� 2 si r = 2

n� 3 si r � 3
:

Preuve. D�abord, nous allons montrer que

C(G) � n� 2: (3.1)

Supposons au contraire que (3.1) n�est pas vraie. Alors d�après la Proposition 3.2.1, on a

C(G) = n�1: Considérons une partition de coalition � de cardinalité n�1: Dans ce cas, �

possède exactement une classe de taille 2; disons X et les autres classes sont des ensembles

singletons. Posons X = fu; vg: Puisque tout dominant de G est de taille au moins trois,

alors tout ensemble singleton forme une coalition avec X: De ce fait, on constate que u

et v n�appartiennent pas à la même composante connexe. Sans perte de généralité, on

peut supposer que u 2 V (G1) et v 2 V (G2): Soit w 2 V (G1) � u (ceci est possible car

r � 2): Dans ce cas fwg et X sont deux calsses de � qui ne forment pas une coalition,

contradiction. D�où (3.1) est satisfait.

Si r = 2; alors d�après le Corollaire 3.1.1 et la condition (3.1), on a le résultat désiré.

Supposons maintenant que r � 3:D�après le Corollaire 3.1.1, on a C(G) � n�3: Supposons

que C(G) � n�2: Alors d�après la condition (3.1), on a C(G) = n�2: Soit � une partition

de coalition de G de cardinalité n� 2: On a l�une des deux possibilités suivantes.

Possibilité 1. � possède une classe, disons X de taille 3 et les autres classes sont des

singletons.
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PosonsX = fu; v; wg: Il est à observer que deux sommets deX; disons u et v appartiennent

à la même composante, disons G1 car sinon X serait un ensemble dominant de G; ce qui

est impossible. Par conséquent, w 2 V (G2)[V (G3) car sinon X ne forme pas une coalition

avec les autres classes. Par symétrie, on peut supposer que w 2 V (G2): Soit z 2 V (G2)�w

(ceci est possible puisque r � 3):Dans ce cas fzg etX sont deux calsses de � qui ne forment

pas une coalition, contradiction.

Possibilité 2. � possède deux classes X1 et X2 chacune de taille 2 et le autres classes sont

des singletons.

Posons X1 = fu; vg et X2 = fa; bg: Montrons que les sommets u et v n�appartiennent

pas à la même composante. Supposons au contraire que u et v sont dans G1. Dans ce cas

X1 forme nécessairement une coalition avex X2 dans lequel l�un des deux sommets a et b;

disons a appartient à G2 et l�autre sommet b appartient à G3:Mais dans ce cas, toute classe

fzg de � tel que z 2 V (G2)�fag (z existe puisque r � 3) ne forme pas une coalition avec

les autres classes de �; contradiction. De ce fait, on peut supposer que u et v appartiennet

à deux composantes di¤érentes, disons u 2 V (G1) et v 2 V (G2): Par le même argument,

on constate que l�un des deux composantes G1 et G2; disons G1 contient a:et par suite

b 2 V (G2) [ V (G3): Si b 2 V (G2); alors toute classe fzg de � tel que z 2 V (G2)� fvg (z

existe puisque r � 3) ne forme pas une coalition avec les autres classes de �; contradiction:

De même, si b 2 V (G3); alors classe fzg de � tel que z 2 V (G1)�fa; ug (z existe puisque

r � 3) ne forme pas une coalition avec les autres classes de �; contradiction.

Proposition 3.3.1 Soit H un graphe sans sommets dominants et G le graphe obtenu

à partir de H en ajoutant k nouveaux sommets tel que chaque nouveau sommet est un

sommet dominant dans G: Alors

C(G) = C(H) + k:
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Preuve. Soit � une C(H)-partition et A = fv1; v2; : : : ; vkg l�ensemble des nouveaux

sommets ajoutés. Il est clair que � [ ffv1g ; fv2g ; :::; fvkgg est une c-partition de G: Par

conséquent, C(G) � C(H) + k:

Maintenant, nous allons montrer que C(G) � C(H) + k: Supposons au contraire que

C(G) � C(H) + k + 1:

Soit � une C(G)-partition. Puisque, pour tout i 2 f1; 2; : : : ; kg ; vi est un sommet domi-

nant dans G; il s�ensuit alors que fvig 2 � pour tout i 2 f1; 2; : : : ; kg ; Mais dans ce cas,

il facile de véri�er que � � ffv1g ; fv2g ; :::; fvkgg est une c-partition de H. Ceci implique

C(H) � C(G) � k : En combinant ceci avec l�inégalité ??, on trouve C(H) � C(H) + 1;

contradiction. En conséquence, ?? n�est pas vraie et donc C(G) = C(H) + k:

En utilisant le Théorème 2.2.16 et la Proposition 3.3.1, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.1 Si Wn+1 est la roue d�ordre n+ 1; alors

C (Wn+1) =

8>>>><>>>>:
n+ 1 si n � 6

6 si n = 7

7 si n � 8

:
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Conclusion

Dans ce mémoire, notre attention s�est portée sur l�exploration de la notion de coalition

dans les graphes. Nous nous sommes concentrés sur la partition de coalition dans les

graphes. Après avoir passé en revue les concepts fondamentaux utilisés dans ce mémoire,

nous avons présenté des résultats concernant ce nouveau paramètre noté C(G). En premier

lieu, nous avons établi une borne supérieure et une borne inférieure pour C(G); ensuite

nous avons déterminé la valeur exacte du C(G) dans le cas où G est un graphe spécial

obtenu à partir d�un graphe quelconque H en ajoutant un certain nombre de nouveaux

sommets qui serviront de sommets dominants dans G:

Le travail e¤ectué dans ce mémoire o¤re de nombreuses perspectives pour des travaux

futurs, notamment :

� Déterminer le nombre de coalition d�un graphe non connexe en fonction des nombres de

coalition de ses composantes connexe.

� Déterminer la valeur exacte de C(G) dans le cas où G est le graphe puissance d�un autre

graphe.

� Trouver des bornes supérieures et inférieures qui encadrent le plus possible le paramètre

C(G):

� Etudier l�e¤et de l�ajout ou la contraction d�un arête quelconque sur C(G):
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