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Resumé

Dans ce travail, nous prouvons 'existence et régularité d’une solution d’un probleme Au > f
avec des conditions aux limites,tel que I'opérateur A est un opérateur non linéaire. La méthode

de la résolution de notre probleme est basée sur le théoreme de Leray-Lions.
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inéquation Au > f.



Abstract

In this work, we prove the existence and regularity of a solution of a problem Au > f with
boundary conditions, such that the operator A is a nonlinear operator. The method of solving

our problem is based on the Leray-Lions theorem.

Key words

Sobolev space, bounded, operator pseudo-monotonie, coercive, Leray-Lions operator,

inequality Au > f.
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INTRODUCTION

es mathématiques consistent d’abord en un langage, qui permet de transcrire des problemes de nature
L quantitative : C’est la modélisation. Une fois cette transcription faite, des outils sont disponibles pour
comprendre et résoudre les problemes issus des phénomenes du monde réel qui utilise les lois de la physique
(mécanique, thermodynamique, etc.), ces lois sont, généralement, écrites sous la forme de bilans qui se tra-
duisent mathématiquement par des Equations Différentielles Ordinaires ou par des Equations aux Dérivées
Partielles.
Les équations aux dérivées partielles (EDPs) interviennent aussi dans beaucoup d’autres domaines : en chimie
pour modéliser les réactions, en économie pour étudier le comportement des marchés, en finance pour étudier
les produits dérivés et en traitement d’images pour restaurer les dégradations.
Dans ce cadre on va étudier dans ce mémoire 'existence (et régularité) d’une solution sur un ensemble convexe
C (fermer borné non vide) de I'inéquation variationnelle : trouver u € C' Au > f telle que A est un opérateur
non linéaire.
Et parlés le probleme de ’obstacle est un exemple classique de motivation de I’étude mathématique des
inéquations variationnelles et des problémes & frontiere libre.
Ce mémoire est décompose en deux chapitre de la maniere suivante :
Dans le premier chapitre, on donnera quelques outils mathématiques.
Dans le second chapitre consiste a traité les opérateurs de Leray-Lions et les solutions des inéquations

variationnelles.



NOTATIONS

Dans tout ce qui suit, nous utiliserons les notations suivantes.

RN

() x.x

Up —> U

Up — U

espace euclidien de dimension N, N un nombre naturel non nul
partie ouverte de R
ensemble des nombres complexes

crochet de dualité entre X et son dual.

( ou  Ou ou
Ox1? Oz’ """ Oxp

)t gradient de u

dénote que la suite {u,} converge vers u

dénote que la suite {u,} converge faiblement vers u

{u:Q— R mesurable ( [, |u(z)|P)dz < +oo tel que 1< p < 4oo}

(Joy lu(@)[Pdz) = [u] s

{v: Q= R mesurable IM >0, |u(z)] <M p,p}, la norme est noté |.|pe
presque par tout

conjugué de Holder de p :p' = p%l sip>letp =ocosip=1

espace des fonctions indéfiniment dérivables sur 2 a support compact dans 2
={ueLP(Q)|Vue Lr(Q)}

adhérence de Z(£2) dans WHP(Q)

dual de W7 (Q)

Wh2(Q)

W ()

dual de H{(£2)



CHAPITRE 1

OUTILS MATHEMATIQUES

1.1 Intégrations et théoremes de convergence de Lebesgue.

Définition 1.1.1 Soit Q un ouvert de RN (N > 1) et p un nombre réel supérieur ou égale a 1. On définit

Uespace de Lebesque LP(QY) par :
LP(Q) = {f : Q — R mesurable et (/ |f\p); < oo}
Q

munit de la norme suivante || f|lrr) = [|fllp = (/ |f|p);
Q

Théoréme 1.1.1 ( Inégalité de Hoélder ). Soient p,p’ € [1,400] une paire d’exposants conjugués, c’est-

a-dire tels que % + 1% =1, et soit f € LP(Q) et g € L' (Q), ( LP (Q) le dual de LP(Q)). Alors fg € L'(Q) et

on a .

1fallr @) < N flle@llglle @)
Démonstration : ( Voire [2] )

Définition 1.1.2 (Inégalité de Young) : Soient a et b deux réels positifs, et p et p’ des réels strictement

positifs vérifiant : % + % =1. Alors on a
a? b

p p
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Démonstration : ( Voir [7] page 18 )

Théoréme 1.1.2 (Convergence monotone de Lebesgue). Soit f,, une suite croissante de fonctions
mesurables sur Q & valeurs dans R,.. Cette suite converge simplement vers une fonction mesurable f et l’on

a

/fn%/f quand n — 4o0.
Q Q

R, désigne 'ensemble [0, +-oc] muni de la topologie de I'ordre et les intégrales sont également & valeurs dans
R,.

Démonstration : Voir [2]

Théoréme 1.1.3 (Lemme de Fatou). Soit f,, une suite de fonctions mesurables de Q a valeurs dans R

On a

Démonstration : Voire [2]

Théoréme 1.1.4 (Convergence dominée de Lebesgue). Soit f,, une suite de fonctions mesurables sur

Q a valeurs dans C telle que

fu(x) = f(x) quand n — oo presque par tout dans €

et telle qu’il existe une fonction g sur 0 a valeurs dans Ry , intégrable, telle que U'on ait
|fn(2)| < g(x) presque par tout dans Q

Alors f est intégrable et ’'on a

/|f—fn|du—>0 quand n — +oo
Q

En particulier,

/fn—>/f quand n — +oo.
Q Q

Démonstration : Voir [2].

Le théoreme de convergence dominée existe aussi en version LP({).

Définition 1.1.3 (Equi-intégrabilité) L ’équi-intégrabilité, c’est dire que si la mesure d’un ensemble est assez

petite l'intégrale de n’importe quelle fonction de ta suite sur cet ensemble est petite.
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E comparer avec la définition mathématique :

Ve>0, In>0: N(E)gn:>VneN,/\fn|<5
E

telle que p la mesure de Lebesgue

Théoreme 1.1.5 (Vitali 1) Soit f,, f € LP(Q) Suppose que

fn— f quand n — oo presque par tout dans )

ligl 0/ | fnl? = 0 uniformément par rapport a n, si E est un sous-ensemble mesurable de ) Alors :
mesLt,— E

fn = f quand n — oo dans LP(Q).

Démonstration : Voir [7]

Théoréme 1.1.6 (Vitali 2) Soit f, une suite de fonctions et f une fonction dans LP(Q), p > 1. Alors
fn — f dans LP(S2) si et seulement si

1) fu— f en mesure

2) lim /E\fnv’:o.

mesE—0

Démonstration : Voir [7]

1.2 Distributions

On note Z(Q) I'espace des fonctions C° a support compact dans §2

Théoréme 1.2.1 l’espace 2(2) est dense dans LP(2) pour tout p € [1,+o0[ c’est a dire 2(Q) = LP(Q)

Proposition 1.2.1 ¢, une suite de fonctions de Z(2) converge vers p € Z(Q) si et seulement si
i) il existe un compact K C Q tel que le support de p,, soit inclus dans K pour tout n,

it) Pour tout multi-indice o, 0%p,, — 0%¢ uniformément sur K.

Proposition 1.2.2 Une forme linéaire T sur 2(§2) est une distribution si et seulement si pour tout compact

K de Q il existe un entier n et une constante C telles que pour tout ¢ € Z(Q) a support dans K

T, <C max [0%(x)].
(Lol <O max |0(s)
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Proposition 1.2.3 Une forme linéaire T sur P(Q) est une distribution si el seulement si, pour toute suite

on € D(Q) qui converge vers ¢ au sens de 2(£2), on a

(T, n) = (T, ).

Proposition 1.2.4 Une suite de distributions T,, converge vers une distribution T au sens de 2'(Q) si et

seulement si pour tout p € Z(Q), on a

(Tn, ) = (T, ).

Proposition 1.2.5 Soit T une distribution sur 9'(). D*T la dérivée d’ordre a d’une distribution T est
définie par

Vo € 2(Q), (DT, ¢) = (=1)I*N(T, D).
St o = 1 la forme linéaire définie par :

or 0
Vo € ), (5—9) = —(T 5~

)

est une distribution. Si T se trouve étre une fonction de classe C1, alors ses dérivées partielles au sens des
distributions coincident avec ses dérivées partielles au sens classique. Enfin, Uapplication T — 0T /0x; est

continue de 2'(Q) dans 2'(2)

Démonstration : Voir [2]

Proposition 1.2.6 Soit T une distribution sur Q et v € C*(Q). La forme linéaire définie par
Vo e 2(Q), (T, )= (T,vp)

est une distribution.

Démonstration : Voir [2]

1.3 Espaces de Sobolev W?(Q) et les injections de Sobolev.

Une bonne partie de 'analyse des équations aux dérivées partielles se déroule dans les espaces de Sobolev.

Une autre partie se déroule dans les espaces de Holder,ainsi que dans plusieurs autres espaces fonctionnels
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plus sophistiqués dont nous ne parlerons pas ici.

Définition 1.3.1 L’espace de Sobolev WP (Q) est définie par
WP (Q) = {u cLP(Q) | Vue (LP(Q))N}

. _ (Ou Ou ou \t __
avec : Vu = (871, Do m) =grade u.

L’espace WP () est muni de la norme

,p € [1,4+00]
Lr(Q)

ou
o

Ox;

N
[ullwrr @) = llullLe ) + Z
i=1

équivalente a la norme suivante :

o
Ox;

1/p
) si 1<p<+o0
Lr(Q)

N
(nuuip(m +y
=1

K2

Définition 1.3.2 L’espace Wol’p(ﬂ) est défini par la fermeture de l’espace D(f2),

1,p(

(i.e) WyP(Q) = D(Q)W . Autrement dit

WyP(Q) = {u e WhP(Q), avec u=0 sur aﬂ}
Proposition 1.3.1 L’espace WP(2) est un espace de pour 1 < p < +o0o0 WHP(Q) est réflexif pour 1 < p <

400 et séparable pour 1 < p < +oo.

Théoréme 1.3.1 Soit p € [1,+oo|. Alors

i) Sil<p<N onaWhP(Q)— LP" (Q) avec p% =1_ 2 ouencore p* = k&

AL

ii) Sip= N, on a WHN(Q) < LI(Q) pour tout q € [1,+oo|

i) Sip> N, on a WHP(Q) — C%(Q) o p=1— X,

p

Théoréme 1.3.2 Soit Q ouvert borné, régulier de RY | et p € [1,+o0[. Alors les injections
i) WhP(Q) < LI(Q) avec 1 < g <p*, si1 <p <N,

i) WHP(Q) < LI(Q) avec 1 < g < 400, sip= N,
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i) WhP(Q) — C%7(Q) avec 0 <y < 1 — % sip>N

sont des injections compactes.

En particulier, 'injection W1P(£2) < LP(Q) est compacte. On rappelle qu’on opérateur est dit étre compact
s’il transforme les ensembles bornés de 'espace de départ en ensembles relativement compacts de ’espace

d’arrivée.

1.4 Quelques théoremes de points fixes.

Si f est une application d’un ensemble E dans lui-méme, on appelle point fixe de f tout élément x de F

tel que f(z) = x.

Théoreme 1.4.1 Soit (F,d) un espace métrique complet, T : E — E une contraction stricte, i.e., telle qu’il

existe une constante k < 1 telle que
Vo,y € E, d(T($)7T(y)) < Kd(z,y)
Alors T admet un point fize unique o = T'(x¢) € E.

1.4.1 Théoreme de Brouwer

Le théoréme de Brouwer est le théoreme de point fixe fondamentale en dimension finie.

On notera par B(0,7) 'ensemble {x € RY : |z| < r}, pour r > 0.

Théoréme 1.4.2 (Théoréme de Brouwer) Toute application de B dans B admet au moins un point fire

Théoréme 1.4.3 . Soit C un sous-ensemble conveze, fermé et borné (Compact) de RN et soit f : C — C

une fonction continue. Alors f admet un point fize.

1.4.2 Théoremes de Schauder

Le théoreme de point fixe de Schauder est une extension aux espace vectorielle normé de dimension infini

du théoreme de point fixe de Brouwer

Définition 1.4.1 Une application T : X — X est complétement continue si elle est continue et si, pour

chaque sous-ensemble borné B de X, T(B) est compact.
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Théoréme 1.4.4 Soit E espace vectorielle normé ,C un conveze fermé non vide de E et T : E — E

application continue, si T(C) est relativement compact (i.e : T(C) est compact ) alors T admet un point fize

Théoréme 1.4.5 Supposons que X est un espace de Banach. Soit K un sous-ensemble convexe compact de

X invariant sous une application continue F': K C X — X. Alors F a un point fize dans K.

Démonstration [2]

Théoréme 1.4.6 Soit F une application complétement continue et soit K un sous-ensemble conveze, borné,

fermé et invariant de X. Alors F a un point five dans K.
Démonstration [2]

Théoréme 1.4.7 Soit E un espace de Banach et T une application continue compacte de E dans E si : il

existe R > 0 tel que © = tT(x) avec t € [0,1] implique ||z||g < R. Alors : T admet un point fize.
Démonstration [2]

Théoréme 1.4.8 Soit E un espace de Banach et T une application continue compacte de [0,1] x E dans E
st : T(0,2) =0 et il existe R > 0 tel que x = T(t,x) avec t € [0,1] implique ||z||g < R. Alors : pour tout

t €[0,1], T(t,.) admet un point fize x*(t) qui dépend continiment de t .
Démonstration [2]

Théoréme 1.4.9 Soit E un espace de Banach et T une application continue compacte de E dans E telle

qu’il existe R > 0 tel que T(OB(0,R)) C B(0,R). Alors T admet un point fize.

Démonstration [2]

10



CHAPITRE 2

OPERATEURS MONOTONES ET

INEQUATIONS VARIATIONNELLES

Un opérateur quasi-linéaire ne s’écrit pas toujours comme la différentielle d’une fonctionnelle du calcul
des variations. La notion abstraite d’opérateur monotone,et plus généralement d’opérateur pseudo-monotone,
permet d’aller plus loin que le calcul des variations dans le cas convexe. Les inéquations variationnelles

apparaissent quant a elles dans de nombreux problemes, notamment ceux qui font intervenir un obstacle.

2.1 Opérateurs Bornés

Définition 2.1.1 Soit V et W deuz espaces de Banach et soit A:'V — W un opérateur.On dira que A est

borné s’il envoie tout borné de V' dans un borné de W i.e
Vp>0, 3C, >0, YwveV: |v||lv <p=[|Av|w <C,.

Théoréme 2.1.1 (Opérateur de superposition dans l’espace de Lebesgue LP(())

L’opérateur de superposition A est généré par Uapplication f de LP dans LY si seulement si il existe une

11
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fonction a € L¥" et des constantes b > 0,6 > 0, tels que

[f(s,u)| < a(s)+ b|u|p/p/ pour tout (s,p’) € Q x R. (2.1)

Démonstration Voir/[5]

2.2 Opérateurs monotones

Définition 2.2.1 Soit E un espace de Banach et soit J linjection canonique de E dans E" .

On dit que E est réflexif si J(E) = E"
Démonstration voir [1].

Définition 2.2.2 On dit que E espace métrique est séparable s’il existe un sous ensemble dénombrable est

dense dans E.

Démonstration voir [1].
Dans ce qui suit , V est un espace de Banach réflexif et séparable et A une application de V' dans V’ (en

général non linéaire).

Définition 2.2.3 on dit que :
i) A est monotone si : Yu,v €V, (A(u) — A(v),u—v) >0
it) A est strictement monotone si : (A(u) — A(v),u—v) >0 Yu,v €V u#v

iii) A est hémicontinue si pour tous u,v € V Uapplication t — (A(u + tv),v) est continue de R dans R.

Définition 2.2.4 Un opérateur A:V — V' est dit hémicontinu au point us de V' si pour toute suite {u,}

convergeant vers ueo,la suite { Au,} converge faiblement vers Aus, dans V'.En d’autres termes :

VoeV, Y{\} CR, Ay — 0, A(too + Apv) — Aus faiblement dans V',

c.a.d :

(A(too + Anv),v) = (Atieo, V). (2.2)

Proposition 2.2.1 Soit A:V — V' un opérateur borné, hémicontinu et monotone,Alors,

U, — u dansV = Au,, = Au dans V'

12
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On dira que A est continu de V' fort dans V' faible.

Preuve.
Soit u,, une suite telle que u,, — u dans V fort. Cette suite est donc bornée, et comme A envoie les bornés
dans les bornés, A(u,) reste dans un borné de V'. On extrait une sous-suite n’ telle que A(u,/) — ¢ faiblement

dans V’ (car V' est réflexif). En raison de la monotonie, pour tout v € V, on a

0 < (A(un) — A(0), upr — v) = (A(tuns ), tuns — vy — (A(V), Ups — v). (2.3)

Il est bien clair que (A(v), u, —v) — (A(v), u—v) Par ailleurs, Par ailleurs, comme A(u,, ) converge faiblement

dans V' et w, fortement dans V| leur crochet de dualité converge :

<A(un’)aun’ _U> — <f,u—v>

Par conséquent, on obtient a la limite :

YoeV, 0< (- Aw),u—v). (2.4)

On va montrer que cette inégalité détermine en fait £ en utilisant un procede caractéristique des opérateurs
monotones et appelle astuce de Minty Soit w € V' quelconque et ¢t € R%, Appliquant 2.4 & v = u — tw et

divisant 'inégalité obtenue par ¢ > 0, on obtient

(€ — Au — tw), tw) > 0. (2.5)

On devise par t et tendre t vers 0. Comme A est hémicontinu, il vient

Yw eV, (&— A(u),w) > 0. (2.6)

Cette inégalité est aussi vraie pour —w, donc en fait

Yw eV, (£— A(u),w) =0. (2.7)

soit Au) = €.

On conclut par unicité de la limite faible des sous-suites extraites de la suite A(u,,) et faiblement convergentes.

13
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2.3 Exemples sur les Opérateurs monotones

Dans cette section, nous donnons quelques exemples 'opérateur monotones (et hémicontinue) dans le
» quelq % p

contexte des problemes aux limites quasi-linéaires

Exemple 2.3.1 (Opérateurs monotones)

L’opérateur p Laplacien (négatif) —A, monotone

—A, Wy P(Q) — WIP(Q)

(Apt, V)10 ywir (@) ::/Q|Vu|p72VU-VUd3«"

Preuve :

On rappelle que Vz,y € RV, a0 > 0 :

) _9 Oél(E - y‘p si p > 27
(l[P 2 = [y y) (@ —y) = (2.8)

_2 .
a% si l<p<2.

En fait, pour u,v € Wy (Q)

—(Apu — Apv,u —v) (|VulP~2Vu — |Vo[P~2V0) (Vu — Vv)dz

WL (Q);Wa P (@) T /Q

Z/a|Vu7Vv|p (p>2)
Q

> 0.

Donc la monotonie du p-Laplacien.

Définition 2.3.1 L’espace H () est un espace de Sobolev définie par :
1. HY(Q) = Wh2(Q).
2. L’espace HY(Q) définie par : HY(Q) = W, 2 ().

3. H1(Q) le dual de H}(Q).

Exemple 2.3.2 (Opérateurs monotones)

Lopérateur A : H(Q) — H~Y(Q) défini par Au = —Au est monotone

14
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Preuve

H}(Q) étant muni de la norme du gradient. En effet , pour u,v € H}(Q) On a :

<Aquv,ufv>:/QV(uf’u)V(uf’u)

= [lu— U”?{é(ﬁ)

> 0.

Donc A est monotone.

Exemple 2.3.3 ( Opérateurs hémicontinue)

Lopérateur A : HY(Q) — H~Y(Q) défini par Au = —Au = —div(Vu) est hémicontinu.

Preuve :

En effet soient u,v,w € Hi(2) et A € R ,On a

(A(u + \v),w) = /Q V(u+ Av).Vw

z/Vu.Vw+)\/VU.Vw
Q Q

=a+ b

ce qui montre que A\ — (A(u + Av),w) est continue.
Soit maintenant € un ouvert borné de RV ,p €]1,4+oc[ et V = Wol P(Q) .On se donne une application

F:RN — RV continue et monotone au sens ot pour tout couple A, u € RV,
(FA) = F(p).A=p) 20 (2.9)
on désigne le produit scalaire euclidien usuel dans RY. On suppose que F satisfait la condition de croissance :
VAERYN, [FON)|<CA+ AP (2.10)

pour une certaine constante C > 0.

Proposition 2.3.1 L’opérateur A(u) = —div(F(Vu)) est bien défini de WyP(Q) dans W17 (Q) est borné,

hemicontinu et monotone.

15
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preuve :
Soit p’ il exposant conjugué de p. Si u € W, P(Q) alors Vu € LP(Q;RYN) et F(Vu) € L' (;RY).

En effet

|F(Vu)|” = |F(Vu)[7*T
<C(1 + |Vup~h)75

< C'(1+|VulP) € LY(Q).
Par conséquent, —div(F(Vu)) € W12 (Q) avec la dualité
(—div(F(Vu)),v>W71,p/;W01,p = / F(Vu).Vudz; pourtout v e WyP(Q). (2.11)
o

De plus, si u est dans un borné de W, *(2) alors Vu est dans un borné de LP(Q;RYN) et par le calcul
précédent F(Vu) est dans un borné de LP (;RY). Par conséquent, A(u) reste dans un borné de W, (Q).
Par le théoréme de Carathéodory, I’application z — F(z) est continue de LP(£2;RY) dans )i (4 RY) Par
composition avec des applications linéaires continues, on en déduit que A est continu de VVO1 P(Q) dans
W12 (€) donc & fortiori hemicontinu.

En fin, par monotonie de F' , on a pour tout couple u,v € Wol’p(Q)
(A(u) — A(v),u —v) = / (F(Vu) — F(Vv)).(Vu — Vv)dx > 0. (2.12)
Q

puisque 'intégrant est positive par monotonie de F sur RYV. Donc I'opérateur A est monotone. Donc A est
monotone.

Un exemple d’une telle fonction F' est donné par
F(\) = [A\P2 (2.13)

Ce qui permet de définir 'opérateur p Laplacien.

Démonstration voir [2]
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2.4 Opérateurs pseudo-monotone

Définition 2.4.1 Un opérateur A:V — V'

i) on dit que A es pseudo-monotone (au sens 1) s’il est

pourtout u, = u dans V faible avec limsup(Au,,u, —v) <0
n—oo

.ona:
lim inf (Auy,, up — v) > (Au,u —v) Yo € V. (2.14)

n—ro0o

it) On dit que A est pseudo-monotone (au sens 2) s’il est

pour tout u, — u dans V faible avec A(u,) — & dans V' faible et

lim sup(Aug,, un) < (€, u) (2.15)
Lona:
E=A(u) et (Aup,u,) — (Au,u). (2.16)

Proposition 2.4.1 Si A est borné, alors A est pseudo-monotone au sens 1 si seulement si il est pseudo-

monotone au sens 2.

Preuve : Supposons d’abord que A soit pseudo-monotone au sens 1 (mais pas nécessairement borné).

Soit u,, une suite telle que w,, — u, faiblement convergence A(u,) — £ et

lim sup (A, up) < (§,u) (2.17)
n—ro0o0
et on déduit que
lim sup(Auy,, un, — u) = limsup(Auy, u,) — limsup(Au,, v —v) < 0. (2.18)
n—o0 n—-o0 n—-o0

Donc, par pseudo-monotonie au sens 1,il vient que pour tout v € V,

liminf (A, up — v) > (Au,u —v), (2.19)

n—o0
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d’ol1 en développant le crochet de gauche

lim inf(Au,, un) — (€, v) > (Au,u —v). (2.20)

n—aoQ

Prenant v = u, on en déduit que liminf{Au,,, u,) > (£, v), d’ou
n—aoo

(Aup, un) — (€,v) (2.21)

et en reportant dans I'inégalité ci-dessus

(& u—v) > (Au,u —v). (2.22)

Prenant v = u + w, on en déduit que £ = A(u) et que A est pseudo-monotone au sens 2.
Supposons maintenant que A soit pseudo-monotone au sens 2 et borné. Soit u,, une suite telle que u,, — u

et limsup(A(uy,), u, —u) < 0. Soit v € V. Comme A est borné, on peut extraire une suite telle que
n—oo

A(up) = € et (A(up), up —v) = lIminf(A(uy), u, — u). (2.23)

n—oo

Comme (A(up),u) = (£, u), ona d’abord lim sup(A(un/), un/) < (€, u). Donc, par pseudo-monotonie au sens
n—oo

2, il vient que £ = A(u) et (A(up),un) = (A(uy), u,) on voit donc que

(A(un ), un —v) = (A(up), un — v) (2.24)

donc A est pseudo-monotone au sens 1.

Proposition 2.4.2 Si A:V — V' est borné, hémicontinu et monotone, alors A est pseudo-monotone

(au sens 1).

Preuve :

a) Soit u; une suite converge faiblement vers u dans V. Supposons que

limsup(A(u;),u; —u) <0, (2.25)

Jj—o0
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si A est monotone on a ,
lim sup(A(u;),u; —u) — 0, (2.26)
J—ro0
En effet, la monotonie de A et la convergence faible de {u;} vers u implique que
(Auj,u; —u) > (Au,u; —u) pour j — 400 (2.27)
et donc
0 > limsup(Au;, u; —u) > liminf(Au;, u; —u) > limsup(Au, u; —u) = 0. (2.28)
j—+o0 J—+oo j—+oo
Dot (2.26)
b) pour v € V et t €]0, 1], posons w = (1 — t)u + tv on a (Au; — Aw,u; — w) de sort que :
t(Auj,u —v) > —(Auj,uj —u) + (Aw, u; —u) — t{Aw,v — u) (2.29)
d’on, grace & (2.26), on obtient
tliminf(Au;, u — v) > —t(Aw,v — ) (2.30)
J—00
en divisant par t et tenant compte de (2.26), on obtient
liminf(Au;,u; —v) > (Aw,v — u) (2.31)
j—o0
w=(1-tyu+tv Vt€o,1], (2.32)
en faisant tendre ¢ vers 0 dans (2.31) et en utilisant ’hémicontinuité, en déduit
liminf(Au;,u; —v) > (Au,v — u). (2.33)

j—o0

Ce qui signifie que A est pseudo-monotone au sens 1.

19



2.5. INEQUATIONS VARIATIONNELLES 11

2.5 Inequations variationnelles

Les opérateurs monotones se prétent bien a la résolution des inéquations variationnelles abstraites, dont

nous donnerons des exemples concrets dans le contexte des problemes aux limites non linéaires plus loin.

Théoréme 2.5.1 Soit A : V — V' un opérateur borné, hémicontinu et monotone et soit C un conveze
fermé borné non vide de V' Alors, pour tout f € V', linéquation variationnelle :
trovver u € C' tel que :

YoeC, (Au)— f,v—u) >0 (2.34)
admet au moins une solution.

On utilise la méthode de Galerkin.

Lemme 2.5.1 [l existe une famille dénombrable de convexes fermés (Cp,)men croissante, croissante, telle

que chaque C,, est de dimension finie, inclus dans C et U;O:oo C,, est dense dans C.

Preuve : Grace espace V est séparable, alors il existe une famille dénombrable (wy, )men linéaire inde-pendent

c.a.d vect{wy, ..., w,} =V, on pose

o0
U Vin = vect{wy, ..., w, } (2.35)
m=0
et on pose :
Cnn=CNV,, CCNVpy1=Cpy1 comme C,, est croisante (2.37)
donc
400
Uc Ucmf =Cn|JVm=CnVv=c (2.38)
m=0 m=0

Alors U+ Cp, est dense dans C.

Lemme 2.5.2 linéquation variationnelle : trouver u,, € C,, tel que

Yo € Cry (A(um) — fyv—1um) >0 (2.39)

admet au moins une solution.
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Preuve : On note V,,, = vectC,, 'espace vectoriel engendré par C,,. Il est de dimension finie et on le munit

d’une structure euclidienne, dont on note le produit scalaire par (.|.) par le théoréme de Riesz dans V;,,,

Vge V', g, € Vi, tel que: g(v) = (gm,v), Yv €V, (2.40)

il existe une application linéaire continue j,, de V' faible dans V;, telle que

VgeV'. Yo e Vn. (9,0) = (jmglv) (2.41)

donc on a, C,, est un convexe fermé, borné, non vide de V,,, pour tout m. La projection orthogonale sur C,,,
notée P,,, on a :

Vw € Cp, 3P (v) € Cryy (v = Py (v)|Pr(v) —w) > 0. (2.42)

m

C’est une application continue de V,, dans C,,, non linéaire puisque C,, est borné. On définit alors une

application T, : C,,, — C,, par :

Yw € Cpy Tin(v) = Py, (v — jmA(W) +jmf). (2.43)

Comme A est continue de V fort dans V' faible par le Lemme 2.5.1, on voit que T}, est continue comme
composée d’applications continues. D’apres le théoreme de Brouwer, T;,, admet au moins un point fixe u,, €

Cp. En particulier, d’apres (2.42) et (2.43) on a pour tout v € C,y,,

(Um = JmA(um) + jm f = T ()| T (i) = 0)m > 0, (2.44)

soit, comme wu,, est un point fixe,

(f = Alum), um — v) = (jmf — JmA(um)|um —v) > 0. (2.45)

Donc le Lemme 2.5.2 est démontré.

Théoreme 2.5.2 Si A est strictement monotone alors la solution de l'inéquation variationnelle (2.34) est

unique.
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Preuve :

Soient u,us € C' deux solutions. Pour tous vy, ve € C,
<A(U1) - f, v — U1> Z 0 et <A(’ZL2) - f, Vo — UQ> Z 0 (246)

On prend v; = us et v9 = uq, d’ou

(A(u1) — A(uz),ur — uz2) < 0. (2.47)

Par conséquent, comme A est monotone
(A(ur) = A(uz),u1 —u) =0 (2.48)

d’olt u; = ug par stricte monotonie.

Définition 2.5.1 On dit que A est coercif (le cas d’un convexe C' non borné) s’il existe vy € C,

(vo=0 si C=1V) tel que
{(A(v), v = vo)

im = +o00. (2.49)
l[vllv o0 l|lv]lv

Théoréme 2.5.3 Soit A : V. — V' un opérateur borné, hémicontinu, monotone et coercif et soit C un
convexe fermé non vide de V. Alors, pour tout f € V', linéquation variationnelle (2.34) admet au moins

une solution.

preuve : On pose Cgp = {v € C;||v||lv < R} pour R > 0. C’est un convexe fermé borné de V' Gréace au
Théoreme 2.5.1 il existe alors au moins une solution ur € Cr a I'inéquation. En particulier pour vy € Cg, et
donc

(A(ur) = f,vo —ur) >0, (2.50)

et soit alors :

(A(ur), ur — vo) < (f,ur —vo) < [fllv: (llurllv + llvollv)- (2.51)

Maintenant montrons que ug reste bornée dans V,0n Divisant la derniere inégalité par ||url|ly (on suppose

que non nul, sinon il n’y a rien & montrer), on obtient :

(A(ugr),ur — vo)
urllv

Vol|lv
<l (1 el (2.52)
lurllv
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Supposons qu'il existe une suite R,, — +oo telle que |lug, |[v — +oo. Alors on a |lvg|lv/||ug,

v — 0 et
dernier I'inégalité contredit la coercivité de A. Donc il existe un constante positive M tel que : ||ug|yv < M,
pour tout R, Alors ug est borné.

On prend maintenant R = M + 1. alors montrons que up est solution de 'inéquation variationnelle (2.34).

Pour tout v € C et tout A € [0, 1], alors Av + (1 — A)ug € C. De plus,

[Av+ (1= MNur € Cllv < [[Mllv + (1 = Aurlly < Allvllv + M. (2.53)

En particulier, si on prend 0 < A < 1/||v||y, on voit que Av 4+ (1 — A)ur € Cg. Donc, par I'inéquation

variationnelle sur C'z, On obtient :

(A(ur) — f, v+ (1 — N)ur —ug) > 0. (2.54)
Soit
MA(ug) — f,v—ug) > 0. (2.55)
En divisant par A, on obtient
(A(ur) — f,v —ug) > 0. (2.56)

Donc le résultat.

Corollaire 1 Soit A:V — V'un opérateur borné, hémicontinu, monotone et coercif. Alors A est surjectif.

2.6 Opérateurs de Leray-Lions

On travaille dans les espaces Wol’p(Q). Soit © un ouvert borné de RV et soit p €]1;+o0[ tel que a :

Q x R x RN — RN une fonction carathéodory est vérifier que
ai. a est mesurable par rapport & = € Q, continue par rapport & (s,&) € R x RY

ay. 1l existe k € LP' (Q) et une constante C tels que :

V(z,5,6) € QxR xRY Ja(z,s,&)| < k(z) + C(|sP~L + ¢ Y) (2.57)
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az. Pour z et s fixés, a est monotone par rapport & &,
[a(z,5,€) —a(z,s,6)][€ — €120, &€ eRY, ¢£¢ (2.58)
ay4. 1l existe une constante o > 0 telle que
a(z,s,€).6 > al¢|P,  V(z,s,6) € QxR xRY (ellipticité). (2.59)
Théoréme 2.6.1 L’opérateur A(u) = fdiv(a(ac,u, Vu)) est borné, pseudo-monotone et coercif de W, " (2)

dans W17 ().

Cette famille Popérateur contient ce qu’on appelle les opérateurs de Leray-Lions. Preuve : voir [2].

2.7 Applications sur les opérateurs de Leray-Lions

Soit © un ouvert borné de RY et soit p €]1; +oo[ un nombre réel.

Considérons 'opérateur A : V = W, P(Q) — V' = W~1#'(Q) donné par :
Alu) = —div(&(z, w)), uev (2.60)

avec les hypotheses suivantes sur @ :

~

a1). a : Q x RN — RY est Carathéodory, rappelons que cela signifie que : Pour presque tout z € 2,
I'application ¢ + @(x, &) est continue (de RY dans RY ) et pour tout & € RY Iapplication z €

a(x, &) est mesurable.

az). Ja > 0 telle que

a(z,6).£ > aléllgy, VEERY, pp en z€Q. (2.61)

Le point est mis pour le produit scalaire dans RY. On dit que @ est coercive.

a3). 3C > 0 et une fonction ag € L (1), (% + = = 1) positive, telles que :

1
P

[a(z, ) |lay < C{||§\|§;1 + ao(x)},vg €RY et pp en z € Q. (2.62)

Cette condition est dite de croissance.
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ay4). @ est strictement monotone i.e :

[a(x,g) - a(:c,g')} . [g - g’] >0, VE,EERYN, £ 4€ pp en e Q. (2.63)

Exemple 2.7.1 Sous les hypothéses 1 —ay, pour tout f € W19 (Q), et on définie lensemble convere

C par:C={v,¢ € Wol’p(Q), v >1}. On prend ¢ = 0, alors le probléeme :

u e C,
fdiv('d(x,Vu)) >f, sur Q (2.64)
u >0, sur €

admet au moins une solution.

Preuve :

Montrons que 'opérateur A est un opérateur de Leray-Lions (A bornée,monotone, hemicontinue et coercive).
Soit V' = VVO1 P(Q), muni de la norme du gradient, et considérons l'opérateur A : V — V' définie, pour

u, € V par :

(Au,g) = (~div(alz, Vu)). ¢) = /Q (e, V). Vo (2.65)

On a d’apres (2.62) et I'inégalité de Holder :

(Aug) < [ {Ivapt+ ao vl
Q

p—1
<C [ {Ivull g, + laolloren }IVelzoco

Ce qui montre que, pour tout u € V, Au est bien définie et que A est borné.

A est hémicontinu. En effet soient u,v,w € V et A € R.

Montrons que la fonction de R dans R : A — (A(u + A\v),w) = / 6(56, V(u+ )\v)) .Vw est continue. Soit

Q
A € R fixé et soit {\,,} une suite de R convergeant vers A. Posons

fulz) = a(x, V(u+ )\nv)> Vw (2.66)
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Comme a est une fonction de Carathéodory et A,, = \ dans R, on a :
6(x, V(u + A,ﬂ))) — a(m, V(u + Av)) p-p dans Q (2.67)
et comme

6(96,V(u + A,ﬂ))).Vw < C’{|Vu + A VolP~ 4 ao}.|Vw|
< C{IVul = 4 P Vo + a0 f

< C’{|Vu|p*1 + [Vo|P~! 4 ao}.|Vw|

avec C, = C'max{1,2P=2}, puisque la suite {\,} est bornée, il résulte alors du théoréeme de convergence
dominée de Lebesgue que

lim (Au + Ao, w) = (Au + v, w). (2.68)

n—roo

D’ou 'hémicontinuité de A.

A est strictement monotone : soient u,v € V, avec u # v, d’aprés a4). on a :

(Au — Av,u — v) :/

A [Zi(am Vu) —a(z, Vv)} . {Vu - Vv} > 0. (2.69)

Montons que A est coercitif, comme ¥ € C' il suffit de montrer que :

Av. v —
Av,e = y) — 400, quand ||v|y = 400
[ollv
<AU7U - 1P> = <AU7 U> - <AU, ¢>
d’apres (2.61) on a :
= a > j - P
(Av,v) /Qa(x,Vv).Vv > a/Q|VU| oz||v||W01,p(Q). (2.70)
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De plus d’apres l'inégalité de Holder et (2.62) on a :

1

.0 = [ 3. v0.90 < ([ @Vl o) ([ 90w
< ([ 190G gy + laoCao) ) -0
CIV0IE -1y + 0018, s ) IEllwrn

< ClPlP~ I + € tel que (€ = Cllao(xo)l 19 ]lwrr(a)

< CorllollSEa ey + CO). I 0y (Inegalité de young) 5 > 0.
Donc :
(A0, 8) < CollvlByan iy + CO)-1 10100 (2.71)

(2.70) et (2.71) et en divisant par |[v||y1.(q) on obtient :

(Av,v — 1[1)

||'U||W1’P(Q)

-

> allolfity ) — Corlolllyitggy — C). (2.72)

HUHWlP(Q)

On choisit 7 tel que C,, = § on obtient :

<AU, v — ¢>

||U||W1m(ﬂ)

KAl

e oy — C(n) ————
2l ~ CONr o

— 400 quand |[v||w1r) — 400 (car p>1). (2.73)

Alors, l'opérateur A borné, hémicontinu, monotone et coercif.

N

Donc le probleme (2.64) admet au moins une solution.

Remarque 2.7.1 Si on prend Au = —div(|[Vu|P~2Vu),1 < p < oo A est associe a la fonction de

carathéodory swivant a(z,£) = |£|P~2.€ qui vérifier les conditions a1 — dy.

1. @ est vérifier as

a(x, ). = [¢]P72[¢)* = [P = al¢lP

2. a est vérifier a3

(=, )| < [P2lgl = Cllgl”~, ¢ =1
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3. a est vérifier a4, d’apres (2.8) pour p > 2 on a
(2,6 —a(@,€). [~ ¢] = [l e~ g2 [e - ¢] = 0.

Donc @ est vérifier les conditions a; — a4 alors l'opérateur A est borné, monotone, hemicontinue et coercif

alors est opérateur de Leray-Lions.

' )

Exemple 2.7.2 Soit A un opérateur de Wy (Q)dans W=7 (Q) définie par :

Au) = —div(F(Vu)),

et soit C un ensemble conveze définie par soit a,b € [0,1] tel que a < b :

C={veW,?( ), a<v<b}

Lopérateur A est borné,hemicontinu et monotone, et coercif, alors pour tout f € Wﬁl*”/(ﬂ) le

probléme elliptique :

u € C,
—div(F(Vu)) > f, sur Q. (2.74)
u = 0, sur 09
admet au moins une solution.
Preuve :
L'opérateur A(u) = —div(F(Vu)) est bien défini de Wy*(Q) dans W17 (Q) est borné, hemicontinu et

monotone. (D’apres le Proposition 2.3.1), et coercif car : comme a € C' il suffit de montrer que :

(Av,v — a)

Tl — 400, quand |v|ly — o0

ona (A(v),v—a) = (A(v),v) — (A(v),a).

On utilisant condition de coercitive de F' on a qu’il existe une constante o > 0 telle que :

) = [ 0Tz a [ 1900 =aluly g, (275)
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et en utilisant I'inégalité de Holder et la condition de croissance de F' (2.10) on obtient :

<A(v),a>=/ﬂ /|F (/ \Va\p)
gwéuﬂwwwwfwwm>

< OlllP~ lal| + C" tel que (C"=C + Cllallwpr o))

< ool + Cn)-lall?

Donc :
(AW),0) < ool gy + CON a0 (2.76)
(2.75) et (2.76) et en divisant par ||v||W01,p(Q) on obtient :
(Av).v—a) Jall
S Z vl o) = Collvliyis o)) = G- —— (2.77)
||UHW1 P (Q) Wl Wl ) ||U||W1 P Q)
On choisit 7 tel que C,, = § on obtient :
e . o e a ol (car p>1). (2789
—— 2 ||V —Cn).m——— — +00 quan V|| yirtp — 400 (car p > 1). .
||U||W01’p(ﬂ) Wl ) lollwer o) o

Donc A est bornée, monotone, hemicontinue et coercive alors est un opérateurs de Leray-Lions.

N

D’ou le probleme (2.74) admet au moins une solutions.

Exemple 2.7.3 e Dans cet partie nous étudions l’existence et la régularité de solution du probléeme

suvant :

—div(a(a:,u,Vu) >f,  sur Q

u >0, sur € (2.79)

Telle que a est fonction carathéodory vérifier les conditions ay — aq en travaillent pour p = 2.

Dans cet exemple, on utilisé la methode de pénalisation pour résoudre le probleme (2.79).

Théoreme 2.7.1 Soit f € L'™(Q), avec 1\2[52 <m < —, alors il existe au moins une fonction

u€ HYQ)NLYQ) avec q= 2, qui est solution du probléme (2.79).
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Estimations a priori

Soit f une fonction de L™ (), telle que m > 1. On considére pour n > 0 le probléme pénalisé suivant

—div(a(x,un,Vun) —nu, = fp

(2.80)
u, € HY(Q).
Telle que u, = u} —u, , et f, = T,(f), (fonction de troncature) telle que :
n si f>n
T.(f) = f si —n<f<n (2.81)
—n si f<—n.
On dite que u,, est une solution faible de probleme (2.80) si on a :
/ (a(x,u",Vun)van/ u;v:/fnv Vv € Hy(Q)

Q Q Q (2.82)

u, € HYH(Q).

1/-Existence de solution du probléme (2.80)

on va prend : A= B+ C tel que B(u) = —div(a(z,u, Vu)) et C(u)=—nu~
e montrons que A est un opérateurs de Leray-Lions c’est & dire :

i/- A est bornée

ii/- A est pseudo-monotone

ili/- A est coercive

i/- Montrons que A est borné :

soient u,v € H () et en utilisant la croissance de a et I'inégalité de Poincaré (I.P) on obtient :

|(A( |—‘/ xuVu)Vv—n/uv‘
‘/ xuVqu’—l—n‘/uv

< la(z, u, Vu) |2 @) [Vl L2q) + nllull 2 ) vl 22 )
C(L+ [lullzz2) + IVullL2@) I VYl L2 (@) + nllullLz@llvliz2 @)
< C( A+ Jlull gz @) vl g @) + Cllull gz @ vl Hi@) (C = cste (LP),C" =n)

<O"(1+ ||u||H3(Q))HU||H01(Q) (C" constante).
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Donc :

JA(u)|| =100y < C" (1 + ||U||Hg(sz)) (2.83)

d’olt 'opérateur A est borné.

ii/- La pseudo-monotonie de A

on suppose que u,, — u faiblement dans H}(Q) et lim sup(At,, uy, —u) <0
m

alors en montrant que

lim inf (A, U — v) > (Au,u —v) Yo € HE(Q). (2.84)

m—r0o0

e Pour 'opérateur B on a

(B(tm), tm, —0) = | a(®, Um, Vi) (Vg — Vo)

Q
:/ (a(x,um,Vum —a(a:,um,Vu)>(Vum — Vu) (2.85)
Q
+ /Q a(x, U, V) (Vi — Vu) +/Q (a(m,um, Vi )(Vu — Vo)

~

et comme Vu,, — Vu converge faiblement dans L?(f2), alors a(x, U, Vu) — a(z,u, Vu) dans L?(£2)
d’on / a(x, U, V) (Vi — Vu) = 0

Q
en montre que :

lim inf (B (um,), Um — v) > lim inf/ (a(x, Uy, V) (Vu — Vo). (2.86)
Q

m m

Comme u,, — u~ fortement dans L?(Q) ([5]) alors que —nu,,, (t,, —u) — 0 fortement dans L'(Q) en vertu

de (2.84) on obtient que

lim sup{A(tm), Uy — u) = lim sup/ a(, U, V) (Vi — Vu) — nlim/ Uy (U, — 1) < 0 (2.87)
o m Jo

m m

et comme wu,, — u~ fortement dans Hg(f2) (d’apres le théoréme de Nemitski [5]) donc

m

lim sup (B (um ), U — w) = imsup(A(ty,), tym — u) <0 (2.88)
ie:
lim sup/ [a(a:,um, Vup) — a(z,u, Vu)} (Vi — Vu) <0 (2.89)
m—+o00 JQ

puisque / a(z,u, Vu)(Vuy, — Vu) = 0 (car a € L?(Q) et u,, — u faiblement dans Hg (£2)).
Q
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Et d’autre part on a :

/Q (a(m,u,m Vig,) — a(z,u, VU))(Vum V) = /

A (a(w,um, Vum) — a(z, U, Vu)) (Vuy, — Vu)

+/Q (a(w,um, Vu) — a(z,u, Vu)) (Vg — Vu).

Par la monotonie de a on obtient

/Q (a(:c, U, VU,) — a(x, u, Vu)) (Vi — Vu) > /

(a(oc,um7 Vu) —a(x,u, Vu)) (Vuy, — Vu) = 0 (2.90)
Q

Alors

lim inf {a(x, Uy, V) — a(z, u, Vu)] (Vi —Vu) >0 (2.91)

m——+oo Q

(2.89) et (2.91) on a :
/ (a(x, Uy, VU) — a(z, u, Vu)) (Vtly, — Vu) — 0 dans L?*(Q). (2.92)
Q

D’ou (d’apres le lemme 5.9 [5]), alors  a(z, um, Vuy,) — a(z,u, Vu) faiblement dans L2().

En vertu de (2.85) on obtient

limminf/Q (a(, Um, Vum)) (Vi — Vo) > /Q (a(z,u, Vu))(Vu — Vo) (2.93)
1in}ninf /Q(B(um),um —v) > /Q(B(u),u — ) (2.94)

e C(u)=—nu".

Comme u,, — u fortement dans L?() alors C(u,,) — C(u) fortement dans L*(() alors pour tout v € Hg ()

hgln/Q —nu,, (Uy —v) = fn/Qu*(u — )
d’ou :
li;Ln(C(um), U, — V) = (C(u),u — v). (2.95)

D’ou C est pseudo-monotone,
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de (2.94) et (2.95) on obtient :

lim inf(A(tm,), tm —v) > (A(u),u — v). (2.96)

m

D’ou l'opérateur A est pseudo-monotone.

ii/- Montrons que A est coercive : soit u € H(Q) :

(A(u),u) = /Qa(:mu,Vu)Vu—n/

Q

u’u:/ga(x,u, Vu)VzH—/Qn(tf)2

> a [ [Vl = aful®
Q

On diviser par [|u|[z1(q) on obtient :

(A(u), u)

> alullgie) — +oo quand |lullgiq) — +oc. (2.97)
||UHH3(Q)

Ainsi I'opérateur A est coercive.
Comme A est borné, pseudo-monotone et coercive alors A est un opérateur de Leray-Lions.
D’ou le probleme (2.80) admet au moins une solution.

e En passe maintenant a la régularité de la solution du probléme approché (2.80)

Lemme 2.7.1 Soit f € L™(Q), avec m > 1 tel que

2N _ N 11 1
2@1)€CM N_2

et uy, est solution du probléme pénalisé (2.80) .

Alors la suite u,, est uniformément bornée dans H} () N LY(Q) avec ¢ = 2.
Preuve :
Pour k > 0, on considere la fonction
1 si s>k+1

s—k si k<s<k+1
T1(Gi(s)) =Ti(s = Tw(s)) = 0 si|s] <k (2.98)

s+ k si —k—-1<s<—k

-1 si s<—k—1.
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on utilisé la fonction T,,(Gx(uy,)) comme fonction test ( car est une fonction dérivable sur | — k, k + 1] ) dans

le probleme pénalisé (2.80) alors on a :

/Qa(m,un,Vun)V(Tl(Gk(un))) fn/

U Ty (Gr(un) = / JuT1 (G () (2.99)
Q Q

on définie A et By comme suite :

Ay ={z€Q:|uy| >k}; Br={xe€Q:k<|uy| <k+1}. telle que :
+oo “+oo
Q={J Bk et A= ] B, (2.100)
k=0 s=k

on a les résultats suivants :

T (Gilun))] < 1sur Ay, fo = |Tu(F)] < f. /

a(x,un,VUH)V(Tl(Gk(un))):/ a(z, Up, Vg, )V,
Q

By
alors par simplification on obtient :

oz/Bk \vunﬁ—n/ﬂu;z’l(ak(un)) g/Ak 7], (2.101)

On va montrer que le second terme du (2.101) est positif.
En effet, en utilisant le fait que u,, = 0 sur {z € Q : u, > k}

On a:

—n/ uy Th (Gr(up) = —n/ u;Tl(Gk(un))—n/ u;(un—l—k‘)—i—n/ u, (2.102)
Q {un>k} {—k—1<u,<—k}

{un<—k—1}
on trouve que :
—n/ u, T1(Gr(up)) =0 car wu, =0 sur{z € Q:u, >k},
{un>k}
et u, (un, +k) <0 alors : —n/ u, (up, +k) >0
{—k—1<un<—k}

{—k—1<u,<—k}

de plus u, =1>0 car wu,

- = max(—uy,0). De ces résultats, il est bien clair que :
{un<—k—1}

- n/ u, Th(Gr(uy) >0 (2.103)
Q

a partir de (2.101) et (2.103) on conclut :

a/|VWP</ If]- (2.104)
Bk Ak
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Soit A > 1. En utilisant (2.104) et I'inégalité de Sobolev on a :

(H(%(Q)‘%LQ*(Q) tel que : o =1 — 1L, 2*:%)

([ 1P <0 [ 190 /\Vu P PO+
Q Q

oy / Va2 20D
k=0 " Bk
“+o0

<OP k10 / ]

Ag

+oo
CZ k+1)20-1 Z/

On utilisant le Théoréeme de Fubini pour les sommes (pour changement 1'ordre des sommations), alors

()"

= - 22—2 = 22—1
<C§/lef|;)(k+l) <C§/Bsfl(s+1)
+oo
<Cy [ Ul u)P
By

On va choisir A tel que : 2*A=m/(2A —1) =¢q, 2* =22, m/ = 2 X\ = m(]ifz)

N 2N
A2le=m<y etm> 55

2N m(N — 2) Nm
= 2* = = . 2.1
=22 = N (N —a2m) ~ N —2m (2.105)

Puisque m < % alors 5> > m,, par conséquent, on obtient

/ Jup |> A :/ lu,|? < C. (2.106)
Q Q

Alors : u, est uniformément bornée dans L1((2),
et

/ |V, [ u, [2AY < C. (2.107)
Q
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Puisque A > 1; I'inégalité précédente, implique :
/ 1.|Vu,|> < c/ |Vt |2 un A < C (2.108)
{unzl} Q

a/ |Vu,|? < C/ lfl<C (2.109)
{un,<1} Q

d’apres (2.108) et (2.109) en déduit :

/ |Vu,|* < C. (2.110)
Q

Donc : uy, est uniformément bornée dans H}(Q).

D’ott u,, est uniformément bornée dans H}(Q) N LI(Q).

Preuve du Théoreme 2.7.1

D’aprés le lemme 2.7.1 il existe une sous suite (u,) notée aussi (u,) qui converge faiblement vers u dans
HL(Q) N LY(Q) et elle converge p.p dans Q vers la méme limite.

On va montre que u est une solution du probleme (2.79).

Premiérement on va montre que

u>0 p.p dans Q. (2.111)

Définissions la suite de fonction v, (s) = s(1+m]s|) 5 qui converge simplement vers sign(s).

L+[s[(1+m]s]
En d’autre part, on a pour tout m € N, v, est continument différentiable avec v,,,(0) = 0, 1/7/71 >0 et
sup v, (s) < C.

sER

En prenant v, (u,) comme fonction test au probleme (2.80), on obtient

a/Q|Vun|2V;n(un)—n/ﬂu;um(un) < /Qfml/m(un) (2.112)

I’inégalité ci-dessus nous donne :

—n/Qu;um(un) </Qfm1/m(un). (2.113)

En appliquant le théoréme de convergence monotone et convergence dominée, puis on passe a la limite quand

m — 400, on obtient

—n/ uy, sign(un) < || fllzro) =C (2.114)
Q
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n / = / u=sign(un) < | fllzse = C (2.115)
Q Q

donc

1 C
/UZ =/ uy| < Mloe _ © (2.116)
Q Q n n

donc nu,; est bornée dans L'(2) et u,, — 0 fortement dans L'(Q).

Comme u,, = u p.p alors v~ = 0 p.p dans .

d’ot la preuve de (2.111). D’autre part, on a la fonction F,, = nu,, + f,, est bornée dans L'() donc d’apres
un résultat (Lemme page 198, [0]), que (Vun)n admet une sous suite qui converge vers Vu p.p dans 2.

Soit v € H(2) avec v > 0 p.p dans Q. Prenant (u,, — v) comme fonction test dans le probleme (2.80) on a

/Qa(:c,un, V).V (un — v) — n/Qu;(un —v) = /an(un — ). (2.117)

Le 2°™ terme du 1" membre est de signe positif, en effet

,n/u;(un—v):n/u;2+n/u;v20 (2.118)
Q Q Q
donc de (2.117) nous donne :
/ a(x, Un, V). Vi, — / a(x, Un, V). Vo < / fn(up —v). (2.119)
Q Q Q

Pour le 1°" terme du coté gauche de (2.119) on a par le lemme de Fatou

/ a(z,u, Vu).Vu < liminf | a(x,u,, Vu,).Vu,. (2.120)
Q

n—-+oo Q

Comme (uy,) est bornée dans H} (£2), alors d’apres le condition de croissance (2.57) alors on a a(x, uy,, Vu,) est
bornée dans L?(Q2) et aussi u,, et Vu,, convergent p.p vers u, Vu respectivement dans  alors a(x, u,, Vu,) —

a(z,u, Vu) p.p dans  donc d’apres le théoréeme de Vitali on a
a(, tup, Vuy,) — a(z,u, Vu) faiblement dans L*(Q) (2.121)

d’olt /a(w,un,Vun).Vv%/a(x,u,Vu)‘Vv.
Q Q
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Maintenant on passe a la limite du second membre de (2.119) on a

/an(un —v) = /an(u —v). (2.122)

En passant a la limite dans (2.119) on obtient

/a(m,u, Vu).Vuf/a(x,mVu).valiminf/a(x,un,Vun).Vun
Q Q

Q n—-+oo

~ lim /a(m,un,Vun).Vv<liTIln/an(un—U):/an(u—v)

n—-4oo Q

d’ou

/ a(z,u, Vu).V(u —v) < / flu—w). (2.123)
Q Q

Par conséquent u est solution de probleme unilatéral (2.79).

38



CONCLUSION

Dans ce travail nous utilisons le cadre théorique pour prouvons l’existence et régqularité
d’une solution d’un probléme auz limites non linéaire Au > f . La méthode de la résolution

s’appelle la méthode des opérateur Leray-lions.
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