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Résumé

Les Nombres Bicomplexes sont la généralisation multicomplexe d’ordre deux des nombres com-

plexes. Lorsqu’ils sont munis de l’addition et de la multiplication usueles, ils forment une structure

algébrique commutative. L’idée d’utiliser une algèbre de dimension supérieure à celle des nombres

complexes pour élaborer des outils de dimension 4, afin de répondre à des besoin dans le domaine

de la physique et de l’aéronotique.

Nous nous intéréssons à un type de suites particulier, trés utiles et qui donnent des résultats dans

le domaines des mathématiques appliquées, les suites récurrentes linéaires, spécialement les suites

de Fibonacci et leurs généralisations.
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Abstract

The Bicomplex Numbers are the second-order multicomplex generalization of complex numbers.

When they are equipped with standard addition and multiplication they form a commutative al-

gebraic structure The idea of using a higher dimensional algebra than that of complex numbers

to develop forth dimension tools, in order to respond to needs in physics and aeronotics fields.

We are interested in a particular type of sequences, very usful and which gives results in applied

mathematics filds, the linear recurrent sequences, specially the Fibonacci sequences and their ge-

neralizations.
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Notation

N := L’ensembles des nombres naturels.

Z := L’ensembles des entiers.

R := L’ensemble des nombres réels.

C := L’ensemble des nombres complexes.

BC := L’ensemble des nombres bicomplexes.

K[X] := Un corps commutatif des polynômes.

A = [ζmn]mn := Matrice bicomplexe.

Mk×k(K) := Matrice carrée d’ordre k.

Pk := Les polynômes caractéristiques associés aux suites récurrentes linéaires.

Fn := Les suites des nombres de Fibonacci.

Ln := Les suites des nombres de Lucas.

Wn := Les suites des nombres des Horadam.

BCFn := Les suites bicomplexes de Fibonacci.

BCLn := Les suites bicomplexes de Lucas.

BCWn := Les suites bicomplexes de Horadam.

Qn := Les éléments de BCFn .

Kn := Les éléments de BCLn .

Hn := Les éléments de BCWn .

⊗R := Le produit tenseur.
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Introduction

En 1892, les nombres bicomplexes ont été présentés par Corrado Segre [21]. En 1991, G. Baley

Prince dans son livre [16], a présenté des nombres bicomplexes basés sur les espaces et fonctions

multi-complexes. Au cours des dernières années, les structures fractales de ces nombres ont été

étudié par Rochon Dominic [18]. L’ensemble des nombres bicomplexes peut être exprimé dans la

base {1, i, j, ij}. Il est considéré de degré 2 sur C et de degré 4 sur R. L’ensemble BC des nombres

bicomplexes est défini par :

BC := {x1 + x2i+ x3j + x4ij | x1, x2, x3, x4 ∈ R},

où C est l’ensemble des nombres complexes d’unités imaginaires i, j avec j ̸= i sont des unités

imaginaires qui commutent i,e. ij = ji, verifiants i2 = j2 = −1.

Ainsi, chaque nombre bicomplexe est présenté sous la forme de paires de nombres complexes

typiques avec la structure supplémentaire de multiplication commutative, voir (Table1). Un en-

semble de nombres bicomplexes BC est un espace vectoriel réel avec des opérations d’addition et

de multiplication scalaire. L’espace vectoriel BC muni du produit bicomplexe est une algèbre asso-

ciative. De plus, l’espace vectoriel avec les propriétés de la multiplication et le produit des nombres

bicomplexes forment une algèbre commutative. Les éléments e1 = 1+ij
2 et e2 = 1−ij

2 appelés "or-

thogonal idempotent", qui simplifient considérablement l’algèbre des nombres bicomplexes, pour

tout z de l’ensemble BC :

BC = {z1 + jz2 | (z1, z2 ∈ C)} ,

BC = {z1 + jz2 = (z1 − iz2)e1 + (z1 + iz2)e2} .

Cette représentation est très utile car : addition, la multiplication et la division peuvent être faites

terme à terme. Dans ce travail, nous rappelons quelques propriétés des nombres bicomplexes, en

examinant leurs conjugués et leurs normes. Ensuite, nous rappelons des propriétés fondamentales
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des suites de Fibonacci, Lucas et leur généralisation la suite de Horadam. Enfin, nous étudions

l’ensemble des nombres bicomplexes à coefficient les suites de Fibonacci, suites de Lucas et suites

de Horadam, nous donnons quelques propriétés de base. Comme nous obtenons des identités

associées à ces suites, telles que les identités de Cassini, Catalan et D’Ocagne.

Notre travail est basé principalement sur l’article intitulé «On Bicomplex Fibonacci Numbers and

Their Generalization» réalisé par l’auteur «Serpil Halici» publié dans « 346 accesses 3 citations Part

of the studies in systems, decision and control book series (SSDC,volume 179) (2018)».

Ce mémoire est divisé en quatre chapitres.
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Chapitre 1

Nombres bicomplexes

1.1 Nombres complexes

1.1.1 Rappel sur nombres complexes

On appelle corps des nombres complexes, noté C, l’ensemble contenant R. Il existe dans C un

élément noté i vérifiant i2 = −1.

Tout élément z ∈ C s’écrit sous la forme z = x+ iy où x et y sont des réels.

L’ensemble C est muni de l’addition et la multiplication qui suivent les mêmes règles de calcul que

celles connues dans R.

Un nombre complexe sera souvent représenté par la lettre z.

1.1.2 Nombre complexe conjugué

Soit z = x + iy, un nombre complexe avec x et y deux réels. Le conjugué de z est le nombre

complexe définie par : z̄ = x− iy.

1.1.3 Propriétés des nombres complexes

(1) La somme, le produit, la différence et le quotient de deux nombres complexes est un nombre

complexe.

(2) Si deux nombres complexes sont égaux, alors leurs parties réelle et imaginaire sont séparément

égales.

(3) Si le nombre complexe est égal à zéro, alors ses parties réelles et imaginaires sont séparément

égales à zéro.

x+ iy = 0 =⇒ x = 0 et y = 0.
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Nombres n-complexes

(4) Si deux nombres complexes sont égaux, alors leurs conjugués sont également égaux.

1.1.4 Forme Polaire d’un Nombre Complexe

La forme polaire est une autre manière d’écrire les nombres complexes. Elle met à profit leur

représentations polaires. Un nombre complexe z peut être représenté dans le plan de Gauss soit

par un point, soit par un vecteur (le vecteur position de ce point). Ce point ou ce vecteur est

entièrement caractérisé par ses coordonnées cartésiennes x et y
x est la partie réelle de z,

y est la partie imaginaire de z.

Le plan de Gauss : est un plan muni d’un repère cartésien dont l’axe des abscisses est la droite

réelle R et dont l’axe des ordonnées est la droite imaginaire I.

1.2 Nombres n-complexes

Le nombre n-complexe est un nombre de forme z = z1 + inz2 où z1 et z2 sont des nombres

(n − 1) − complexes et inip = ipin, p = 1, 2, ..., n − 1, i2p = −1, i2n = −1. C’est un nombre de

dimension 2n. Ainsi à chaque étape nous avons une algèbre. Les espaces multicomplexes sont les

généralisations de l’espace des nombres complexes. L’espace des nombres complexes est le premier

d’une suite infinie d’espaces de nombres complexes, pour plus de détails voir[14].

1.3 Nombres bicomplexes

Définition 1.1 L’espace BC des nombres bicomplexes est défini par :

BC := {x1 + x2i+ x3j + x4ij | x1, x2, x3, x4 ∈ R}, (1.1)

C est une extension de dimension 2 de l’espace les nombres complexes d’unité imaginaire i, j,

avec i ̸= j sont des unités imaginaires qui commutent, i,e.

ij = ji, i2 = j2 = −1.

Les nombres bicomplexes sont des nombres complexes à coefficients complexes, ce qui explique le

nom de bicomplexe. Dans ce qui suit nous essayons de souligner les similitudes entre les proprié-

tés des nombres complexes et bicomplexes. Comme on pouvait s’y attendre, bien que les nombres
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Nombres bicomplexes

bicomplexes partagent certaines structures et propriétés des nombres complexes, il existe de nom-

breuses différences profondes et même frappantes entre ces deux types de nombres voir [14].

L’équation (1.1) forme ce que l’on appelle l’ensemble BC des nombres bicomplexes

on peut définir aussi comme :

BC := {z1 + jz2 | z1, z2 ∈ C}, (1.2)

Table1 : Loi de multiplication des unités

. i j ij

i -1 ij -j

j ij -1 -i

ij -j -i 1

Nous avons l’espace linéaire réel à quatre dimensions R4 d’une base canonique

1 = (1; 0; 0; 0); i = (0; 1; 0; 0); j = (0; 0; 1; 0); ij = (0; 0; 0; 1);

avec les opérations arithmétiques suivantes :

z1 = x1.1 + x2i+ x3j + x4ij

et

z2 = y1.1 + y2i+ y3j + y4ij.

On a alors :

z1 + z2 := (x1 + y1).1 + (x2 + y2)i+ (x3 + y3)ij + (x4 + y4)ij,

z1.z2 := (x1y1 − x2y2 − x3y3 + x4y4) + (x1y2 + x2y1 − x3y4 − x4y3)i

+ (x1y3 − x2y4 + x3y1 − x4y2)j + (x1y4 + x2y3 + x3y2 + x4y1)ij,

avec : (
1 + ij

2

)2

=
1 + ij

2
.

Pour plus d’informations veuillez voir [22].

Définition 1.2 Le conjugué d’un nombre bicomplexe z par rapport à i

z̄i := z̄1 + z̄2i

∀z1, z2 ∈ C(i).

4



Normes en nombres bicomplexes

Définition 1.3 Le conjugué d’un nombre bicomplexe z par rapport à j

z̄j := z1 − z2j

∀z1, z2 ∈ C(j).

Définition 1.4 Le conjugué d’un nombre bicomplexe z par rapport à ij, z̄ij est un composition de

deux conjugaisons et est définie par

z̄ij := z̄1 − z̄2j

∀z1, z2 ∈ C(ij).

où z̄1, z̄2 sont les conjugaisons en nombres z1 et z2.

1.4 Normes en nombres bicomplexes

Pour Ni(z) on peut prendre z = 1 + ij et calculer la norme.

Ni(1 + ij) = (1 + ij)(1− ij) = 12 − (ij)2 = 0.

Les nombres bicomplexes ont trois convolutions et normes différentes. Pour tout nombre bicom-

plexe z ces involutions sont les suivantes :

z = x1 + x2i+ x3j + x4ij,

z̄i = x1 − x2i+ x3j − x4ij,

z̄j = x1 + x2i− x3j − x4ij,

z̄ij = x1 − x2i− x3j + x4ij.

Les normes découlant des définitions des convolutions sont les suivantes :

Ni(z) = zz̄i = (x1 + x2i+ x3j + x4ij)(x1 − x2i+ x3j − x4ij),

Nj(z) = zz̄j = (x1 + x2i+ x3j + x4ij)(x1 + x2i− x3j − x4ij),

Nij(z) = zz̄ij = (x1 + x2i+ x3j + x4ij)(x1 − x2i− x3j + x4ij).

Remarque 1.5 Notons que toutes ces normes sont isotropes .

isotropes : présence des mêmes propriétés dans toutes les directions.
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Normes en nombres bicomplexes

Pour plus de détails, nous réferons le lecteur à voir [8].

Bien que les nombres bicomplexes soient une généralisation des nombres réels de dimension

quatre, ceux-ci forment néanmoins une structure algébrique complètement différente autres gé-

néralisation des réels de dimension quatre bien connue, les quaternions. En effet, les quaternions

forment un anneau non commutatif, tandis que les nombres bicomplexes forment un anneau com-

mutatif.

Définition 1.6 Le corps des quaternions est défini comme :

q := {x1 + x2i+ x3j + x4k |x1, x2, x3, x4 ∈ R} ,

telque :

i2 = j2 = k2 = −1.

Définition 1.7

e1 =
1 + ij

2
et e2 =

1− ij

2
.

Les éléments e1 et e2 sont des nombres bicomplexes qui simplifient considérablement l’algèbre des

nombres bicomplexes, ils ont les propriétés suivantes :

e21 = e1; e22 = e2; e1 + e2 = 1; e1.e2 = e2.e1 = 0,

grace à la dernière propriété e1 et e2, appelée aussi d’idempotents orthogonaux, tout élément z de

BC peut être exprimé en fonction des éléments e1 et e2.

La relation (1.2) donne :

z = z1 + jz2 = (z1 − iz2)e1 + (z1 + iz2)e2, z1, z2 ∈ C, (1.3)

qui dite la représentation idempotente de l’élément z.

Aussi, z1, z2 sont appelés coefficients idempotents.

Pour plus de détails voir [25].

Les propriétés de e1, e2 garantissent que la décomposition est unique.

Soit P1, P2 :

P1 : z1 + jz2 ∈ BC 7−→ (z1 − z2i) ∈ C(i),

P2 : z1 + jz2 ∈ BC 7−→ (z1 + z2i) ∈ C(i),

qui définissent une paire de projections mutuellement complémentaires.

6



Conjugaisons en nombres bicomplexes

On a

(P1)
2 = P1 ; (P2)

2 = P2,

avec

P1e1 + P2e2 = Id,

où Id étant l’opérateur d’identité. Ils ont plusieurs propriétés remarquables :

soit z1, z2 ∈ BC

P1(z1 + z2) = P1(z1) + P1(z2),

P2(z1 + z2) = P2(z1) + P2(z2),

P1(z1.z2) = P1(z1) . P1(z2),

P2(z1.z2) = P2(z1) . P2(z2).

1.5 Conjugaisons en nombres bicomplexes

Le conjugué d’un nombre complexe z est le nombre complexe formé de la même partie réelle que

z et de la partie imaginaire opposée, alors que dans les nombres bicomplexes, les conjugaisons

formés à partir des différentes parties imaginaires d’où on s’attend aux moins deux conjugaisons

sur BC, soit :

β1 = (z1 − iz2) et β2 = (z1 + iz2).

Selon les 3 convolution possible on peut définir les différents conjugaisons de z avec :

β̄1 est le conjugué de nombre bicomplexe β1.

β̄2 est le conjugué de nombre bicomplexe β2.

Définition 1.8 (La Conjugaison Bicomplexe par rapport à i) D’après l’équation (1.3) : z̄i est dé-

terminée par la formule :

z̄i = β̄2e1 + β̄1e2,

Définition 1.9 (La conjugaison bicomplexe par rapport à j) D’après l’équation (1.3) : z̄j est dé-

terminée par la formule :

z̄j = β2e1 + β1e2,

Définition 1.10 (La conjugaison bicomplexe par rapport à ij) D’après l’équation (1.3) : z̄ij est

déterminée par la formule :

z̄ij = β̄1e1 + β̄2e2.

7



Propriétés algébriques des nombres bicomplexes

1.6 Propriétés algébriques des nombres bicomplexes

• BC := {z1 + jz2 | z1, z2 ∈ C}, a une multiplication associative, distributive et commutative

par la règle :

(z1 + jz2)(z3 + jz4) = (z1z3 − z2z4) + j(z1z4 − z2z3).

• z1 + jz2 = z3 + jz4 ⇐⇒ z1 = z3 et z2 = z4,

(z1 + jz2) + (z3 + jz4) = (z1 + z3) + j(z2 + z4).

En utilisant la définition (1.1) et les relations entre i, j et ij. On a pour tout z ∈ BC :

• z = (x1 + x2i) + j(x3 + x4i) := z1 + jz2 ∈ BC = Ci ⊗R Cj

z1 = x1 + x2i ; z2 = x3 + x4i ∈ Ci,

• z = (x1 + x3j) + i(x2 + x4j) := z1 + iz2 ∈ BC = Cj ⊗R Ci

z1 = x1 + x3j ; z2 = x2 + x4j ∈ Cj ,

• z = (x1 + x4ij) + i(x2 − x3ij) := z1 + iz2 ∈ BC = Cij ⊗R Ci

z1 = x1 + x4ij ; z2 = x2 − x3ij ∈ Cij ,

• z = (x1 + x4ij) + j(x3 − x2ij) := z1 + jz2 ∈ BC = Cij ⊗R Cj

z1 = x1 + x4ij ; z2 = x3 − x2ij ∈ Cij ,

• z = (x1 + x2i) + ij(x4 − x3i) := z1 + ijz2 ∈ BC = Ci ⊗R Cij

z1 = x1 + x2i ; z2 = x4 − x3i ∈ Ci,

• z = (x1 + x3j) + ij(x4 − x2j) := z1 + ijz2 ∈ BC = Cj ⊗R Cij

z1 = x1 + x3j ; z2 = x4 − x2j ∈ Cj ,

Ci = {z1 + j0} ∈ BC, Cj = {z1 + jz2 | z1, z2 ∈ R}, Cij = {z1 + ijz2 | z1, z2 ∈ R}.

⊗R := le produit tenseur.

Pour plus de détails voir [19].

1.7 Matrice bicomplexe

Définition 1.11 Soit A = [ζmn]mn, une matrice bicomplexe, c’est-à-dire une matrice ayant comme

éléments des nombres bicomplexes :

A =


ζ11 · · · ζ1n
...

. . .
...

ζ1m · · · ζmn



8



Matrice bicomplexe

où ζpq ∈ BC, 1 ≤ p ≤ m, et 1 ≤ q ≤ n,

A =



z11 + jw11 z12 + jw12 · · · · · · z1n + jw1n

z21 + jw21 z22 + jw22 · · · · · · z2n + jw2n

· · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

zm1 + jwm1 zm2 + jwm2 · · · · · · zmn + jwmn


,

on peut la décomposer dans l’espace comme suit :

A =



z11 z12 · · · · · · z1n

z21 z22 · · · · · · z2n

· · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

zm1 zm2 · · · · · · zmn


+ j



w11 w12 · · · · · · w1n

w21 w22 · · · · · · w2n

· · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

wm1 wm2 · · · · · · wmn


où znm et wnm ∈ C,

A =



x11 x12 · · · · · · x1n

x21 x22 · · · · · · x2n

· · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

xm1 xm2 · · · · · · xmn


+ i



y11 y12 · · · · · · y1n

y21 y22 · · · · · · y2n

· · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

ym1 ym2 · · · · · · ymn



+j



u11 u12 · · · · · · u1n

u21 u22 · · · · · · u2n

· · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

um1 um2 · · · · · · umn


+ ij



v11 v12 · · · · · · v1n

v21 v22 · · · · · · v2n

· · · · · · · · · · · · · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

vm1 vm2 · · · · · · vmn


.

Avec xmn, ymn, umn et vmn ∈ R et zpq = xpq + iypq et wpq = upq + ivpq.

Toute matrice bicomplexe A = [ζmn]m×n peut être exprimée d’une maniére unique comme :

A1e1 +A2e2,

où

A1 = [ζ1mn]

et

A2 = [ζ2mn].

Pour plud de détails voir [3].
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Polynôme bicomplexe

1.8 Polynôme bicomplexe

Définition 1.12 Le polynôme de la forme.

P (ζ) =
n∑

k=0

αkζ
k,

où αk, ζ
k ∈ BC est appelé polynôme bicomplexe en BC.

On dit que ζ0 est un zéro de polynôme bicomplexe P (ζ) si :

P (ζ0) = 0 pour ζ0.

1.8.1 Théorème fondamental de l’algèbre bicomplexe

Théorème 1.13 Un polynôme bicomplexe de degré n non singulier à coefficient directeur a exacte-

ment 2n racines comptées avec leurs multiplicités. On peut voir [3] pour plus de détails.

Démonstration. Soit Pn(ζ) =
n∑

k=0

αkζ
k, αn ̸= 0 est un polynôme de degré n si :

αk = α1ke1 + α2ke2, k = 1, 2, 3, . . . , n.

Les racines du polynôme Pn(ζ) seront donc les solutions de l’équation Pn(ζ) = 0,

de manière équivalente de l’équation
n∑

k=0

αkζ
k = 0.

L’équation idempotente est :

Pn(ζ) = P1n(ζ1)e1 + P2n(ζ2)e2,

avec

P1n(ζ1) =

n∑
k=0

α1kζ
k
1

et

P2n(ζ2) =
n∑

k=0

α2kζ
k
2 .

Ainsi
n∑

k=0

α1kζ
k
1 e1 +

n∑
k=0

α2kζ
k
2 e2 = 0.

Comme e1 et e2 sont linéairement indépendants par rapport aux coefficients complexes, alors

n∑
k=0

α1kζ
k
1 = α1n(ζ1)

n + α1n−1(ζ1)
n−1 + . . .+ α11(ζ1) + α10 = 0 (1.4)
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et
n∑

k=0

α2kζ
k
2 = α2n(ζ2)

n + α2n−1(ζ2)
n−1 + . . .+ α21(ζ2) + α20 = 0. (1.5)

Comme αn ̸= 0 alors α1n ̸= 0 et α2n ̸= 0. Ainsi les polynômes en (1.4) et (1.5) sont de degré n.

Par le théorème fondamental de l’algèbre complexe, ils ont précisément n racines chacune.

Théorème 1.14 Le théorème fondamental de l’algèbre, théorème des équations prouvé par Carl Frie-

drich Gauss en 1799. Il indique que chaque équation polynomiale de degré n avec des coefficients de

nombres complexes a n racines, ou solutions dans les nombres complexes. Les racines ont parfois une

multiplicité plus grande que zéro.

∀P (z) = anz
n + an−1z

n−1 + ...+ a1z + a0, ∃ α telque P (α) = 0

Pour plus de détails voir [2].

Démonstration. pour la démonstration voir [2].

Remarque 1.15 D’après les propriétés des unités e1 et e2, les calculs des nombres bicomplexes sont

devenus plus faciles, où lieu de fait les calculs en dimension 4 on fait ça en dimension 2. D’autre part

d’aprèsles propriétés algébrique des nombres bicomplexes on a la libertine de choisir la forme de z. Le

résulta et la forme générale de nôtre nombre bicomplexe reste vraie.

À travers la base à laquelle appartient le nombre z, on remarque quelques changements arithmé-

tiques mais ces changements sont toujours cachés derrière la méthode de calcul que nous utilisons

à laide de e1 et e2, les résultats restent toujours vrais parceque i et j ont les mêmes propriétés chacun

dans sa base. À partir de cette simplification de calculs les unités e1 et e2 sont très importantes dans

l’algèbre commutative des nombres bicomplexes.
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Chapitre 2

Suites récurrentes linéaires

2.1 Suites récurrentes

Définition 2.1 Une suite est un ensemble E d’éléments indexés par les entiers naturels. Elle peut-être

assimilée à une application de N dans E. Les relations de récurrences sont des règles de définition de

suites d’éléments : chaque élément étant défini en fonction des précédents.

Remarque 2.2 Pour construire une telle suite, il faut donc :

1. Une série de valeurs de départ (suffisamment pour initialiser la suite) appelées conditions initiales.

2. Une relation permettant de calculer chaque terme en fonction des précédents, appelée relation de

récurrence de la suite.

Formellement, on a (un)n≥0 défine par :
un+1 = f(un, un−1, · · · ),

u0, u1, · · · conditions initiales.

Par ailleurs, l’ordre d’une suite récurrente donnée est le nombre de termes nécessaires au calcul

d’un terme supplémentaire. Cet ordre correspond également au nombre de conditions initiales

nécessaire à l’initialisation de la suite.

Exemple 2.3 Soit (un)n≥0 définie par :
un+2 = 3un+1 − 2un, n ≥ 0,

u0 = 1, u1 = 3,

alors : u2 = 3u1 − 2u0 = 7, u3 = 3u2 − 2u1 = 15, u4 = 3u3 − 2u2 = 31.
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2.2 Suites récurrentes linéaires à coefficients constants

Les suites récurrentes linéaires à coefficients constants sont les suites récurrentes (un)n≥0 dont la

relation de récurrence est linéaire en (ui).

un =
∑
i≤k

aiun−i avec : n, i, k ∈ N et i ≤ k ≤ n.

2.2.1 Suites récurrentes linéaires d’ordre 1

Une suite récurrente linéaire d’ordre 1 est une suite (un)n≥0 vérifiant :

un+1 = aun + b,

pour a ̸= 0, b ∈ R donnés.

On remarque que les suites arithmétiques et géométriques ne sont qu’un cas particulier de ce type

de suites pour a = 1, on retrouve les suites arithmétiques et pour b = 0, on retrouve les suites

géométriques.

Ces suites sont parfois appelées suites arithmético-géométriques. Pour plus des informations de

cette partie, voir [5].

Exemple 2.4 La suite des entiers pairs est définie comme suit (un)n≥0 :
un+1 = un + 2, n ≥ 0,

u0 = 0.

2.2.2 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Une suite récurrente linéaire d’ordre 2 est une suite (vn)n≥0 pour a ̸= 0, vérifiant :

vn+2 = avn+1 + bvn , a, b ∈ R

ou plus généralement

avn+2 + bvn+1 + cvn = 0, a, b, c ∈ R.

Remarque 2.5 Pour définir complètement une telle suite, il faut donner également les deux premiers

termes v0 et v1 dits les termes initiaux de la suite.

Exemple 2.6 Fibonacci est une suite récurrente d’ordre 2 dont les coefficients sont a = b = 1 et de la

forme Fn = Fn−1 + Fn−2 les premiers termes sont F0 = 0, F1 = 1.
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Suites récurrentes linéaires à coefficients constants

Il existe une méthode permettant d’obtenir la forme explicite d’une telle suite en fonction de a et b.

On pourra noter que la démarche et les conclusions sont très proches de ce que l’on fait et obtient

lors de la résolution d’une équation différentielle d’ordre 2 à coefficients constants (2.7).

Remarque 2.7 Les suites récurrentes sont l’analogue discret des systèmes différentiels

par exemple :

la récurrence un+1 = f(un) s’écrit : un+1 − un = f(un)− un,

ou encore

∆un = g(un), telque : g(x) = f(x)− x.

Elle à un lien direct avec l’équation différentielle :

y′(t) = f(t)− t.

Cette analogie aide parfois à deviner le comportement asymptotique de la suite (un)n≥0.

Pour les lecteurs intéressés par ce domaine, voir [10].

2.2.3 Suites récurrentes linéaires d’ordre k

Définition 2.8 On appelle une suite récurrente linéaire d’ordre k, toute suite à valeurs dans un corps

commutatif K (R ou C), définie pour tout n ∈ N, par une relation de récurrence linéaire de la forme

suivante :

un+k = ak−1un+k−1 + ak−2un+k−2 + · · ·+ a0un, n ∈ N, n ≥ k, (2.1)

avec les conditions initiales u0 = r0;u1 = r1; . . . ;uk−1 = rk−1 et a0; a1; . . . ; ak scalaires de K.

2.2.4 Polynôme caractéristique des suites récurrentes linéaires

Le polynôme caractéristique associé a une suite vérifiant la relation de récurrence (2.1) est donné

par

P (x) = xk + ak−1x
k−1 + · · ·+ a1x+ a0,

son degré est ainsi égale à l’ordre de la relation de récurrence .

2.2.5 Séries génératrices des suites récurrentes linéaires

Définition 2.9 Les séries génératrices sont un outil algébrique qui permet de reformuler des problèmes

de combinatoire afin de les transformer en des problèmes de manipulation d’expressions algébriques.

Souvent de déterminer le nombre d’objets d’un certain type qui sont de taille n, ce qui donne lieu à une
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suite (un)n≥0 dont on cherche à déterminer le nime terme. La fonction génératrice associée à la suite

(un)n≥0 est la série "somme infinie" formelle :

u0 + u1x+ u2x
2 + · · · =

∑
k≥0

ukx
k.

Pour les lecteurs intéressés voir [20].

Soit u = (un)n≥0 une suite des éléments d’un corps K. Nous noterons G(X) sa série génératrice,

c’est-à-dire la série formelle de K[[X]] définie par :

G(X) =

∞∑
n=0

unX
n.

Par exemple, la suite constante égale à 1 a une série génératrice :

1 +X +X2 + · · · = 1

1−X
.

La suite (2.1) vérifie une récurrence linéaire d’ordre k. Alors sa fonction génératrice vérifie :

G(X) = P (X) +G(X)(a1X + a2X
2 + · · ·+ akX

k),

où P (X) est un polynôme de degré k − 1 dépendant des ai et des valeurs initiales u0, u1, . . . , uk−1

Proposition 2.10 La fonction génératrice d’une suite (un)n≥0 peut être exprimée comme un quotient

de deux polynômes, si et seulement si, la suite est une suite récurrente linéaire c’est à dire :

G(X) =
P (X)

1− a1X − a2X2 − · · · − akXk
.

Démonstration. Soit la suite récurrente linéaire donné par (2.1), en multipliant cette suite par Xn

pour n ≥ k :

unX
n = a1un−1X

n + a2un−2X
n + · · ·+ akun−kX

n

= a1Xun−1X
n−1 + a2X

2un−2X
n−2 + · · ·+ akX

kun−kX
n−k.

En sommant sur n ≥ m :

∑
n≥k

unX
n = a1X

∑
n≥k

un−1X
n−1 + a2X

2
∑
n≥k

un−2X
n−2 + · · ·+ akX

k
∑
n≥k

un−kX
n−k

= a1X
∑

n≥k−1

unX
n + a2X

2
∑

n≥k−2

unX
n + · · ·+ akX

k
∑
n≥0

unX
n.

En posant

Pi(X) = u0 + u1X + · · ·+ uiX
i, i = 0, 1, · · · , k − 1,
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on obtient :

∑
n≥0

unX
n − Pk−1(X) = a1X

∑
n≥0

unX
n − Pk−2

+ · · ·

· · ·+ ak−1X
k−1

∑
n≥0

unX
n − P0

+ akX
k
∑
n≥0

unX
n,

donc G(X)− Pk−1(X) = a1X(G(X)− Pk−2) + · · ·+ ak−1X
k−1(G(X)− P0) + akX

kG(X),

avec G(X) =
Pk−1(X)− a1XPk−2(X)− · · · − ak−1X

k−1P0(X)

1− a1X − a2X2 − · · · − akXk

=
P (X)

1− a1X − a2X2 − · · · − akXk
,

ce qui doit être prouvé.

2.2.6 Formules de Binet des suites récurrentes linéaires

Définition 2.11 La formule de Binet d’une suite récurrente linéaires est une formule explicite qui

s’écrit en fonction des racines du polynôme caractéristique associé à la relation de récurrence.

On considère l’équation homogène d’ordre k à coefficients constants, réels ou complexes suivante :

un+k + ak−1un+k−1 + · · ·+ a0un = 0 n ≥ k, (2.2)

avec u0, u1, · · · , uk−1 les conditions initiales.

Définition 2.12 Le polynôme caractéristique Π ∈ PK associé à (2.2) est défini par :

Π(x) = xk + ak−1x
k−1 + · · ·+ a1x+ a0, k = 1, 2, 3, . . . (2.3)

2.2.7 Représentation matricielle des suites récurrentes linéaires

Chaque suite (un)n≥0 définie par la relation (2.1) a la représentation matricielle suivante :

Un+1 = AUn, n ≥ 0,

où Un ∈ Mk,1(K) et A ∈ Mk×k(K) sont données par :

A =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · · · · 0 1

a1 a2 · · · · · · ak


, Un =



un−1

un−2

...

...

un−k


,
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La matrice A est appelée matrice compagnon du polynôme caractéristique (2.3) de la suite (un)n≥0.

Cette écriture matricielle nous permet d’obtenir le terme général de l’écriture matricielle par ré-

currence on a :

Un = AU0, n ∈ N∗,

où

U0 =



un

u1
...
...

uk−1


.

2.2.8 Forme explicite des suites récurrentes linéaires

2.2.8.1 Cas des racines simples du polynôme caractéristique des suites récurrentes linéaires

Le polynôme caractéristique défini par (2.3) associé de l’équation (2.2) avec :

αj : j = 1 · · · d, d ≤ k.

Les différentes racines de (2.3) sont donnée par le théorème suivant :

Théorème 2.13 Si toutes les racines de (2.3) sont simples, alors toutes les solutions de (2.2) peuvent

être mises sous la forme

un =
∑

1≤i≤k

λiα
n
i , n = 0, 1, 2, . . . .

est la solution de l’équation (2.2) c’est la forme explicite de la suite (un)n≥0, On peut déterminer les

coefficients λ1, · · · , λk−1 en imposant les k conditions initiales u0, · · · , uk−1.

Démonstration. Soit le polynôme caractéristique associé de l’équation (2.2) défini par,

Π(x) = xk + ak−1x
k−1 + · · ·+ a1x+ a0.

Toutes ses racines sont simples, donc toutes les solutions de (2.2) s’écrivent,

un = λ1α
n
1 + · · ·+ λk−1α

n
k−1
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avec 

u0 = λ1 + λ2 + · · ·+ λk−1,

u1 = λ1α1 + λ2α2 + · · ·+ λk−1αk−1,

u2 = λ1α
2
1 + λ2α

2
2 + · · ·+ λk−1α

2
k−1,

...
...

...

uk−1 = λ1α
k−1
1 + λ2α

k−1
2 + · · ·+ λk−1α

k−1
k−1,

(2.4)

l’écriture matricielle correspondante de (2.4) est

u0

u1

u2
...

uk−1


=



1 1 · · · 1

α1 α2 · · · αk−1

α2
1 α2

2 · · · α2
k−1

...
...

. . .
...

αk−1
1 αk−1

2 · · · αk−1
k−1





λ1

λ2

λ3

...

λk−1


. (2.5)

On trouve donc le système Uk = AVk,

où

A =



1 1 · · · 1

α1 α2 · · · αk−1

α2
1 α2

2 · · · α2
k−1

...
...

. . .
...

αk−1
1 αk−1

2 · · · αk−1
k−1


Vk =



λ1

λ2

λ3

...

λk−1


Uk =



u0

u1

u2
...

uk−1


,

puisque les k-racines sont simples, donc la matrice A dite de Vandermonde, est inversible alors la

solution théorique de (2.5) est Vk = A−1Uk.

2.2.8.2 Cas des racines multiples du polynôme caractéristique des suites récurrentes li-

néaires

Théorème 2.14 Soit Π(x) définie par (2.3) admet des racines αj(1, 2, · · · , p telque p < k)

ayant des ordres de multiplication mj ≥ 2 respectifs telque :

p∑
j=1

mj = k,

alors les k suites,

{(αn
j ), (nα

n
j ), · · · , (nm−1αn

j ) | j = 1, · · · , p, n ∈ N},
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forment une base de l’espace vectoriel des solutions. la solution unique de (2.2) est donc de la forme

∑
1≤j≤p

Qj(n)α
n
j ,

où Qj(n) est un polynôme en n de degré ≤ mj − 1.

Démonstration. La démonstration de ce théorème est en détail dans [17]

2.3 Suites des nombres de Fibonacci

Définition 2.15 On définit la suite des nombres de Fibonacci, notée (Fn)n≥0 par la relation de récur-

rence suivante : 
Fn+2 = Fn+1 + Fn, n = 0, 1, 2, . . .

F0 = 0, F1 = 1.

(2.6)

Les premiers termes de cette suite sont {0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, · · · }.

L’interprétation matricielle de la relation de récurrence (2.6) est donnée par :

Mn =

Fn−1 Fn

Fn Fn+1

 ,

où

M =

0 1

1 1

 , (2.7)

on a F0 = 0, F1 = 1 alors : 0 1

1 1

n

=

Fn−1 Fn

Fn Fn+1

 . (2.8)

2.3.1 Formule de Binet pour les nombres de Fibonacci

Théorème 2.16 Le terme général de la suite des nombres de Fibonacci est donné par la formule

suivante :

Fn =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n]
, n = 0, 1, 2, . . . (2.9)

Démonstration. La formule de Binet est obtenue en diagonalisant la matrice M définie par (2.7).

Xn+1 = MXn, n ∈ N∗,
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où

Xn =

 Fn

Fn+1

 , M =

0 1

1 1

 .

Par récurrence on obtient :

Xn = MnX0 n ∈ N∗.

Le calcul de Mn deviendra facile si nous diagonalisons la matrice M , les valeurs propres de M

sont les racines du polynôme caractéristique x2 − x− 1 associée à (2.6).

On a le polynôme caractéristique de la relation (2.9) est :

P (X) = X2 −X − 1.

Qui admet deux racines simples :

α =
1 +

√
5

2
, β =

1−
√
5

2
,

donc d’après le théorème 2.13, la solution générale s’écrit sous la forme :

Fn = c1α
n + c2β

n, c1, c2 ∈ R.

Les constantes c1, c2 sont déterminées par les valeurs initiales comme suit :
F0 = c1 + c2 = 0,

F1 = c1(
1+

√
5

2 ) + c2(
1−

√
5

2 ) = 1.

En résolvant ce système on obtient :{
c1 =

1√
5
, c2 = − 1√

5

}
,

alors

Fn =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n]
.

Ce qui doit être prouvé

D’autre part, M = PDP−1 avec D est la matrice diagonale et P la matrice de passage. On a

D =

α 0

0 β

 , P =

1 1

α β

 , P−1 =
1

β − α

 β −1

−α 1

 ,
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d’où

Mn = PDnP−1

=
1

β − α

1 1

α β

αn 0

0 βn

 β −1

−α 1


=

1

β − α

βn−1 − αn−1 βn − αn

βn − αn βn−1 − αn−1

 ,

comme Xn = MnX0 on obtient :

Fn =
αn − βn

α− β
,

d’où

Fn =
1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n

−

(
1−

√
5

2

)n]
=

αn − βn

α− β
. (2.10)

2.3.2 Fonction génératrice de la suite de Fibonacci

Théorème 2.17 La suite des nombres de Fibonacci est générée par la fonction :

G(X) =
X

1−X −X2
=

∞∑
n=0

FnX
n.

Démonstration. On pose

g(X) =
∞∑
n=0

unX
n,

puis
g(αX)− g(βX)

α− β
=

∞∑
n=0

un(
αn − βn

α− β
)Xn =

∞∑
n=0

unFnX
n.

En particulier, si un = 1 alors

g(X) =
1

1−X
,

donc

G(X) =
1

α− β
(

1

1− αX
− 1

1− βX
)

=
X

1−X −X2
.

Ce qui doit être prouvé.
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2.3.3 Identité de Cassini de la suite de Fibonacci

C’est l’une des plus anciennes identités impliquant les nombres de Fibonacci. Découvert en 1680 par

Jean-Dominique Cassini un astronome français. L’identité de Cassini indique que pour 3 nombres

consécutifs de Fibonacci on a

Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)n, n ≥ 0.

2.3.4 Identité de Catalan de la suite de Fibonacci

L’identité de Catalan pour les nombres de Fibonacci a été trouvée en 1879 par Eugene Charles

Catalan un mathématicien belge qui a travaillé pour l’Académie belge des Sciences dans le domaine

de la théorie des nombres. Pour les lecteurs intéressés, voir [15].

L’identité de Catalan pour les nombres de Fibonacci est définie par :

F 2
n − Fn−mFn+m = (−1)n−mF 2

m, n ≥ m.

2.3.5 Identité de D’Ocagne de la suite de Fibonacci

C’est une identité importante liée à l’identité de Cassini. n, r ∈ N on a :

Fn+rFn+1 − Fn+r+1Fn = (−1)nFr.

2.4 Suites des nombres de Lucas

Définition 2.18 On définit la suite de Lucas, notée (Ln)n≥0 par la relation de récurrence suivante :
Ln+2 = Ln+1 + Ln, n = 0, 1, . . .

L0 = 2, L1 = 1.

(2.11)

Les premiers termes de cette suite sont {2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, · · · }.

Dans [1] on trouve plus d’information.

2.4.1 Formule de Binet des suites des nombres de Lucas

Théorème 2.19 Le terme général de la suite de Lucas est donnée par la formule suivante :

Ln =

[(
1 +

√
5

2

)n

+

(
1−

√
5

2

)n]
, n = 0, 1, 2, . . . (2.12)
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Démonstration. L’équation du polynôme caractéristique de la relation (2.12) est :

P (λ) = λ2 − λ− 1, (2.13)

l’équation (2.13) admet deux racines simples :

λ1 =
1 +

√
5

2
, λ2 =

1−
√
5

2
,

d’après le théorème 2.13, la solution générale s’écrit sous forme :

Ln = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 , c1, c2 ∈ R.

Les constantes c1, c2 sont déterminées par les valeurs initiales comme suite :

L0 = c1 + c2 = 2,

L1 = c1λ1 + c2λ2 = 1.

En résolvant ce système, on obtient c1 = c2 = 1. Ainsi

Ln =

[(
1 +

√
5

2

)n

+

(
1−

√
5

2

)n]
= αn + βn.

Ce qui doit être prouvé.

2.4.2 La fonction génératrice de la suite de Lucas

La fonction génératrice de la suite de Lucas est donnée dans le théorème suivant :

Théorème 2.20 La fonction génératrice du suite de Lucas est

G(X) =
2−X

1−X −X2
=

∞∑
n=0

LnX
n.

Démonstration. On pose

g(X) =
∞∑
n=0

unX
n,

puis :

g(αX) + g(βX) =
∞∑
n=0

un(α
n + βn)Xn =

∞∑
n=0

unLnX
n,

en particulier, si un = 1, alors

g(X) =
1

1−X
,

donc :

G(X) =
1

1− αX
+

1

βX
=

2−X

1−X −X2
.

Ce qui doit être prouvé.
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2.4.3 Identité de Cassini de la suite de Lucas

L’identité de Cassini des nombres du Lucas est :

Ln−1Ln+1 − L2
n = 5(−1)n−1, n ≥ 0

2.4.4 Identité de Catalan de la suite de Lucas

L’identité de Catalan pour les nombres de Lucas est :

Ln−mLn+m − L2
n = 5F 2

m(−1)n−m, n ≥ m.

2.4.5 Identité de D’Ocagne de la suite de Lucas

L’identité D’Ocagne pour les nombres de Lucas est :

LmLn+1 − Lm+1Ln = (−1)mLn−m+1 − (−1)nLm−n+1. n ≥ m.

Les suites de Fibonacci et de Lucas sont des cas particulier de la suite plus générale définit par la

relation de récurrence linéaire d’ordre 2, dite suite de Horadam qui nous présentons dans la partie

suivante :

2.5 Suite des nombres de Horadam

La suite de Horadam est une généralisation des deux suites de Fibonacci et de Lucas, qu’on peut

retrouver en prenant les cas particuliers des valeurs initiales appropriées voir [23].

Définition 2.21 Pour a, b et p, q ∈ Z :

les nombres de Horadam notée (Wn)n≥0 sont définis par la relation de récurrence suivante :
Wn(a, b; p, q) = pWn−1 + qWn−2 n ≥ 2,

W0 = a,W1 = b,

2.5.1 Formule de Binet de la suite de Horadam

L’équation caractéristique de la suite de Horadam est donnée par

x2 − px+ q = 0. (2.14)
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Suite des nombres de Horadam

Soit α et β les deux racines de l’équation (2.14), pour p2 − 4q ̸= 0.

La formule de Binet de la suite de Horadam est donnée par la relation suivant :

Wn = Aαn +Bβn, (2.15)

où {
A =

W1 −W0β

α− β
, B =

W0α−W1

α− β

}
.

2.5.2 Fonction génératrice de la suite de Horadam

La fonction génératrice de la suite de Horadam est donnée dans le théorème suivant :

Théorème 2.22 La fonction génératrice de la suite de Horadam Wn(a, b, p, q) est :

G(X) =
a+ (b− pq)X

1− pX + qX2
.

Pour plus d’informations on peut voir [24].

Démonstration. La preuve est identique aux preuves précédents des fonctions génératrices des

suites de Fibonacci et de Lucas.

Remarque 2.23 La suite de Horadam est une généralisation deux suites de Fibonacci et Lucas, qu’on

peut retrouver en prenant les cas particuliers des valeurs initiales appropriées. En changeant les termes

initiaux W0 = a = 0 et W1 = b = 1 par a et b deux réels.

Donc la suite (Wn)n≥0 généralise la suite de Fibonacci (Fn)n≥0 définie par :

Fn = Wn(0, 1; 1, 1),

(Wn)n≥0 généralise la suite de Lucas (Ln)n≥0 définie par :

Ln = Wn(2, 1; 1, 1).
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Chapitre 3

Suites bicomplexes de Fibonacci et de

Lucas

3.1 Suites bicomplexes de Fibonacci

Définition 3.1 La suite bicomplexe de Fibonacci, notée BCFn , pour n ≥ 0 est définit par,

BCFn = Fn + iFn+1 + jFn+2 + ijFn+3, (3.1)

avec (Fn)n≥0 est la suite de Fibonacci .

Il existe une autre manière d’écrire les nombres bicomplexes et selon les propriétés algébrique des

nombres bicomplexes, La suite bicomplexe de Fibonacci BCFn définie :

Définition 3.2 La suite bicomplexe de Fibonacci BCFn , pour n ≥ 0 est définie par la formule sui-

vante :

BCFn = {fn + jfn+2 | fn = Fn + iFn+1, j
2 = −1},

la définition est dans [8].

Nous écrivons ces suites comme suit :

BCFn = {Q0, Q1, Q2, · · · , Qn, · · · } .

Ensuite, nous pouvons exprimer tout élément Qn de BCFn , par :

Qn = γne1 + δne2, (3.2)

où

γn = fn − ifn+2, δn = fn + ifn+2. (3.3)
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Suites bicomplexes de Fibonacci

La représentation idempotente (3.2) de l’élément Qn est unique dans BCFn .

Les opérations algébriques à effectuer sur BCFn , se font facilement avec l’aide d’une représentation

idempotente.

De plus, il est également plus facile d’examiner les propriétés de BCFn à l’aide de cette notation.

Dans l’article [9], Halici a défini les quaternions définition 1.6 avec le coefficient de Fibonacci pour

la première fois, et obtenu la formule de Binet pour ces quaternions.

Puisque les deux nombres bicomplexes de Fibonacci et les quaternions de Fibonacci ont la même

relation de récurrence.

Notons qu’en utilisant les représentations idempotentes de Qn, Qm et les propriétés algébrique de

e1, e2, il est facile de voir que les équations suivantes sont satisfaites.

Qn +Qm = (γn + γm)e1 + (δn + δm)e2,

QnQm = (γnγm)e1 + (δnδm)e2,

Qm
n = γmn e1 + δmn e2.

Pour les curieux de ce domaine ils peuvent voir [8].

Proposition 3.3 La relation de récurrence entre les éléments de BCFn pour n ≥ 0, est donne par :

Qn+2 = Qn+1 +Qn. (3.4)

où

Q0 = γ0e1 + δ0e2, Q1 = γ1e1 + δ1e2,

Démonstration. En utilisant les équations (3.2) et (3.3) pour l’élément Qn, nous avons

Qn = fn + jfn+2 = (fn − ifn+2)e1 + (fn + ifn+2)e2.

Alors :

Qn = γne1 + δne2.

D’après la relation (3.3) nous utilisons les coefficients γn et δn dans l’équation (3.4) on obtient :

Qn+2 = γn+2e1 + δn+2e2.

En utilisant les relations de récurrence de fn ; on a :

Qn+2 = γn+2e1 + δn+2e2

= (γn+1 + γn)e1 + (δn+1 + δn)e2

= γn+1e1 + δn+1e2 + γne1 + δne2

= Qn+1 +Qn.
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Pour n ≥ 0 La relation de récurrence entre les éléments de BCFn est de la forme :

Qn+2 = Qn+1 +Qn.

Ce qui doit être prouvé.

Proposition 3.4 Les conjugués du nime nombre bicomplexe de Fibonacci, par rapport aux unités

i, j, ij peuvent être définis comme suit :

(i) (Qn)i = δne1 + γne2,

(ii) (Qn)j = δne1 + γne2,

(iii) (Qn)ij = γne1 + δne2.

Démonstration. En utilisant la définition 1.8, la définition 1.9 et la définition 1.10 pour trouver

les conjugués du nime nombre bicomplexe de Fibonacci, par rapport aux unités i, j et ij.

Remarque 3.5 Soit un nombre bicomplexe de Fibonacci (3.2), le module i, le module j et le module

ij sont définis comme suit :

(i) |Qn|2i = Qn(Qn)i = (γne1 + δne2)(δne1 + γne2)

= γnδne
2
1 + γnγne1e2 + δnδne1e2 + δnγne

2
2

= γnγne1 + δnγne2.

(ii) |Qn|2j = Qn(Qn)j = (γne1 + δne2)(δne1 + γne2)

= γnδne
2
1 + γ2ne1e2 + δ2ne1e2 + γnδne

2
2

= γnδn(e1 + e2)

= γnδn.

(iii) |Qn|2ij = Qn(Qn)ij = (γne1 + δne2)(γne1 + δne2)

= γnγne
2
1 + δnδne

2
2

= |γn|2e1 + |δn|2e2.

3.1.1 Formules de Binet des suites bicomplexes de Fibonacci

Nous avons obtenu dans (2.10) le résultat suivante

Fn =
αn − βn

α− β
,
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telque : {
α =

1 +
√
5

2
et β =

1−
√
5

2

}
.

Pour plus de détails voir [13]

Théorème 3.6 La formule de Binet pour La suite bicomplexe de Fibonacci BCFn est donnée par rela-

tion suivant :

BCFn =
α∗αn − β∗βn

α− β
,

où

α∗ = 1 + iα+ jα2 + ijα3

et

β∗ = 1 + iβ + jβ2 + ijβ3.

Démonstration. En utilisant la formule de Binet de la suite de Fibonacci (2.10) on trouve le

résultat clairement comme suit :

BCFn = Fn + iFn+1 + jFn+2 + ijFn+3

=
αn − βn

α− β
+ i

αn+1 − βn+1

α− β
+ j

αn+2 − βn+2

α− β
+ ij

αn+3 − βn+3

α− β

=
αn(1 + iα+ jα2 + ijα3)− βn(1 + iβ + jβ2 + ijβ3)

α− β

=
α∗αn − β∗βn

α− β
,

pour :

α∗ = 1 + iα+ jα2 + ijα3

et

β∗ = 1 + iβ + jβ2 + ijβ3.

En plus de détail voir [11].

D’autre part la formule de Binet de la suite bicomplexe de Fibonacci est donné par le théorème

suivant :

Théorème 3.7 Pour les éléments Qn de la suite bicomplexe de Fibonacci BCFn

Qn =
1√
5
[(A1α

n +B1β
n)e1 + (A2α

n +B2β
n)e2], (3.5)

telque les valeurs α et β sont les racines de l’équation caractéristique dans (3.2) où :

A1 = γ1 − γ0β, B1 = −γ1 − γ0α, A2 = δ1 − δ0β et B2 = δ1 − δ0α.

En plus de détail voir [8].
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Démonstration. En utilisant les relations :

γn+2 = γn+1 + γn, δn+2 = δn+1 + δn,

qui ont le même rapport que Qn+2

Qn+2 = γn+2e1 + δn+2e2

nous obtenons les formules de Binet pour γn et δn comme suit ;

γn =
1√
5
(A1α

n +B1β
n) (3.6)

où γ0 = 2 et γ1 = 4− i sont les valeurs initiales de (3.6) et de même,

Bn =
1√
5
(A2α

n +B2β
n) (3.7)

où δ0 = 2i− 2 et δ1 = 3i− 2.

Ainsi, en utilisant les égalités de γn et δn qui sont les valeurs initiales de (3.7) on obtient :

Qn =
1√
5
[(A1α

n +B1β
n)e1 + (A2α

n +B2β
n)e2].

Ce qui doit être prouvé.

3.1.2 Fonction génératrice de la suite bicomplexe de Fibonacci

Théorème 3.8 La fonction génératrice de la suite bicomplexe de Fibonacci BCFn est donnée par la

relation :

G(t) =
t+ i+ j(1 + t) + ij(2 + t)

1− t− t2
. (3.8)

Démonstration. En utilisant les élément Qn, de la suite bicomplexe de Fibonacci BCFn pour facilité

les calculés, on a : la fonction génératrice G(t) est donnée par la relation :

G(t) = (γ0e1 + δ0e2) + (γ1e1 + δ1e2)t+ · · ·+ (γne1 + δne2)t
n + · · · ,

nous multiplions cette équation par −t et −t2 on obtient :

−tGt = −t(γ0e1 + δ0e2)− (γ1e1 + δ1e2)t
2 − · · · − (γne1 + δne2)t

n+1 − · · ·

−t2Gt = −t2(γ0e1 + δ0e2)− (γ1e1 + δ1e2)t
3 − · · · − (γne1 + δne2)t

n+2 − · · · ,

puis, en faisant les pas nécessaires pour trouver G(t) à l’aide de la relation de récurrence

Qn+2 −Qn+1 −Qn = 0,
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on obtient

G(t)(1− t− t2) = Q0 + (Q1 −Q0)t,

G(t)(1− t− t2) = (γ0e1 + δ0e2) + (γ1e1 + δ1e2 − γ0e1 + δ0e2)t,

G(t) =
(γ0e1 + δ0e2) + (γ1e1 + δ1e2 − γ0e1 + δ0e2)t

1− t− t2
,

avec γ0 = 2 et γ1 = 4− i . δ0 = 2i− 2 et δ1 = 3i− 2.

En faisant les calculs nécessaires nous avons :

G(t) =
t+ i+ j(1 + t) + ij(2 + t)

1− t− t2
.

Ce qui doit être prouvé.

3.1.3 Identité de Cassini de la suite bicomplexe de Fibonacci

Théorème 3.9 L’identité de Cassini de la suite bicomplexe de Fibonacci BCFn donnée par la relation :

Qn−1Qn+1 −Q2
n = 3j(−1)n(2 + i), n ≥ 1. (3.9)

Démonstration. En utilisant la formule de Binet associée à la suite bicomplexe de Fibonacci pour

les substituons Qn−1, Qn, Qn+1 dans la formule (3.9)

on a :

Qn−1Qn+1 −Q2
n = (γn−1 + γn+1)e1 + (δn−1 + δn+1)e2 − (γ2n)e1 + (δ2n)e2

= (γn−1 + γn+1 − γ2n)e1 + (δn−1 + δn+1 − δ2n)e2,

d’après la formule de Binet de la suite bicomplexe de Fibonacci on a :

Qn−1Qn+1−Q2
n =

1

5
A1B1(α

n−1βn+1+αn+1βn−1−2(−1)n)e1+
1

5
A2B2(α

n−1βn+1+αn+1βn−1−2(−1)n)e2.

Considérant les relations entre α et β et en particulier α = −β−1.

Nous pouvons réarrangez la dernière équation comme suit ;

A1B1(−1)ne1 +A2B2(−1)ne2.

Après avoir calculé les valeurs A1B1 et A2B2, nous avons

Qn−1Qn+1 −Q2
n = (−1)n [(−3 + 6i) e1 + (3− 6i) e2]

= 3j(−1)n(2 + i).
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ce qui doit être prouvé Pour plus de détails, voir [8].

Nous présentons une autre méthode de démonstration :

Démonstration. On considère

Qn−1Qn+1 −Q2
n = (Fn+1 + Fn+2i+ Fn+3j + Fn+4ij) (Fn−1 + Fni+ Fn+1j + Fn+2ij)

− (Fn + Fn+1i+ Fn+2j + Fn+ij)
2 .

En utilisant l’identité

FmFn+1 − Fm+1Fn = (−1)nFm−n

et

F−n = (−1)n+1Fn,

dans l’équation ci-dessus on obtient

Qn−1Qn+1 −Q2
n = [2(−1)n+2]3j + [3(−1)n+2]ij

= 3(−1)n(2j + ij).

Pour plus de détails nous référons les lecteurs à voir [12, 4].

Remarque 3.10 L’identité de Cassini a deux généralisations importantes, l’identité de Catalan et

l’autre est l’identité de D’Ocagne. Ces identités représentent le fait qu’il existe une relation étroite entre

les relations de récurrences et la théorie des matrices, voir [13].

3.1.4 Identité de Catalan de la suite bicomplexe de Fibonacci

Théorème 3.11 L’identité de Catalan de la suite bicomplexe de Fibonacci est donnée par la relation :

Qn+mQn−m −Q2
n = 3j(−1)n−m+1F 2

m(2 + i), n > m. (3.10)

Démonstration. En utilisant la formule de Binet associé à la suite bicomplexe de Fibonacci pour

les éléments de Qn (3.5) on a

Qn+m =
1√
5

[(
A1α

n+m +B1β
n+m

)
e1 +

(
A2α

n+m +B2β
n+m

)
e2
]

et

Qn−m =
1√
5

[(
A1α

n−m +B1β
n−m

)
e1 +

(
A2α

n−m +B2β
n−m

)
e2
]
,

32



Suites bicomplexes de Fibonacci

le côté gauche de l’équation de (3.10) devient

Qn+mQn−m −Q2
n =

1√
5

[
(A1B1(α

n+mβn−m + αn−mβn+m − 2(−1)n)e1
)

+
(
A2B2(α

n+mβn−m + αn−mβn+m − 2(−1)n)e2
)
]

=
1√
5
A1B1

[
(−1)n(−1)−m(αm − βm)2

]
e1

+
1√
5
A2B2

[
(−1)n(−1)−m(αm − βm)2

]
e2

= (−1)n−m+1A1B1F
2
me1 +A2B2F

2
me2

= (−1)n−m+1F 2
m (A1B1e1 +A2B2e2) .

En calculons les valeurs A1B1 et A2B2 et les écrivons dans la dernière équation, alors nous obtt-

nons

Qn+mQn−m −Q2
n = 3j(−1)n−m+1F 2

m(2 + i).

Ce qui doit être prouvé.

3.1.5 Identité de D’Ocagne de la suite bicomplexe de Fibonacci

Théorème 3.12 Pour des entiers positifs distincts n et m l’équation suivante est vraie

QmQn+1 −QnQm+1 = 3j(−1)mQn−m(2 + i), n ≥ m.

Démonstration. En utilisant la formule de binet de Qn et Qm

QmQn+1 −QnQm+1 =
1

5
[((A1α

m +B1β
m)e1 + (A2α

m +B1β
m)e2)×(

(A1α
n+1 +B1β

n+1)e1 + (A2α
n+1 +B1β

n+1)e2
)]

−1

5
[((A1α

n +B1β
n)e1 + (A2α

n +B1β
n)e2)×(

(A1α
m+1 +B1β

m+1)e1 + (A2α
m+1 +B1β

m+1)e2
)]

,

nous faisons les calculs nécessaires, alors nous obtenons

QmQn+1 −QnQm+1 =
1

5

[
A1B1(α

mβn+1 + αn+1βm − αnβm+1)e1

+A2B2(α
mβn+1 + αn+1βm − αnβm+1)e2

]
.

En utilisant les relations entre les racines de l’équation caractéristique, on obtient

QmQn+1 −QnQm+1 =
1

5

[
A1B1(−1)m(α− β)(αn−m − βn−m)e1

+ A2B2(−1)m(α− β)(αn−m − βn−m)e2
]
.
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Après quelques simplifications, en utilisant la formule :

αn−m − βn−m =
√
5Qn−m,

nous obtenons que :

QmQn+1 −QnQm+1 = (−1)mQn−m(A1B1e1 +A2B2e2)

= 3j(−1)mQn−m(2 + i),

ce qui doit être prouvé.

Pour ceux qui veulent s’approfondir voir [8].

Définition 3.13 On utilisons les propriétés algébrique des nombres bicomplexes pour définie la suite

bicomplexe de Fibonacci BCFn avec la forme :

BCFn = {fn + ifn+1 |fn = Fn + jFn+2; i2 = −1},

BCFn = {Q0, Q1, Q2, · · · , Qn, · · · }.

Ensuite, nous pouvons exprimer tout élément Qn de la suite bicomplexe de Fibonacci BCFn , par :

Qn = γne1 + δne2, (3.11)

où

γn = fn − jfn+1, δn = fn + jfn+1. (3.12)

Alors, on a

Qn +Qm = (γn + γm)e1 + (δn + δm)e2,

QnQm = (γnγm)e1 + (δnδm)e2,

Qm
n = γmn e1 + δmn e2.

Théorème 3.14 Pour n ≥ 2, la relation de récurrence suivante entre les éléments de la suite bicom-

plexe de Fibonacci BCFn :

Qn+2 = Qn+1 +Qn, (3.13)

avec

Q0 = γ0e1 + δ0e2, Q1 = γ1e1 + δ1e2.
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Démonstration. En utilisant les equations (3.11) et (3.12) pour l’élément Qn de la suite bicom-

plexe de Fibonacci nous obtenons :

Qn = fn + ifn+1 = (fn − jfn+1)e1 + (fn + jfn+1)e2.

Puisque les coefficients γn et δn dans l’équation

Qn+2 = γn+2e1 + δn+2e2.

En utilisant la relation de récurrence relative à l’élément fn, la suite bicomplexe de Fibonacci

devient :

Qn+2 = γn+2e1 + δn+2e2

= (γn+1 + γn)e1 + (δn+1 + δn)e2

= γn+1e1 + δn+1e2 + γne1 + δne2

= Qn+1 +Qn.

Parmi les éléments de la suite bicomplexe de Fibonacci BCFn , on obtient :

Qn+2 = Qn+1 +Qn n ≥ 0.

Ce qui doit être prouvé.

3.2 Suites bicomplexes de Lucas

Définition 3.15 La suite bicomplexe de Lucas, notée BCLn , est définit par,

BCLn = Ln + iLn+1 + jLn+2 + ijLn+3, n ≥ 0, (3.14)

avec (Ln)n≥0 est la suite de Lucas.

L’autre définition des nombres bicomplexe apartir des propriétés algébrique des nombres bicom-

plexes données des définitions équivalente de la suite bicomplexe de Lucas BCLn .

Définition 3.16 La suite bicomplexe de Lucas BCLn est définie par la nouvelle relation :

BCLn = {ln + jln+2 | ln = Ln + iLn+1, j
2 = −1}.

Il y a des détails intéressants dans[8].
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Nous écrivons ces suites comme suit :

BCLn = {K0,K1,K2, · · · ,Kn, · · · }. (3.15)

Ensuite, nous pouvons exprimer tout élément Kn de BCLn :

Kn = µne1 + νne2, (3.16)

où

µn = ln − iln+2, νn = ln + iln+2. (3.17)

Théorème 3.17 La relation de récurrence entre les éléments de la suite bicomplexe de Lucas BCLn est

réalisée

Kn+2 = Kn+1 +Kn, n > 0, (3.18)

où

K0 = µ0e1 + ν0e2 K1 = µ1e1 + ν1e2.

Démonstration. À partir de la définition des suites bicomplexes de Lucas, la formule suivante peut

être écrite :

Kn = ln + jln+2

= (ln − iln+2)e1 + (ln + iln+2)e2

= µe1 + νe2.

Pour les coefficients µn et νn, on a

µn+2 = µn+1 + µn, νn+2 = νn+1 + νn,

où

µ0 = 6− 2i, µ1 = 8− i, ν0 = −2 + 4i, ν1 = −6 + 7i.

Alors :

Kn+2 = µn+2e1 + νn+2e2

= Kn+1 +Kn.

Ce qui doit être prouvé.
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3.2.1 Formule de Binet de la suite bicomplexe de Lucas

La formule de Binet pour la suite bicomplexe de Lucas est donnée comme suit,

BCLn = α∗αn + β∗βn,

où

α∗ = 1 + iα+ jα2 + ijα3 et β∗ = 1 + iβ + jβ2 + ijβ3.

Pour les éléments Kn de la suite BCLn , pour les lecteurs intéressés voir [8].

De autre part la formule de Binet de la suite bicomplexe de Lucas BCLn est donnée dans le théo-

rème suivent :

Théorème 3.18 Pour l’élément de la suite bicomplexe de Lucas BCLn nous avons :

Kn =
1√
5
{(µ1 − βµ0)α

n + (αµ0 − µ1)β
n} e1 +

1√
5
{(ν1 − βν0)α

n + (αν0 − ν1)β
n}e2. (3.19)

Pour plus des détails, voir [6].

Démonstration. En utilisant l’équation (3.18) la solution générale de la relation de récurrence de

µn est la suivante :

µn = Sαn + Tβn,

telque :

S =
µ1 − βµ0

α− β

et

T =
αµ0 − µ1

α− β
.

Si ces valeurs sont remplacées dans la solution générale de µn, on obtient l’équation suivante :

µn =
1√
5
[(µ1 − βµ0)α

n + (αµ0 − µ1)β
n]

=
1√
5
(S1α

n + T1β
n), (3.20)

avec les valeurs initiales de l’équation (3.20) sont

µ0 = 6− 2i, µ1 = 8− i.

νn =
1√
5
(S2α

n + T2β
n), (3.21)

avec

ν0 = −2 + 4i ν1 = −6 + 7i,

Kn =
1√
5
[(S1α

n + T1β
n)e1 + (S2α

n + T2β
n)e2].

Ce qui doit être prouvé.
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3.2.2 Fonction génératrice de la suite bicomplexe de Lucas

Théorème 3.19 La fonction génératrice pour la suite bicomplexe de Lucas est donnée par la relation :

g(t) =
2 + i+ 3j + 4ij + (−1 + 2i+ j + 3ij)t

1− t− t2
. (3.22)

Démonstration. Soit g(t) la fonction génératrice de la suite bicomplexe de Lucas :

g(t) =

∞∑
n=0

BCLnt
n.

En utilisant g(t), tg(t) et t2g(t) nous obtenons les équations suivantes

tg(t) =

∞∑
n=0

BCLnt
n+1,

t2g(t) =
∞∑
n=0

BCLnt
n+2,

En utilisant la relation de récurrence

Kn+2 −Kn+1 −Kn = 0.

Après les calculs nécessaires, la fonction génératrice pour les nombres bicomplexes de Lucas sont

obtenus comme suit :

g(t) =
K0 + (K1 −K0)t

1− t− t2
,

d’où

g(t) =
2 + i+ 3j + 4ij + (−1 + 2i+ j + 3ij)t

1− t− t2
.

Ce qui doit être prouvé.

Pour plus des détails, voir [7].

L’identité de Catalan est l’une des identités célèbres qui généralise l’identité de Cassini.

3.2.3 Identité de Cassini de la suite bicomplexe de Lucas

Théorème 3.20 L’identité de Cassini de la suite bicomplexe de Lucas BCLn est donnée par

Kn−1Kn+1 −K2
n = 15j(−1)n(2 + i).

Démonstration. En appliquant la formule de Binet de la suite bicomplexe de Lucas BCLn , (3.19)

pour les substituons Kn alors :

Kn−1Kn+1 −K2
n
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deviennent :

Kn−1Kn+1 −K2
n =

1

5
[
(
(S1α

n−1 + T1β
n−1)(S1α

n+1 + T1β
n+1)− (S1α

n + T1β
n)2
)
e1

+
(
(S2α

n−1 + T2β
n−1)(S2α

n+1 + T2β
n+1)− (S2α

n + T2β
n)2
)
e2].

En prenant les simplifications nécessaires, on obtient l’équation suivante :

Kn−1Kn+1−K2
n =

1

5
[S1T1(α

n−1βn+1+αn+1βn−1−2αnβn)e1+S2T2(α
n−1βn+1+αn+1βn−1−2αnβn)e2].

Apres le calculs des valeurs de S1T1 et S2T2, on obtient l’équation suivante :

Kn−1Kn+1 −K2
n = 15j(−1)n(2 + i).

3.2.4 Identité de Catalan de la suite bicomplexe de Lucas

Théorème 3.21 L’identité de Catalan de suite bicomplexe de Lucas BCLn , est donnée par la relation :

Kn+mKn−m −K2
n = 15j(−1)n−mF 2

m(2 + i). n ≥ m

Démonstration. En appliquant la formule de Binet de la suite bicomplexe de Lucas BCLn (3.19)

Kn+mKn−m −K2
n

devient :

Kn+mKn−m −K2
n =

1

5
[
(
(S1α

n+m + T1β
n+m)(S1α

n−m + T1β
n−m)− (S1α

n + T1β
n)2
)
e1

+
(
(S2α

n+m + T2β
n+m)(S2α

n−m + T2β
n−m)− (S2α

n + T2β
n)2
)
e2].

En prenant les simplifications nécessaires, on obtient l’équation suivante :

Kn+mKn−m −K2
n =

1

5
[S1T1(−1)n−m(αm − βm)2e1 + S2T2(−1)n−m(αm − βm)2e2],

= 15j(−1)n−mF 2
m(2 + i).

Pour plus de détails voir [6].

3.2.5 Identité de D’Ocagne de la suite bicomplexe de Lucas

Théorème 3.22 L’identité de D’Ocagne de la suite bicomplexe de Lucas BCLn est donnée par la rela-

tion :

KmKn+1 −KnKm+1 = Fn−m(−1)m15j(2 + i). n ≥ m
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Démonstration. On applique la formule de Binet de la suite bicomplexe de Lucas BCLn , (3.19)

pour les substituons Kn alors :

KmKn+1 −KnKm+1,

devinent :

KmKn+1 −KnKm+1 =
1

5
[(S1α

m + T1β
m)(S1α

n+1 + T1β
n+1)e1 + (S2α

m + T2β
m)(S2α

n+1 + T2β
n+1)e2]

− 1

5
[(S1α

n + T1β
n)(S1α

m+1 + T1β
m+1)e1 + (S2α

n + T2β
n)(S2α

m+1 + T2β
m+1)e2],

d’où

KmKn+1 −KnKm+1 =
1

5
(−1)m[S1T1(α− β)(αn−m − βn−m)e1 + S2T2(α− β)(αn−m − βn−m)e2]

= Fn−m(−1)m15j(2 + i).

Pour avoir un aperçu voir [6]

3.2.6 Relations entre Qn et Kn

Théorème 3.23 Les relations suivantes existent entre Qn et Kn :

Qn +Kn = 2Qn+1.

Kn−1 +Kn+1 = 5Qn.

5Q2
n −K2

n = 12(−1)n+1(2j + k).

Corollaire 3.24 Pour certaines formules de sommations des nombres bicomplexes de Lucas BCLn , on

a Kn,Km (3.15)

(i)
n∑

i=1

K2i−1 = K2n −K0,

(ii)
n∑

i=1

Ki = Kn+2 −K2,

(iii)
n∑

i=1

K2i = K2i+1 −K1.

Le lecteur intéréssé peut voir [8].

Théorème 3.25 Pour les éléments de la suite bicomplexe de Lucas Kn et Km, on a l’égalité suivante.

KnKm +Kn+1Km+1 = 5(2Qn+m+1 +2Fn+m+4 −Fn+m+1 − 2Fn+m+6i− 2Fn+m+5j +2Fn+m+4ij).
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Démonstration. Nous utilisons l’identité

LnLm + Ln+1Lm+1 = 5Fm+n+1,

on obtient

KnKm +Kn+1Km+1 = [(LnLm + Ln+1Lm+1)− (Ln+1Lm+1 + Ln+2Lm+2)

− (Ln+2Lm+2 + Ln+3Lm+3) + (Ln+3Lm+3 + Ln+4Lm+4)]

+ [(LnLm+1 + Ln+1Lm)− (Ln+2Lm+3 + Ln+3Lm+2)

+ (Ln+1Lm+2 + Ln+2Lm+1)− (Ln+3Lm+4 + Ln+4Lm+3)]i

+ [(LnLm+2 + Ln+2Lm)− (Ln+1Lm+3 + Ln+3Lm+1)

+ (Ln+1Lm+3 + Ln+3Lm+1)− (Ln+2Lm+4 + Ln+4Lm+2)]j

+ [(LnLm+3 + Ln+3Lm) + (Ln+1Lm+2 + Ln+2Lm+1)

+ (Ln+1Lm+4 + Ln+4Lm+1) + (Ln+2Lm+3 + Ln+3Lm+2)]ij,

d’où

KnKm +Kn+1Km+1 = 5(Fm+n+1 − Fm+n+3 − Fm+n+5 + Fm+n+7)

+ 5(Fm+n+2 + Fm+n+2 − Fm+n+6 − Fm+n+6)i

+ 5(Fm+n+3 + Fm+n+3 − Fm+n+5 − Fm+n+5)j

+ 5(Fm+n+4 + Fm+n+4 + Fm+n+4 + Fm+n+4)ij

KnKm +Kn+1Km+1 = 5(2Qn+m+1 +2Fn+m+4 −Fn+m+1 − 2Fn+m+6i− 2Fn+m+5j +2Fn+m+4ij).

Pour plus de connaissances sur le sujet, voir [8].

41



Chapitre 4

Suites bicomplexes de Horadam

Définition 4.1 Les suites bicomplexes de Horadam sont définies par :

BCWn = Wn + iWn+1 + jWn+2 + ijWn+3. (4.1)

où Wn est bien définie en définition 2.21.

Il existe une autre méthode pour définir les nombres bicomplexes apartir des propriétés algébrique

des nombres bicomplexes, donc on peut définir autrement la suite bicomplexe de Horadam BCWn :

Définition 4.2 La suite bicomplexe de Horadam BCWn donnée par la relation :

BCWn = {wn + jwn+2 | wn = Wn + iWn+1 | i2 = j2 = −1}.

Nous écrivons ces suites comme suit

BCWn = {H0, H1, H2, · · · , Hn, · · · }.

Ensuite, nous pouvons exprimer tout élément Hn de la suite bicomplexe de Horadam BCWn par

Hn = ρne1 + ϱne2. (4.2)

où

ρn = wn − iwn+2 , ϱn = wn + iwn+2. (4.3)

Proposition 4.3 d’après la définition 4.1 on a

BCWn+2 = Wn+2 + iWn+3 + jWn+4 + ijWn+5.
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Prouvons que les suites bicomplexes de Horadam verifient la relation de récurrence

Démonstration.

BCWn+2 = Wn+2 + iWn+3 + jWn+4 + ijWn+5

= pWn+1 + qWn + i(pWn+2 + qWn+1) + j(pWn+3 + qWn+2) + ij(pWn+4 + qWn+3)

= p(Wn+1 + iWn+2 + jWn+3 + ijWn+4) + q(Wn + iWn+1 + jWn+2 + ijWn+3)

= pBCWn+1 + qBCWn .

Ce qui doit être prouvé.

On a

BWC0 = a+ bi+ j(pb+ qa) + ij(p2b+ pqa+ qb), (4.4)

BWC1 = b+ i(pb+ qa) + j(p2b+ pqa+ qb) + ij(p3b+ p2qa+ 2pqb+ q2a), (4.5)

respectivement. Si on choisissons les valeurs a = 0, b = p = q = 1 dans les équations (4.1), on

obtenons alors les nombres bicomplexes de Fibonacci et si nous choisissons les valeurs a = 2, b =

p = q = 1 dans les équations ci-dessus (4.1), on obtenons alors les nombres bicomplexes Lucas.

4.1 Formule de Binet de la suite bicomplexe de Horadam

Théorème 4.4 La formule de Binet de la suite bicomplexe de Horadam est donnée comme suit on a :

BCWn =
Aα∗αn −Bβ∗βn

α− β
, (4.6)

avec

A = b− aβ,

B = b− aα,

α∗ = 1 + iα+ jα2 + ijα3,

β∗ = 1 + iβ + jβ2 + ijβ3.

Démonstration. En utilisant les racines de l’équation caractéristique t2 − pt − q = 0, liée aux

nombres de Horadam, c’est-à-dire

α =
p+

√
p2 + 4q

2
,

β =
p−

√
p2 + 4q

2
.
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En utilisant la formule de Binet pour les nombre de la suite de Horadam (2.15) On trouve :

BCWn =
Aα∗αn −Bβ∗βn

α− β
.

Ce qui doit être prouvé.

4.2 Fonction génératrice de la suite bicomplexe de Horadam

Théorème 4.5 La Fonction génératrice g(t) de BCWn est donnée par :

g(t) =
BCW0 + (BCW1 − pBC0)t

1− pt− qt2
. (4.7)

Démonstration. Soit g(t) la fonction génératrice des nombres bicomplexes de Horadam BCWn

g(t) =
∞∑
n=0

BCWnt
n,

pour trouver la forme désirée du g(t) calculons les équations pour ptg(t) et qt2g(t), alors on obtient

ptg(t) = p
∞∑
n=0

BCWnt
n+1

et

qt2g(t) = q
∞∑
n=0

BCWnt
n+2.

Aussi, nous utilisons les racines du polynôme caractéristique de ces nombres, t2 − pt − q = 0, on

trouve une forme explicite de la fonction génératrice g(t) comme suit :

g(t) =
BCW0 + (BCW1 − pBCW0)t

1− pt− qt2
.

tel que : BCW0 définit (4.4) et BCW1 définit (4.5).

4.2.1 Identité de Cassini de la suite bicomplexe de Horadam

Théorème 4.6 L’identité de Cassini pour les éléments de la suite bicomplexe de Horadam BCWn est

donnée par la relation :

H2
n −Hn+1Hn−1 = ABα∗β∗(−q)n−1. (4.8)

Démonstration. Nous utilisons la formule de Binet de la suite bicomplexe de Horadam (4.6) pour

la partie gauche de l’équation (4.8)

H2
n −Hn+1Hn−1 = (

Aα∗αn −Bβ∗βn

α− β
)2 − Aα∗αn+1 −Bβ∗βn+1

α− β

Aα∗αn−1 −Bβ∗βn−1

α− β
,
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alors :

H2
n −Hn+1Hn−1 =

1

(α− β)2
(ABα∗β∗(−q)n−1)(α− β)2,

= ABα∗β∗(−q)n−1.

Pour plus de détails voir [8].

4.2.2 Identité de Catalan de la suite bicomplexe de Horadam

Théorème 4.7 L’identité de Catalan pour les éléments de la suite bicomplexe de Horadam BCWn est

définie par :

H2
n −Hn+rHn−r =

ABα∗β∗(−q)n−r

p2 + 4q
(αr − βr)2, (4.9)

Démonstration. à partir de la formule de Binet de la suite bicomplexe de Horadam BCWn (4.6)

on trouve :

H2
n −Hn+rHn−r = (

Aα∗αn −Bβ∗βn

α− β
)2 − Aα∗αn+r −Bβ∗βn+r

α− β

Aα∗αn−r −Bβ∗βn−r

α− β
,

nous faisons quelques calculs dans la dernière équation ci-dessus, alors on obtient la formule

suivante :

H2
n −Hn+rHn−r =

1

(α− β)2
(ABα∗β∗(−q)n−r)(αr − βr)2,

à l’aide des propriétés de α et β, on obtient l’égalité suivante :

H2
n −Hn+rHn−r =

ABα∗β∗(−q)n−r

p2 + 4q
(αr − βr)2.

C’est le résultat recherché.

4.2.3 Identité de D’Ocagne de la suite bicomplexe de Horadam

Théorème 4.8 L’identité de Catalan pour les éléments de la suite bicomplexe de Horadam BCWn pour

des entiers m ≥ 0, n ≥ 0 et m > n+ 1 est définie par :

HmHn+1 −Hm+1Hn =
ABα∗β∗

α− β
(−q)n(αm−n − βm−n). (4.10)

Démonstration. A partir de la formule de Binet de la suite bicomplexe de Horadam BCWn (4.6)

on a

HmHn+1 −Hm+1Hn =

[
Aα∗αm −Bβ∗βm

α− β

Aα∗αn+1 −Bβ∗βn+1

α− β

]
−
[
Aα∗αm+1 −Bβ∗βm+1

α− β

Aα∗αn −Bβ∗βn

α− β

]
,
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on trouve :

HmHn+1 −Hm+1Hn =
ABα∗β∗

(α− β)2
[
−αmβn+1 − αn+1βm + αm+1βn + αnβm+1

]
,

nous faisons quelques calculs dans la dernière équation ci-dessus,

alors on obtient la formule suivante :

HmHn+1 −Hm+1Hn =
ABα∗β∗

α− β
(−q)n(αm−n − βm−n).

C’est le résultat demandé.

Remarque 4.9 Dans cette partie du chapitre 4 nous avons procédé de la même manière pour complé-

ter les preuves et terminer le travail.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons d’abord décrit les nombres bicomplexes et présenté certaines suites

récurrentes linéaires comme la suite de Fibonacci et la suite de Lucas, que nous avons généralisé

dans la suite de Horadam.

Nous avons fusionné ces deux notions pour donner naissance à de nouvelles suites, dites suites bi-

complexes qui sont des nombres bicomplexes avec des coefficients les termes successifs des suites

de Fibonacci et de Lucas. Nous avons étudié et donné des résultats qui tiennent une place impor-

tante dans la littérature récentes sur ces nombres. Nous avons enfin utilisé les suites de Horadam

pour définir un nouvel ensemble de nombres bicomplexes à coefficients les termes successifs de la

suite de Horadam, qui généralise tous ces types de nombres, que nous appelons suites bicomplexes

de Horadam. Nous avons donné plusieurs propriétés et quelques identités importantes.
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[6] Ş. Çürük, , and Halıcı,S. On important identities with bicomplex Lucas numbers and their

idempotent representations. In international marmara sciences congress imascon 2020-

autumn (p. 267). (2020)
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