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Some bicomplex Sequences and their properties
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Les Nombres Bicomplexes sont la généralisation multicomplexe d’ordre deux des nombres com-
plexes. Lorsqu’ils sont munis de 'addition et de la multiplication usueles, ils forment une structure
algébrique commutative. L’idée d’utiliser une algebre de dimension supérieure a celle des nombres
complexes pour élaborer des outils de dimension 4, afin de répondre a des besoin dans le domaine
de la physique et de I'aéronotique.

Nous nous intéréssons a un type de suites particulier, trés utiles et qui donnent des résultats dans
le domaines des mathématiques appliquées, les suites récurrentes linéaires, spécialement les suites

de Fibonacci et leurs généralisations.
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The Bicomplex Numbers are the second-order multicomplex generalization of complex numbers.
When they are equipped with standard addition and multiplication they form a commutative al-
gebraic structure The idea of using a higher dimensional algebra than that of complex numbers
to develop forth dimension tools, in order to respond to needs in physics and aeronotics fields.
We are interested in a particular type of sequences, very usful and which gives results in applied
mathematics filds, the linear recurrent sequences, specially the Fibonacci sequences and their ge-

neralizations.
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N := L’ensembles des nombres naturels.

7 := L'ensembles des entiers.

R := L’ensemble des nombres réels.

C := L’ensemble des nombres complexes.

BC := L'ensemble des nombres bicomplexes.
K[X] := Un corps commutatif des polynémes.
A = [Gmn)mn := Matrice bicomplexe.

M« (K) := Matrice carrée d’ordre k.

Py, := Les polyndémes caractéristiques associés aux suites récurrentes linéaires.
F,, := Les suites des nombres de Fibonacci.
L,, := Les suites des nombres de Lucas.

W,, := Les suites des nombres des Horadam.
BCp, := Les suites bicomplexes de Fibonacci.
BCy, := Les suites bicomplexes de Lucas.
BCyy, := Les suites bicomplexes de Horadam.
Q@ := Les éléments de BCp, .

K, := Les éléments de BCy,, .

H,, := Les éléments de BCyy,,.

®r := Le produit tenseur.
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En 1892, les nombres bicomplexes ont été présentés par Corrado Segre [21]. En 1991, G. Baley
Prince dans son livre [16], a présenté des nombres bicomplexes basés sur les espaces et fonctions
multi-complexes. Au cours des derniéres années, les structures fractales de ces nombres ont été
étudié par Rochon Dominic [18]. L'ensemble des nombres bicomplexes peut étre exprimé dans la
base {1,4,7,4j}. Il est considéré de degré 2 sur C et de degré 4 sur R. L'ensemble BC des nombres

bicomplexes est défini par :
BC := {:Cl + x9t + x37 + 147) ‘ T1,T9, T3, T4 € R},

ou C est 'ensemble des nombres complexes d’unités imaginaires i, j avec j # i sont des unités

imaginaires qui commutent i,e. ij = ji, verifiants > = j2 = —1.

Ainsi, chaque nombre bicomplexe est présenté sous la forme de paires de nombres complexes
typiques avec la structure supplémentaire de multiplication commutative, voir (Table1l). Un en-
semble de nombres bicomplexes BC est un espace vectoriel réel avec des opérations d’addition et
de multiplication scalaire. L’espace vectoriel BC muni du produit bicomplexe est une algebre asso-
ciative. De plus, 'espace vectoriel avec les propriétés de la multiplication et le produit des nombres

bicomplexes forment une algébre commutative. Les éléments e; = HT” et es = 1_2” appelés "or-

thogonal idempotent", qui simplifient considérablement I’algebre des nombres bicomplexes, pour
tout z de 'ensemble BC :

BC = {2’1 + j22 | (217Z2 € (C)}v

BC = {21 + jzo = (Z1 — i22)€1 + (2’1 + iZQ)eg}.

Cette représentation est tres utile car : addition, la multiplication et la division peuvent étre faites
terme a terme. Dans ce travail, nous rappelons quelques propriétés des nombres bicomplexes, en

examinant leurs conjugués et leurs normes. Ensuite, nous rappelons des propriétés fondamentales
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des suites de Fibonacci, Lucas et leur généralisation la suite de Horadam. Enfin, nous étudions
I'ensemble des nombres bicomplexes a coefficient les suites de Fibonacci, suites de Lucas et suites
de Horadam, nous donnons quelques propriétés de base. Comme nous obtenons des identités
associées a ces suites, telles que les identités de Cassini, Catalan et D’Ocagne.

Notre travail est basé principalement sur I'article intitulé «On Bicomplex Fibonacci Numbers and
Their Generalization» réalisé par 'auteur «Serpil Halici» publié dans « 346 accesses 3 citations Part
of the studies in systems, decision and control book series (SSDC,volume 179) (2018)».

Ce mémoire est divisé en quatre chapitres.



1.1 Nombres complexes

On appelle corps des nombres complexes, noté C, 'ensemble contenant R. Il existe dans C un
élément noté i vérifiant > = —1.

Tout élément z € C s’écrit sous la forme z=x+iy olu =z et y sont des réels.
L’ensemble C est muni de I'addition et la multiplication qui suivent les mémes régles de calcul que
celles connues dans R.

Un nombre complexe sera souvent représenté par la lettre z.

Soit z = x + iy, un nombre complexe avec z et y deux réels. Le conjugué de z est le nombre

complexe définie par : z = x — iy.

(1) La somme, le produit, la différence et le quotient de deux nombres complexes est un nombre
complexe.

(2) Si deux nombres complexes sont égaux, alors leurs parties réelle et imaginaire sont séparément
égales.

(3) Si le nombre complexe est égal a zéro, alors ses parties réelles et imaginaires sont séparément
égales a zéro.

z4+iy=0=2z=0 et y=0.



Nombres n-complexes

(4) Si deux nombres complexes sont égaux, alors leurs conjugués sont également égaux.

La forme polaire est une autre maniére d’écrire les nombres complexes. Elle met a profit leur
représentations polaires. Un nombre complexe z peut étre représenté dans le plan de Gauss soit
par un point, soit par un vecteur (le vecteur position de ce point). Ce point ou ce vecteur est

entierement caractérisé par ses coordonnées cartésiennes z et y

x est la partie réelle de z,
y est la partie imaginaire de z.

Le plan de Gauss : est un plan muni d’'un repére cartésien dont I'axe des abscisses est la droite

réelle R et dont 'axe des ordonnées est la droite imaginaire I.

1.2 Nombres n-complexes

Le nombre n-complexe est un nombre de forme z = z; + i,22 ol 27 et 22 sont des nombres

(n —1) — complexes et inip = ipin, p=1,2,..,n—1, i2 = —1, i, = —1. C’est un nombre de
dimension 2". Ainsi a chaque étape nous avons une algebre. Les espaces multicomplexes sont les
généralisations de I'espace des nombres complexes. L’espace des nombres complexes est le premier

d’une suite infinie d’espaces de nombres complexes, pour plus de détails voir[14].

1.3 Nombres bicomplexes
Définition 1.1 L’espace BC des nombres bicomplexes est défini par :
BC := {1 + x2i + 3] + x4ij | x1,x2, 73,24 € R}, (1.1)

C est une extension de dimension 2 de 'espace les nombres complexes d’unité imaginaire i, j,
avec ¢ # j sont des unités imaginaires qui commutent, i,e.
ij =ji, i¥=j"=-1

Les nombres bicomplexes sont des nombres complexes a coefficients complexes, ce qui explique le
nom de bicomplexe. Dans ce qui suit nous essayons de souligner les similitudes entre les proprié-

tés des nombres complexes et bicomplexes. Comme on pouvait s’y attendre, bien que les nombres



Nombres bicomplexes

bicomplexes partagent certaines structures et propriétés des nombres complexes, il existe de nom-
breuses différences profondes et méme frappantes entre ces deux types de nombres voir [14].
L’équation (1.1) forme ce que I'on appelle I'ensemble BC des nombres bicomplexes

on peut définir aussi comme :

BC := {21 + j2z2 | 21,22 € C}, (1.2)
Tablel : Loi de multiplication des unités
iy

S S

iy 1

i o4 |41

Nous avons P'espace linéaire réel & quatre dimensions R* d’une base canonique
1= (1;0;0;0); i = (0;1;0;0); j = (0;0; 1;0); 4j = (0;0;0;1);
avec les opérations arithmétiques suivantes :

21 = x1.1 + 291 + 23] + 1417

et
2o = y1.1 + Y21 + y3J + yaij.
On a alors :
21+ 22 = (z1+y1).1+ (v2 + y2)i + (x5 + y3)ij + (x4 + ya)ij,
z1.29 := (T1y1 — Tays — T3y3 + T4Ys) + (T1Y2 + Toy1 — T3Ys — T4Y3)i
+ (z1y3 — T2ys + x3y1 — Tay2)j + (T1Y4 + T2y3 + T3Y2 + T4Y1)i],
avec :

14+ij\>  1+ij
2 2

Pour plus d’informations veuillez voir [22].
Définition 1.2 Le conjugué d’'un nombre bicomplexe z par rapport a i
Zi =21+ Z9t

VZl, Z29 € (C(Z)
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Définition 1.3 Le conjugué d’'un nombre bicomplexe z par rapport a j
Zj i =2z1 — z9]
Vz1, 22 € C(j).

Définition 1.4 Le conjugué d’un nombre bicomplexe z par rapport a ij, Z;; est un composition de
deux conjugaisons et est définie par

Zij ‘= 21 — Z9]
Vz1, 22 € C(ij).

oll z1, Z3 sont les conjugaisons en nombres z1 et zs.

1.4 Normes en nombres bicomplexes
Pour N;(z) on peut prendre z = 1 + ij et calculer la norme.
Ni(1+ij) = (1 +ij)(1 —ij) = 1> — (ij)* = 0.

Les nombres bicomplexes ont trois convolutions et normes différentes. Pour tout nombre bicom-

plexe z ces involutions sont les suivantes :

z =x1 + X2l + 3] + X417,
Zi = T — T2t + x3] — T41],
Zj = o1 + T2t — x3] — w41,

Zij = X1 — Tot — X3 + X417.
Les normes découlant des définitions des convolutions sont les suivantes :

N,(Z) =2z = ($1 + x21 4+ T35 + $4ij)(331 — Tot + T3] — x4ij),
N](Z) = ZZJ' = (.7}1 + z9t + 237 + x4ij)(x1 + x9t — w37 — .%'4’ij),

Z](2:) =2z = (1'1 + x9t + 2375 + .%'4ij)(.%'1 — X9t — T3j + x4z])

Remarque 1.5 Notons que toutes ces normes sont isotropes .

isotropes : présence des mémes propriétés dans toutes les directions.
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Pour plus de détails, nous réferons le lecteur a voir [8].

Bien que les nombres bicomplexes soient une généralisation des nombres réels de dimension
quatre, ceux-ci forment néanmoins une structure algébrique complétement différente autres gé-
néralisation des réels de dimension quatre bien connue, les quaternions. En effet, les quaternions
forment un anneau non commutatif, tandis que les nombres bicomplexes forment un anneau com-

mutatif.
Définition 1.6 Le corps des quaternions est défini comme :
q := {1 + z2i + x3] + 14K |x1, X2, x3, 24 € R},
telque :
Définition 1.7

1+ij 11—y
)

el et ey = .

2
Les éléments ey et ey sont des nombres bicomplexes qui simplifient considérablement Ualgébre des

nombres bicomplexes, ils ont les propriétés suivantes :

2 o2 . _ 1. _ _
el =e1; ey =¢e3; e1+ea=1; ej.ea =ez.e1 =0,

grace a la derniére propriété e; et eo, appelée aussi d’idempotents orthogonaux, tout élément z de
BC peut étre exprimé en fonction des éléments e; et es.

La relation (1.2) donne :
z =21+ jz2 = (21 —i22)er + (21 +i22)ea, 21,29 € C, (1.3)

qui dite la représentation idempotente de I'élément z.

Aussi, z1, zo sont appelés coefficients idempotents.

Pour plus de détails voir [25].

Les propriétés de e1, e5 garantissent que la décomposition est unique.

Soit P, P

Pz 4+ jz € BC— (2’1 — Zgi) € (C(i),
Py:z1+ jzo € BC— (21 + 291) € C(4),

qui définissent une paire de projections mutuellement complémentaires.
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On a
(P1)? =P ; (P2)* = P,
avec
Piei + Pyey = Id,
ou Id étant 'opérateur d’identité. Ils ont plusieurs propriétés remarquables :
soit z1, 29 € BC
Pi(z1 + 2

)

Py(z1 + 22) = Pa(z1) + Pa(22),
)
)

1.5 Conjugaisons en nombres bicomplexes

Le conjugué d’'un nombre complexe z est le nombre complexe formé de la méme partie réelle que
z et de la partie imaginaire opposée, alors que dans les nombres bicomplexes, les conjugaisons
formés a partir des différentes parties imaginaires d’ot on s’attend aux moins deux conjugaisons
sur BC, soit :

pr = (21 —iz2) et B2 = (21 +iz2).

Selon les 3 convolution possible on peut définir les différents conjugaisons de z avec :

31 est le conjugué de nombre bicomplexe (3.

[ est le conjugué de nombre bicomplexe (3.

Définition 1.8 (La Conjugaison Bicomplexe par rapport a i) D’aprés l'équation (1.3) : z; est dé-
terminée par la formule :

z; = Baer + Brea,

Définition 1.9 (La conjugaison bicomplexe par rapport a j) D’aprés 'équation (1.3) : z; est dé-
terminée par la formule :

Zj = Pae1 + Prea,

Définition 1.10 (La conjugaison bicomplexe par rapport a ij) D’aprés Uéquation (1.3) : Zz;; est
déterminée par la formule :

Zij = Bie1 + Baes.



Propriétés algébriques des nombres bicomplexes

1.6 Propriétés algébriques des nombres bicomplexes

e BC :={z +jz2 | 21,22 € C}, a une multiplication associative, distributive et commutative

par la regle :
(21 4 j22) (23 + jza) = (2123 — 2224) + (2124 — 2223).
® 21+ jz0 =23+ jzg < 21 = z3 €t 23 = 24,
(21 + jz2) + (23 + jza) = (21 + 23) + j(22 + 24).
En utilisant la définition (1.1) et les relations entre 4, j et ij. On a pour tout z € BC :
o 2= (x1 + x21) + j(wg + x47) := 21 + jz2 € BC = C; ®r C;
21 = X1+ x9i ;20 = x3 + 241 € C;,
o z=(x1+a3)) +i(xe+24)) =21 +120 € BC=C; ®r C;
21 =21+ 23] ;22 = 22 + 247 € Cj,
o 2= (x1 + z4ij) +i(xe — x30)) =21 +i22 € BC =C;; ®r C;
21 = X1 + x41] ;29 = 9 — 231) € C;j,
o 2= (x1 +x41j) + j(x3 — 220j) := 21 + j22 € BC = C;; ®r C;
21 = x1 + x41] ;22 = 23 — 221) € Cyj,
o z = (x1 + x21) +1ij(xg4 — x3i) := 21 + ijz2 € BC = C; @r Cy5
21 =21 + @20 520 = x4 — w31 € C;,
o 2= (x1+x3)) +ij(ra —x2j) := 21 +ij22 € BC = C; ®g Cy;
21 =x1 + 3] ;22 = x4 —x2) € Cj,
C;, = {z1 +j0} € BC, Cj={z1+jz|z,2 €R}, Cij ={z1 +ijza | 21,22 € R}
®p := le produit tenseur.

Pour plus de détails voir [19].

1.7 Matrice bicomplexe

Définition 1.11 Soit A = [(nn]mn, Une matrice bicomplexe, c’est-a-dire une matrice ayant comme

éléments des nombres bicomplexes :

Gr - Cin



Matrice bicomplexe

211 + Jwi1

291 + jway

CpquC71§p§m73t1SQ§n7

212 + Jwi2

292 + Jwao

| #m1 + JWm1  Zm2 + JWm2

on peut la décomposer dans I'espace comme suit :

211 212
221 222
A=
| #ml  Zm2
ol zpm et wym € C,
11 x12
21 x22
A=
| Tm1l  Tm2
U1 U112
U21 U22
+J
[ Uml  Um2

Avec

Toute matrice bicomplexe A = [(;nn]mxn peut étre exprimée d’une maniére unique comme :

et

Tmny Ymn, Umn € Umn € R

Pour plud de détails voir [3].

Z1n

Z2n

+J

Tmn

Uln

U2n

Umn

+1ij

w11

w21

V11

V21

Um1

et zpg = Tpg + LYpg

Arer + Agea,
»Al = [Clmn]
-/42 - [C2mn]-

Ym1

21n + JW1n

Zon + Jwan

Zmn T JWmn |

w12

w22

Y12

Y22

Ym2

V12

V22

Um?2

et Wpq = Upgq + 1Wpg-

Win

Wan,

Ymn |

Vin

Van

Umn
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1.8 Polynome bicomplexe

Définition 1.12 Le polynéme de la forme.
P¢) =) arc,
k=0

ou ay, CF € BC est appelé polynéme bicomplexe en BC.

On dit que (y est un zéro de polynéme bicomplexe P(() si :

P(¢) =0 pour (p.

Théoréme 1.13 Un polynéme bicomplexe de degré n non singulier a coefficient directeur a exacte-

ment 2n racines comptées avec leurs multiplicités. On peut voir [3] pour plus de détails.

Démonstration. Soit P,(¢) = Z aiCF, o, # 0 est un polynéme de degré n si :
k=0

ap = o, e1 +ag, e, k=1,2,3,...,n.

Les racines du polynéme P, (¢) seront donc les solutions de I'’équation P, (¢) = 0,

de maniére équivalente de ’équation
n
Z Oékck =0.
k=0

L’équation idempotente est :

Po(¢) = P1,(C1)er + Po, (C2)ea,

avec
n
P (1) =) an(f
k=0
et
n
Py, (() =) a3
k=0
Ainsi

n n

k k
Zalkgl e + Zagk@ es = 0.
k=0 k=0

Comme e; et e sont linéairement indépendants par rapport aux coefficients complexes, alors

D ¢ = a1, (Q)" + o, ()"t 01, (Q) oy =0 (1.4)
k=0

10
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et

D a5 =az,(@)" + 0z, , ()" + ..+ az(G) + ag, =0. (1.5)
k=0

Comme «,, # 0 alors ay,, # 0 et ay, # 0. Ainsi les polynémes en (1.4) et (1.5) sont de degré n.

Par le théoréme fondamental de I’algébre complexe, ils ont précisément n racines chacune. m

Théoreme 1.14 Le théoréme fondamental de Ualgébre, théoréme des équations prouvé par Carl Frie-
drich Gauss en 1799. Il indique que chaque équation polynomiale de degré n avec des coefficients de
nombres complexes a n racines, ou solutions dans les nombres complexes. Les racines ont parfois une

multiplicité plus grande que zéro.
VP(z) = apz" + an_12""1+ ...+ a1z + ao, 3 « telque P(a)=0
Pour plus de détails voir [2].

Démonstration. pour la démonstration voir [2]. m

Remarque 1.15 D’apres les propriétés des unités ey et e, les calculs des nombres bicomplexes sont
devenus plus faciles, ot lieu de fait les calculs en dimension 4 on fait ¢ca en dimension 2. D’autre part
d’aprésles propriétés algébrique des nombres bicomplexes on a la libertine de choisir la forme de z. Le
résulta et la forme générale de notre nombre bicomplexe reste vraie.

A travers la base & laquelle appartient le nombre z, on remarque quelques changements arithmé-
tiques mais ces changements sont toujours cachés derriére la méthode de calcul que nous utilisons
a laide de e et ey, les résultats restent toujours vrais parceque i et j ont les mémes propriétés chacun
dans sa base. A partir de cette simplification de calculs les unités e; et es sont trés importantes dans

Ualgébre commutative des nombres bicomplexes.

11



2.1 Suites récurrentes

Définition 2.1 Une suite est un ensemble E d’éléments indexés par les entiers naturels. Elle peut-étre
assimilée a une application de N dans E. Les relations de récurrences sont des régles de définition de

suites d’éléments : chaque élément étant défini en fonction des précédents.

Remarque 2.2 Pour construire une telle suite, il faut donc :
1. Une série de valeurs de départ (suffisamment pour initialiser la suite) appelées conditions initiales.
2. Une relation permettant de calculer chaque terme en fonction des précédents, appelée relation de

récurrence de la suite.
Formellement, on a (uy,),>0 défine par :
Un+1 = f(una Up—1, **° )7
ug, u1, --- conditions initiales.

Par ailleurs, 'ordre d’une suite récurrente donnée est le nombre de termes nécessaires au calcul
d’'un terme supplémentaire. Cet ordre correspond également au nombre de conditions initiales

nécessaire a l'initialisation de la suite.
Exemple 2.3 Soit (uy)n>0 définie par :

Upt2 = JUpt1 — 2Un, n >0,
Uy = 1,U1 = 3,

alors : Ug = 3U1 — QUQ = 7, us = 3UQ — 2U1 = 15, Ug = 3U3 — 2U2 = 31.
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Suites récurrentes linéaires a coefficients constants

2.2 Suites récurrentes linéaires a coefficients constants

Les suites récurrentes linéaires a coefficients constants sont les suites récurrentes (uy,),>o dont la

relation de récurrence est linéaire en (u;).

un:Zaiun,i avec: n,i,k € Neti <k <n.
i<k

Une suite récurrente linéaire d’ordre 1 est une suite (u,),>o vérifiant :
Upy1 = Uy + b,

pour a # 0, b € R donnés.

On remarque que les suites arithmétiques et géométriques ne sont quun cas particulier de ce type
de suites pour a = 1, on retrouve les suites arithmétiques et pour b = 0, on retrouve les suites
géométriques.

Ces suites sont parfois appelées suites arithmético-géométriques. Pour plus des informations de

cette partie, voir [5].
Exemple 2.4 La suite des entiers pairs est définie comme suit (up)n>0 :

Up+1 = Up + 2, n >0,

UOZO.

Une suite récurrente linéaire d’ordre 2 est une suite (v, ),>0 pour a # 0, vérifiant :
= )
Upta = AUpt1 + buy, a, b €R

ou plus généralement

aUpya + bupt1 + cv, =0, a,b,c eR.

Remarque 2.5 Pour définir complétement une telle suite, il faut donner également les deux premiers

termes vg et vy dits les termes initiaux de la suite.

Exemple 2.6 Fibonacci est une suite récurrente d’ordre 2 dont les coefficients sont a = b = 1 et de la

forme F,, = F,,_1 + F,,_5 les premiers termes sont Fy = 0, F; = 1.
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Suites récurrentes linéaires a coefficients constants

Il existe une méthode permettant d’obtenir la forme explicite d’une telle suite en fonction de a et b.
On pourra noter que la démarche et les conclusions sont tres proches de ce que 'on fait et obtient

lors de la résolution d’une équation différentielle d’ordre 2 a coefficients constants (2.7).

Remarque 2.7 Les suites récurrentes sont U'analogue discret des systémes différentiels
par exemple :

la récurrence Uny1 = [(up) S€crit : upr1 — up = f(un) — Un,

ou encore

Auy, = g(up), telque : g(z) = f(x) — x.

Elle a un lien direct avec Uéquation différentielle :

y() = £(B) —t.

Cette analogie aide parfois a deviner le comportement asymptotique de la suite (uy)n>0.

Pour les lecteurs intéressés par ce domaine, voir [10].

Définition 2.8 On appelle une suite récurrente linéaire d’ordre k, toute suite a valeurs dans un corps
commutatif K (R ou C), définie pour tout n € N, par une relation de récurrence linéaire de la forme
suivante :

Uptk = Qf—1Uptk—1 T Qg—2Upik—2 + *** + AoUp, neN, n>k, 2.1)

avec les conditions initiales wy = To;u1 = T1;...;Uk—1 = Tk—1 €t ag; a1;...;ay scalaires de K.

Le polynéme caractéristique associé a une suite vérifiant la relation de récurrence (2.1) est donné
par

P(x) = 2 +ap_ 12"+ arz + ao,

son degré est ainsi égale a 'ordre de la relation de récurrence .

Définition 2.9 Les séries génératrices sont un outil algébrique qui permet de reformuler des problémes
de combinatoire afin de les transformer en des problémes de manipulation d’expressions algébriques.

Souvent de déterminer le nombre d’objets d’'un certain type qui sont de taille n, ce qui donne lieu a une

14



Suites récurrentes linéaires a coefficients constants

suite (up)n>0 dont on cherche & déterminer le n'™¢ terme. La fonction génératrice associée a la suite

(un)n>0 est la série "somme infinie" formelle :

up 4wz + ugr? + - = g upzh.
k>0

Pour les lecteurs intéressés voir [20].

Soit u = (up)n.o une suite des éléments d’un corps K. Nous noterons G(.X) sa série génératrice,

c’est-a-dire la série formelle de K[[X ]| définie par :
G(X)=> unX".
n=0

Par exemple, la suite constante égale a 1 a une série génératrice :

1
1+ X+ X2 4. =~
tATAT 1-X

La suite (2.1) vérifie une récurrence linéaire d’ordre k. Alors sa fonction génératrice vérifie :
G(X) = P(X) +G(X) (a1 X + agX? + - + ap X"),
ol P(X) est un polynéme de degré k — 1 dépendant des a; et des valeurs initiales ug, u1, ..., ug—1

Proposition 2.10 La fonction génératrice d’une suite (uy,)n>0 peut étre exprimée comme un quotient
de deux polyndmes, si et seulement si, la suite est une suite récurrente linéaire c’est a dire :

_ P(X)
S l—a1 X —asX?— - —ap XK

G(X)

Démonstration. Soit la suite récurrente linéaire donné par (2.1), en multipliant cette suite par X"

pour n > k :

U X" = a1up1 X" + astty—2 X" + -+ aptly_ . X"

= a1 Xtup 1 X"V 4 as XU o X" 24 o 4 ap X Fupy XF.
En sommant surn > m :

ZunX” = alXZun,lX”_l + agXQZun,QXn_2 4+ 4 akaZun_kX”_k

n>k n>k n>k n>k
=1 X D> upX"+aX? ) up X"+ e XY u, XN
n>k—1 n>k—2 n>0
En posant

P(X)=up+w X+ +u X", i=01,-- k-1,

15



Suites récurrentes linéaires a coefficients constants

on obtient :

Y un X" = Peg(X) =ar X | Y upX"— Prp | 4+

n>0 n>0

cofap XFT ZunX" —P | + akaZunX”,
n>0 n>0

donc  G(X) - P 1(X)=a1 X(G(X) = Pyo) + -+ a1 X" HG(X) — Py) + ax X*G(X),

Pp1(X) — a1 X Ppa(X) — - — ap1 X" Ry(X)
avec G(X) = T— a1 X —apX2— - —apXF
_ P(X)
Sl X —aX?— = XE

ce qui doit étre prouvé. m

Définition 2.11 La formule de Binet d’une suite récurrente linéaires est une formule explicite qui

s’écrit en fonction des racines du polynéme caractéristique associé a la relation de récurrence.

On considere ’équation homogene d’ordre k a coefficients constants, réels ou complexes suivante :
Up+k + Cp—1Uptk—1 + - + aotly =0 n >k, (2.2)

avec ug,u1, -+ ,ug—1 les conditions initiales.

Définition 2.12 Le polynéme caractéristique I1 € Py associé a (2.2) est défini par :

H($) — l’k + ak_lxk_l + e + al1x —+ agp, k = 1,2,37 PN (2'3)

Chaque suite (u,),>0 définie par la relation (2.1) a la représentation matricielle suivante :
Uﬁ+1::14Uﬁ7 ﬂ/Z 0,

ou U, € M 1(K) et A e Mp,(K) sontdonnées par :

0 1 0 0 Up—1

0 O 1 0 Up_2
A= ; Un = )

0 0 1

ai ag - - ag Up g
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Suites récurrentes linéaires a coefficients constants

La matrice A est appelée matrice compagnon du polynéme caractéristique (2.3) de la suite (u,)n>0-
Cette écriture matricielle nous permet d’obtenir le terme général de I'écriture matricielle par ré-
currence on a :

U, = AUy, n € N*,

Un
uj

Up =

Uk—1

2.2.8.1 Cas desracines simples du polynéme caractéristique des suites récurrentes linéaires
Le polynome caractéristique défini par (2.3) associé de I'’équation (2.2) avec :

aj:j=1---d, d<k.
Les différentes racines de (2.3) sont donnée par le théoreme suivant :

Théoréme 2.13 Si toutes les racines de (2.3) sont simples, alors toutes les solutions de (2.2) peuvent
étre mises sous la forme

Up = E Ao n=0,1,2,....
1<i<k

est la solution de Uéquation (2.2) c’est la forme explicite de la suite (uy,)n>0, On peut déterminer les

coefficients A1, --- , \p_1 en imposant les k conditions initiales ug, -+ , Uk _1.

Démonstration. Soit le polynome caractéristique associé de ’équation (2.2) défini par,
II(z) = 2 +ap_ 12"+ + a1z + ao.
Toutes ses racines sont simples, donc toutes les solutions de (2.2) s’écrivent,

Up = A1af + -+ 10
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Suites récurrentes linéaires a coefficients constants

avec
.
U =AM +A+ A+ A,
uy = A1 + A + -+ A1,
U2 = )\104% + )\Qa% + 4 )\k_la%_l, (2.4)
k-1 k-1 k-1
Up—1 = Aoy Aoy A+ )‘k—lak—v
I'écriture matricielle correspondante de (2.4) est
UQ 1 1 e 1 A1
u1 aq a9 e Ok )\2
U9 = a% a% . a%_l A3 . (2.5)
k-1 k-1 k—1
Up—_1 o Qs oy Ak—1
On trouve donc le systeme Uy, = AV},
ou
1 1 s 1 )\1 uo
a%] Qg A2 Uy
A= of a3 - oad V=1 Xs U= 1 uy ,
k-1 k-1 k-1
o a7 Qg Ae—1 Ug—1

puisque les k-racines sont simples, donc la matrice A dite de Vandermonde, est inversible alors la

solution théorique de (2.5) est V;, = A~ 'Uj. m

2.2.8.2 Cas des racines multiples du polynome caractéristique des suites récurrentes li-

néaires

Théoreme 2.14 Soit II(x) définie par (2.3) admet des racines o;(1,2,-- -, p telque p < k)

ayant des ordres de multiplication m; > 2 respectifs telque :

P
ZE:Tnj:: k,
j=1

alors les k suites,

{(Oé;-l), (TlO[;L), ’(nm—la;}) ‘ ]: 17 ) p, nc N},
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Suites des nombres de Fibonacci

forment une base de Uespace vectoriel des solutions. la solution unique de (2.2) est donc de la forme

Z Qj (n)a;'l7

1<5<p

oit Qj(n) estun polynéme enn de degré < m; — 1.

Démonstration. La démonstration de ce théoréme est en détail dans [17] =

2.3 Suites des nombres de Fibonacci

Définition 2.15 On définit la suite des nombres de Fibonacci, notée (F),),>o par la relation de récur-

rence suivante :

Fn+2:FTL+l+Fn7 n:071727"'

(2.6)
Fo=0,F = 1.
Les premiers termes de cette suite sont {0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,--- }.
L’interprétation matricielle de la relation de récurrence (2.6) est donnée par :
M — Fn—l Fn
Fn Fn+1
ol
0 1
M = , 2.7)
1 1
ona Fy=0,F =1 alors:
n
01 F,_ F
(Tt T (2.8)
11 F, Fnon

suivante :

Théoreme 2.16 Le terme général de la suite des nombres de Fibonacci est donné par la formule
1
F,=—

1+v5)  [1-v5\"
\/5< 5 >—< 5 )], n=0,1,2,... (2.9)

Démonstration. La formule de Binet est obtenue en diagonalisant la matrice M définie par (2.7).

Xny1 = MX,, nGN*,
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Suites des nombres de Fibonacci

Par récurrence on obtient :

X, = M" Xy n € N*.

Le calcul de M™ deviendra facile si nous diagonalisons la matrice M, les valeurs propres de M
sont les racines du polyndme caractéristique 22 — = — 1 associée a (2.6).

On a le polynéme caractéristique de la relation (2.9) est :
P(X)=X?-X—1.

Qui admet deux racines simples :

donc d’apres le théoréme 2.13, la solution générale s’écrit sous la forme :
F, =ca" +c[", c1,c0 € R,
Les constantes c1, c5 sont déterminées par les valeurs initiales comme suit :

Fy=c1 4+ co=0,

Fy = 61(71?/5) + 02(1_2\/5) =1

En résolvant ce systeme on obtient :

alors

Fy

V5

Ce qui doit étre prouvé m

D’autre part, M = PDP~! avec D est la matrice diagonale et P la matrice de passage. On a
a 0 1 1 1 6 -1

D= , P= ,  Pl= :
0 B a fB f-al_a 1
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Suites des nombres de Fibonacci

d’ou

5_O‘a[3 0o pg" —a 1

1 Bn 1 anfl ﬁn —am”
N 5 — ,Bn —am 571—1 o an—l ’
comme X,, = M"X, on obtient :
a — A"
Fy, B ;
a—p

d’ou

1+v5\  [(1-v5\] an—pn
2 a 2 T a-p8"

Théoreme 2.17 La suite des nombres de Fibonacci est générée par la fonction :

G(X) = 1_X T %2 ZFX"

Démonstration. On pose
o0
= E up X",
n=0

puis

En particulier, si u,, = 1 alors

1
Q(X):mv
donc
1 1 1
GX) = —5(1—ax l—ﬂX)
X

Ce qui doit étre prouvé. m
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Suites des nombres de Lucas

C’est 'une des plus anciennes identités impliquant les nombres de Fibonacci. Découvert en 1680 par
Jean-Dominique Cassini un astronome francais. L'identité de Cassini indique que pour 3 nombres

consécutifs de Fibonacci on a

Fo 1Fp —F2=(-1)"  n>0.

L’identité de Catalan pour les nombres de Fibonacci a été trouvée en 1879 par Eugene Charles
Catalan un mathématicien belge qui a travaillé pour ’Académie belge des Sciences dans le domaine
de la théorie des nombres. Pour les lecteurs intéressés, voir [15].

L’identité de Catalan pour les nombres de Fibonacci est définie par :
F? —Fy pFrim = (-1)""™F%  n>m.

C’est une identité importante liée a l'identité de Cassini. n,r € Nona:

FTL+’!’FTL+1 - Fn+r+1F = (_1)nFr-

2.4 Suites des nombres de Lucas
Définition 2.18 On définit la suite de Lucas, notée (Ly,),>o par la relation de récurrence suivante :

Lypy2 =Lyt + Ly, n=0,1,...
i 2.11)

Lo=2, L =1.

Les premiers termes de cette suite sont {2,1,3,4,7,11,18,29,--- }.

Dans [1] on trouve plus d’information.

Théoreme 2.19 Le terme général de la suite de Lucas est donnée par la formule suivante :

(12“‘?’) +<1_2¢5> ] n=012, .. (2.12)
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Suites des nombres de Lucas

Démonstration. L’équation du polyndéme caractéristique de la relation (2.12) est :
PA) =X —-)—-1, (2.13)

I’équation (2.13) admet deux racines simples :

1++5 1-+5
9 9

A=
d’aprés le théoreme 2.13, la solution générale s’écrit sous forme :

L, = Cl)\? + 62)\3, c1,c2 € R.
Les constantes ¢y, co sont déterminées par les valeurs initiales comme suite :

Lo=c1+cy =2,

L1 =c1M + Xy = 1.

En résolvant ce systeme, on obtient ¢; = co = 1. Ainsi

1+v5\ (1-vB\"] . .
( 2 )+< : )]:a+5.

L, =

Ce qui doit étre prouvé. m

La fonction génératrice de la suite de Lucas est donnée dans le théoreme suivant :

Théoreme 2.20 La fonction génératrice du suite de Lucas est

X L,X".
GO = Z
Démonstration. On pose

[e.e]

=,

n=0

puis :
g(aX)+g(BX) = Zuna +8MX" ZunLX

en particulier, si u,, = 1, alors

donc :
1 N 1 2-X
l—-aX BX 1-X-X2

G(X) =

Ce qui doit étre prouvé. m
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L’identité de Cassini des nombres du Lucas est :

Ly 1Lpy1 — L2 =5(-0)""1Y  n>0

L’identité de Catalan pour les nombres de Lucas est :

Lo-mLnsm — L2 =5F2(=1)""™  n>m.

L’identité D’Ocagne pour les nombres de Lucas est :

LiyLyny1 — L1 Ly = (_1)anfm+1 - (_1)anfn+l- n = m.

Les suites de Fibonacci et de Lucas sont des cas particulier de la suite plus générale définit par la
relation de récurrence linéaire d’ordre 2, dite suite de Horadam qui nous présentons dans la partie

suivante :

2.5 Suite des nombres de Horadam

La suite de Horadam est une généralisation des deux suites de Fibonacci et de Lucas, qu’on peut

retrouver en prenant les cas particuliers des valeurs initiales appropriées voir [23].

Définition 2.21 Pour a,betp,q € Z:

les nombres de Horadam notée (W,,),,>0 sont définis par la relation de récurrence suivante :

Wn(a7 b7p7 Q> - an—l + an—2 n 2 27

WOZCL,Wl :b,

L’équation caractéristique de la suite de Horadam est donnée par

22 —pr+q=0. (2.14)
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Soit o et 3 les deux racines de I'équation (2.14), pour p? — 4q # 0.

La formule de Binet de la suite de Horadam est donnée par la relation suivant :

W, = Aa™ + BB", (2.15)
ou
A== Wos oy Woa = Wil
a—p3 a—p3

La fonction génératrice de la suite de Horadam est donnée dans le théoreme suivant :

Théoreme 2.22 La fonction génératrice de la suite de Horadam W, (a, b, p, q) est :

a+ (b—pg)X
X)=-—"+ "
Gx) 1—pX + ¢X?2

Pour plus d’informations on peut voir [24].

Démonstration. La preuve est identique aux preuves précédents des fonctions génératrices des

suites de Fibonacci et de Lucas. m

Remarque 2.23 La suite de Horadam est une généralisation deux suites de Fibonacci et Lucas, qu'on
peut retrouver en prenant les cas particuliers des valeurs initiales appropriées. En changeant les termes
initiaux Wo=a=0et Wy =b=1 par a et bdeux réels.

Donc la suite (W,,),>0 généralise la suite de Fibonacci (F,),>o définie par :
Fn = Wn(oa 17 17 1)>
(Wh)n>0 généralise la suite de Lucas (Ly,)n>0 définie par :

L, = Wy(2,1;1,1).
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3.1 Suites bicomplexes de Fibonacci

Définition 3.1 La suite bicomplexe de Fibonacci, notée BCr,, pour n > 0 est définit par;
BCp, = Fn +iFn1 + jFni2 + 1jFnys, (3.1
avec (Fy,)n>0 est la suite de Fibonacci .

Il existe une autre maniere d’écrire les nombres bicomplexes et selon les propriétés algébrique des

nombres bicomplexes, La suite bicomplexe de Fibonacci BCf, définie :

Définition 3.2 La suite bicomplexe de Fibonacci BCg,, pour n > 0 est définie par la formule sui-

vante :
]BCFH = {fn ‘|‘jfn+2 | fn = Fn +7:F7’L+17 j2 = —1}’

la définition est dans [8].

Nous écrivons ces suites comme suit :

IB3(CFn :{Q07Q17Q27"' 7Qn7'“}‘

Ensuite, nous pouvons exprimer tout élément @),, de BCf, , par :
Qn = Yne1 + Onea, (3.2)

ou

Yn = fn — ifnt2, On = fn+ifnio. (3.3)

26
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La représentation idempotente (3.2) de I'élément @),, est unique dans BCp, .
Les opérations algébriques a effectuer sur BCf, , se font facilement avec I'aide d’une représentation
idempotente.
De plus, il est également plus facile d’examiner les propriétés de BCp, a I'aide de cette notation.
Dans l'article [9], Halici a défini les quaternions définition 1.6 avec le coefficient de Fibonacci pour
la premiere fois, et obtenu la formule de Binet pour ces quaternions.
Puisque les deux nombres bicomplexes de Fibonacci et les quaternions de Fibonacci ont la méme
relation de récurrence.
Notons qu’en utilisant les représentations idempotentes de @Q,,, @, et les propriétés algébrique de
e1, es, il est facile de voir que les équations suivantes sont satisfaites.

Qn + Qm = (Y +Ym)er + (on + dm)e2,

QnQm = (Ynym)e1 + (0ndm)e2,

Qn = Tn €1+ 0y e

Pour les curieux de ce domaine ils peuvent voir [8].

Proposition 3.3 La relation de récurrence entre les éléments de BCp, pour n > 0, est donne par :

Qnt2 = Qnt1+ Qn. (3.4)
ol
Qo = Yoe1 + doe2, Q1 = y1e1 + drez,
Démonstration. En utilisant les équations (3.2) et (3.3) pour I'élément @),,, nous avons
Qn = fo+ifar2 = (fo —ifata)er + (fo +ifns2)ea.
Alors :
Qn = Yne1 + nea.
D’apres la relation (3.3) nous utilisons les coefficients ~,, et 4,, dans 'équation (3.4) on obtient :
Qn+2 = Yn+2€1 + dnt2e2.
En utilisant les relations de récurrence de f,,; ona :
Qn+2 = Ynt2€1 + Ony2e2
= (Yn+1 + )1 + (Ont1 + dn)ea
= Ynt1€1 + Opq1€2 + Yne1 + dnea

= QnJrl + Qn
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Pour n > 0 La relation de récurrence entre les éléments de BCf, est de la forme :

Qn-{—? = Qn-‘,—l + Qn

Ce qui doit étre prouvé. m

Proposition 3.4 Les conjugués du n"™° nombre bicomplexe de Fibonacci, par rapport aux unités

i, j,1j peuvent étre définis comme suit :

(1) (Qn)i = dner +Tnea,
(i1) (Qn)j = dner + nes,
(ii1) (Qn)ij = Tme1 + dpea.

Démonstration. En utilisant la définition 1.8, la définition 1.9 et la définition 1.10 pour trouver

les conjugués du n"™* nombre bicomplexe de Fibonacci, par rapport aux unités i, j et ij. m

Remarque 3.5 Soit un nombre bicomplexe de Fibonacci (3.2), le module i, le module j et le module

ij sont définis comme suit :

(1) ‘Qn‘zz = Qn(@)l = (’Ynel + 5n€2)(gel + Wez)
= Yn0net + YnTne1ea + Ondneres + 6 7nes

= YnYn€l + OnTne2.

(i1) |Qnl} = Qn(Qn); = (Wme1 + 6ne2)(Sner + mea)
= 'yndne% + ’yﬁeleg + (5,%6162 + ’ynéneg
= Ynon(e1 + e2)

= YnOn.

(444) |Qn|z2] = Qn(m)u = (Yne1 + 6ne2) (Fner + dnea)
= YnTn€l + 6n0nc3

= [7nl*e1 + [0a] €.

Nous avons obtenu dans (2.10) le résultat suivante

an_ﬁn
F,=——"
n 04—57
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telque :

Pour plus de détails voir [13]

Théoreme 3.6 La formule de Binet pour La suite bicomplexe de Fibonacci BCp, est donnée par rela-
tion suivant :
* M __ Q% QN
BCy, = X =08
a—p
ou
of =1+ia+ jo? +ijad
et
Br=1+if+ 8 +ijp°.
Démonstration. En utilisant la formule de Binet de la suite de Fibonacci (2.10) on trouve le

résultat clairement comme suit :

IB(CFn =F,+ iFnJrl +an+2 + ian+3

a — Bn ‘an—s—l_ n+1 'an+2_ n+2 “an+3_ n+3
b +1 b +7 b +z375
a—f a—f - B a—f
_ o™l +ia+ jo? +ije?) = fr(1+iB 4 5B% +i°)
= "
_a*an_ﬁ*/@n
= P ,
pour :
o =1+ia+ jo? +ija’
et

B =1+if+ B +ijs’.
En plus de détail voir [11]. =

D’autre part la formule de Binet de la suite bicomplexe de Fibonacci est donné par le théoreme

suivant :

Théoreme 3.7 Pour les éléments @, de la suite bicomplexe de Fibonacci BCr,

Qn = \}5[(14104” + B1")er + (A20" + B2")ea], (3.5)

telque les valeurs « et (3 sont les racines de U'équation caractéristique dans (3.2) ot :
Ar=m =785 By = =71 — 0, Az =61 — dof3 et By = 61 — dpov.
En plus de détail voir [8].
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Suites bicomplexes de Fibonacci

Démonstration. En utilisant les relations :
Yn+2 = Yn+1 + Vn, 5n+2 = 5n+1 + (5717
qui ont le méme rapport que Q;,+2

Qn+2 = Yn+2€1 + dpt26€2

nous obtenons les formules de Binet pour 7, et §,, comme suit;

1
Yo = ﬁ(Alan + B18") (3.6)
ol 7y = 2 ety; = 4 — ¢ sont les valeurs initiales de (3.6) et de méme,
By = —= (Asa™ + Bof™) 3.7)
n — \/5 2 2 .

oudy=2i—2etd =3i—2.
Ainsi, en utilisant les égalités de +,, et d,, qui sont les valeurs initiales de (3.7) on obtient :

1

Qn = [(A1a™ + B1")e1 + (A2a™ + Baf™)es].

S

5

Ce qui doit étre prouvé. m

Théoreme 3.8 La fonction génératrice de la suite bicomplexe de Fibonacci BCf, est donnée par la

relation :
CtHitg(1+t) +ig(2+ 1)

. 3.8
1—t—1¢2 (3.8)

G(t)

Démonstration. En utilisant les élément @),,, de la suite bicomplexe de Fibonacci BCg, pour facilité

les calculés, on a : la fonction génératrice G(¢) est donnée par la relation :
G(t) = (yoe1 + dpea) + (y1e1 + dre)t + - - + (yner + pe)t™ + - -+,
nous multiplions cette équation par —t et —t> on obtient :
—tGy = —t(yoe1 + doe2) — (y1e1 + 5162)t2 — o — (e + 5neg)t”+1 ...

_tQGt = —t2(fyo€1 + dpe2) — (me1 + 516’2)253 — oo — (yper + 5n€2)t”+2 .

puis, en faisant les pas nécessaires pour trouver G(t) a I'aide de la relation de récurrence

Qn—l—Q - Qn—i—l - Qn = 07
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Suites bicomplexes de Fibonacci

on obtient

Gt)(1—t—1*) = Qo+ (Q1 — Qo)t,

G(t)(l —t— t2) = (’7061 + 5062) + (’)/161 + 0169 — Yoe1 + 5062)t,

(Y0e1 + doe2) + (y1e1 + d1ea — yoer + doea)t
1—t—¢2 ’

G(t) =
avec Yw=2ety1=4—i.0g0=2i—2etd =3i—2.
En faisant les calculs nécessaires nous avons :

ot 4 1) 4+ ij(2+ 1)
o 1—¢—¢2

G(t)

Ce qui doit étre prouvé. m

Théoreme 3.9 L’identité de Cassini de la suite bicomplexe de Fibonacci BCr,, donnée par la relation :
Qn1@Qnir —Qn =3j(-1)"(2+4), n>1 (3.9)

Démonstration. En utilisant la formule de Binet associée a la suite bicomplexe de Fibonacci pour
les substituons Q,,_1, @, @,+1 dans la formule (3.9)

ona:

anlQnJrl - Q?z = ('anl + ’7n+1)€1 + (5n71 + 5n+1)€2 - (’7721)61 + (57%)62

= (Yn—1 4 Y41 = W)er + (Gn-1 + 6ny1 — 07 )ea,
d’apres la formule de Binet de la suite bicomplexe de Fibonacci on a :
1 _ _ 1 _ _
Qn—lQn—}-l_Q?@ — g14131 (an lﬁn—l-l_'_an—l-lﬁn 1—2(—1)”)61-}-5A2B2(O/L lﬁn—&-l_’_an—klﬁn 1—2(—1)”)62.

Considérant les relations entre « et § et en particulier a=—p"%L

Nous pouvons réarrangez la derniére équation comme suit;
AlBl(—l)"el + AQBQ(—l)ne2-
Apres avoir calculé les valeurs A1 By et As Bo, nous avons

Qu-1Qn+1 — Q= (=1)" [(=3 + 6i) e1 + (3 — 6i) ez)]

=3j(=1)"(2+14).
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Suites bicomplexes de Fibonacci

ce qui doit étre prouvé Pour plus de détails, voir [8]. m
Nous présentons une autre méthode de démonstration :

Démonstration. On considere

Qn-1Qni1 — Q% = (Fuy1 + Fyuioi + Fpy3j + Friaif) (Fn_1 + Fui + Fpi1j + Fnioij)

— (Fo + Fog1i + Frgoj + Foyig)?.

En utilisant 'identité

Fan+1 - Fm-l—lF = (_1)nFm—n

et

F_,=(-1)""E,,

dans I’équation ci-dessus on obtient

Qn-1Qn1 — Q2 = [2(—1)""?]3j + [3(—1)""?]ij

=3(-1)"(2j +1ij).
Pour plus de détails nous référons les lecteurs a voir [12, 4]. m

Remarque 3.10 L’identité de Cassini a deux généralisations importantes, Uidentité de Catalan et
Uautre est Uidentité de D’Ocagne. Ces identités représentent le fait qu’il existe une relation étroite entre

les relations de récurrences et la théorie des matrices, voir [13].

Théoreme 3.11 L’identité de Catalan de la suite bicomplexe de Fibonacci est donnée par la relation :
QnimQn-m — Q2 =3j(—=1)"""ME2(2+4), n>m. (3.10)

Démonstration. En utilisant la formule de Binet associé a la suite bicomplexe de Fibonacci pour

les éléments de ), (3.5) on a
1
Qnim = 5 (A1 4+ B1 ") e + (A0 + Bof"") €3]

et

1
Qn-m = NG [(A1a™™ ™ + B1" ™) e1 + (A2a™ ™" + By ") ea]
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Suites bicomplexes de Fibonacci

le coté gauche de I'équation de (3.10) devient

QrtmQnm — Q% = — [(ALBy(a™ ™7™ + o™ 5™m _ 9(—1)")ey)

V5
+ (A2 B (o™ MBI 4 oA — 2(—1)" )ey)]
_ \%AlBl (1) (—1) (0™ — 5™ e

—1—15A232 [(=D)™(=1)""™ (™ — Bm)2] €2

S

= (—1)n_m+1AlBlFr2n61 + A2B2F1,2n62

(_l)n—m-f—ngL (A131€1 + AQBQSQ) .

En calculons les valeurs A; By et A3Bs et les écrivons dans la derniére équation, alors nous obtt-

nons
Qn—i—an—m - Q?L = 3j(—1)n_m+1F,%(2 + ’L)

Ce qui doit étre prouvé. m

Théoreme 3.12 Pour des entiers positifs distincts n et m Uéquation suivante est vraie

QanJrl - QanJrl = 3j(_1)an - m(2 + i), n > m.

Démonstration. En utilisant la formule de binet de Q,, et @,

Qan+1 - Qan+1 = [((Alam + Blﬁm)el + (AQam + Blﬂm)EQ) X

| =

((Al&n+1 + B1 " ey + (Aga™ + Blﬁ”“)@)}
—é [((A1a™ + B18")e1 + (A2a™ + B13")ez) X
((Ara™ ! + B1g™ ey + (Aga™th + B1 g™ )es)]
nous faisons les calculs nécessaires, alors nous obtenons
QnQuit — QuQmir = ¢ [HBi(a™F™ 4 " 5m — 5™ ey
+AsBy(a™Brt! 4 amHgm — gngmHye,]
En utilisant les relations entre les racines de '’équation caractéristique, on obtient
QnQuit — QuQmr = £ [A1BU-1)™(a— B — §" e,

+ AaBy(—1)™ (o — B) (™™ — B"™)ey] .
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Suites bicomplexes de Fibonacci

Aprés quelques simplifications, en utilisant la formule :
Q" — BT = \/anfrm
nous obtenons que :

QmQnt1 — QnQms1 = (—1)"Qun-m(A1Bre1 + Az Boes)
=3j(=1)"Qn —m(2 +1i),

ce qui doit étre prouvé. m

Pour ceux qui veulent s’approfondir voir [8].

Définition 3.13 On utilisons les propriétés algébrique des nombres bicomplexes pour définie la suite

bicomplexe de Fibonacci BCr, avec la forme :
IB(CFn :{fn"i_lfn—i-l ‘fn:Fn +an+27 ’LQ:—I}7

]BCFn :{Q07Q1)Q27”' 7QTL7”'}'

Ensuite, nous pouvons exprimer tout élément (),, de la suite bicomplexe de Fibonacci BCp,, par :
Qn = Yne1 + dnea, (3.11D)
ol
Yo = fn — JIn+1s On = fn + Jfnt1- (3.12)
Alors, on a
Qn + Qm = (Yn +ym)er + (On + m)e2,

QnQm = (Ynym)e1 + (6ndm)e2,

Qn = e1+0y'ea.

Théoréme 3.14 Pour n > 2, la relation de récurrence suivante entre les éléments de la suite bicom-
plexe de Fibonacci BCp,, :
Qn+2 = QnJrl + an (3-13)

avec

Qo = voe1 + doe2, Q1 = y1e1 + d1e.
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Suites bicomplexes de Lucas

Démonstration. En utilisant les equations (3.11) et (3.12) pour I'élément @,, de la suite bicom-

plexe de Fibonacci nous obtenons :

Qn = fo+ifns1 = (fn—Jfar1)er + (fn + Jfosi)ea.

Puisque les coefficients v, et §,, dans 'équation

Qn+2 = Yn+2€1 + dpt2e2.

En utilisant la relation de récurrence relative a 1’élément f,,, la suite bicomplexe de Fibonacci

devient :

Qn+2 = Ynt2€1 + Opy2€2
= ('Yn—&-l + 'Yn)el + (6n+1 + 5”)62
= Ypt1€1 + Onr1€2 + Yne1 + dnea

= Qn+1 + Qn

Parmi les éléments de la suite bicomplexe de Fibonacci BCf, , on obtient :

Qn+2 = Qn+1 + Qn n > 0.

Ce qui doit étre prouvé. m

3.2 Suites bicomplexes de Lucas
Définition 3.15 La suite bicomplexe de Lucas, notée BCy,, est définit par;
IB%(CLW =Ly + iLn+1 + jLn—i-Q + 7/-]‘Ln-i—.?n n > 07 (314)

avec (Ly)n>0 est la suite de Lucas.

L’autre définition des nombres bicomplexe apartir des propriétés algébrique des nombres bicom-

plexes données des définitions équivalente de la suite bicomplexe de Lucas BCy,,.
Définition 3.16 La suite bicomplexe de Lucas BCy,, est définie par la nouvelle relation :
BCp, = {ln + jlnta | ln = Ln +iLnt1, j> = —1}.

Iy a des détails intéressants dans[8].
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Nous écrivons ces suites comme suit :
]BCL»,L :{K07K1aK27"' aKn,"'}' (315)
Ensuite, nous pouvons exprimer tout élément K,, de BCy,, :

Ky, = pner + vpea, (3.16)

Mn = ln — iln+2, Vp = ln + iln+2. (317)

Théoreme 3.17 La relation de récurrence entre les éléments de la suite bicomplexe de Lucas BCy,, est
réalisée

Knio = Kpi1 + Kn, 1> 0, (3.18)

ou

Ko = poer + vpez K1 = pieg +vyes.

Démonstration. A partir de la définition des suites bicomplexes de Lucas, la formule suivante peut

étre écrite :

K, = ln + jln+2
= (ln - iln+2)61 + (ln + ’L'ln+2)62

= uey1 + ves.
Pour les coefficients pu, et v,, on a
Un+2 = Wpt1 + fn, Un+2 = Upt1 + VUn,

ou

o = 6 — 21, w1 =8 —1, vy = —2 + 4u, v = —6 4 7.

Alors :

K2 = ppi2e1 + vpyoes

= HKpt1+ Ky.

Ce qui doit étre prouvé. m
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La formule de Binet pour la suite bicomplexe de Lucas est donnée comme suit,
BCy, = oo™ + 56",
ou
of =14ia+jo? +ijo® et Br=1+if+ B> +ij5°.
Pour les éléments K, de la suite BCy, , pour les lecteurs intéressés voir [8].

De autre part la formule de Binet de la suite bicomplexe de Lucas BC;, est donnée dans le théo-

réme suivent :

Théoreme 3.18 Pour lélément de la suite bicomplexe de Lucas BCy, nous avons :

Ko = = A = Bpo)a™ + (oo = i)8"} e1 + (0 = p)a” + (v = )" }ea. (3.19)

Pour plus des détails, voir [6].
Démonstration. En utilisant '’équation (3.18) la solution générale de la relation de récurrence de
i, est la suivante :

Hn = Sa™ +Tp",

telque :
a—f
et
Qo — B
T=—7-—7-.
a—p

Si ces valeurs sont remplacées dans la solution générale de 1, on obtient '’équation suivante :

fin = \}g (11 = Bpo) @™ + (epo — p1) B

_ L
G

avec les valeurs initiales de '’équation (3.20) sont

(S1a™ +T16"), (3.20)

,u(]:6—2i, M1:8—i.
1
V5

Vn (Soa™ + ToB"), (3.21)
avec
V0:—2+4i l/1=—6+7i,

Ky = —=[(S1a" +T18")e1 + (S2a™ + T 8" )ea].

5

Ce qui doit étre prouvé. m

37



Suites bicomplexes de Lucas

Théoreme 3.19 La fonction génératrice pour la suite bicomplexe de Lucas est donnée par la relation :

24035+ 4ij + (—1 420+ 5+ 3ig)t

3.22
1—t—t2 ( )

g(t)

Démonstration. Soit g(¢) la fonction génératrice de la suite bicomplexe de Lucas :
o0
g(t)=> BCp,t".
n=0
En utilisant g(t), tg(t) et t?g(t) nous obtenons les équations suivantes

(o]
tg(t) = BCp,t"*,
n=0

o0
t2g(t) = Y “BCp, t""?,
n=0
En utilisant la relation de récurrence
Kn+2 - Kn+1 - K, =0.

Apreés les calculs nécessaires, la fonction génératrice pour les nombres bicomplexes de Lucas sont

obtenus comme suit :
. KO =+ (K1 — K[))t
N 1—t—t2 7

g(t)
d’ou
240+ 35 +4ij + (=14 20+ j + 3ij)t
- 1—t—¢2 '

g(t)

Ce qui doit étre prouvé. m

Pour plus des détails, voir [7].

L’identité de Catalan est I'une des identités célebres qui généralise I'identité de Cassini.

Théoreme 3.20 L’identité de Cassini de la suite bicomplexe de Lucas BCy,, est donnée par
K1 Kpp1 — K = 15j(=1)"(2 + ).

Démonstration. En appliquant la formule de Binet de la suite bicomplexe de Lucas BCy, , (3.19)
pour les substituons K, alors :

Kn—lKn+1 - K721
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deviennent :

Ky 1Kpp1 — K2 [((S1a" ™ + 718" 1 (S1a" ™ + Ty g7 — (S1a™ + Tlﬁn)Q) e1

1
5
+ ((S2a™ 1+ 1B 1) (G2 + ToB" ) — (Soa™ + Th5")?) ea].
En prenant les simplifications nécessaires, on obtient I'équation suivante :

2 1 n—1 on+1 n+1 on—1 non n—1 on+1 n+1 on—1 non
Kyp 1 Kp—K; = g[SlTl(a BT+ T AT =20 B ) e+ ST (o T BT 4T VT =20 57 ) eg]
Apres le calculs des valeurs de ST} et SoT5, on obtient I'équation suivante :

Ky 1Kpy1 — K2 =155(—=1)"(2 +1).

Théoreme 3.21 L’identité de Catalan de suite bicomplexe de Lucas BCy,,, est donnée par la relation

KpomKn_m — K2 =15j(=1)"""F2(24+i). n>m

Démonstration. En appliquant la formule de Binet de la suite bicomplexe de Lucas BC, (3.19)

Kneranm - Kr,%

devient :

1
KpymKn-m — K2 = g[((Sloﬁ*m + T "™ (S1a T + T BT — (S1a™ + TiB™)?) e

+ ((S2a™™ + T ™) (Soa™ ™™ + ToB" ™) — (S2a™ + T B")?) ea].
En prenant les simplifications nécessaires, on obtient I’équation suivante :

1
KnimKn-m — K2 = g[SlTl(—l)”_m(am — ™21 + SoTa(—1)""™(a™ — ™)?eq),

= 155(=1)"""F2(2 + ).

Pour plus de détails voir [6]. m

Théoreme 3.22 L’identité de D’Ocagne de la suite bicomplexe de Lucas BCy,, est donnée par la rela-

tion :
n>m

KpKpp — KnKpg1 = Fn_m(—l)m15j(2 + Z)
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Démonstration. On applique la formule de Binet de la suite bicomplexe de Lucas BC;,, (3.19)
pour les substituons K, alors :

KmKnJrl - KnKm+1a
devinent :
1
=

KpKp1 — KnKpp = 3 (S1a™ + T1 ™) (S1a™ T + T1 8" ey + (Saa™ + To ™) (Saa™th + To 8" ey

1
_ 5[(510[” + Tlﬁn)(slam—i-l + Tlﬁm—H)@l + (SQan + TQ,B”)(SQOém—H + T2l8m—i-1)62]7
d’ou
1
KmKnt1 = KnKmy1 = £ (=1)"[S1T1(a = £)(@"™" = f"7)er + SoTa(a — B)(a” ™™ = 577 )eq]

= Fp_m(=1)™155(2 4 4).

Pour avoir un apercu voir [6] =

Théoréeme 3.23 Les relations suivantes existent entre ), et K, :

Qn + Kn = 2Qn+1'
Kn—l + Kn—i—l = 5Qn

5Q2 — K2 =12(—1)""1(2j + k).

Corollaire 3.24 Pour certaines formules de sommations des nombres bicomplexes de Lucas BCy, , on

a K, K, (3.15)

n
(i) Y K1 = Kon — Ko,
i=1

n
(i) Y Ki=Kni2— K>,
i=1
n
(i) > Ky = Koip1 — K.
i=1
Le lecteur intéréssé peut voir [8].

Théoréme 3.25 Pour les éléments de la suite bicomplexe de Lucas K, et K,,, on a Uégalité suivante.

KnKm + KnJrleJrl = 5(2Qn+m+1 + 2Fn+m+4 - Fn+m+1 - 2Fn+m+6i - 2Fn+m+5j + 2Fn+m+4ij)-
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Démonstration. Nous utilisons I'identité
Lan + Ln+1Lm+1 — 5Fm+n+1a
on obtient

KnKm + Kn+1Km+1 = [(Lan + Ln+1Lm+1) n+1Lm+1 + Ln+2Lm+2)

— (Ln+2Lm+2 + Lny3Lm+3) + (Lys3Lmys + LnpaLlia)]
+ [(Lan+1 + Ln+1L ) n+2Lm+3 + Ln+3Lm+2)
+ [(Lan+2 + Ln+2L ) n+1Lm+3 + Ln+3Lm+1)
+ (Ln+1Lm+3 + LntsLimt1) — (Lnt2Limta + LotaLmi2)]j

+ [(Lan+3 + Ln+3L ) +

(L
)+
(L
+ (Ln+1Lmt2 + Lng2Lm+1) — (Lnt3Lma + LpgaLime3)]i
(L
) =
(Lnt1Lm+2 + Lny2Lmi1)
)+

+ (Ln+1Lm+a + LyyaLpms1) + (Lpnt2Lim+ts + LyysLims2)]id,

d’ou

K Km + Kn+1Km+1 =5 m+n+1 — Fm+n+3 - Fm+n+5 + Fm—l—n—l—?)

(F,

( m+n—+2 + Fm+n+2 - Fm+n+6 - m+n+6)1

( m+n—+3 + Fm+n+3 - Fm+n+5 - m+n+5)]

( m4n+4 Fm+n+4 + Fm+n+4 + Fm+n+4)Z]

KnKm + KnJrleJrl = 5(2Qn+m+1 + 2Fn+m+4 - Fn+m+1 - 2Fn+m+6i - 2Fn+m+5j + 2Fn+m+4ij)-

Pour plus de connaissances sur le sujet, voir [8]. m
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Définition 4.1 Les suites bicomplexes de Horadam sont définies par :
BCw, = Wn + iWpi1 + jWaio + i Wi (4.1

ot W, est bien définie en définition 2.21.

Il existe une autre méthode pour définir les nombres bicomplexes apartir des propriétés algébrique

des nombres bicomplexes, donc on peut définir autrement la suite bicomplexe de Horadam BCyy,, :
Définition 4.2 La suite bicomplexe de Horadam BCyy, donnée par la relation :
BC, = {wn + jwnya | wy = Wy +iWyp | i2 = 5% = —1}.
Nous écrivons ces suites comme suit
BCy, = {Ho, H1,Ha, -, Hp, -+ }.
Ensuite, nous pouvons exprimer tout élément H,, de la suite bicomplexe de Horadam BCyy,, par
H, = pne1 + opnes. (4.2)

ou

Pn = Wy — Wpi2 , Op = Wy + iWpy2. (4.3)
Proposition 4.3 d’apres la définition 4.1 on a

B(CW"+2 = Whio +iWhis + jWhaa + i Whss.
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Formule de Binet de la suite bicomplexe de Horadam

Prouvons que les suites bicomplexes de Horadam verifient la relation de récurrence

Démonstration.

BCwnio = Whia + iWnis + jWhia +ijWiys
= an-H + qW, + i(an+2 + an-H) + j(an+3 + an+2) +1j (an+4 + an+3)
— P(Wn+1 + Z'Wn+2 + jWn+3 + ijWn+4) + Q(Wn + z'VVnJrl + jWn+2 + Z.].VVn+3)

= pBCWn+1 + qB(CWn.

Ce qui doit étre prouvé. m
Ona
BWeco = a+ bi + j(pb + qa) + ij(p*b + pga + ¢b), 4.4

BWei = b+i(pb + qa) + j(p*b + pga + gb) +i5(p*b + p*qa + 2pgb + ¢*a), (4.5)

respectivement. Si on choisissons les valeurs ¢ = 0,b = p = ¢ = 1 dans les équations (4.1), on
obtenons alors les nombres bicomplexes de Fibonacci et si nous choisissons les valeurs a = 2,b =

p = q = 1 dans les équations ci-dessus (4.1), on obtenons alors les nombres bicomplexes Lucas.

4.1 Formule de Binet de la suite bicomplexe de Horadam

Théoreme 4.4 La formule de Binet de la suite bicomplexe de Horadam est donnée comme suit on a :

Aa*a”—Bﬁ*ﬁ”

B = .6
avec
A=b-—apf,
B=b-—aaq,

of =1 +ia+ jo? +ija’,
B*=1+iB+jB%+ijB.
Démonstration. En utilisant les racines de I'équation caractéristique t> — pt — g = 0, liée aux
nombres de Horadam, c’est-a-dire
oo DT VPP Hde
5 )
g=P- 12?2 +4g
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Fonction génératrice de la suite bicomplexe de Horadam

En utilisant la formule de Binet pour les nombre de la suite de Horadam (2.15) On trouve :

Aa*a™ — BB*B™
BCy,, = a_/B/BB.

Ce qui doit étre prouvé. m

4.2 Fonction génératrice de la suite bicomplexe de Horadam

Théoreme 4.5 La Fonction génératrice g(t) de BCyy,, est donnée par :

B BCwo + (BCWl — pBCo)t

1 — pt — qt? 4.7

g9(t)

Démonstration. Soit g(¢) la fonction génératrice des nombres bicomplexes de Horadam BCyy,,
oo
g(t)=>_ BCw,t",
n=0
pour trouver la forme désirée du g(t) calculons les équations pour ptg(t) et qt2g(t), alors on obtient

[o¢]
ptg(t) =p»  BCyw, t"*!

n=0
et
o
qt?g(t) = q Z BCy, t" 2.
n=0

Aussi, nous utilisons les racines du polynéme caractéristique de ces nombres, t> — pt — g = 0, on

trouve une forme explicite de la fonction génératrice g(¢) comme suit :

_ BCwo + (BCyw1 — pBCo)t

t

tel que : BCyy( définit (4.4) et BCyy; définit (4.5). m

Théoreme 4.6 L’identité de Cassini pour les éléments de la suite bicomplexe de Horadam BCyy, est
donnée par la relation :

H? — Hyp1Hyy = ABa*B*(—q)" . (4.8)

Démonstration. Nous utilisons la formule de Binet de la suite bicomplexe de Horadam (4.6) pour
la partie gauche de I'équation (4.8)

Aa*a”—Bﬂ*ﬁ”
a—p

B Aa*an+1 o B/B*Bn—i-l Aa*an—l o Bﬁ*ﬂn_l

Hy — Hypsr Hy oy = ( " o :

)2
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Fonction génératrice de la suite bicomplexe de Horadam

alors :

1 * Q% n—
H2 — Hp 1 Hyoy = m(ABOé B*(=q)" "(a = B)?,

= ABa*B*(—q)" .

m Pour plus de détails voir [8].

Théoreme 4.7 L’identité de Catalan pour les éléments de la suite bicomplexe de Horadam BCyy,, est
définie par :
ABOé*B*(—Q)n_T

Hy = Hur ooy = P2 +4q

(" — 872, (4.9)

Démonstration. a partir de la formule de Binet de la suite bicomplexe de Horadam BCyy, (4.6)

on trouve :

Aa*a™ — BB* " B Aa*a™" — BB*AMTT Aata" " — BB¥BMT

HEL - Hn+THn—r = ( )2

a—f8 a—p a—p8 ’
nous faisons quelques calculs dans la derniere équation ci-dessus, alors on obtient la formule
suivante :
1
H% - Hn an—r = 7 e ABOé*ﬂ* —q ") (" — /BT 27
+ ! (~a)" ")(a" = 87)

a l'aide des propriétés de o et 3, on obtient ’égalité suivante :
ABOé*ﬁ* (7(])71—7"
p*+4q

HTQL - Hn—H"Hn—r = (O/ - ﬁr)2-

C’est le résultat recherché. m

Théoreme 4.8 L’identité de Catalan pour les éléments de la suite bicomplexe de Horadam BCyy, pour

des entiers m > 0, n > 0 et m > n + 1 est définie par :

ABa*p*
a—p

Démonstration. A partir de la formule de Binet de la suite bicomplexe de Horadam BCyy, (4.6)

HypHyyy — Hyppr Hy, = (=)™ (™™ — ™), (4.10)

on a

Aa*a™ — BB*B™ Aa*a™ Tt — Bp*prtl
HpHpi1 — Hp1Hy = [ Fp p ]

a—p a—p
Aa*am+1 —B,B*,Bm+1 Aa*a"—Bﬁ*ﬁ”
[ =t
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Fonction génératrice de la suite bicomplexe de Horadam

on trouve :

ABOé*B* m qn+1 n+1 om m—+1 gn n gm—+1
HmHnH—HmHHn:m[—a BT =" 4T + B ]7
nous faisons quelques calculs dans la derniére équation ci-dessus,
alors on obtient la formule suivante :
ABa*p*

HmHn+1 - Hm+1H = ﬁ

(_q>n(am—n _ IBm—n).

C’est le résultat demandé. n

Remarque 4.9 Dans cette partie du chapitre 4 nous avons procédé de la méme maniére pour complé-

ter les preuves et terminer le travail.
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Dans ce travail, nous avons d’abord décrit les nombres bicomplexes et présenté certaines suites
récurrentes linéaires comme la suite de Fibonacci et la suite de Lucas, que nous avons généralisé
dans la suite de Horadam.

Nous avons fusionné ces deux notions pour donner naissance a de nouvelles suites, dites suites bi-
complexes qui sont des nombres bicomplexes avec des coefficients les termes successifs des suites
de Fibonacci et de Lucas. Nous avons étudié et donné des résultats qui tiennent une place impor-
tante dans la littérature récentes sur ces nombres. Nous avons enfin utilisé les suites de Horadam
pour définir un nouvel ensemble de nombres bicomplexes a coefficients les termes successifs de la
suite de Horadam, qui généralise tous ces types de nombres, que nous appelons suites bicomplexes

de Horadam. Nous avons donné plusieurs propriétés et quelques identités importantes.
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