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Résumé

Dans ce mémoire de master, on va utiliser la méthode de sous et sur-solutions faibles
pour démontrer I’existence de solutions faibles pour certains problemes elliptiques de type
Dirichlet.

Mots clés : Sous-solutions faibles, sur-solutions faibles, point fixe de Schauder, pro-
bleme de Dirichlet pour les équations elliptiques.
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Notation
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un ouvert borné de RY

frontiere topologique de €2

mesure de Lebesgue du I'ensemble (2

point générique de RY

mesure de Lebesgue sur 2

I’adhérence de I’ensemble Q2

la convergence faible

presque partout

un espace de Banach

un espace de Hilbert

le dual topologique de V/

le crochet de dualité entre ’espace V et
son dual topologique V’

la norme sur 'espace de Banach V

le produit scalaire sur 'espace de Hilbert H
la norme sur I'espace de Hilbert H

I'espace des matrices réelles.

désigne la matrice d’identité.

la partie positive et négative de la fonction f
I'espace des fonctions continues

Lai-i eme dérivée partielle; J; = %.
1
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La dérivée d'ordre a; 0% = ———=~.
Ox; "0 xy

gradientde v:Q—R

La divergence du vecteur v = (v, ..., Uy)
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Introduction

Dans ce mémoire, on a utilisé la méthode de sous et sur-solutions faibles pour démon-
trer 'existence de solutions faibles pour certains problémes elliptiques de type Dirichlet.
Cette méthode a utilisé pour la premiere fois Par P. Hess (voir [14]), ot il a démonter | exis-
tence de solutions pour le probleme elliptique semi-linéaires :

» —div(M(x)Vu)+g(x,u)=f dans(,
(&) u=1I(x) sur 09,

ou1 2 est un ouvert borné de RY, N > 2, et M est une matrice elliptique bornée.
P. Hess et J. Deuel ([9]) ont généralisé cette méthode pour le probleme elliptique quasi-
linéaire :

» —div(a(x, u,Vu))+g(x,u,Vu)=f dans(,
(Z7) u=1I(x) sur 99,

ol A(u)=—div(a(x, u,Vu)) est un opérateur de type Leray-Lions(voir [23, 21]), agissant de
Wol'p (2) dans son dual, et g est une fonction de Carathéodory ayant une croissance d’ordre
p—1 par rapport au gradient de la solution. La généralisation au cas ou g a une croissance
naturelle (c-a-d, d’ordre p) a été effectuées par L. Boccardo, E Murat, et J. P. Puel (voir [6]).
Le développement de cette méthode a été effectué dans les articles [19, 18].

Ce mémoire est composé de quatre chapitres. Le premier est entierement consacré
a 'exposé des définitions et résultats nécessaires pour la suite de ce travail. On va tout
d’abord rappeler, sans démonstration, quelques résultats de base sur les espace fonction-
nels, ensuite on va donner quelques définitions et résultats sur les opérateurs monotones.

Le chapitre 2 est une introduction au probléme elliptique linéaire de type Dirichlet.
Lobjectif du troisieme chapitre est de présenter un résultat d’existence pour le probleme
2, avec [ =0.

Dans le quatrieme chapitré, on a étudié le probleme %, avec [ = 0, 'opérateur A est
remplacé par un opérateur linéaire, et g a une croissance quadratique.



CHAPITRE

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et rappels des résultats né-
cessaires pour la suite de ce travail. nous introduisons quelques définitions, lemmes et
quelques théoremes sur les espaces fonctionnels, ensuite nous donnons quelques défini-
tions et résultats sur les opérateurs monotones.

1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1 On définit l'espace de Lebesgue LP(2) par :
Pourl<p<+00

L’”(Q):{u:Q—>R mesurable, Jlu(x)l"’dx<+oo},
Q

el i) = (J |u(x)|”dx) )
)

L°°(Q)={u:Q—>R mesurable, supess|u(x)|<+oo},

xe

mini de la norme

Pour p =+00

muni de la norme

[l 4]] Loo () = sUp ess| u(x)].
xefN

LP(£2) est un espace de Banach pour 1 < p < o0 et de Hilbert Pour p = 2 muni de produit
scalaire

(f,g)=Jf(x)g(x)dx.
Q

Proposition 1.1 (Séparabilité, réflexivité et dual de L7 (12))
1. LP(R2) est séparable pour 1 < p <400 et réflexif pour1 < p < +00.
2. Ledual de LP(Q) pour1 < p < +00 est isomorphe & L” () avec % + % =1.
3. LYQ) est séparable, ni réflexif et son dual est L>°(Q).

4. L°°(Q) ni séparable, ni réflexif et son dual est contient strictement L(2).



1.1. Espaces de Lebesgue 2

Preuve. Voir [7]. m

Lemme 1.1 (Inégalité de Young) Soientp et q deux réels strictement positifs tels que % +
% =1. pour tout réel positifa et b , on a

1 1
ab<—a’+—b7
p q

Théoréme 1.2 (Inégalité de Holder) Soientf € LP et g€ L9 avecl <p < oo alorsfge L!
et

flfglﬁllfllmllgllm

Preuve. Voir [7, page 92]. m

Corollaire 1.3 Soit1 < p < g <+00, Si|Q| <400 alors L1(Q2) C LP(Q).

Définition 1.2 (Convergence forte, convergence faible dans L”(Q?)) Soient p € [1,00[ ,et
{f,, £} une famille de LP ().

e on dit que f, converge fortement vers f dans LP(2) et on note f,, — f dans LP(Q) si
n1—1>£—Iloo||fn —fllry=0.

e on dit que f,, converge faiblement vers f dans LP(S2) et on note f,, — [ dans LP(Q) si

Jim J (f,—f).g=0,VgeLr.
Q

e on dit que f, converge faible x vers f dans L°°(Q) et on note f, — f dans L*() si

lim J(fn—f).gzo, Vgell

n—+00
Q

Lemme 1.2 (Lemme de Fatou) Soit (f,,), une suite de fonction mesurable, a valeurs dans
[0,+00[ on a

n—+00

Jliminffn(x) dx < limian fulx)dx.
Q

Q

Preuve. Voir [20]. =
Théoreme 1.4 (Théoréeme de convergence dominée) Soit1 < p < 400 et(f,), € LP(Q) et
f € LP(Q). On suppose que,

. fi—f p.p dans(.

2. ilexisteg € LP(Q) telle que pour toutneNonalf,|<g pp dansQl.
Alors

fn— f dans LP(Q).

Preuve. Voir [20]. m

Définition 1.3 (Equi-intégrabilité) Soirl < p < oo ,on dit qu'une suite de fonction (f,), de
LP(Q) est equi-intégrable, si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que YE C 2 mesurable , avec

|E|< 6 onaflfnl’”<8, pour tout n €N,

E
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1.2. Espaces de Sobolev W'7(Q) 3

Théoreme 1.5 (Théoreme de Vitali) Soient1 < p < 00, et une suite de fonction (f,), dans
LP(Q2),on suppose que

I fi—f p.p dans(.
2. (fn), estequi-intégrable.

Alors
fel?(Q) et f,— f dans L”(2)

Preuve. Voir [22, Theorem B.101, page 674]. m

Définition 1.4 (Fonction de Carathéodory) Soit f : 2 xR— R. Ondite que f est de Cara-
théodory si :

1. f(,,8):Q2—R mesurable pour tout s €R.

2. f(x,.):R— R continuep.p, x €.

Définition 1.5 (Opérateur de Nemitski) Soient u:QQ —Retf e C (Q x R). lopérateur Ny
défini par (Nyu)(x) = f(x, u(x)) est appelé opérateur de Nemitski relatif a f .

Théoreme 1.6 Si f est de carathéodory et elle existe une fonction positive a € L(12) et une
constante b > 0, tels que
|F(x, ) < alx)+ ble]s

alors U'opérateur de Nemitski est continu de L”(Q2) dans L9(12).

1.2 Espaces de Sobolev W17(Q)

Définition 1.6 [7]. On définit l'espace de Sobolev W'?(Q2), pour1 < p <+00 par:
W@ ={ueL’(Q), Vue(L’Q)"}
muni de la norme

1
(o + IV ull?y)”  si 1<p<oo
el v =
maX(”””LOO(Q)!”VUHLOO(Q)) si p=00

pour p =2, l'espace W'2(Q) noté H'(Q) est de Hilbert muni du produit scalaire
(1, V) = (U, V) o) +(VU, V) 12

et de la norme X
2

ulliey = (11l + IV 2,0 ) -

Proposition 1.7 Lespace W'P(Q) est un espace de Banach, et séparable pour1 < p < +00,
et réflexif pour1 < p < +00.

Preuve. Voir [7, Proposition 9.1.]. =

Université Yahia Fares Médéa 2021-2022 S. Fillali



1.2. Espaces de Sobolev W'7(Q) 4

Définition 1.7 ([10]) . Soit1 < p < +oo0.

- _wblr
On note W,"” () la fermeture de 2(Q0) dans WP (), (C'est-a-dire W,"" () := @(Q)W @ ).Sion
suppose de plus que 0 est de classe 6, on a la caractérisation suivante de l'espace Wol’p (Q):

W, ") ={ue W' (Q), wusq=0}.
Sip>1, on note W=7'(Q) le dual de W, " (2) avec % + # =1.

Définition 1.8 (Convergence faible, convergence forte dans W'7((2))
Soientp €[1,+09[ et {fn, f} une famille de WP (Q).
e On dit que f, converge fortement vers f dans W'?(Q) et on note f,, — f dans W'P(£2)

si
fn— fdansLP(Q) et Vf,—VfdansL’(Q)

e Ondit que f, converge faiblement vers f dans W'P(Q) et on note f,, — f dans W'P(Q)
st
fn—fdansLP(Q) et Vf,—VfdansL’(Q)

Théoréeme 1.8 (Rellich-Kondrachov)
Soit Q) un ouvert borné deRY . Linjection Wol’p(Q) dans L?(Q2) est compacte pour tout1 < p <
+00.

Preuve. Voir [30, Lemma 11.2, page 56]. =

Théoreme 1.9 (Inégalité de Poincaré) Soit1 < p < +090, on suppose que ) est un ouvert
borné dans une direction de RN alors, il existe une constante positive C = C(p,N,Q) telle
que:

lullr < ClIVUll e, VUEVVOLP(Q)-

) . . . . 1, ) . N
Par conséquence Uapplication u — ||V u||,, définie une norme sur W, *(Q), équivalente a la
norme usuelle.

Preuve. Voir [16, page 48]. m

Théoréme 1.10 (Stampacchia) Soient1 < p < +00, et ¢ une fonction de 6¢'(R) vérifiant
©(0)=0, de dérivée bornée, alors pour tout u€ WP (Q)ona:

0 0
o) e WP(Q) et 3—Xi(¢ou):(g0’ou)a%

p.p dansQ2

Preuve. Voir [10, Theorem 4]. m

Définition 1.9 ([20]) Soit u € L'(2), et c €R. On pose

1
E(u)=<{xe€Q, —— lu(y)—cldy —0, quandp —0;.
{ [B(x,p)l JB(X,,,) ymeey=S quanep }

Théoréme 1.11 Soit ¢ une fonction Lipschitzienne de R dans R, 6'(R) par morceaux, et
avec seulement un nombre fini de points de non dérivabilité c,, c,, -, ¢;. Si |Q] = +00, on
suppose en plus que p(0)= 0. Alors pour tout u € W?(Q), ona:

1. p(u)Whr(Q),

Université Yahia Fares Médéa 2021-2022 S. Fillali



1.2. Espaces de Sobolev W'7(Q) 5

2. Vo(u)= ¢ (u)Vu surQ\U*_ | E_(u), et Vo(u) surut_ E,(u).
Preuve. Voir [20, Theorem 3.3]. m
Théoreme 1.12 Sous les mémes hypotheses que dans le théoreme 1.11, l'application u —
p(u) est
1. continu de WP (Q) fort dans W'P(Q) fort pour tout p < +00,
2. séquentiellement continu de W'P() faible dans W'?(Q) faible (ou faible x pour p =
+00).

Preuve. Voir [20, Theorem 3.4]. m

Théoréme 1.13 (Dérivation d’'un produit) Soientu,v e WHP(Q)NL>(Q) avecl < p <+ooalorsuv €
WLHP(Q)N L2 (N)

du v
(uv)=—=—v+u

et Vi,1<i<N,
o0 Xx; o0 Xx; ox;

p.p dans)

Preuve. Voir [10, Theorem 4]. m

Définition 1.10 (Fonction de troncature) Pour tout k > 0, la fonction troncature de niveau
k est la fonction définie surR par :

—k, si s<-—k,
T.(s)=+1 s, si |s|<k,
k, si s>k.

v

FIGURE 1.1 — Graphe de la fonction T}

Théoreme 1.14
1. Siue LP(Q) donc Ti(u) — u dans LP(Q) quand k — +00.
2. Siue WhP(Q) donc Ti(u) — u dans WP (Q) quand k — +00.

Preuve. voir [20, page 88]. m

Université Yahia Fares Médéa 2021-2022 S. Fillali



1.3. Théoreme de sous-suite 6

1.3 Théoreme de sous-suite

Théoreme 1.15 Soit X un espace topologique et x,, une suite de cet espace qui a la propriété
qu’il existe x € X tel que de toute sous-suite de cette suite, on peut extraire une nouvelle sous-
suite qui converge vers x. Alors la suite entiere x,, converge vers x.

Preuve. Voir [20, Lemma 1.1]. m

Théoréme 1.16

e Soit E un espace de Banach réflexif (i.e. E estisomorphe a E"), alors toute suite bornée
de E, on peut extraire une sous suite qui converge faiblement dans E .

e Soit E un espace de Banach séparable (i.e. qui admet une partie dénombrable dense),
alors toute suite bornéede E’, on peut extraire une sous suite qui converge x-faible dans
E’.

1.4 Théorémes du point fixe

Théoreme 1.17 (Théoreme du point fixe de Schauder) Soit X un espace de Banach, K un
convexeferméde X etS uneapplication continuede K dans K telle que S(K) est relativement
compact, alors S admet un point fixe.

Preuve. voir [27, page 303]. m

1.5 Opérateurs monotones

Dans ce qui suit, V est un espace de Banach réflexif et séparable, A est un opérateur de
V dans V’ (en général non linéaire).

Définition 1.11 (Opérateur borné) On dit que l'opérateur A est borné, s'il transforme les
bornés de V en bornés de V.

Définition 1.12 (Opérateur monotone) On dit que l'opérateur A est monotone si
Yu,vev, (A(u)—A(v),u—v)>0. (1.1)
On dit que A est strictement monotone si de plus (A(u)— A(v), u —v) =0 implique u = v

Définition 1.13 (Opérateur hémicontinu) On dit que l'opérateur A est hémicontinu si
Yu,v,weV, lapplication t — (A(u + tv), w) est continue deR dansR.

Définition 1.14 (Opérateur fortement continu) Ondit que l'opérateur A est fortement continu
(ou totalement continu) si A est continu de V faible dans V', c-a-d., si u,, — u faiblement
dans V, alors A(u,,) — A(u) fortement dans V'.

Théoreme 1.18 Soit A un opérateur borné, hémicontinu et monotone. Alors A est continu
deV fortdans V' faible.

Preuve. Voir le livre Le dret [20]. =

Université Yahia Fares Médéa 2021-2022 S. Fillali



1.5. Opérateurs monotones 7

Définition 1.15 (Opérateur coercif) On dit que l'opérateur A est coercif si

3:RT—R": lim {(s)=+00 et (A(u), u) = {(l|ul)[[ull.

N
En d’autres termes, A est coercif si
(A(u),u)

im
lul—+oo || 1|

(1.2)

Théoreme 1.19 Soit A : V — V'’ un opérateur borné, hémicontinu, monotone et coercif.
Alors A est surjectif.

Preuve. Voir [23, théoreme 2.1, p. 171] =
Définition 1.16 (Opérateur pseudo-monotone) Onditquel'opérateur A est pseudo-monotone
st

(i) A est borné,

(ii) lorsque u, — u dansV faiblement etlimsup(A(u,), u,—u) <0 alors
n—+00

liminf(A(u,), u, —v) > (A(u), u—v) YveV. (1.3)

n—+0Q0
La proposition suivante donne une caractérisation de la pseudo-monotonie.

Proposition 1.20 Soit A: V — V’. l'opérateur A est pseudo-monotone si et seulement si A
est borné et satisfait la condition suivante :

siu, — u faiblement dans V A(u,)— A(u) faiblement dans V'
alors
et limsup(A(u,), u,—u)<0 et lim (A(u,), u,—u)=0.
n—+00 n—+0oo

Preuve. Voir [24, Proposition 3.66, page 85] m

Proposition 1.21 Si A: V — V'’ est un opérateur pseudo-monotone, alors les propriétés
suivantes sont satisfaites :

(i) Siu,— u faiblement dansV et A(u,)— ) faiblement dans V' avec

limsup(A(u,,), u,) <, u),

n—+00
alors ) = A(u).
(i) Siu, — u dansV, alors A(u,) — A(u) faiblement dans V’.
Proposition 1.22 Soit A, B: V — V' deux opérateurs. Les assertions suivantes sont vraies
1. Si A est borné, hémicontinu et monotone, alors A est pseudo-monotone.
2. Si A et B sont pseudo-monotones, alors A+ B est pseudo-monotone.
3. SiA estpseudo-monotone et B est fortement continu, alors A+ B est pseudo-monotone.

Preuve. Voir [31, Proposition 27.6, page 586] et [24, Proposition 3.70, page 87]. m

Théoreme 1.23 (Leray-Lions) Tout opérateur A pseudo-monotone et coercif est surjectif;
cela signifie, pour tout f € V', il y a au moins une solution a l'équation

Alu)=f (1.4)
Preuve. Voir [23, Théoreme 2.7., p. 180]. m

Université Yahia Fares Médéa 2021-2022 S. Fillali



CHAPITRE
Problemes elliptiques linéaires de

type Dirichlet

On considere le probléme suivant :

{ —div(M(x)Vu)=f dans®,

u=0 sur 09, .1

ou 2 est un ouvert borné de RN, N > 2, et M est une matrice elliptique bornée; c-a-d., il
existe @ >0 et > 0 tels que

alff <M(x)E-€,  IM(x)<B, 2.2)
pour tout £ € RY et presque partout x € Q. De plus, on suppose que la fonction f € L2(Q).

Définition 2.1 On dit que u € H)(Q2) est une sur-solution faible du probleme (2.1), si pour
tout ¢ € H}(Q) avec ¢ >0 dansQ, ona:

fM(x)Vu-chdeffgodx. 2.3)
Q Q

Définition 2.2 On dit que u € H}() est une sous-solution faible du probleme (2.1), si pour
tout ¢ € H}(Q) avec ¢ >0 dansQ), ona:

fM(x)Vu-chdxsffgodx. (2.4)
Q Q

Définition 2.3 On dit que u € H|(Q) est une solution faible du probleme (2.1), si

fM(x)Vu-Vgodx:ffgodx, Yo € HA(Q). 2.5)
Q Q

Remarque 1 [ ’intégmlef [ dx est bien défini en effet :
Q /
Linégalité de Hélder avec les exposants 2* = 22 et 2* = 2 implique

N-2 ~ N+2

|Jfg0 dx| < || f ”LZ*/(Q) ” SOHLZ*(Q)
Q

etonadéjaditque f € L* et € H'(Q), et comme H}() — L* () donc ¢ € L*(Q).

8



2.1. Existence de solutions faibles 9

2.1 Existence de solutions faibles

Théoreme 2.1 On suppose que Uhypotheése (2.2) est satisfaite, et que [ € L¥%2(9Q). Alors le
probleme (2.1) admet une unique solution faible.

Tout d’abord, on va démontrer I'existence. Pour cela on va utiliser deux méthodes : la pre-
miere en utilisant le théoreme de Lax-Milgram (représentation de Riesz), et la deuxieme est
dite méthode de monotonie (théoreme de surjectivité de Leray-Lions 1.23), qui est basée
sur la théorie des opérateurs monotones.

Avant de commencer la preuve, on énonce le théoréme de Lax-Milgram.

Théoreme 2.2 (Lax-Milgram) Soita : H x H — R une forme bilineaire, continue et coer-
cive, et soit L € H', donc il existe un unique élément u de H tel que :

alu,p)=L(p) VeeH

Preuve.

1. Existence viale théoreme de Lax-Milgram.

on définit la forme linéaire continue L : H} () — R par :
L(y)= f fedx
Q
et on définit la forme bilineaire a : H}() x H, () — R par :

alu,p)=(A(u),p) :JM(x)Vu-Vgo dx
Q

d’abord, on montre que a est coercive et continue.

(a). a est coercive.
en utilisant I'hypothese (2.2) ,on obtient pour tout u € HOI(Q)

(A(u),u)sz(x)Vu-VudeaJ Vul*dx
Q

= alVull,g
= lull
par suite, on obtient
% z ¢ lullgq
d'o % — +00 si [|ully — +00.

Université Yahia Fares Médéa 2021-2022 S. Fillali



2.1. Existence de solutions faibles 10

(b). a est continue.
en utilisant’hypothese (2.2) et]'inégalité de Holder, on obtient, pour tout u, ¢ €

Hy ()

[(A(u), p)| = IJM(x)Vu-Vgo dx| S/}J IVuVe|dx
) 0

<p ||Vu||L2(Q) ||V90||L2(Q)
=p ||u||H01(Q) ||(10||H01(Q)
2. Existence via la méthode de monotonie.
On considere I'opérateur A défini par:
A: V=H(Q)— V' =H(Q
b (©) ) 2.6)
u— A(u),

avec

(A(u), ) =f M(x)Vu-Vodx, Y¢eH Q).
Q

Nous allons montrer que I'opérateur A est coercif et pseudo-monotone .le résultat
découlera du théoréme 1.23.

(a). A est coercif.
en utilisant I’hypothese (2.2) ,on obtient pour tout u € HOI(Q)

(A(u),u)zJM(x)Vu-Vudeaf Vul*dx
Q Q

= allVullj,q
=llull? g
par suite, on obtient
—ﬂﬁfﬁ‘i;(if > cllullo
d’oll ﬁffnﬁ(}z — 400 si |[ullgig— +00 .

(b). A est pseudo-monotone.

(i) On montre que I'opérateur A est borné :
Soient u, ¢ € Hol, en utilisant’hypothese (2.2) et'inégalité de Holder, on obtient

[(A(u), )| = IfM(x)VwW dx| S/J’J IVuVepldx
Q Q
<p ||Vu||L2(Q) ||V90||L2(Q)

=Bl u||H01(Q) ||(10||H01(Q)
etona

NA(w)l| -1y = Sup {|(A(u), o) llellmo < 1} < Bllull o
donc [|A(u)|| -1 (o) est borné si ||u IIHol(Q) est borné.
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2.1. Existence de solutions faibles 11

(ii) On suppose que u, — u dans V = H} () faiblement

et
limsup(A(u,), u,—u) <0 2.7)
n—+00
et on montre que lim+inf(A(un), u,—w)>(Au),u—w) VweH Q).

On va d’abord montrer que A est monotone :
soient u, v € H}, en utilisant 'hypothese (2.2), on obtient

(A(u)—A(v), u =(A(lu—v),u—v)

JM —v)-V(u—v)
Zaf|V(u—v)|220

Comme I'opérateur A est monotone, alors

En passant a la limite inférieure , et en utilisant le fait que u,, — u dans HOI(Q), on
obtient

liminf(A(u,), u,—u) >0 (2.8)

n—+o0o

De (2.7) et (2.8), en déduit que

limsup(A(u,), u, —u) =0=liminf(A(u,), u, — u)

n—+0Q n—+

et par conséquent
lim (A(u,), u,—u)=0 2.9

n—+00o

Soit w € HOI(Q), en posant v =u+ t(w—u), pour t €]0,1].
En utilisant la monotonie du I'opérateur A, on obtient

et par conséquent
(A(u,)—Av),u,—u—t(w—u))>0
d’ ol
t{A(u,), u—w)>—(A(u,), u, —u)+{(A(v), u, —u) + t (A(v), u —w)

et par suite
t{A(u,), u,—w)+t{Alu,), u—u,)>—(Alu,), u,—u)+{A), u,—u)+t{(A(v), u—w) (2.10)

En utilisant (2.9) et le fait que u, — u, et en passant a la limite inférieure quand n — +00
dans I'inégalité (2.10), on obtient

tliminf(A(u,), u, — w) > t (A(v), u — w)

n—-+00
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2.2. Régularités de solutions faibles du probleme (2.1) 12

En divisant par ¢, on obtient

liminf(A(u,), u, — w) > (A(v), u — w) (2.11)

n—+00

comme l'opérateur A est linéaire, alors A(v)=A(u+t(w—u))=1—1t)A(u)+ tA(w)
En substituant dans (2.11),il vient

liminf(A(u,), u,—w) > 1 —t){A(u),u—w) + t (A(w), u— w)

n—+o0o

En passant a la limite quand ¢ tend vers 0, on obtient

liminf(A(u,), u, —w) > (A(u), u—w)  Yw e H, (.

n—-+00

» Démonstration de 'unicité.
On suppose que le probleme (2.1) admet deux solutions u, et u,, donc on a

J M(x)V(u,—u,)-Vp =0, Yope Hol(Q) (2.12)
Q

En prenant ¢ = u, — u, dans (2.12) et en utilisant I'hypotheése (2.2), on obtient

0< aJ IV(u, — u2)|2 < J M(x)V(u, — u,)- V(u, —u) =0
Q
Alors, en déduit que u; = u,.

2.2 Régularités de solutions faibles du probleme (2.1)

Avant d’énoncer les résultats de régularité, on va rappeler un lemme d’analyse, di a G.
Stampacchia [25].

Lemme 2.1 (Lemme de Stampacchia.) soity : Rt — R* est une fonction décroissante telle

que:

My(k)°
Y(h) < m,

ouM>0,0>1 ety>0,donc 3d tel que p(d)=0.

Vhi>k>0

Preuve. Voir [25, Lemma 2.2, page 24]. =

Théoréme 2.3 On suppose que I'hypothése (2.2) est satisfaite, et que f € L™(Q) avecm > 5.
Alors la solution u du probleme (2.1) appartient U'espace L°°(12).

Preuve. Voir [25]. =
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CHAPITRE

Probleme elliptique semi-linéaire

3.1 Position du probleme

Dans ce chapitre on va étudier le probleme suivant

{ —div(M(x)Vu)+g(x,u)=f dansQ, 3.1)

u=0 sur 09,

ou1 2 est un ouvert borné de RY, M est une matrice elliptique bornée; c-a-d., il existe a > 0
et > 0 tels que
algP<Mx)E-&,  IM(x)<B, (3.2)

pour tout £ € R” et x € ) presque partout. On suppose en outre que
feH'(Q), (3.3)
et g : 1 x R— R est une fonction de Carathéodory.

Définition 3.1 Une solution du probleme (3.1) est une fonction u € Hy(Q) telle que g(x, u) €
L3(2) et de plus u satisfait :

J M(x)Vu-Vvdx-l—f g(x,u)vdx:f fvdx, YveH . (3.4)
Q Q Q

Définition 3.2 Une fonction yy € H'(R) est dit sur-solution faible du probleme (3.1) si
g(x,y) e L*(Q),
Y >0 surdQ,

(3.5)
fM(x)leVvdx+Jg(x,zp)vdxszvdx VveHol(Q), v>0dansf.
Q Q Q

Définition 3.3 Une fonction ¢ € H'(Q) est dit sous-solution faible du probléme (3.1) si

8(x,9)e L¥(Q),
¢ <0 sur o,

(3.6)
JM(x)Vq)VvderJ g(x,(p)vdeJ fvdx YveH/(Q), v>0dansQ.
0 0 0

13



3.1. Position du probléme 14

Théoreme 3.1 Onsuppose que ¢ et ) sont respectivement sous-solution et sur-solution faible
du probleme (3.1), avec ¢ < dans 2. On suppose de plus que :

J sup |g(x,1)*dx < oo. (3.7)
0 ¢(x)<s<y(x)

Alors le probléme (3.1) admet une solution u avec ¢ < u < dans Q.

Preuve. En raisonnant comme [14, Theorem 1, page 463], on considere la fonction g :
2 x R— R définie par:

g(x,y(x)), s 2(x),

glx,s)=1 glx,5), P(x)<s<y(x),
g(x, ¢(x)), s < ¢(x). (3.8)
= g(x, T(s)).

ou
Y(x), s > y(x),
T(s)x)= s,  Q(x)<s<y(x), (3.9
p(x),  s<p(x).

En vertu de (3.7), il existe une constante positive ¢, telle que :
|J gl u)v dx| < collvllzy Yu,ve L*(Q). (3.10)
Q

On pose
s—y(x), szy(x),
b(x,s)=10, P(x)<s<yY(x), (3.11)

s—¢(x), s<@x)

pour x € et s €R. Soit u > 0. On considere le probléme perturbé suivant :

{ —div(M(x)Vu)+g(x, u)+pb(x,u)=f dansQ, (3.12)

u=0 sur 09,

Lemme 3.1 Le probleme (3.12) admet au-moins une solution.

Preuve. Le probléeme (3.12) équivaut au probleme variationnel suivant :

{u € HA(%), 5.13)

Alu)=f,
oll ./ : V=H/(Q)— V'=H '(Q) est'opérateur défini par :

(. (u), v)H_l(Q)XH(}m) =f M(x)VwVvdx —|—J g(x,w)vdx
“ « (3.14)

+,uf b(x,u)vdx.
Q
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3.1. Position du probléme 15

Pour démontrer que le probleme (3.13) admet au-moins une solution, il suffit de démon-
trer, moyennant du théoreme 1.23, que l'opérateur .«/ est pseudo-monotone et coercif.
D’apres le théoreme 1.22, il suffit de montrer que 'opérateur .<f est une somme de trois
opérateurs dont!'un est pseudo-monotone et les autres sont fortement continus. Pour cela,
onpose .o/ =A+ B+ G ou

(A(u), v >H—1(Q)XH01(Q) = J M(x)VuVvdx,
Q

(B(u), V)H—l(n)xHOl(n) :.Uf b(x,u)vdx,

Q
(G(u), U)H—l(Q)XHOl(Q):f g(X, u)v dx.
Q

1. .o/ est pseudo-monotone.

On a déja démontrer dans le chapitre 2 que 1'opérateur A est pseudo-monotone. Il
reste a prouver que les opérateur B et G sont fortement continus.

Lemme 3.2 les opérateurs B et G sont fortement continus.
Preuve.

(a). B estfortement continu. Soit u, une suite de HOI(Q) telle que :

u,—u faiblement dans H; (). (3.15)

On doit démontrer que la suite B(u,) converge fortement vers B(u) dans I'es-
pace H1(2). Soit u,, une sous-suite de u,,. En vertu de (3.15), la suite u,, admet
une sous-suite, notée encore u,,, telle que :

u, — u dans L*(f). (3.16)

et
U, — u p.pdans. (3.17)

Puisque b est continue par rapport au deuxiéme argument, on a
b(x,u,)— b(x,u) p.pdansQ. (3.18)
En utilisant (3.16) et (3.18), il s’en suit du théoreme de convergence dominée :
b(x,u,)— b(x,u) fortementdans L*). (3.19)

Soitv € Hol(Q). En utilisant 'inégalité de Holder, puis I'inégalité de Poincaré, on
obtient

| B(t) = B(), 0)r-siapmrion| < 1 f |b(x, 1) — b(x, wllvldx
Q

(3.20)
<ullb(x, uy)—b(x, w)ll 2@l vl 20
SuCollb(x, wy)—b(x, u)ll 2@l vl ()
De (3.20), on en déduit que
| B(u,)— B(u)ll -1 < uCallb(x, tp) — b(x, U)l| 12()- (3.21)
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3.1. Position du probléme 16

Passant a la limite dans (3.21), en utilisant (3.19), on en déduit que
B(u,,)— B(u) fortement dans H ().

Par conséquent, en utilisant le théoreme 1.15, on en déduit que

B(u,)— B(u) fortement dans H'(Q). (3.22)

(b). G est fortement continu. Soit #,, une suite de HOI(Q) telle que:

u, —u faiblement dans H, (). (3.23)

Soit u,, une sous-suite de u,. En utilisant le fait que 'application T (définie
en (3.9)) est séquentiellement continu de H'(Q) faible dans H!(Q) faible (voir le
théoreme 1.12), il s’en suit que

Tu, — Tu faiblement dans H'(Q) (3.24)
En vertu de (3.24), la suite u,, admet une sous-suite, notée encore u,,, telle que::
Tu,,— Tu dans L*(Q). (3.25)

et
Tu,— Tu p.pdansQ. (3.26)

Comme g est continue par rapport au deuxiéme argument, alors
g(x,Tu,)— g(x,Tu) p.pdansd. (3.27)

Soit E un sous ensemble mesurable de Q. En utilisant (3.7), on obtient

-
J lg(x, Tu,, Idx— Ig(x,¢)|dx+J g (x,y)ldx
Eﬂ{un/<¢}

En{u,>y}
-

+ lg(x,u,)|dx
J En{¢p<u, <y}

r
< [ etxolars | elrylias

-
+ lg(x, u,)|dx
JEN{p<u, <y}

<[C+lg(x, Pz +1g(x, )l 2] LB,

(3.28)

ol C est une constante positive ne dépend pas de |E|. De (3.28), il découle que

hmf lg(x, Tu, )| dx=0. (3.29)

|E|l—

Ce qui prouve bien que la suite g (x, T'u,,) est équi-intégrable, donc par le théo-
reme de Vitali (voir 1.5), on en déduit que

g(x,Tu,)— g(x,Tu) fortement dans L*(Q). (3.30)
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3.1. Position du probléme 17

Soitv € Hol(Q). En utilisant 'inégalité de Holder, puis I'inégalité de Poincaré, on
obtient

(G (1) = G(W), V) o] < f g(x, Tu,)—g(x, Tu)llvidx
Q

(3.31)
<llg(x, Tu,)—gx, Tu)ll2@)llv]l 120

< Collg(x, Tu,)—g(x, Tu)ll 2ollvll -
De (3.31), on en déduit que
1G ()= Gl g1y < Callg(x, Tuy) = g(x, Tl r2(q)- (3.32)
Passant a la limite dans (3.32), en utilisant (3.30), on en déduit que
G(u,,)— G(u) fortement dans H '(Q).

Par conséquent, en utilisant le théoréme 1.15, on en déduit que

G(u,)— G(u) fortement dans H (). (3.33)

2. .o/ est coercif. Tout d’abord, on montre qu'’il existe deux constantes positive c; et ¢,
telles que

(B(u), u)2 cillulllg—c  VueHy(Q). (3.34)
En effet, pour u € H;(2), ona
("

(B(w), u) = p (u—w)udxwf (u—)udx
J{u>lp} {u<e}

.
>u Iulzdx—,uJ |u|2dxdx—,uJ wudx—,uJ pudx
JQ {p<u<y} {u>y} {u<g}

.
Z.UJ Iulzdx—uj [1p12 + ] dx—uJ [l +11]1uldx

zgf Iulzdx—uJ [|¢|2+|¢|2]dx—§J [ip1+1pI] dx

> ¢yl ull o) — Co-

(3.35)
En utilisant (3.2), (3.10), et (3.35), il vient pour u € Hol(Q)
(sz(u),u):f M(x)VwVvdx+J gx,w)vdx
Q Q
+MJ b(x,u)vdx (3.36)
Q

> allullf o+ e = collull e — ¢

> allully o) = Collull o) —
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3.1. Position du probléme 18

Par conséquent
(o (u) u) _

im
lull=+oo |||

Ce qui prouve bien la coercivité de I'opérateur .</.

Lemme 3.3 La solution u du probléme perturbé (3.12) satisfait

Po(x)<u(x)<yY(x), ppxef.

Preuve.

1. On montre que u(x)<yY(x), p.pxel.

De (3.5) et (3.12), il résulte que

JM x)V(u— 1,0)Vvdx+,uJ b(x, u)vdx<J [g(x Y)—g(x, u)]vdx VveH (Q).

Q Q
(3.37)
En prenant (u — zp)+ comme fonction test dans (3.37), il vient
f M(x)V(u—y)V(u—1)* dx+,uf b(x,u)u—y) dx
& > (3.38)

f[ x,P)—glx, w)](u—y) dx.

En utilisant (3.2), le fait que g(x, u) = g(x,y)sur’ensemble {x €, u >}, etlefait
que le deuxieme terme du membre gauche de 'inégalité (3.38) est positif, on obtient

aJ IV(u—y)Pdx <0. (3.39)
Q
De (3.39), il s’en suit que (z — )" =0, et par conséquent

u(x)<yY(x), ppxef. (3.40)

. Onmontre que ¢(x)< u(x), p.pxef

De (3.6) et (3.12), il résulte que

f M(x)V(u—¢)Vvdx+,uf
Q

Q

b(x,u)vdeJ[ x,¢)—8(x, u]vdx VUGH(Q).

Q
. (3.41)
En prenant — (¢ — u) comme fonction test dans (3.37), il vient

—J M(x)V(u—¢)V(p —u)* dx—,uJ b(x,u)¢p—u)dx
& > (3.42)

< J [g(x, u)—g(x,y)](p—u) dx
Q

En utilisant (3.2), le fait que g(x, u) = g(x, @) surl’ensemble {x €, u < ¢}, etle fait
que le deuxieme terme du membre gauche de I'inégalité (3.42) est positif, on obtient
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3.1. Position du probléme 19

aJ V(¢ —u)*dx <0. (3.43)
Q
De (3.43), il s’en suit que (¢ — u)* =0, et par conséquent

u(x)=¢(x), ppxeq. (3.44)

m En utilisant les lemmes 3.1 et 3.3, on en déduit que la solution u du probleme perturbé
(3.12) est également est une solution du probleme (3.1). Ainsi le théoreme 3.1 est démontré.
[
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CHAPITRE
Probleme elliptique quasi-linéaire

a croissance quadratique

4.1 Position du probleme

Dans ce chapitre on va étudier le probleme suivant

{ —div(M(x)Vu)=g(x,u,Vu) dans, @l

u=0 sur 91,

ou1 2 est un ouvert borné de RY, M est une matrice elliptique bornée; c-a-d., il existe a > 0
et >0 tels que
algP<M(x)E-¢,  IM(x)<B, (4.2)

pour tout £ € R” et x € Q presque partout. On suppose en outre que g : Q x RxR"” — R
est une fonction de Carathéodory satisfaisant la condition de croissance suivante : il existe
deux constante ¢, > 0, et C; > telles que

lg(x, 5,8 < G+ GlIEPR, (4.3)
pour p.p x €9, YE eRY,

Définition 4.1 Une solution du probleme (4.1) est une fonction u € H/(Q)NL>(Q) telle que:
f M(x)Vu-Vvdx= f glx,u,Vu)vdx, YveH,(Q)nL®Q). (4.4)
Q Q

Définition 4.2 Une fonction y) € W*°(Q) est dit sur-solution faible du probléme (4.1) si

—diV(M(x)Vl,D)Zg(x,z,D,VQ/J) au sens de 2'(Q0),
Y =0 sur 0.

Définition 4.3 Une fonction ¢ € W*°(Q) est dit sous-solution faible du probleme (4.1) si

—div(M(x)Vq)) <glx,p,Vo) au sens de 2'(2),
¢ <0 sur 0.

20



4.2. Enoncé du résultat principal 21

En raisonnant comme [6, Theorem 2.1, page 217], on considére la fonction g : 2 x R x
RN — R définie par :

g(x,y(x), Vy), s =2 y(x),
g(x,s,8)= g(x,s,&), p(x)<s <Y(x),
gx,p(x), Vo),  s<p(x).

Maintenant On considére le probléme perturbé suivant :

(4.5)

—div(M(x)Vu)=g(x,u,Vu) dans,
u=0 sur 99,

4.2 Enoncé du résultat principal

Théoreme 4.1 Onsuppose que ¢ et ) sont respectivement sous-solution et sur-solution faible
du probleme (4.1), avec ¢ < dans Q.
Alors le probleme (4.1) admet une solution u avec ¢ < u < dansQ.

Pour prouver le théoreme précédent, tout d’abord, on va approcher le probléeme (4.5),
ensuite, on va montrer des estimations uniformes sur la suite de solutions approchées. En-
fin, on passe alalimite dans le probléme approche afin d’obtenir une solution du probleme
initial.

4.3 Approximation

On considere le probléme approché suivant

—div(M(x)Vu,)=¢,(x,u,,Vu,) dansQ, 4.6)
u,=0 sur 019, )
ou
g.(x,u,,Vu,)=T, (g”(x, un,Vun)). 4.7)

Notant que la fonctions g, satisfait les conditions suivantes : pour tout s € R, tout R", et
pourp.p x€f},ona:
1§n(x,5,8) < n, (4.8)

18:(x,5,8) < Ig(x,s,E)l. (4.9)

Lemme 4.1 Le probleme approché (4.6) admet au-moins une solution u,, € H} ()N L*(Q)
dans le sens faible suivant :

J M(x)Vuano :f gn(xr un’vun)go (4.10)
Q Q

Preuve.
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4.3. Approximation 22

1. Existence.
En utilisant le théoreme du point fixe de Schauder. On définit I'opérateur du point

fixe
S: Hol(Q) — Hol(Q)

B 4.11)

ol w est la solution unique du probléme linéaire suivant® :

(P,) —div(M(x)Vw)=g,(x,v,Vv) dans,
v w=0 sur 0.

On va maintenant vérifier que I'application S satisfait les hypothéses du théoreme du
point fixe de Schauder 1.17.

(a). S fixe une certaine boule K.
En prenant w comme une fonction test dans le probléeme P,, et en utilisant '’hy-
pothese (2.2), et (4.8), il vient

af IVWIZSJ &,(x,v,Vv)w
Q Q

Sf |gn(x,v,Vv)||w| (4.12)
Q

Snflwl
Q

Par suite, en utilisant 'inégalité de Holder 1.2, puis 'inégalité de Poincaré 1.9
sur le c6té droit de (4.12), on obtient

afwwfsmm%UmF]
Q Q
SanmﬁU IVwIZ] .
Q

En utilisant I'inégalité de Young 1.1 sur le c6té droit de (4.13), il s’en suit que
n*CQ «a
a |Vw|2§¢+— IVwl?. (4.14)
0 2a 2 ),

De (4.14), on en déduit que

(4.13)

2 1
n®ColQ|2
0l < B = 2.

Par conséquent la boule K = B(0, R) de HOI(Q) est invariante pour S.

(b). S est continue.
Comme w, = S(v,) et w = S(v) sont respectivement solutions du problémes (P, )
et (P,), alors

1. 1 Le probleme (P,) admet une unique solution via le théoréme 2.2
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4.3. Approximation 23

JM(x)ng Vo= f g.(x,v,, V), Vpe HOI(Q), (4.15)

et
fM(x Ww- -V = J (x,1,Vv)p, V¢ eH Q). (4.16)
Q

En soustrayant I’égalité (4.16) a I'égalité (4.15), il vient :

JM(x)V(ws_ w)VSD = J [gn (xv Ve’vvs)_gn (x’ V’VU)] @) VSO € HOI(Q)

Q Q
(4.17)

En prenant w, — w comme fonction test dans (4.17), et en utilisant '’hypothése
(2.2), on obtient

J IV(w J[gn(x Ve, VU,)— & (%, 0, V)| (w, — w). (4.18)

Linégalité de Holder sur le coté droit de I'inégalité (4.18) implique que

2

~ ~ 2
(ZH W, — w”?{()l(ﬂ) < || W, — w”LZ(Q) J |gn (x’ Ue,VVg)_gn (xr U’VV)| (4.19)
Avec I'inégalité de Young, on trouve
” We — w”zol(m < C“gn (x’ Usrvve)_gn (x’ U,Vl}) ”LZ(Q)v (4.20)

ol C est une constante positive ne dépend pas de ¢. En utilisant le fait que
v,— v fortementdans H}(Q), (4.21)

alors on peut extraire une sous suite, notée encore v, telle que

Vv,— Vv p.pdans £, (4.22)

v,— v p.pdans Q. (4.23)

Puisque g, est continue par rapport aux deux derniers arguments, on a

g.(x,v,,Vv,)— g,(x,v,Vv) p.pdans Q. (4.24)
En utilisant (4.24) et (4.8), on en déduit par le théoreme de convergence domi-
née de Lebesgue que

g.(x,v,Vv,)— &,(x,v,Vv) fortementdans L3(Q). (4.25)

En faisant tendre ¢ vers zéro dans I'inégalité (4.20), on conclut que w, converge,
a sous suite pres, vers w fortement dans HO1 (Q2). Par conséquent, en utilisant le
théoréme 1.15, la suite w, converge vers w fortement dans H; ().
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(c). S(K) estrelativement compact.
Soit w, = S(v,) une suite de S(K). Comme w, est bornée dans Hol(Q), alors il
existe une fonction w appartient a H;(Q) telle que, a sous suite pres,

w,— w faiblemntdans H, (), (4.26)

et par suite
w,— w fortementdans L?*), (4.27)
w,— w p.pdans €. (4.28)

Comme w, est une solution du probléme (P, ), alors
fM(x)VwE-th =fg~n(x, v, V1) . (4.29)
o)

En utilisant w, — w comme fonction test dans (4.29), il vient

f Mx)Vw,-V(w,—w)= f g, (x, v, Vu,)(w, —w). (4.30)
Q

Q

De (4.30), il s’en suit

fM(x)V(wg— w) - Vw,—w)=| §,(x,v, V) (w, — w)

Q

M(x)Vw-V(w,— w).

:O% :o%

Par conséquent, en utilisant (4.2) et (4.8), on obtient

af |V(w€— w)lz < nJ |w€ — LU| + (le(M(JC)VLU), w, — w)H—l(Q)XHOl(Q)- (4.31)
Q
Q

Linégalité de Holder sur le coté droit de (4.31) implique que

allw, = wllyy o) < PIQL 1w, — Wl 2y +(divM(X)V W), w, = ) vapersico
(4.32)
En faisant n tendre vers I'infinie dans (4.32), et en utilisant (4.26) and (4.27), on
en déduit que la suite w, est fortement convergent vers w. Les hypotheses du
théoreme du point fixe de Schauder sont remplies, et par conséquent le pro-
bleme (4.6) admet au moins une solution u € H; ().

2. Estimation L°°(Q)). En utilisant le fait que
18n(x, u,, V) <n,

alors par le théoreme (2.3), la solution u,, du probléme (4.6) est bornée.
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4.4 Estimations a priori

4.4.1 Estimation uniforme dans I'espace L°°(12)

On pose
mo:sup[g(x,¢,V¢),g(x,¢,Vz/J)] (4.33)
Utilisant (4.2) et (4.33), il vient

Lemme 4.2 Sin > my, la solution u, du probleme (4.6) vérifie p < u,, <y p.p., dans Q.

Preuve.

{ —le(M(X)V(un_l/)))Sgn(xiun’vun)_gn (X,I/J,Vl/)) au sens de @/(Q) (4.34)

u,—y <0 sur 21},

En prenant (u,, —1/)" comme fonction test dans (4.34), on obtient

Q

fM(x)V(un—w)ﬂV(un—w)* sJ (80 (x, tn, Vi) =80 (2,00, V)| (wa =)', (435
Q

En utilisant (2.2), etle faitque &, (x, u,,Vu,)=g, (x, Y, Vl/)) sur 'ensemble [u > l/)], ils’en
suit que

af IV(u, — ) ? <0. (4.36)
Q

Linégalité (4.36) implique que
u,(x)<y ppxef (4.37)

En utilisant (¢ — u,,)* comme fonction test, et en raisonnant de facon similaire, il résulte
que
u,(x)>¢ ppxef. (4.38)

De (4.37) et (4.38), on en déduit que

| pooi) < M = Sup[||¢||Loo(n)» ||¢||Lo<>(m]- (4.39)

4.4.2 Estimation uniforme dans I'espace HOI(Q)

Lemme 4.3 La suite u,, est uniformément bornée dans HO1 (Q).

Preuve. On considere la fonction

h: R — R

s o (s)= sePe (4.40)
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4.5. Convergence forte de la suite 1, dans I'espace H, (Q) 26

ol f3 est une constante a choisir ultérieurement.
En prenant / (u,,) comme fonction test dans (4.10), on obtient

fM(x)Vun.Vunh/(un) = J g, (x,u,,Vu,) h(u,). (4.41)
Q

En utilisant (2.2), (4.3), (4.9), (4.39), et le fait que h est une fonction strictement croissante,
on trouve

f IV unP[ah’ ()= Cilh(u,)]] < GRM)IQ. (4.42)
Q

. . c? .
En choisissant = —;, on obtient

, a
ag’(s)—Clo(s) = > (4.43)
De (4.42) et (4.43), on en déduit que
2Cyh(M)
2 0
gy < =10, (4.44)

Linégalité (4.44) montre que la suite u, est uniformément bornée dans H; (). m

4.5 Convergence forte de la suite u,, dans 'espace H, (1)

Par le lemme 4.3, la suite u, est uniformément bornée dans H (), et par conséquent,
il existe une fonction u € H} () telle que

u,— u faiblementdans H} (), (4.45)
et par suite
u,— u fortementdans L*(f), (4.46)
et
u,— u p.pdans Q. (4.47)

Lemme 4.4 La suite u,, est fortement convergente vers u dans H; ().

Preuve.
En prenant & (u,, — u) comme fonction test dans (4.10), on obtient

Q

° (4.48)
—f M(x)Vu-V(u,—u)h'(u,—u).
Q
En utilisant (4.2), (4.3), (4.9), et (4.39), on obtient
f IV(u, — w)*[ah’ (u, —w)— C|h(u, —u)|] < Cof | (u, —u)]
0 J (4.49)

+{div(M(x)Vu), h(u, — u)).
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4.6. Passage alalimite 27

De (4.43) et (4.49), on en déduit que

a
E”u” — ulli(}(m < Cof h(u,—u)+(diviM(x)Vu),h(u,—u)). (4.50)

Q
En utilisant (4.47), et le fait que h est une fonction continue, il vient

h(u,—u)— 0 p.pdans. (4.51)
Par conséquent, en appliquant le théoreme de convergence dominée, il s’en suit que
h(u,—u)— 0 fortement dans L*(9). (4.52)

En utilisant (4.39), (4.47), et le fait que la suite u,, est uniformément bornée dans H; (),

il en découle que la suite h(u, — u) est uniformément bornée dans H} (), et par consé-
quent

h(u,—u)— 0 faiblement dans H, (). (4.53)

Passant a la limite dans (4.50), et en utilisant (4.52) et (4.53), on en déduit la convergence
forte de la suite u, vert u dans H}(). m

4.6 Passage alalimite

Du lemme 4.4, on en déduit, a une sous-suite pres, que
u,— u fortement dans Ho1 (Q2), et p.p dans 2, (4.54)

et
Vu,— Vu p.pdans. (4.55)

Puisque g est continue par rapport aux deux derniers arguments, on a
g, (x,u,,Vu,)— g(x,u,Vu) p.pdans. (4.56)

Soit E un sous ensemble mesurable de Q. En utilisant (4.9) et (4.3), on obtient

f |gn(x,un,Vun)dx|£f [Co+ CIVu,*]dx

E E (4.57)

SC0|E|+C1J Vu,l*dx.
E

Puisquelasuite Vu,, converge fortement dans (LZ(Q))N, (4.57) implique I’équi-intégrabilité
de la suite g, (x, u,, Vu,). Maintenant (4.56) et le théoreme de Vitali donnent

g, (x,u,,Vu,)— g(x,u,Vu) fortementdans L'(f). (4.58)

En raison de (4.54) et (4.58), il est facile de passer a la limite dans

f M(x)vunVQO :f gn(x) uruvun)(p’
Q Q

pour obtenir

f M(x)VuVp :J glx,u,Vu)p, Yo eHol(Q)mL‘X’(Q).
Q Q

Ainsi le théoréeme 4.1 est démontré.
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