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Résumé

Dans ce mémoire de master, on va utiliser la méthode de sous et sur-solutions faibles
pour démontrer l’existence de solutions faibles pour certains problèmes elliptiques de type
Dirichlet.

Mots clés : Sous-solutions faibles, sur-solutions faibles, point fixe de Schauder, pro-
blème de Dirichlet pour les équations elliptiques.
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Notation

Ω un ouvert borné de RN

∂ Ω frontière topologique de Ω

|Ω| mesure de Lebesgue du l’ensemble Ω

x = (x1, · · · , xN ) point générique de RN

d x = d x1d x2 · · ·d xN mesure de Lebesgue sur Ω

Ω l’adhérence de l’ensemble Ω

* la convergence faible

p.p. presque partout

V un espace de Banach

H un espace de Hilbert

V ′ le dual topologique de V

〈., .〉V ′×V le crochet de dualité entre l’espace V et

son dual topologique V ′

‖.‖ la norme sur l’espace de Banach V

(., .) le produit scalaire sur l’espace de Hilbert H

|.| la norme sur l’espace de Hilbert H

Rm×N l’espace des matrices réelles.

Id désigne la matrice d’identité.

f + =max( f , 0), f − =max(− f , 0) la partie positive et négative de la fonction f

C 0(R) l’espace des fonctions continues

∂i La i-i ème dérivée partielle ; ∂i =
∂
∂ xi

.

∂ α La dérivée d’ordre α; ∂ α = ∂ |α|

∂ x
α1
1 ···∂ x

αN
N

.

∇u = ( ∂ u
∂ x1

, ∂ u
∂ x2

, · · · , ∂ u
∂ xN
) gradient de v :Ω−→R

div v La divergence du vecteur v = (v1, ..., vN )

div v = ∂ v1
∂ x1
+ ...+ ∂ vN

∂ xN
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Introduction

Dans ce mémoire, on a utilisé la méthode de sous et sur-solutions faibles pour démon-
trer l’existence de solutions faibles pour certains problèmes elliptiques de type Dirichlet.
Cette méthode a utilisé pour la première fois Par P. Hess (voir [14]), où il a démonter l’exis-
tence de solutions pour le problème elliptique semi-linéaires :

(P1)

�

−div (M (x )∇u )+ g (x , u ) = f dans Ω,
u = l (x ) sur ∂ Ω,

où Ω est un ouvert borné de RN , N > 2, et M est une matrice elliptique bornée.
P. Hess et J. Deuel ([9]) ont généralisé cette méthode pour le problème elliptique quasi-
linéaire :

(P2)

�

−div (a (x , u ,∇u )) + g (x , u ,∇u ) = f dans Ω,
u = l (x ) sur ∂ Ω,

où A(u ) =−div (a (x , u ,∇u )) est un opérateur de type Leray-Lions(voir [23, 21]), agissant de
W 1,p

0 (Ω) dans son dual, et g est une fonction de Carathéodory ayant une croissance d’ordre
p −1 par rapport au gradient de la solution. La généralisation au cas où g a une croissance
naturelle (c-à-d, d’ordre p ) a été effectuées par L. Boccardo, F. Murat, et J. P. Puel (voir [6]).
Le développement de cette méthode a été effectué dans les articles [19, 18].

Ce mémoire est composé de quatre chapitres. Le premier est entièrement consacré
à l’exposé des définitions et résultats nécessaires pour la suite de ce travail. On va tout
d’abord rappeler, sans démonstration, quelques résultats de base sur les espace fonction-
nels, ensuite on va donner quelques définitions et résultats sur les opérateurs monotones.

Le chapitre 2 est une introduction au problème elliptique linéaire de type Dirichlet.
L’objectif du troisième chapitre est de présenter un résultat d’existence pour le problème
P1 avec l = 0.

Dans le quatrième chapitré, on a étudié le problème P2 avec l = 0, l’opérateur A est
remplacé par un opérateur linéaire, et g a une croissance quadratique.
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CHAPITRE

1 Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et rappels des résultats né-
cessaires pour la suite de ce travail. nous introduisons quelques définitions, lemmes et
quelques théorèmes sur les espaces fonctionnels, ensuite nous donnons quelques défini-
tions et résultats sur les opérateurs monotones.

1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1 On définit l’espace de Lebesgue L p (Ω) par :
Pour 1≤ p <+∞

L p (Ω) =

�

u :Ω−→R mesurable,

∫

Ω

|u (x )|p d x <+∞
�

,

mini de la norme

‖u‖L p (Ω) =

�∫

Ω

|u (x )|p d x

�
1
p

.

Pour p =+∞

L∞(Ω) =
§

u :Ω−→R mesurable, sup
x∈Ω

ess|u (x )|<+∞
ª

,

muni de la norme
‖u‖L∞(Ω) = sup

x∈Ω
ess|u (x )|.

L p (Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤∞ et de Hilbert Pour p = 2 muni de produit
scalaire

( f , g ) =

∫

Ω

f (x )g (x ) d x .

Proposition 1.1 (Séparabilité, réflexivité et dual de L p (Ω))

1. L p (Ω) est séparable pour 1≤ p <+∞ et réflexif pour 1< p <+∞.

2. Le dual de L p (Ω) pour 1≤ p <+∞ est isomorphe à L p ′(Ω) avec 1
p +

1
p ′ = 1.

3. L 1(Ω) est séparable, ni réflexif et son dual est L∞(Ω).

4. L∞(Ω) ni séparable, ni réflexif et son dual est contient strictement L 1(Ω).
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1.1. Espaces de Lebesgue 2

Preuve. Voir [7].

Lemme 1.1 (Inégalité de Young) Soient p et q deux réels strictement positifs tels que 1
p +

1
q = 1 . pour tout réel positif a et b , on a

a b ≤
1

p
a p +

1

q
b q

Théorème 1.2 (Inégalité de Hölder) Soient f ∈ L p et g ∈ L q avec 1≤ p ≤∞ alors f g ∈ L 1

et
∫

| f g | ≤ ‖ f ‖L p ‖g ‖L q

Preuve. Voir [7, page 92].

Corollaire 1.3 Soit 1≤ p ≤ q ≤+∞, Si |Ω|<+∞ alors L q (Ω)⊂ L p (Ω).

Définition 1.2 (Convergence forte, convergence faible dans L p (Ω)) Soient p ∈ [1,∞[ ,et
�

fn , f
	

une famille de L p (Ω).

• on dit que fn converge fortement vers f dans L p (Ω) et on note fn → f dans L p (Ω) si
lim

n→+∞
‖ fn − f ‖L p (Ω) = 0 .

• on dit que fn converge faiblement vers f dans L p (Ω) et on note fn * f dans L p (Ω) si

lim
n→+∞

∫

Ω

( fn − f ).g = 0, ∀g ∈ L p
′
.

• on dit que fn converge faible ∗ vers f dans L∞(Ω) et on note fn
∗
* f dans L∞(Ω) si

lim
n→+∞

∫

Ω

( fn − f ).g = 0, ∀g ∈ L 1.

Lemme 1.2 (Lemme de Fatou) Soit ( fn )n une suite de fonction mesurable, à valeurs dans
[0,+∞[ on a

∫

Ω

lim inf
n−→+∞

fn (x ) d x ≤ lim inf
n−→+∞

∫

Ω

fn (x ) d x .

Preuve. Voir [20].

Théorème 1.4 (Théorème de convergence dominée) Soit 1 ≤ p < +∞ et ( fn )n ⊂ L p (Ω) et
f ∈ L p (Ω). On suppose que,

1. fn −→ f p.p dans Ω.

2. il existe g ∈ L p (Ω) telle que pour tout n ∈N on a | fn | ≤ g p.p dans Ω .

Alors
fn −→ f dans L p (Ω).

Preuve. Voir [20].

Définition 1.3 (Equi-intégrabilité) Soit 1≤ p <∞ ,on dit qu’une suite de fonction ( fn )n de
L p (Ω) est equi-intégrable, si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que ∀E ⊂ Ωmesurable , avec

|E |<δ on a

∫

E

| fn |p < ε, pour tout n ∈N.

Université Yahia Farès Médéa 2021-2022 S. Fillali



1.2. Espaces de Sobolev W 1,p (Ω) 3

Théorème 1.5 (Théorème de Vitali ) Soient 1≤ p <∞ , et une suite de fonction ( fn )n dans
L p (Ω),on suppose que

1. fn −→ f p.p dans Ω.

2. ( fn )n est equi-intégrable.

Alors
f ∈ L p (Ω) et fn −→ f dans L p (Ω)

Preuve. Voir [22, Theorem B.101, page 674].

Définition 1.4 (Fonction de Carathéodory) Soit f :Ω×R−→R. On dite que f est de Cara-
théodory si :

1. f (., s ) :Ω−→R mesurable pour tout s ∈R.

2. f (x , .) :R−→R continue p .p , x ∈Ω.

Définition 1.5 (Opérateur de Nemitski) Soient u : Ω→ R et f ∈ C (Ω×R). l’opérateur Nf

défini par (Nf u )(x ) = f (x , u (x )) est appelé opérateur de Nemitski relatif à f .

Théorème 1.6 Si f est de carathéodory et elle existe une fonction positive a ∈ L q (Ω) et une
constante b > 0, tels que

| f (x , t )| ≤ a (x ) + b |t |
p
q

alors l’opérateur de Nemitski est continu de L p (Ω) dans L q (Ω).

1.2 Espaces de Sobolev W 1,p (Ω)

Définition 1.6 [7]. On définit l’espace de Sobolev W 1,p (Ω), pour 1≤ p ≤+∞ par :

W 1,p (Ω) = {u ∈ L p (Ω), ∇u ∈ (L p (Ω))N }

muni de la norme

‖u‖W 1,p (Ω) =







�

‖u‖p
L p (Ω)+ ‖∇u‖p

L p (Ω)

�
1
p si 1≤ p <∞

max
�

‖u‖L∞(Ω),‖∇u‖L∞(Ω)

�

si p =∞

pour p = 2, l’espace W 1,2(Ω) noté H 1(Ω) est de Hilbert muni du produit scalaire

(u , v )H 1(Ω) = (u , v )L 2(Ω)+ (∇u ,∇v )L 2(Ω)

et de la norme

‖u‖H 1(Ω) =
�

‖u‖2
L 2(Ω)+ ‖∇u‖2

L 2(Ω)

�
1
2

.

Proposition 1.7 L’espace W 1,p (Ω) est un espace de Banach, et séparable pour 1 ≤ p < +∞,
et réflexif pour 1< p <+∞.

Preuve. Voir [7, Proposition 9.1.].

Université Yahia Farès Médéa 2021-2022 S. Fillali



1.2. Espaces de Sobolev W 1,p (Ω) 4

Définition 1.7 ([10]) . Soit 1≤ p <+∞.

On note W 1,p
0 (Ω) la fermeture deD(Ω)dans W 1,p (Ω), (c’est-à-dire W 1,p

0 (Ω) :=D(Ω)
W 1,p (Ω)

). Si on
suppose de plus que ∂ Ω est de classeC 1, on a la caractérisation suivante de l’espace W 1,p

0 (Ω) :

W 1,p
0 (Ω) = {u ∈W 1,p (Ω), u|∂ Ω = 0}.

Si p > 1 , on note W −1,p ′(Ω) le dual de W 1,p
0 (Ω) avec 1

p +
1

p ′ = 1.

Définition 1.8 (Convergence faible, convergence forte dans W 1,p (Ω))
Soient p ∈ [1,+∞[ et

�

fn , f
	

une famille de W 1,p (Ω).

• On dit que fn converge fortement vers f dans W 1,p (Ω) et on note fn → f dans W 1,p (Ω)
si

fn → f dans L p (Ω) et ∇ fn →∇ f dans L p (Ω)

• On dit que fn converge faiblement vers f dans W 1,p (Ω) et on note fn * f dans W 1,p (Ω)
si

fn * f dans L p (Ω) et ∇ fn *∇ f dans L p (Ω)

Théorème 1.8 (Rellich-Kondrachov)
SoitΩ un ouvert borné deRN . L’injection W 1,p

0 (Ω) dans L p (Ω) est compacte pour tout 1≤ p ≤
+∞.

Preuve. Voir [30, Lemma 11.2, page 56].

Théorème 1.9 (Inégalité de Poincaré) Soit 1 ≤ p < +∞, on suppose que Ω est un ouvert
borné dans une direction de RN alors, il existe une constante positive C = C (p , N ,Ω) telle
que :

‖u‖L p ≤C ‖∇u‖L p , ∀u ∈W 1,p
0 (Ω).

Par conséquence l’application u 7→ ‖∇u‖L p définie une norme sur W 1,p
0 (Ω), équivalente à la

norme usuelle.

Preuve. Voir [16, page 48].

Théorème 1.10 (Stampacchia) Soient 1 ≤ p ≤ +∞, et ϕ une fonction de C 1(R) vérifiant
ϕ(0) = 0 , de dérivée bornée, alors pour tout u ∈W 1,p (Ω) on a :

ϕ(u ) ∈W 1,p (Ω) et
∂

∂ xi

�

ϕ ◦u
�

= (ϕ′ ◦u )
∂

∂ xi
p .p dansΩ

Preuve. Voir [10, Theorem 4].

Définition 1.9 ([20]) Soit u ∈ L 1(Ω), et c ∈R. On pose

Ec (u ) =

¨

x ∈Ω;
1

|B (x ,ρ)|

∫

B (x ,ρ)

|u (y )− c |d y → 0, quandρ→ 0

«

.

Théorème 1.11 Soit ϕ une fonction Lipschitzienne de R dans R, C 1(R) par morceaux, et
avec seulement un nombre fini de points de non dérivabilité c1, c2, · · · , ck . Si |Ω| = +∞, on
suppose en plus que ϕ(0) = 0. Alors pour tout u ∈W 1,p (Ω), on a :

1. ϕ(u )W 1,p (Ω),

Université Yahia Farès Médéa 2021-2022 S. Fillali



1.2. Espaces de Sobolev W 1,p (Ω) 5

2. ∇ϕ(u ) =ϕ′(u )∇u sur Ω\∪k
i=1 Eci

(u ), et∇ϕ(u ) sur ∪k
i=1Eci

(u ).

Preuve. Voir [20, Theorem 3.3].

Théorème 1.12 Sous les mêmes hypothèses que dans le théorème 1.11, l’application u 7→
ϕ(u ) est

1. continu de W 1,p (Ω) fort dans W 1,p (Ω) fort pour tout p <+∞,

2. séquentiellement continu de W 1,p (Ω) faible dans W 1,p (Ω) faible (ou faible ∗ pour p =
+∞).

Preuve. Voir [20, Theorem 3.4].

Théorème 1.13 (Dérivation d’un produit) Soient u , v ∈W 1,p (Ω)∩L∞(Ω) avec 1≤ p ≤+∞alors u v ∈
W 1,p (Ω)∩ L∞(Ω)

et ∀i , 1≤ i ≤N ,
∂

∂ xi
(u v ) =

∂ u

∂ xi
v +u

∂ v

∂ xi
p .p dansΩ

Preuve. Voir [10, Theorem 4].

Définition 1.10 (Fonction de troncature) Pour tout k > 0, la fonction troncature de niveau
k est la fonction définie sur R par :

Tk (s ) =







−k , si s <−k ,
s , si |s | ≤ k ,
k , si s > k .

0 k

k

−k

−k

FIGURE 1.1 – Graphe de la fonction Tk

Théorème 1.14

1. Si u ∈ L p (Ω) donc Tk (u )→ u dans L p (Ω) quand k →+∞.

2. Si u ∈W 1,p (Ω) donc Tk (u )→ u dans W 1,p (Ω) quand k →+∞.

Preuve. voir [20, page 88].

Université Yahia Farès Médéa 2021-2022 S. Fillali



1.3. Théorème de sous-suite 6

1.3 Théorème de sous-suite

Théorème 1.15 Soit X un espace topologique et xn une suite de cet espace qui a la propriété
qu’il existe x ∈ X tel que de toute sous-suite de cette suite, on peut extraire une nouvelle sous-
suite qui converge vers x . Alors la suite entière xn converge vers x .

Preuve. Voir [20, Lemma 1.1].

Théorème 1.16

• Soit E un espace de Banach réflexif (i.e. E est isomorphe à E ′′), alors toute suite bornée
de E , on peut extraire une sous suite qui converge faiblement dans E .

• Soit E un espace de Banach séparable (i.e. qui admet une partie dénombrable dense),
alors toute suite bornée de E ′, on peut extraire une sous suite qui converge ?-faible dans
E ′.

1.4 Théorèmes du point fixe

Théorème 1.17 (Théorème du point fixe de Schauder) Soit X un espace de Banach, K un
convexe fermé de X et S une application continue de K dans K telle que S (K ) est relativement
compact, alors S admet un point fixe.

Preuve. voir [27, page 303].

1.5 0pérateurs monotones

Dans ce qui suit, V est un espace de Banach réflexif et séparable, A est un opérateur de
V dans V ′ (en général non linéaire).

Définition 1.11 (Opérateur borné) On dit que l’opérateur A est borné, s’il transforme les
bornés de V en bornés de V ′.

Définition 1.12 (Opérateur monotone) On dit que l’opérateur A est monotone si

∀u , v ∈V , 〈A(u )−A(v ), u − v 〉 ≥ 0. (1.1)

On dit que A est strictement monotone si de plus 〈A(u )−A(v ), u − v 〉= 0 implique u = v

Définition 1.13 (Opérateur hémicontinu) On dit que l’opérateur A est hémicontinu si
∀u , v, w ∈V , l’application t 7→ 〈A(u + t v ), w 〉 est continue de R dans R.

Définition 1.14 (Opérateur fortement continu) On dit que l’opérateur A est fortement continu
(ou totalement continu) si A est continu de V faible dans V ′, c-à-d., si un * u faiblement
dans V , alors A(un )−→ A(u ) fortement dans V ′.

Théorème 1.18 Soit A un opérateur borné, hémicontinu et monotone. Alors A est continu
de V fort dans V ′ faible.

Preuve. Voir le livre Le dret [20].

Université Yahia Farès Médéa 2021-2022 S. Fillali



1.5. 0pérateurs monotones 7

Définition 1.15 (Opérateur coercif) On dit que l’opérateur A est coercif si

∃ζ :R+ −→R+ : lim
s−→+∞

ζ(s ) = +∞ et 〈A(u ), u〉 ≥ ζ (‖u‖)‖u‖.

En d’autres termes, A est coercif si

lim
‖u‖→+∞

〈A(u ), u〉
‖u‖

=+∞. (1.2)

Théorème 1.19 Soit A : V −→ V ′ un opérateur borné, hémicontinu, monotone et coercif.
Alors A est surjectif.

Preuve. Voir [23, théorème 2.1, p. 171]

Définition 1.16 (Opérateur pseudo-monotone) On dit que l’opérateur A est pseudo-monotone
si

(i) A est borné,

(ii) lorsque un * u dans V faiblement et lim sup
n→+∞

〈A(un ), un −u〉 ≤ 0 alors

lim inf
n→+∞

〈A(un ), un − v 〉 ≥ 〈A(u ), u − v 〉 ∀v ∈V . (1.3)

La proposition suivante donne une caractérisation de la pseudo-monotonie.

Proposition 1.20 Soit A : V −→ V ′. l’opérateur A est pseudo-monotone si et seulement si A
est borné et satisfait la condition suivante :

si un * u faiblement dans V

et lim sup
n→+∞

〈A(un ), un −u〉 ≤ 0







alors







A(un )* A(u ) faiblement dans V ′

et lim
n→+∞

〈A(un ), un −u〉= 0.

Preuve. Voir [24, Proposition 3.66, page 85]

Proposition 1.21 Si A : V −→ V ′ est un opérateur pseudo-monotone, alors les propriétés
suivantes sont satisfaites :

(i) Si un * u faiblement dans V et A(un )*ψ faiblement dans V ′ avec

lim sup
n→+∞

〈A(un ), un 〉 ≤ 〈ψ, u〉,

alorsψ= A(u ).

(ii) Si un → u dans V , alors A(un )* A(u ) faiblement dans V ′.

Proposition 1.22 Soit A, B : V −→V ′ deux opérateurs. Les assertions suivantes sont vraies

1. Si A est borné, hémicontinu et monotone, alors A est pseudo-monotone.

2. Si A et B sont pseudo-monotones, alors A+B est pseudo-monotone.

3. Si A est pseudo-monotone et B est fortement continu, alors A+B est pseudo-monotone.

Preuve. Voir [31, Proposition 27.6, page 586] et [24, Proposition 3.70, page 87].

Théorème 1.23 (Leray-Lions) Tout opérateur A pseudo-monotone et coercif est surjectif ;
cela signifie, pour tout f ∈V ′, il y a au moins une solution à l’équation

A(u ) = f (1.4)

Preuve. Voir [23, Théorème 2.7., p. 180].
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CHAPITRE

2 Problèmes elliptiques linéaires de

type Dirichlet

On considère le problème suivant :
�

−div (M (x )∇u ) = f dans Ω,
u = 0 sur ∂ Ω,

(2.1)

où Ω est un ouvert borné de RN , N > 2, et M est une matrice elliptique bornée ; c-à-d., il
existe α> 0 et β > 0 tels que

α|ξ|2 ≤M (x )ξ ·ξ, |M (x )| ≤β , (2.2)

pour toutξ ∈RN et presque partout x ∈Ω. De plus, on suppose que la fonction f ∈ L
2N

N+2 (Ω).

Définition 2.1 On dit que u ∈ H 1
0 (Ω) est une sur-solution faible du problème (2.1), si pour

tout ϕ ∈H 1
0 (Ω) avec ϕ ≥ 0 dans Ω, on a :

∫

Ω

M (x )∇u ·∇ϕd x ≥
∫

Ω

f ϕd x . (2.3)

Définition 2.2 On dit que u ∈H 1
0 (Ω) est une sous-solution faible du problème (2.1), si pour

tout ϕ ∈H 1
0 (Ω) avec ϕ ≥ 0 dans Ω, on a :

∫

Ω

M (x )∇u ·∇ϕd x ≤
∫

Ω

f ϕd x . (2.4)

Définition 2.3 On dit que u ∈H 1
0 (Ω) est une solution faible du problème (2.1), si

∫

Ω

M (x )∇u ·∇ϕd x =

∫

Ω

f ϕd x , ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω). (2.5)

Remarque 1 l’intégrale

∫

Ω

f ϕd x est bien défini ,en effet :

L’inégalité de Hölder avec les exposants 2∗ = 2N
N−2 et 2∗

′
= 2N

N+2 implique

|
∫

Ω

f ϕd x | ≤‖ f ‖
L 2∗′ (Ω) ‖ϕ‖L 2∗ (Ω)

et on a déjà dit que f ∈ L 2∗
′

et ϕ ∈H 1
0 (Ω) , et comme H 1

0 (Ω) ,→ L 2∗(Ω) donc ϕ ∈ L 2∗(Ω).

8



2.1. Existence de solutions faibles 9

2.1 Existence de solutions faibles

Théorème 2.1 On suppose que l’hypothèse (2.2) est satisfaite, et que f ∈ L
2N

N+2 (Ω). Alors le
problème (2.1) admet une unique solution faible.

Tout d’abord, on va démontrer l’existence. Pour cela on va utiliser deux méthodes : la pre-
mière en utilisant le théorème de Lax-Milgram (représentation de Riesz), et la deuxième est
dite méthode de monotonie (théorème de surjectivité de Leray-Lions 1.23), qui est basée
sur la théorie des opérateurs monotones.

Avant de commencer la preuve, on énonce le théorème de Lax-Milgram.

Théorème 2.2 (Lax-Milgram) Soit a : H ×H −→ R une forme bilineaire, continue et coer-
cive, et soit L ∈H

′
, donc il existe un unique élément u de H tel que :

a (u ,ϕ) = L (ϕ) ∀ϕ ∈H

Preuve.

1. Existence via le théorème de Lax-Milgram.

on définit la forme linéaire continue L : H 1
0 (Ω)−→R par :

L (ϕ) =

∫

Ω

f ϕd x

et on définit la forme bilineaire a : H 1
0 (Ω)×H 1

0 (Ω)−→R par :

a (u ,ϕ) = 〈A(u ),ϕ 〉=
∫

Ω

M (x )∇u ·∇ϕd x

d’abord, on montre que a est coercive et continue.

(a). a est coercive.
en utilisant l’hypothèse (2.2) ,on obtient pour tout u ∈H 1

0 (Ω)

〈A(u ), u 〉=
∫

Ω

M (x )∇u ·∇u d x ≥α
∫

Ω

|∇u |2 d x

=α‖∇u‖2
L 2(Ω)

= ‖u‖2
H 1

0 (Ω)

par suite, on obtient
〈A(u ), u 〉
‖u‖H 1

0 (Ω)
≥ c ‖u‖H 1

0 (Ω)

d’où 〈A(u ),u 〉
‖u‖H 1

0 (Ω)
−→+∞ si ‖u‖H 1

0 (Ω)
−→+∞.
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2.1. Existence de solutions faibles 10

(b). a est continue.
en utilisant l’hypothèse (2.2) et l’inégalité de Hölder, on obtient, pour tout u , ϕ ∈
H 1

0 (Ω)

|〈A(u ),ϕ 〉|= |
∫

Ω

M (x )∇u ·∇ϕd x | ≤β
∫

Ω

|∇u∇ϕ|d x

≤β ‖∇u‖L 2(Ω) ‖∇ϕ‖L 2(Ω)

=β ‖u‖H 1
0 (Ω)
‖ϕ‖H 1

0 (Ω)

2. Existence via la méthode de monotonie.
On considère l’opérateur A défini par :

A : V =H 1
0 (Ω)−→V ′ =H −1(Ω)

u 7→ A(u ),
(2.6)

avec

〈A(u ),ϕ 〉=
∫

Ω

M (x )∇u ·∇ϕd x , ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω).

Nous allons montrer que l’opérateur A est coercif et pseudo-monotone .le résultat
découlera du théorème 1.23.

(a). A est coercif.
en utilisant l’hypothèse (2.2) ,on obtient pour tout u ∈H 1

0 (Ω)

〈A(u ), u 〉=
∫

Ω

M (x )∇u ·∇u d x ≥α
∫

Ω

|∇u |2 d x

=α‖∇u‖2
L 2(Ω)

= ‖u‖2
H 1

0 (Ω)

par suite, on obtient
〈A(u ), u 〉
‖u‖H 1

0 (Ω)
≥ c ‖u‖H 1

0 (Ω)

d’où 〈A(u ),u 〉
‖u‖H 1

0 (Ω)
−→+∞ si ‖u‖H 1

0 (Ω)
−→+∞ .

(b). A est pseudo-monotone.

(i) On montre que l’opérateur A est borné :
Soient u ,ϕ ∈H 1

0 , en utilisant l’hypothèse (2.2) et l’inégalité de Hölder, on obtient

|〈A(u ),ϕ 〉|= |
∫

Ω

M (x )∇u ·∇ϕd x | ≤β
∫

Ω

|∇u∇ϕ|d x

≤β ‖∇u‖L 2(Ω) ‖∇ϕ‖L 2(Ω)

=β ‖u‖H 1
0 (Ω)
‖ϕ‖H 1

0 (Ω)

et on a
‖A(u )‖H −1(Ω) = S up

��

�〈A(u ),ϕ 〉
�

� ;‖ϕ‖H 1
0 (Ω)
≤ 1

	

≤β‖u‖H 1
0 (Ω)

donc ‖A(u )‖H −1(Ω) est borné si ‖u‖H 1
0 (Ω)

est borné.
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2.1. Existence de solutions faibles 11

(ii) On suppose que un * u dans V =H 1
0 (Ω) faiblement

et
lim sup

n→+∞
〈A(un ), un −u〉 ≤ 0 (2.7)

et on montre que lim inf
n→+∞

〈A(un ), un −w 〉 ≥ 〈A(u ), u −w 〉 ∀w ∈H 1
0 (Ω).

On va d’abord montrer que A est monotone :
soient u , v ∈H 1

0 , en utilisant l’hypothèse (2.2), on obtient

〈A(u )−A(v ), u − v 〉= 〈A(u − v ), u − v 〉

=

∫

Ω

M (x )∇(u − v ) ·∇(u − v )

≥α
∫

Ω

|∇(u − v )|2 ≥ 0

Comme l’opérateur A est monotone, alors

〈A(un ), un −u〉 ≥ 〈A(u ), un −u〉

En passant à la limite inférieure , et en utilisant le fait que un * u dans H 1
0 (Ω), on

obtient

lim inf
n→+∞

〈A(un ), un −u〉 ≥ 0 (2.8)

De (2.7) et (2.8), en déduit que

lim sup
n→+∞

〈A(un ), un −u〉= 0= lim inf
n→+∞

〈A(un ), un −u〉

et par conséquent
lim

n→+∞
〈A(un ), un −u〉= 0 (2.9)

Soit w ∈H 1
0 (Ω), en posant v = u + t (w −u ), pour t ∈ ]0, 1[.

En utilisant la monotonie du l’opérateur A, on obtient

〈A(un )−A(v ), un − v 〉 ≥ 0

et par conséquent
〈A(un )−A(v ), un −u − t (w −u )〉 ≥ 0

d’où
t 〈A(un ), u −w 〉 ≥ −〈A(un ), un −u〉+ 〈A(v ), un −u〉+ t 〈A(v ), u −w 〉

et par suite

t 〈A(un ), un−w 〉+ t 〈A(un ), u−un 〉 ≥ −〈A(un ), un−u〉+〈A(v ), un−u〉+ t 〈A(v ), u−w 〉 (2.10)

En utilisant (2.9) et le fait que un * u , et en passant à la limite inférieure quand n → +∞
dans l’inégalité (2.10), on obtient

t lim inf
n→+∞

〈A(un ), un −w 〉 ≥ t 〈A(v ), u −w 〉
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2.2. Régularités de solutions faibles du problème (2.1) 12

En divisant par t , on obtient

lim inf
n→+∞

〈A(un ), un −w 〉 ≥ 〈A(v ), u −w 〉 (2.11)

comme l’opérateur A est linéaire, alors A(v ) = A(u + t (w −u )) = (1− t )A(u ) + t A(w )
En substituant dans (2.11),il vient

lim inf
n→+∞

〈A(un ), un −w 〉 ≥ (1− t )〈A(u ), u −w 〉+ t 〈A(w ), u −w 〉

En passant à la limite quand t tend vers 0, on obtient

lim inf
n→+∞

〈A(un ), un −w 〉 ≥ 〈A(u ), u −w 〉 ∀w ∈H 1
0 (Ω).

Démonstration de l’unicité.
On suppose que le problème (2.1) admet deux solutions u1 et u2, donc on a

∫

Ω

M (x )∇(u1−u2) ·∇ϕ = 0, ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω) (2.12)

En prenant ϕ = u1−u2 dans (2.12) et en utilisant l’hypothèse (2.2), on obtient

0≤α
∫

Ω

|∇(u1−u2)|2 ≤
∫

Ω

M (x )∇(u1−u2) ·∇(u1−u2) = 0

Alors, en déduit que u1 = u2.

2.2 Régularités de solutions faibles du problème (2.1)

Avant d’énoncer les résultats de régularité, on va rappeler un lemme d’analyse, dû à G.
Stampacchia [25].

Lemme 2.1 (Lemme de Stampacchia.) soitψ :R+ −→R+ est une fonction décroissante telle
que :

ψ(h )≤
Mψ(k )δ

(h −k )γ
, ∀h > k > 0

où M > 0, δ > 1 et γ> 0, donc ∃d tel que ψ(d ) = 0 .

Preuve. Voir [25, Lemma 2.2, page 24].

Théorème 2.3 On suppose que l’hypothèse (2.2) est satisfaite, et que f ∈ L m (Ω) avec m > N
2 .

Alors la solution u du problème (2.1) appartient l’espace L∞(Ω).

Preuve. Voir [25].
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CHAPITRE

3 Problème elliptique semi-linéaire

3.1 Position du problème

Dans ce chapitre on va étudier le problème suivant
�

−div (M (x )∇u )+ g (x , u ) = f dans Ω,
u = 0 sur ∂ Ω,

(3.1)

où Ω est un ouvert borné deRN , M est une matrice elliptique bornée ; c-à-d., il existe α> 0
et β > 0 tels que

α|ξ|2 ≤M (x )ξ ·ξ, |M (x )| ≤β , (3.2)

pour tout ξ ∈Rn et x ∈Ω presque partout. On suppose en outre que

f ∈H −1(Ω), (3.3)

et g :Ω×R−→R est une fonction de Carathéodory.

Définition 3.1 Une solution du problème (3.1) est une fonction u ∈H 1
0 (Ω) telle que g (x , u ) ∈

L 2(Ω) et de plus u satisfait :
∫

Ω

M (x )∇u ·∇v d x +

∫

Ω

g (x , u )v d x =

∫

Ω

f v d x , ∀v ∈H 1
0 (Ω). (3.4)

Définition 3.2 Une fonctionψ ∈H 1(Ω) est dit sur-solution faible du problème (3.1) si















g (x ,ψ) ∈ L 2(Ω),
ψ≥ 0 sur ∂ Ω,
∫

Ω

M (x )∇ψ∇v d x +

∫

Ω

g (x ,ψ)v d x ≥
∫

Ω

f v d x ∀v ∈H 1
0 (Ω), v ≥ 0 dansΩ.

(3.5)

Définition 3.3 Une fonctionφ ∈H 1(Ω) est dit sous-solution faible du problème (3.1) si















g (x ,φ) ∈ L 2(Ω),
φ ≤ 0 sur ∂ Ω,
∫

Ω

M (x )∇φ∇v d x +

∫

Ω

g (x ,φ)v d x ≤
∫

Ω

f v d x ∀v ∈H 1
0 (Ω), v ≥ 0 dansΩ.

(3.6)

13
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Théorème 3.1 On suppose queφ etψ sont respectivement sous-solution et sur-solution faible
du problème (3.1), avecφ ≤ψ dans Ω. On suppose de plus que :

∫

Ω

sup
φ(x )≤s≤ψ(x )

|g (x , t )|2 d x <∞. (3.7)

Alors le problème (3.1) admet une solution u avecφ ≤ u ≤ψ dans Ω.

Preuve. En raisonnant comme [14, Theorem 1, page 463], on considère la fonction g̃ :
Ω×R−→R définie par :

g̃ (x , s ) =







g (x ,ψ(x )), s ≥ψ(x ),
g (x , s ), φ(x )≤ s ≤ψ(x ),

g (x ,φ(x )), s ≤φ(x ).

= g (x , T (s )).

(3.8)

où

T (s )(x ) =







ψ(x ), s ≥ψ(x ),
s , φ(x )≤ s ≤ψ(x ),
φ(x ), s ≤φ(x ).

(3.9)

En vertu de (3.7), il existe une constante positive c0 telle que :

�

�

∫

Ω

g̃ (., u )v d x
�

�≤ c0‖v ‖L 2(Ω), ∀u , v ∈ L 2(Ω). (3.10)

On pose

b (x , s ) =











s −ψ(x ), s ≥ψ(x ),
0, φ(x )≤ s ≤ψ(x ),
s −φ(x ), s ≤φ(x ).

(3.11)

pour x ∈Ω et s ∈R. Soit µ> 0. On considère le problème perturbé suivant :

�

−div (M (x )∇u ) + g̃ (x , u ) +µb (x , u ) = f dans Ω,
u = 0 sur ∂ Ω,

(3.12)

Lemme 3.1 Le problème (3.12) admet au-moins une solution.

Preuve. Le problème (3.12) équivaut au problème variationnel suivant :

¨

u ∈H 1
0 (Ω),

A(u ) = f ,
(3.13)

oùA : V =H 1
0 (Ω)−→V ′ =H −1(Ω) est l’opérateur défini par :

〈A (u ), v 〉H −1(Ω)×H 1
0 (Ω)
=

∫

Ω

M (x )∇w∇v d x +

∫

Ω

g̃ (x , w )v d x

+µ

∫

Ω

b (x , u )v d x .

(3.14)
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3.1. Position du problème 15

Pour démontrer que le problème (3.13) admet au-moins une solution, il suffit de démon-
trer, moyennant du théorème 1.23, que l’opérateur A est pseudo-monotone et coercif.
D’après le théorème 1.22, il suffit de montrer que l’opérateurA est une somme de trois
opérateurs dont l’un est pseudo-monotone et les autres sont fortement continus. Pour cela,
on poseA = A+B +G où

〈A(u ), v 〉H −1(Ω)×H 1
0 (Ω)
=

∫

Ω

M (x )∇u∇v d x ,

〈B (u ), v 〉H −1(Ω)×H 1
0 (Ω)
=µ

∫

Ω

b (x , u )v d x ,

〈G (u ), v 〉H −1(Ω)×H 1
0 (Ω)
=

∫

Ω

g̃ (x , u )v d x .

1. A est pseudo-monotone.
On a déjà démontrer dans le chapitre 2 que l’opérateur A est pseudo-monotone. Il
reste à prouver que les opérateur B et G sont fortement continus.

Lemme 3.2 les opérateurs B et G sont fortement continus.

Preuve.

(a). B est fortement continu. Soit un une suite de H 1
0 (Ω) telle que :

un * u faiblement dans H 1
0 (Ω). (3.15)

On doit démontrer que la suite B (un ) converge fortement vers B (u ) dans l’es-
pace H −1(Ω). Soit un ′ une sous-suite de un . En vertu de (3.15), la suite un ′ admet
une sous-suite, notée encore un ′ , telle que :

un ′ −→ u dans L 2(Ω). (3.16)

et
un ′ −→ u p.p dansΩ. (3.17)

Puisque b est continue par rapport au deuxième argument, on a

b (x , un ′)−→ b (x , u ) p.p dansΩ. (3.18)

En utilisant (3.16) et (3.18), il s’en suit du théorème de convergence dominée :

b (x , un ′)−→ b (x , u ) fortement dans L 2(Ω). (3.19)

Soit v ∈H 1
0 (Ω). En utilisant l’inégalité de Hölder, puis l’inégalité de Poincaré, on

obtient

�

�〈B (un ′)−B (u ), v 〉H −1(Ω)×H 1
0 (Ω)

�

�≤µ
∫

Ω

|b (x , un ′)− b (x , u )||v |d x

≤µ‖b (x , un ′)− b (x , u )‖L 2(Ω)‖v ‖L 2(Ω)

≤µCΩ‖b (x , un ′)− b (x , u )‖L 2(Ω)‖v ‖H 1
0 (Ω)

.

(3.20)

De (3.20), on en déduit que

‖B (un ′)−B (u )‖H −1(Ω) ≤µCΩ‖b (x , un ′)− b (x , u )‖L 2(Ω). (3.21)
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Passant à la limite dans (3.21), en utilisant (3.19), on en déduit que

B (un ′)−→ B (u ) fortement dans H −1(Ω).

Par conséquent, en utilisant le théorème 1.15, on en déduit que

B (un )−→ B (u ) fortement dans H −1(Ω). (3.22)

(b). G est fortement continu. Soit un une suite de H 1
0 (Ω) telle que :

un * u faiblement dans H 1
0 (Ω). (3.23)

Soit un ′ une sous-suite de un . En utilisant le fait que l’application T (définie
en (3.9)) est séquentiellement continu de H 1(Ω) faible dans H 1(Ω) faible (voir le
théorème 1.12), il s’en suit que

T un ′* T u faiblement dans H 1(Ω) (3.24)

En vertu de (3.24), la suite un ′ admet une sous-suite, notée encore un ′ , telle que :

T un ′ −→ T u dans L 2(Ω). (3.25)

et
T un ′ −→ T u p.p dansΩ. (3.26)

Comme g est continue par rapport au deuxième argument, alors

g (x , T un ′)−→ g (x , T u ) p.p dansΩ. (3.27)

Soit E un sous ensemble mesurable de Ω. En utilisant (3.7), on obtient
∫

E

|g (x , T un ′) |d x =

∫

E∩{un ′<φ}
|g
�

x ,φ
�

|d x +

∫

E∩{un ′>ψ}
|g
�

x ,ψ
�

|d x

+

∫

E∩{φ≤un ′≤ψ}
|g (x , un ′) |d x

≤
∫

E

|g
�

x ,φ
�

|d x +

∫

E

|g
�

x ,ψ
�

|d x

+

∫

E∩{φ≤un ′≤ψ}
|g (x , un ′) |d x

≤
�

C + ‖g (x ,φ)‖L 2(Ω)+ ‖g (x ,ψ)‖L 2(Ω)

�

|E |
1
2 ,

(3.28)

où C est une constante positive ne dépend pas de |E |. De (3.28), il découle que

lim
|E |→0

∫

E

|g (x , T un ′) |d x = 0. (3.29)

Ce qui prouve bien que la suite g (x , T un ′) est équi-intégrable, donc par le théo-
rème de Vitali (voir 1.5), on en déduit que

g (x , T un ′)−→ g (x , T u ) fortement dans L 2(Ω). (3.30)
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Soit v ∈H 1
0 (Ω). En utilisant l’inégalité de Hölder, puis l’inégalité de Poincaré, on

obtient

�

�〈G (un ′)−G (u ), v 〉H −1(Ω)×H 1
0 (Ω)

�

�≤
∫

Ω

|g (x , T un ′)− g (x , T u )||v |d x

≤ ‖g (x , T un ′)− g (x , T u )‖L 2(Ω)‖v ‖L 2(Ω)

≤CΩ‖g (x , T un ′)− g (x , T u )‖L 2(Ω)‖v ‖H 1
0 (Ω)

.

(3.31)

De (3.31), on en déduit que

‖G (un ′)−G (u )‖H −1(Ω) ≤CΩ‖g (x , T un ′)− g (x , T u )‖L 2(Ω). (3.32)

Passant à la limite dans (3.32), en utilisant (3.30), on en déduit que

G (un ′)−→G (u ) fortement dans H −1(Ω).

Par conséquent, en utilisant le théorème 1.15, on en déduit que

G (un )−→G (u ) fortement dans H −1(Ω). (3.33)

2. A est coercif. Tout d’abord, on montre qu’il existe deux constantes positive c1 et c2

telles que

〈B (u ), u 〉 ≥ c1‖u‖2
L 2(Ω)− c2, ∀u ∈H 1

0 (Ω). (3.34)

En effet, pour u ∈H 1
0 (Ω), on a

〈B (u ), u 〉=µ
∫

{u>ψ}
(u −ψ)u d x +µ

∫

{u<φ}
(u −φ)u d x

≥µ
∫

Ω

|u |2 d x −µ
∫

{φ<u<ψ}
|u |2 d x d x −µ

∫

{u>ψ}
ψu d x −µ

∫

{u<φ}
φu d x

≥µ
∫

Ω

|u |2 d x −µ
∫

Ω

�

|φ|2+ |ψ|2
�

d x −µ
∫

Ω

�

|φ|+ |ψ|
�

|u |d x

≥
µ

2

∫

Ω

|u |2 d x −µ
∫

Ω

�

|φ|2+ |ψ|2
�

d x −
µ

2

∫

Ω

�

|φ|+ |ψ|
�2

d x

≥ c1‖u‖L 2(Ω)− c2.
(3.35)

En utilisant (3.2), (3.10), et (3.35), il vient pour u ∈H 1
0 (Ω)

〈A (u ), u 〉=
∫

Ω

M (x )∇w∇v d x +

∫

Ω

g̃ (x , w )v d x

+µ

∫

Ω

b (x , u )v d x

≥α‖u‖2
H 1

0 (Ω)
+ [c1− c0]‖u‖L 2(Ω)− c2

≥α‖u‖2
H 1

0 (Ω)
− c3‖u‖H 1

0 (Ω)
− c2.

(3.36)
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3.1. Position du problème 18

Par conséquent

lim
‖u‖→+∞

〈A (u ), u〉
‖u‖

=+∞.

Ce qui prouve bien la coercivité de l’opérateurA .

Lemme 3.3 La solution u du problème perturbé (3.12) satisfait

φ(x )≤ u (x )≤ψ(x ), p.p x ∈Ω.

Preuve.

1. On montre que u (x )≤ψ(x ), p.p x ∈Ω.
De (3.5) et (3.12), il résulte que

∫

Ω

M (x )∇(u −ψ)∇v d x +µ

∫

Ω

b (x , u )v d x ≤
∫

Ω

�

g (x ,ψ)− g̃ (x , u )
�

v d x ∀v ∈H 1
0 (Ω).

(3.37)
En prenant

�

u −ψ
�+

comme fonction test dans (3.37), il vient

∫

Ω

M (x )∇(u −ψ)∇(u −ψ)+d x+µ

∫

Ω

b (x , u )(u −ψ)+d x

≤
∫

Ω

�

g (x ,ψ)− g̃ (x , u )
�

(u −ψ)+d x .

(3.38)

En utilisant (3.2), le fait que g̃ (x , u ) = g (x ,ψ) sur l’ensemble {x ∈Ω, u >ψ}, et le fait
que le deuxième terme du membre gauche de l’inégalité (3.38) est positif, on obtient

α

∫

Ω

|∇(u −ψ)+|2 d x ≤ 0. (3.39)

De (3.39), il s’en suit que (u −ψ)+ = 0, et par conséquent

u (x )≤ψ(x ), p.p x ∈Ω. (3.40)

2. On montre queφ(x )≤ u (x ), p.p x ∈Ω.
De (3.6) et (3.12), il résulte que

∫

Ω

M (x )∇(u −φ)∇v d x +µ

∫

Ω

b (x , u )v d x ≥
∫

Ω

�

g (x ,φ)− g̃ (x , u )
�

v d x ∀v ∈H 1
0 (Ω).

(3.41)
En prenant −

�

φ−u
�+

comme fonction test dans (3.37), il vient

−
∫

Ω

M (x )∇(u −φ)∇(φ−u )+d x−µ
∫

Ω

b (x , u )(φ−u )+d x

≤
∫

Ω

�

g̃ (x , u )− g (x ,ψ)
�

(φ−u )+d x .

(3.42)

En utilisant (3.2), le fait que g̃ (x , u ) = g (x ,φ) sur l’ensemble {x ∈Ω, u <φ}, et le fait
que le deuxième terme du membre gauche de l’inégalité (3.42) est positif, on obtient
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3.1. Position du problème 19

α

∫

Ω

|∇(φ−u )+|2 d x ≤ 0. (3.43)

De (3.43), il s’en suit que (φ−u )+ = 0, et par conséquent

u (x )≥φ(x ), p.p x ∈Ω. (3.44)

En utilisant les lemmes 3.1 et 3.3, on en déduit que la solution u du problème perturbé
(3.12) est également est une solution du problème (3.1). Ainsi le théorème 3.1 est démontré.
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CHAPITRE

4 Problème elliptique quasi-linéaire

à croissance quadratique

4.1 Position du problème

Dans ce chapitre on va étudier le problème suivant

�

−div (M (x )∇u ) = g (x , u ,∇u ) dans Ω,
u = 0 sur ∂ Ω,

(4.1)

où Ω est un ouvert borné deRN , M est une matrice elliptique bornée ; c-à-d., il existe α> 0
et β > 0 tels que

α|ξ|2 ≤M (x )ξ ·ξ, |M (x )| ≤β , (4.2)

pour tout ξ ∈ Rn et x ∈ Ω presque partout. On suppose en outre que g : Ω×R×Rn −→ R
est une fonction de Carathéodory satisfaisant la condition de croissance suivante : il existe
deux constante c0 > 0, et C1 > telles que

|g (x , s ,ξ)| ≤C0+C1|ξ|2, (4.3)

pour p.p x ∈Ω, ∀ξ ∈RN .

Définition 4.1 Une solution du problème (4.1) est une fonction u ∈H 1
0 (Ω)∩L∞(Ω) telle que :

∫

Ω

M (x )∇u ·∇v d x =

∫

Ω

g (x , u ,∇u )v d x , ∀v ∈H 1
0 (Ω)∩ L∞(Ω). (4.4)

Définition 4.2 Une fonctionψ ∈W 1,∞(Ω) est dit sur-solution faible du problème (4.1) si

�

−div
�

M (x )∇ψ
�

≥ g (x ,ψ,∇ψ) au sens de D ′(Ω),
ψ≥ 0 sur ∂ Ω.

Définition 4.3 Une fonctionφ ∈W 1,∞(Ω) est dit sous-solution faible du problème (4.1) si

�

−div
�

M (x )∇φ
�

≤ g (x ,φ,∇φ) au sens de D ′(Ω),
φ ≤ 0 sur ∂ Ω.

20
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En raisonnant comme [6, Theorem 2.1, page 217], on considère la fonction g̃ : Ω×R×
RN −→R définie par :

g̃ (x , s ,ξ) =







g (x ,ψ(x ),∇ψ), s ≥ψ(x ),
g (x , s ,ξ), φ(x )≤ s ≤ψ(x ),

g (x ,φ(x ),∇φ), s ≤φ(x ).

Maintenant On considère le problème perturbé suivant :

�

−div (M (x )∇u ) = g̃ (x , u ,∇u ) dans Ω,
u = 0 sur ∂ Ω,

(4.5)

4.2 Énoncé du résultat principal

Théorème 4.1 On suppose queφ etψ sont respectivement sous-solution et sur-solution faible
du problème (4.1), avecφ ≤ψ dans Ω.
Alors le problème (4.1) admet une solution u avecφ ≤ u ≤ψ dans Ω.

Pour prouver le théorème précédent, tout d’abord, on va approcher le problème (4.5),
ensuite, on va montrer des estimations uniformes sur la suite de solutions approchées. En-
fin, on passe à la limite dans le problème approche afin d’obtenir une solution du problème
initial.

4.3 Approximation

On considère le problème approché suivant

�

−div (M (x )∇un ) = g̃n (x , un ,∇un ) dans Ω,
un = 0 sur ∂ Ω,

(4.6)

où
g̃n (x , un ,∇un ) = Tn

�

g̃ (x , un ,∇un )
�

. (4.7)

Notant que la fonctions g̃n satisfait les conditions suivantes : pour tout s ∈ R, tout RN , et
pour p.p x ∈Ω, on a :

|g̃n (x , s ,ξ)| ≤ n , (4.8)

|g̃n (x , s ,ξ)| ≤ |g (x , s ,ξ)|. (4.9)

Lemme 4.1 Le problème approché (4.6) admet au-moins une solution un ∈H 1
0 (Ω)∩ L∞(Ω)

dans le sens faible suivant :

∫

Ω

M (x )∇un∇ϕ =
∫

Ω

g̃n (x , un ,∇un )ϕ. (4.10)

Preuve.
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1. Existence.
En utilisant le théorème du point fixe de Schauder. On définit l’opérateur du point
fixe

S : H 1
0 (Ω) −→ H 1

0 (Ω)
v 7−→ S (v ) =w ,

(4.11)

où w est la solution unique du problème linéaire suivant 1 :

(Pv )

�

−div (M (x )∇w ) = g̃n (x , v,∇v ) dans Ω,
w = 0 sur ∂ Ω.

On va maintenant vérifier que l’application S satisfait les hypothèses du théorème du
point fixe de Schauder 1.17.

(a). S fixe une certaine boule K .
En prenant w comme une fonction test dans le problème Pv , et en utilisant l’hy-
pothèse (2.2), et (4.8), il vient

α

∫

Ω

|∇w |2 ≤
∫

Ω

g̃n (x , v,∇v )w

≤
∫

Ω

�

�g̃n (x , v,∇v )
�

�|w |

≤ n

∫

Ω

|w |

(4.12)

Par suite, en utilisant l’inégalité de Hölder 1.2, puis l’inégalité de Poincaré 1.9
sur le côté droit de (4.12), on obtient

α

∫

Ω

|∇w |2 ≤ n |Ω|
1
2

�∫

Ω

|w |2
�

1
2

≤ nCΩ|Ω|
1
2

�∫

Ω

|∇w |2
�

1
2

.

(4.13)

En utilisant l’inégalité de Young 1.1 sur le côté droit de (4.13), il s’en suit que

α

∫

Ω

|∇w |2 ≤
n 2C 2

Ω |Ω|
2α

+
α

2

∫

Ω

|∇w |2. (4.14)

De (4.14), on en déduit que

‖w ‖H 1
0 (Ω)
≤R =

n 2CΩ|Ω|
1
2

α
.

Par conséquent la boule K = B̄ (0, R ) de H 1
0 (Ω) est invariante pour S .

(b). S est continue.
Comme wε = S (vε) et w = S (v ) sont respectivement solutions du problèmes (Pvε )
et (Pv ), alors

1. 1 Le problème (Pv ) admet une unique solution via le théorème 2.2
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∫

Ω

M (x )∇wε ·∇ϕ =
∫

Ω

g̃n (x , vε,∇vε)ϕ, ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω), (4.15)

et
∫

Ω

M (x )∇w ·∇ϕ =
∫

Ω

g̃n (x , v,∇v )ϕ, ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω). (4.16)

En soustrayant l’égalité (4.16) à l’égalité (4.15), il vient :
∫

Ω

M (x )∇(wε −w ) ·∇ϕ =
∫

Ω

�

g̃n (x , vε,∇vε)− g̃n (x , v,∇v )
�

ϕ, ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω)

(4.17)

En prenant wε −w comme fonction test dans (4.17), et en utilisant l’hypothèse
(2.2), on obtient

α

∫

Ω

|∇(wε −w )|2 ≤
∫

Ω

�

g̃n (x , vε,∇vε)− g̃n (x , v,∇v )
�

(wε −w ). (4.18)

L’inégalité de Hölder sur le côté droit de l’inégalité (4.18) implique que

α‖wε −w ‖2
H 1

0 (Ω)
≤ ‖wε −w ‖L 2(Ω)





∫

Ω

�

�g̃n (x , vε,∇vε)− g̃n (x , v,∇v )
�

�

2





1
2

. (4.19)

Avec l’inégalité de Young, on trouve

‖wε −w ‖2
H 1

0 (Ω)
≤C ‖g̃n (x , vε,∇vε)− g̃n (x , v,∇v )‖L 2(Ω), (4.20)

où C est une constante positive ne dépend pas de ε. En utilisant le fait que

vε −→ v fortement dans H 1
0 (Ω), (4.21)

alors on peut extraire une sous suite, notée encore vε, telle que

∇vε −→∇v p.p dans Ω, (4.22)

vε −→ v p.p dans Ω. (4.23)

Puisque g̃ε est continue par rapport aux deux derniers arguments, on a

g̃n (x , vε,∇vε)−→ g̃n (x , v,∇v ) p.p dans Ω. (4.24)

En utilisant (4.24) et (4.8), on en déduit par le théorème de convergence domi-
née de Lebesgue que

g̃n (x , vε,∇vε)−→ g̃n (x , v,∇v ) fortement dans L 2(Ω). (4.25)

En faisant tendre ε vers zéro dans l’inégalité (4.20), on conclut que wε converge,
à sous suite près, vers w fortement dans H 1

0 (Ω). Par conséquent, en utilisant le
théorème 1.15, la suite wε converge vers w fortement dans H 1

0 (Ω).
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(c). S (K ) est relativement compact.
Soit wε = S (vε) une suite de S (K ). Comme wε est bornée dans H 1

0 (Ω), alors il
existe une fonction w appartient à H 1

0 (Ω) telle que, à sous suite près,

wε −→w faiblemnt dans H 1
0 (Ω), (4.26)

et par suite
wε −→w fortement dans L 2(Ω), (4.27)

wε −→w p.p dans Ω. (4.28)

Comme wε est une solution du problème (Pvε ), alors

∫

Ω

M (x )∇wε ·∇ϕ =
∫

Ω

g̃n (x , vε,∇vε)ϕ. (4.29)

En utilisant wε −w comme fonction test dans (4.29), il vient
∫

Ω

M (x )∇wε ·∇(wε −w ) =

∫

Ω

g̃n (x , vε,∇vε) (wε −w ). (4.30)

De (4.30), il s’en suit
∫

Ω

M (x )∇(wε −w ) ·∇(wε −w ) =

∫

Ω

g̃n (x , vε,∇vε) (wε −w )

−
∫

Ω

M (x )∇w ·∇(wε −w ).

Par conséquent, en utilisant (4.2) et (4.8), on obtient

α

∫

Ω

|∇(wε −w )|2 ≤ n

∫

Ω

|wε −w |+ 〈div (M (x )∇w ) , wε −w 〉H −1(Ω)×H 1
0 (Ω)

. (4.31)

L’inégalité de Hölder sur le côté droit de (4.31) implique que

α‖wε −w ‖2
H 1

0 (Ω)
≤ n |Ω|

1
2 ‖wε −w ‖L 2(Ω)+ 〈div (M (x )∇w ) , wε −w 〉H −1(Ω)×H 1

0 (Ω)
.

(4.32)
En faisant n tendre vers l’infinie dans (4.32), et en utilisant (4.26) and (4.27), on
en déduit que la suite wε est fortement convergent vers w . Les hypothèses du
théorème du point fixe de Schauder sont remplies, et par conséquent le pro-
blème (4.6) admet au moins une solution u ∈H 1

0 (Ω).

2. Estimation L∞(Ω). En utilisant le fait que

|g̃n (x , un ,∇un )| ≤ n ,

alors par le théorème (2.3), la solution un du problème (4.6) est bornée.
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4.4 Estimations à priori

4.4.1 Estimation uniforme dans l’espace L∞(Ω)

On pose
m0 = sup

�

g
�

x ,φ,∇φ
�

, g
�

x ,ψ,∇ψ
��

(4.33)

Utilisant (4.2) et (4.33), il vient

Lemme 4.2 Si n ≥m0, la solution un du problème (4.6) vérifieφ ≤ un ≤ψ p.p., dans Ω.

Preuve.

�

−div
�

M (x )∇(un −ψ)
�

≤ g̃n (x , un ,∇un )− gn

�

x ,ψ,∇ψ
�

au sens de D ′(Ω)
un −ψ≤ 0 sur ∂ Ω,

(4.34)

En prenant (un −ψ)+ comme fonction test dans (4.34), on obtient

∫

Ω

M (x )∇(un −ψ)+ ·∇(un −ψ)+ ≤
∫

Ω

�

g̃n (x , un ,∇un )− gn

�

x ,ψ,∇ψ
��

(un −ψ)+. (4.35)

En utilisant (2.2), et le fait que g̃n (x , un ,∇un ) = gn

�

x ,ψ,∇ψ
�

sur l’ensemble
�

u ≥ψ
�

, il s’en
suit que

α

∫

Ω

|∇(un −ψ)+|2 ≤ 0. (4.36)

L’inégalité (4.36) implique que

un (x )≤ψ p.p x ∈Ω. (4.37)

En utilisant (φ − un )+ comme fonction test, et en raisonnant de façon similaire, il résulte
que

un (x )≥φ p.p x ∈Ω. (4.38)

De (4.37) et (4.38), on en déduit que

‖un‖L∞(Ω) ≤M = sup
�

‖φ‖L∞(Ω),‖ψ‖L∞(Ω)

�

. (4.39)

4.4.2 Estimation uniforme dans l’espace H 1
0 (Ω)

Lemme 4.3 La suite un est uniformément bornée dans H 1
0 (Ω).

Preuve. On considère la fonction

h : R −→ R
s 7−→ φ(s ) = s e β s 2

,
(4.40)
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où β est une constante à choisir ultérieurement.
En prenant h (un ) comme fonction test dans (4.10), on obtient

∫

Ω

M (x )∇un ·∇un h ′ (un ) =

∫

Ω

g̃n (x , un ,∇un )h (un ) . (4.41)

En utilisant (2.2), (4.3), (4.9), (4.39), et le fait que h est une fonction strictement croissante,
on trouve

∫

Ω

|∇un |2
�

αh ′ (un )−C1|h (un ) |
�

≤C0h (M )|Ω|. (4.42)

En choisissant β = C 2
1
α2 , on obtient

αφ′(s )−C1|φ(s )| ≥
α

2
. (4.43)

De (4.42) et (4.43), on en déduit que

‖un‖2
H 1

0 (Ω)
≤

2C0h (M )
α

|Ω|. (4.44)

L’inégalité (4.44) montre que la suite un est uniformément bornée dans H 1
0 (Ω).

4.5 Convergence forte de la suite un dans l’espace H 1
0 (Ω)

Par le lemme 4.3, la suite un est uniformément bornée dans H 1
0 (Ω), et par conséquent,

il existe une fonction u ∈H 1
0 (Ω) telle que

un −→ u faiblement dans H 1
0 (Ω), (4.45)

et par suite
un −→ u fortement dans L 2(Ω), (4.46)

et
un −→ u p.p dans Ω. (4.47)

Lemme 4.4 La suite un est fortement convergente vers u dans H 1
0 (Ω).

Preuve.
En prenant h (un −u ) comme fonction test dans (4.10), on obtient
∫

Ω

M (x )∇(un −u ) ·∇(un −u )h ′ (un −u ) =

∫

Ω

gn (x , un ,∇un )h (un −u )

−
∫

Ω

M (x )∇u ·∇(un −u )h ′ (un −u ) .
(4.48)

En utilisant (4.2), (4.3), (4.9), et (4.39), on obtient
∫

Ω

|∇(un −u )|2
�

αh ′ (un −u )−C1|h (un −u ) |
�

≤C0

∫

Ω

|h (un −u ) |

+ 〈div (M (x )∇u ) , h (un −u ) 〉.

(4.49)
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De (4.43) et (4.49), on en déduit que

α

2
‖un −u‖2

H 1
0 (Ω)
≤C0

∫

Ω

h (un −u )+ 〈div (M (x )∇u ) , h (un −u ) 〉. (4.50)

En utilisant (4.47), et le fait que h est une fonction continue, il vient

h (un −u )−→ 0 p.p dansΩ. (4.51)

Par conséquent, en appliquant le théorème de convergence dominée, il s’en suit que

h (un −u )−→ 0 fortement dans L 2(Ω). (4.52)

En utilisant (4.39), (4.47), et le fait que la suite un est uniformément bornée dans H 1
0 (Ω),

il en découle que la suite h (un −u ) est uniformément bornée dans H 1
0 (Ω), et par consé-

quent
h (un −u )−→ 0 faiblement dans H 1

0 (Ω). (4.53)

Passant à la limite dans (4.50), et en utilisant (4.52) et (4.53), on en déduit la convergence
forte de la suite un vert u dans H 1

0 (Ω).

4.6 Passage à la limite

Du lemme 4.4, on en déduit, à une sous-suite près, que

un −→ u fortement dans H 1
0 (Ω), et p.p dansΩ, (4.54)

et
∇un −→∇u p.p dansΩ. (4.55)

Puisque g est continue par rapport aux deux derniers arguments, on a

gn (x , un ,∇un )−→ g (x , u ,∇u ) p.p dansΩ. (4.56)

Soit E un sous ensemble mesurable de Ω. En utilisant (4.9) et (4.3), on obtient
∫

E

|gn (x , un ,∇un ) d x | ≤
∫

E

�

C0+C1|∇un |2
�

d x

≤C0|E |+C1

∫

E

|∇un |2 d x .

(4.57)

Puisque la suite∇un converge fortement dans
�

L 2(Ω)
�N

, (4.57) implique l’équi-intégrabilité
de la suite gn (x , un ,∇un ). Maintenant (4.56) et le théorème de Vitali donnent

gn (x , un ,∇un )−→ g (x , u ,∇u ) fortement dans L 1(Ω). (4.58)

En raison de (4.54) et (4.58), il est facile de passer à la limite dans

∫

Ω

M (x )∇un∇ϕ =
∫

Ω

gn (x , un ,∇un )ϕ,

pour obtenir

∫

Ω

M (x )∇u∇ϕ =
∫

Ω

g (x , u ,∇u )ϕ, ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω)∩ L∞(Ω).

Ainsi le théorème 4.1 est démontré.
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