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Résumé

La théorie de 'ordonnancement est une branche de la recherche opérationnelle qui
est défini par le planning d’exécution des taches et d’allocation des ressources et vise a
satisfaire un ou plusieurs objectifs.
Pour 'ordonnancement a une seule machine, I’ensemble des taches a réaliser est fait par
une seule machine. Les taches alors sont composes d’une seule opération qui nécessite la
meéme machine.

Dans ce travail, nous nous intéressons a étudier quelques problemes d’ordonnance-
ment avec dates échues sur une seule machine.

Mots clés : Ordonnancement, 1/7;/ L4, une seule machine, heuristique.

Abstract

Scheduling is a solution to the scheduling problem. It is defined by the schedule
for performing tasks and allocating resources and aims to meet one or more objectives.
For scheduling with a single machine, all the tasks to be performed are done by a single
machine. The tasks then are composed of a single operation which requires the same
machine.

In this work, we are interested in studying some scheduling problems with expired
dates on a single machine.

Keywords : Scheduling, 1/7;/ L., single machine, heuristics
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Introduction Générale

La recherche opérationnelle peut étre définie comme I’ensemble des méthodes et
techniques rationnelles orientées vers la recherche du meilleur choix dans la fagon d’opérer
en veut d’aboutir au résultant vise ou meilleur résultant possible, elle fait partie aide a la
décision dans la mesure ou elle propose des modeles conceptuels en vue d’analyse et de
maitriser des situations complexe pour permettre aux décideurs de comprendre, d’évaluer
les enjeux et d’arbitrer ou de faire les choix les plus efficace, ce domaine fait largement
appel au raisonnement mathématique (logique, probabilités, analyse des données) et la
modélisation des procédures, il est fortement lie a 'ingénierie des systemes, ainsi qu’au
management du systeme d’information.

Des le XV II eme siecle, des mathématiciens comme Christiaan Huygens ou Blais
Pascal tentent de résoudre des problemes de décision dans l'incertain avec 1’espérance
mathématique, d’autre au XV III eme et XIX eme siecle résolvent des problémes com-
binatoires. Au début du X X eme siecle, ’étude de la gestion de stock peut étre considere
comme étant a l'origine de la recherche opérationnelle moderne avec la formule du lot
économique ( dite formule de Wilson ) proposée par Harris en 1913 mais ce n’est qu’avec
la seconde guerre mondiale que la pratique va s’organiser pour la premiere fois en ac-
quérir son non. En 1940 Patrick Blackett est appelé par 1'état-major anglais a diriger
la premiere équipe de recherche opérationnelle, pour résoudre certains problemes tels que
I'implantation optimal de radars de surveillance ou la gestion des convois d’approvisionne-
ment le qualification opérationnelle vient du fait que la premiere application d’un groupe
de travail organise dans cette dicipline avant trait aux opérations militaires. La domi-
nation est restée par la suit méme si le domaine militaire n’est plus le principal champ
d’application de cette discipline apres la guerre, les techniques se sont considérablement
développées grace notamment a ’explosion des capacités de calcul des ordinateurs, les
domaines d’application se sont également multipliés.

La théorie d’ordonnancement est une branche de la recherche opérationnelle qui s’in-
téresse au calcule de dates d’exécution optimales de taches pour cela, il est tres souvent
nécessaire d’affecter en méme temps, les ressources nécessaires a 1’exécution de ces taches,
un probleme d’ordonnancement peut étre considere comme un sous-probleme de planifi-
cation dans lequel il s’agit de décider de 'exécution opérationnelle des taches planifiées.

Les problemes d’ordonnancement d’ateliers consistent surement pour les entreprises
une des difficultés importantes de leurs systemes de gestion et de pilotage de la production,
en effet, c’est ce niveaux que doivent étre prises en compte les caractéristiques réelles
multiples et complexes des ateliers. Dans ce type d’ordonnancement les ressources sont
généralement des machines et chaque travail a ordonnancement concerne un produit ou
un lot de produit a fabriquer en respectant les gammes de fabrication.



Dans notre mémoire nous sommes intéressés par ’'ordonnancement avec dates échue
sur une seul machine, ol nous donnons quelques problemes qui sont NP-difficiles et d’autre
polynomiaux et nous proposons quelques heuristiques pour le résoudre et trouver une
solution approchée. Notre étude est constitué en quatre chapitres, il est organisé comme
suit :

Dans le premier chapitre, nous introduisons les problemes d’ordonnancement, les
parametres nécessaires pour caractériser ce dernier ainsi que la représentation de ces pro-
blemes sur une seule machine, et la complexité de la résolution des problemes ordonnan-
cement, est également aborder.

Le deuxieme chapitre est consacré aux problemes faciles, nous allons présenter des
algorithmes pour résoudre ce type des problemes et nous donnons des exemples illustratifs.

Dans le troisieme chapitre nous allons porter les problemes difficiles, nous avons les
prouver par le probleme de 3- partition et quelques problemes qui sont NP-difficiles

Nous avons présentés dans le quatrieme chapitre la représentation du probleme
1/r;/Limas et nous allons proposer trois heuristiques pour avoir la résolution satisfaite,
la derniere partie concerne 'application de ces heuristiques sur un exemple donné.



Chapitre

1Comcepts de base

1.1 Introduction

Dans ce chapitre on s’intéresse aux problemes d’ordonnancement de maniere géné-
rale, il s’agit de présenter les éléments fondamentaux du probleme d’ordonnancement ainsi
les concepts de la théorie de complexité de ce type de probleme.

1.2 Présentation d’un probleme d’ordonnancement

1.2.1 Définition d’un probleme d’ordonnancement

Les problemes d’ordonnancement apparaissent dans tous les domaines : informa-
tique, construction, industrie, administration, etc... Nombreuses sont les définitions pro-
posées au probleme d’ordonnancement. Dans ces définitions, on retrouve ’aspect commun
de I'affectation de ressources aux taches, en recherchant une certaine optimisation. On peut
évoquer parmi ces définitions ce qui suit : « Etant donné un ensemble de taches a accom-
plir, un probleme d’ordonnancement consiste a déterminer quelles opérations doivent étre
exécutées, et a assigner des dates et des ressources a ces opérations de fagon a ce que les
taches soient, dans la mesure du possible, accomplies en temps utile, au moindre cotit et
dans les meilleures conditions ».

« Résoudre un probleme d’ordonnancement consiste a ordonnancer i.e. programmer ou
planifier dans le temps, I'exécution des taches en leur attribuant les ressources nécessaires,
matérielles ou humaines de maniere a satisfaire un ou plusieurs criteres préalablement dé-
finis, tout en respectant les contraintes de réalisation » [16]

. D’une facon générale, il y a probleme d’ordonnancement quand il existe :

. Un ensemble de travaux (taches ou encore jobs ou lots) a réaliser.
. Un ensemble de ressources a utiliser par ces travaux.

. Un programme (calendrier) a déterminer, pour allouer convenablement les ressources
aux taches[14].

1.2.2 Définition de 'ordonnancement

Un ordonnancement décrit 'exécution des taches et I'allocation des ressources au
cours du temps et vise a satisfaire un ou plusieurs objectifs. De maniere plus précise, on
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parle d’ordonnancement lorsqu’on réserve le terme séquencerent au cas ou seul l'ordre
relatif des taches est fixé indépendamment des dates d’exécution. En partant de ces trois
définitions, les propriétés élémentaires d’un probleme d’ordonnancement découlent direc-

tement. Un probleme d’ordonnancement fait évoquer généralement les points suivants
24] :

. Existence d’un nombre fini de taches.
. Partage de ressources limitées entre ces taches.
. Détermination de la date de début d’exécution pour chaque tache.

. Respect des contraintes imposées sur les taches et les ressources [22].

1.2.3 Eléments d’un probleme d’ordonnancement

Les différentes données d’un probleme d’ordonnancement sont les taches, les contraintes,
les ressources et la fonction économique.

Définition 1.1. Une tache est une entité élémentaire localisée dans le temps, par une date
de début et/ou de fin, et dont la réalisation nécessite une durée préalablement définie.
Elle est constituée d’un ensemble d’opérations qui requiert, pour son exécution, certaines
ressources et qu’il est nécessaire de programmer de fagon a optimiser un certain objectif[5].
On distingue deuz types de taches [10] :

Les taches morcelables (préemptibles) qui peuvent étre exécutées en plusieurs fois, fa-
cilitant ainsi la résolution de certains probléemes.

Les taches non morcelables (indivisibles) qui doivent étre exécutées en une seule fois et
ne sont interrompues qu’une fois terminées.
Exemple 1.1. :
— FEn construction : Pose des dalles, peinture, plomberie.
— En informatique : Exécution d’un programme, impression d’un document, etc... .
— En transport ferroviaire : Occupation d’une portion de voie par un train.
L’ensemble des taches est généralement notée par T', le nombre de tache notée par

n et chaque tache est noté par Ti. et elle est décrite par ’ensemble des caractéristiques
suivantes [02] :

. t; : date de début d’exécution de la tache T;.

. 7; : date de disponibilité de la tache T; (date de début au plus tot).

. P, : durée d’exécution de la tache T; (temps de traitement de la tache T;).
. d; : date échue

. C; : date de fin d’exécution de la tache T;,

¢ = ti + pi
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. W, : poids associé a la tache.
. L; : la tardivité de la tache Tj,
li = C; — dl

. t; : retard d’exécution de la tache T},

max {Ci — di, 0}

1<i<n
. U; : indicateur de retard de la tache,

].7 SiCi 2 dz
, Stnon

. d; : la date limite (la tache doit étre obligatoirement achevé avant la date CZ)

D’une fagon plus schématique ou présente la figure suivante :

t;:début d'exécution C;: fin d'exécution

pi:durée opératoire

r;: date de disponibilité d;: date d'échue

FIGURE 1.1: Caractérisation d’une tache T;

Définition 1.2. Une ressource est un moyen destiné a étre utilisé pour la réalisation d’une
tache, et disponible en quantités limitées[18].
On distingue deuz types des ressources [06] :

Ressources renouvelables vs. ressources consommables :  Une ressource est dite renou-
velable, si aprés avoir été utilisée par une ou plusieurs taches, elle est a nouveau disponible
en méme quantité comme : les hommes, les machines, [’espace, etc.... Par contre, une res-
source est consommable, lorsqu’elle devient non disponible apres avoir été utilisée, comme
la matiere premiere, [’énergie, etc.... .

Ressources disjonctives vs. ressources cumulatives : Une ressource est dite disjonctive
(ou non partageable) : si elle ne peut étre affecté qu’a une seule tache a la fois. Ce type
concerne surtout les ressources renouvelables. Par contre, une ressource cumulative (par-
tageable) : peut étre utilisée par plusieurs taches simultanément (équipe d’ouvriers, poste

de travail, ...)[16].

Définition 1.3. Une contrainte exprime des restrictions sur les valeurs que peuvent prendre
simultanément les variables représentant les relations reliant les taches et les ressources.
On distingue deux types de contraintes, les contraintes temporelles et les contraintes de
ressources[07].
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Les contraintes temporelles : Les contraintes temporelles concernent les délais de fabri-
cation tmposés. Ces contraintes peuvent étre :

Des contraintes de dates butoirs : certaines taches doiwent étre achevées avant
une date préalablement fixée.

Des contraintes de précédence : une tache T; doit précéder la tache T;.

Des contraintes de dates au plus tot : : liées a lindisponibilité de certains facteurs
nécessaires pour commencer l’exécution des taches.

Les contraintes de ressources : Ces contraintes concernent la limitation de la quantité
des ressources de chaque type. Dans ce cadre, deux types de contraintes de ressources sont
distingués :

Les contraintes disjonctives : induisant une contrainte de réalisation des taches
sur des intervalles temporels disjoints pour une méme ressource.

Les contraintes cumulatives : impliquant la limitation du nombre de taches a réa-
liser en paralléle[07].

Définition 1.4. Généralement l’objectif d’un probléeme d’ordonnancement Consiste a op-
timisation un ou plusieurs critére(s) ou a trouver une solution admissible qui respect les
contraintes du probléme[1/).

Les criteres liés aux parametres temporels caractérisant les taches. Les plus utilisés sont[18] :

e Longueur d’ordonnancement : C,,,, = max{c;}
1<i<n

— 17
La date de fin des taches moyenne : C'= — > ¢;
=1

— =1

Le temps de fin de traitement moyen pondéré :C,, =

La grande tardivité : L,,,, = max{l;}
1<i<n

— 1
La tardivité moyen :L = — > ;
n =1
n
> wil;
i=1
n
> wi
i=1

Le grand temps de flow : F,,,, = max{f;}

1<i<n

La tardivité moyen pondéré : L,, =

_ 1n
Le temps de flow moyen :F = — " f;
n ;=1
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n
Z w; fi
=1

n

> w;
=1

Le temps de flow moyen pondéré : F,, =

Le grand retard : T,,, = max{t;}

1<ign

_ 1r
Le retard moyen : T'= — > t;
n =1

n
w;t;

1=

—_

Le retard moyen pondéré : T,, =

3

ws
—

~

n
Le nombre de tache en retard :Np = Y u;
i=1

1.3 Classification d’un probleme d’ordonnancement

Pour des raisons de clarté et de compréhension, il est important d’adopter un des-
cripteur qui soit basé sur 'existant et homogénéisant les notations actuelles. La notion
(/87 ) introduire par Graham et al. est couramment utilisée pour distinguer les diffé-
rents problemes d’ordonnancement entre eux et les classifier[08] :

Champ o : Ressources

Renseigne les informations relatives aux ressources, a savoir le nombre de machine, type
de machine et les types d’ateliers. Il est composé de deux sous champs et désigné par
p, Q9

a; € {0, P,Q,R, F,0,J} : Type de machine.

() : Une seule machine.

P : Machine parallele identique : la vitesse d’exécution est la méme pour toutes les ma-
chines M; et tous les taches T;.

Q : Machine parallele uniforme :chaque machine M; a une vitesse d’exécution propre et
constante et la vitesse d’exécution est la méme pour tous les taches T; d’'une méme ma-
chine M; .

R : Machine parallele générale : la vitesse d’exécution est différente pour chaque machines
M; et pour chaque tache T;.

F : Machine spécialisée (systeme flow shop) : chaque tache doit étre exécutée sur l'en-
semble des machines disposées en série, selon un méme routage.

O : Machine spécialisée (systeme open shop) : les taches doivent étre exécutées sur cer-
taines machines sans restriction sur le routage des taches.

J : Machine spécialisée (systeme job shop) : les taches doivent étre exécutées sur 'en-
semble des machines disposées en série, mais peuvent avoir des routages différents.

as € {0, m} : Nombre de machine.

a9 = () :Le nombre de machine est variable.

as = m Le nombre de machine est constant et égal a m

Champ £ : Contraintes
Permet d’obtenir des information sur les contraintes prises en compte aussi bien sur les
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taches qui doivent étre ordonnancés. Il est composé de 6 sous champs (1520305405056 :

b1 € {0, pmtn} indique Pautorisation ou non de la préemption.

f1 = 0 : La préemption n’est pas autorisée (lorsqu'une opération est commencée, elle doit
étre terminée avant de pouvoir exécuter une autre opération sur la méme machine)

f1 = pmin : La préemption est autorisée (I’exécution d’une opération peut étre interrom-
pue puis reprise sur la méme machine ou sur une autre).

Ba € {0, prec, tree, chain, etc...} décrit les contraintes de précédence.

By = ) : Pas de contraintes de précédence

B2 = prec : Contraintes de précédence quelconque.

By = tree : Contraintes de précédence sont données sous forme d’un arborescence.

B2 = chain : Contraintes de précédence sont données sous forme de chaines.

B3 € {0, r;} décrit les dates de disponibilité des différentes taches.

B3 = ) : Toutes les dates de disponibilité sont nulles.

B3 = r; : 1l existe des dates de disponibilité pour les taches non identique.

By € {0, P, = p, P < p; < P} définit les particularités des durées de traitement.

B4 =0 : Les temps de traitement des taches sont quelconques et non identique.

By = P; = p : Les temps de traitement des taches sont égaux a p.

Bs=P <p; < P : Les temps de traitement de chaque taches est compris entre P et P.

Bs € {0, d;, d;}définit les dates échues et les dates limites

Bs =0 : I n’y a pas des taches échues pour les taches, ou il existe des dates échues pour
les taches dans le cas ou les criteres d’optimisation est en fonction de ces derniers.

Bs = d; : 1l existe des dates échues pour les taches.

b5 = d Il existe une date limite pour chaque tache.

B {0, S;} définit le temps de préparation

Be = 0 : Il n’existe pas de temps de préparation.

Be = 5; : S’il existe un temps de préparation.

Champ v : Critere d’optimisation

Le troisieme champ ~ décrit le critere d’optimalité. On cherche a minimiser Y avec Y €
{Cinaz, C, Cu,

Tonaz, Limaz- - - }-

Exemple 1.2.

— R2//Lyas : Traiter un ensemble des taches indépendantes sans préemption ayant
des temps de traitement et des dates échues sont arbitraire et des dates de disponibi-
lité nulles sur des machines paralléles générales 'objectif est de minimiser le grand
tardiveté.

— 1/tree,pmin,r;/Typas : Traiter un ensemble des taches dépendantes, ou le graphe
de précédente est donné sous forme d’un arbre avec préemption ayant des temps de
traitement arbitraires et des dates de disponibilité sont arbitraire sur un machine.
L objectif est de minimiser le grand retard.
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1.4 Représentation des problemes d’ordonnancement par
un Diagramme de Gantt

Les ordonnancements sont représentés par un diagramme de Gantt, ce dernier a
été développé par H.-L. Gantt en 1910. Le diagramme de Gantt est utilisé aussi dans les
entreprises pour la planification des projets. Dans le cas de la gestion de la production, ce
diagramme se compose de plusieurs lignes horizontales (ou des étages) qui représentent
les machines, les taches exécutées sur une machine donnée sont représentées par des rec-
tangles, de longueur proportionnelle a leur durée. Par conséquent, le diagramme de Gantt
donne, un apergu des taches exécutées sur I’ensemble des machines au cours du temps[08].

Exemple 1.3. : On désire traiter 5 taches sur une machine

ml 2111 4] 2] 3

Tl T2 T3 T4 T5

0o 2 3 7 9 12 temps
F1GURE 1.2: Diagramme de Gantt d’un ordonnancement

1.5 Analyse de complexité

1.5.1 Les principes fondamentaux de complexité

1.5.1.1 Définition de complexité

La complexité d'un algorithme est le nombre asymptotique élémentaire (+,-,*, /,
test) qu’il doit effectuer en fonction de la taille des données La complexité algorithmique
s’attache a comparer les algorithmes selon leur temps d’exécution[1].

1.5.1.2 Un algorithme

Est une procédure de résolution composé d’une suite finie d’opération élémentaire
qui pour toute instance du probleme a traiter, transforme les données initiales (entrées) en
résultants (sorties) , le mot algorithme vient du nom du mathématicien ALKAWARIZM
(9 eme siecle )qui a fournit la premier algorithme pour résoudre les équations linéaires et
quadratiques|[4].
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1) Un algorithme est dit efficace : Ou encore polynomial lorsque le nombre total
d’opération élémentaires (opération mathématique, comparaison) effectuées pour
aboutir a la solution est borné par un polynome en la taille du probleme en entrée,
donc un probleme est dit polynomial s’il existe un algorithme polynomial pour le
résoudre, il est dit pseudo—polynomial si sa complexité est bornée par un polynome
en fonction de la taille de la plus grand instance du probleme[18].

2) Un algorithme non polynémial : Est un algorithme dont le nombre d’opérations
n’est pas donné par un polynéme en n.[01]

Notation Désignation Notation | Désignation
O(1) Constance O(n?) Quadratique
O(log(n)) | Logarithmique O(n?) Cubique

O(n) Linaire O(a™),a>1 | Exponentiel
O(nlog(n)) | Quasi-linaire O(n!) Factorielle

1.5.1.3 Probleme d’optimisation combinatoire

Un probleme d’optimisation combinatoire consiste a déterminer un meilleur élément
parmi un nombre fini d’élément mais souvent tres élevé .pour ce type de probleme, il est
nécessaire de mesurer 'efficacité de tout algorithme mis en ouvre .Ainsi, pour comparer la
performance de plusieurs algorithmes résolvant un méme probleme, il existe une mesure
basée sur leur temps d’exécution, c’est la complexité en temps|4].

1.5.1.4 Probleme de décision

Chaque probleme d’optimisation combinatoire peut se réduire a un probleme de
décision, i.e. un probleme formulé comme une question dont la réponse est oui ou non,
un probleme qui n’est pas formulé de cette maniere peut étre tres simplement transformé
en un probleme de décision équivalent, un probleme de décision D1 est dit réductible a
un autre probléeme de décision D2(noté D1 a D2)s’il existe une fonction polynomiale f
qui transforme chaque énoncé de D1 en un autre énoncé de D2 de telle maniere que la
réponse pour D1 et oui si seulement si la réponse pour D2 est oui. Il est toujours possible
de faire correspondant un probleme d’optimisation a un probleme de décision. Dans le
cas, par exemple, de la minimisation d’une fonction objective, le probleme peut étre posé
de la fagon suivant : le probleme admet-il une solution dont la fonction objective est
inférieure ou égale a un seuil défini, de méme dans le cas de maximisation d’une fonction
objective[17].

1.5.2 Les classes de complexité

Le but de la théorie de la complexité est la classification des problemes de décision
suivant leur degré de difficulté de résolution. Dans la littérature, il existe plusieurs classes
de complexité mais les plus connus sont les suivants [21] :

1) La classe NP : La classe des problemes NP ( Non détermination Polynomiale) est
la classe des problemes des décisions qui peuvent étre résolus par une machine de
Turing(un modele abstrait du fonctionnement des appareils mécanique de calcul, tel
un ordinateur) non déterministe en temps polynomial. Dans la classe des problemes
NP, on distingue deux grandes classes : la classe des problémes polynomiaux (la
classe P) et la classe des problemes NP Complet (la classe NPC).
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2) La classe P Un probleme est dit appartenir a la classe P sil existe un algorithme
polynomial pour le résoudre, on dit que les problemes de la classe P sont faciles.

3) La classe NP- Complet Un probleme de décision est dit NP-Complet si tout pro-
bleme de la classe NP peut se rendre polynomiale a lui. Tous les problemes NP-
difficiles ne sont pas de difficulté identique, on rencontre par exemple des problémes
que ne peuvent pas étre résolus en temps polynomiale avec un codage binaire, mais
qui peuvent ’étre avec un codage unaire ,ces problemes sont dits NP-difficiles au sens
ordinaire ou simplement NP-difficiles ,les algorithmes pour cette classe de probleme
sont appelés pseudo-polynomiaux ,pour d’autre problemes ,on peut ne pas trouver
d’algorithme polynomiale quelque soit le codage ,ceux la sont dits NP-difficile au
sens fort .

NP-
complet

FIGURE 1.3: Schéma représentative de classe de complexité

Un probleme d’optimisation combinatoire est dit NP-difficile si le probleme de décision
qui lui correspondant est NP-complet.

Quelques problemes de décision NP-Complets : Probleme de 3 partitions :

Le probleme des 3 partitions est similaire au probleme de partition, qui a son tour
est lié au probleme de somme des sous-ensembles. Dans le probleme de partition, le but
est de partitionner S en deux sous-ensembles a somme égale. Dans 3 partitions, 1'objectif
est de partitionner S en m sous-ensembles (ou n / 3 sous-ensembles), pas seulement deux
sous-ensembles, avec une somme égale.

Le probleme des 3 partitions est un probleme NP-complet dans I'optimisation com-
binatoire. Le probleme est de décider si un multiset donné d’entiers peut étre partitionné
en triplets qui ont tous la méme somme. Plus précisément, étant donné un multi-ensemble
S de n = 3 m entiers positifs, S peut-il étre partitionné en m triplets S1, S2,..., Sm de
telle sorte que la somme des nombres dans chaque sous-ensemble soit égale? Les sous-
ensembles S1, S2,..., Sm doivent former une partition de S dans le sens ot ils sont disjoints
et ils couvrent S. Soit B la somme (souhaitée) de chaque sous-ensemble Si, ou de maniere
équivalente, la somme totale des nombres dans S est m B. Le probleme des 3 partitions
reste fortement NP-complet lorsque chaque entier dans S est strictement compris entre B
/ 4 et B / 2. Le probleme des 3 partitions reste NP-complet méme lorsque les entiers de
S sont bornés ci-dessus par un polynéme de n. En d’autres termes, le probleme reste NP-
complet méme lors de la représentation des nombres dans l'instance d’entrée en unaire.
C’est-a-dire que la partition 3 est NP-complete au sens fort ou fortement NP-complete.
Cette propriété, et les 3 partitions en général, sont utiles dans des nombreuses réductions
ou les nombres sont naturellement représentés en unaire. En revanche, le probleme de par-
tition est connu pour etre NP-complet uniquement lorsque les nombres sont codés dans
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un systeme non unaire et ont une valeur exponentielle dans n.

1.5.3 Réduction entre probleme d ’ordonnancement

Nous donnons ci-dessous quelques réductions (transformations polynomiales) entre
probleme d’ordonnancement .Une fleche de X a Y signifie que la résolution d’'un modele
avec le parametre Y soit plus difficile que celle du méme modele avec le parametre X, ces

relations nous aide & déterminer la complexité des problemes[17].

_-K‘H-..,
o]
—_—
P, o F

—
- Chaine
F1GURE 1.4: Réduction des machines F1GURE 1.5: Relation de précédence
— — &
Ty Uy
+ !
'y N
| /' i P T
¢ bnr [ Pi =P
: 1
C
nmax pi — 1

F1GURE 1.6: Réduction entre les criteres FIGURE 1.7: contrainte sur les temps de traitement
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Exemple 1.4. :

— le probléme Q// Lz est un cas particulier du probléme Q//T, ot toutes les ma-
chines auraient la méme vitesse tout algorithme développé pour Q//T, peut étre
appliqué au probleme Q// Loz

1.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre le probleme d’ordonnancement en précisant
sa définition et les différents éléments qui le déterminent : les taches, les ressources, les
contraintes, les objectives ainsi en présentant les criteres d’optimisation comme élément
de grande importance et la représentation de ces problemes, puis en traitant la complexité
de probleme d’ordonnancement.



Chapitre

2Résolutiom de quelques
problemes faciles

2.1 Introduction

Résoudre un probleme d’ordonnancement c’est choisir pour chaque tache une date
de début de tell sorte que les contraintes du probleme soient respectées (la solution est
alors dite admissible ou réalisable) et qu'un ou plusieurs critéres donnés soient optimisés.

2.2 Minimisation de la grande tardivité

2.2.1 avec temps de traitement arbitraire (Probleme 1//L,,,.)

Pour résoudre le probléeme 1//L,,,, on applique la régle EDD (Earliet Due Date).

La régle EDD (Earliet Due Date) : Range les taches suivant l'ordre croissant de leurs
dates échues
Théoréme 2.1. la régle EDD résout le probléme 1/ /Ly [18].

Preuve
d; > dy , la regle EDD n’est pas vérifier
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Mo |T, T | B

t ¢ ¢

Limaz = max [; = max {1, L;, L} Avec: [l : la tardivité de « et/
{1<i<<n} 1<i<n

Ly=t+pi—d;, Li=t+p;+pr—dy
d; > di, laregle EDD est vérifiée

L' = max [!= max{l,L,, L} Avec
mazx {1<i<<n} 7 1SiS”{ ) i k}

[ : la tardivité de aetf L =t+p —di) L, =t+p +p.—dk) Ona L, <L
et L, < Ly donc max L}, Lj < Ly Alors  max{L}, L} < max{L;, Ly} —
max 1,d;, Li < max{l,L;, L} alors L! < Lya.[18].

max

Exemple 2.1. : Etant donné le tableau suivant :

T | | T | T3 | Ty | T5 | 16 | T7
P11 25741 2|1
d; | 111 9| 6 | 18| 7| 4| 8

On applique la régle EDD on obtient la séquence optimal suivant TeT3T5T7T5TT)

qui est représenté par le figure 2.1 Lo = 9 talque Lyor = max {l;}

T Ts Tg T 15 T3

o 2 6 9 10 12 1T 21 temps

FIGURE 2.1: Solution optimale pour I'exemple 2.1

2.2.2 avec contrainte de pécédence Probleme 1/prec/L,,q,

Pour résoudre le probleme 1/prec/ Ly, il suffit de faire une modification des dates
échues de telle sorte qu’ils soient compatibles avec les contraintes de précédence. On a si
T, — 15 et d; < d,; alors la regle EDD respecte les contraintes de précédence, tel
que : La regle EDD range les taches suivant ’ordre croissant de leurs dates échues, c’est-
a-dire que, dans ce cas, EDD est optimal. Donc pour que la fonction L,,,, n’augmente
pas dans aucun ordonnancement réalisable, on a la régle de modification suivante [19] :

SiT; — T;  alors  d;=min{d;,d; — p;}  avecj = nbasl (2.1)

D’ou d’algorithme de ce probleme consiste deux étapes :



CHAPITRE 2. RESOLUTION DE QUELQUES PROBLEMES FACILES

— Construire des dates échues cohérente :

=min{d;, min {d; —p;}j =nbas 1}
J

[T()—T;
— Appliquer la regle EDD avec des dates échues modifiées.

Exemple 2.2. : Etant donné le tableau suivant :

TV | Ty |15 | Ty | T5
il 2 3| 1 6 | 4
di| 51 8| 8| 8| 7

Les contraintes de précédence sont représentées dans la figure suivante :

FIGURE 2.2: Réseau pour 'exemple 2.2.

— On fait la modification des dates échues d; par la régle de modification 2.1 on ob-
tient :

N T |13 | Ty | T5
| 22327

— On applique ’algorithme on obtient la séquence optimal suivant ‘I5TVT,\T5T5 qui est

représenté par le figure 2.3 avec Lpyae = 1 talque e = max {l;}

T2 T1 T4 T3 T5

o 3 5 11 12 16 temps

FIGURE 2.3: Solution optimale pour 'exemple 2.2
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2.2.3 avec temps de traitement égal 1 et contrainte de précédence
(Probleme 1/prec,p; = 1/Laz)

Ce probleme est un cas particulier de probleme 1/prec,r;,p; = 1/ fmae (fimaz =

max f;(¢;)......... f; monotone pour tout 7).
1<i<n

On ajoute la contrainte p; = 1 au probleme précédent, et on le résolu plus efficacement,
en utilisant une idée de Monma 1982, définit comme suit [9] :

— Commencer par modifier les dates échues. On suppose que toutes les dates échues
sont positives (Lyq: > 0).

— Toutes les taches sont ordonnancées dans 'intervalle [0; n], ce qui implique qu’au-
cune tache i avec d; < n n’est en retard

— Pour trier les taches, nous pouvons utiliser la méthode de Bucket sorting, on construit
les ensembles :

B — {i:di=k},si0<k<<n-1
R {i :d; >n},sik=n

Peut étre construit une séquence optimale 7 par l'algorithme suivant :

Algorithm 1 Algorithme de 1/prec,p; = 1/ Liypas
Pour £ =0 a n faire
Bk = @
Pour j =1 a n faire
Si (d;j < n) alors Bg,) = Bg;) U T}
Sinon B,, = B, UTj;
J=1;
Pour £ = 0 a n faire
Tantque (37; € By) faire Début

m(j) =1;
By, = By /T;;
J=7+1;
Fin.

Exemple 2.3. : On considére le méme exemple précédent talque p; = 1
On applique 'algorithme 2.1 :

By =0,9(j =1,5)
— j=1-—d; =2 < balorsBy = {11}
— j=2—d; =2 < balorsBy = {11, T5}
— j =3 —d; =3 < balorsBs = {13}
— j=4—d; =2 < balorsBy = {11, Ty, T}
— j=5—d; =7 > balorsBs = {15}
—j=1
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— By=10
— B =0
— By ={T1,T[», Ty} — 7(1) =1 — By = {T5, Ty} —» j =2
— By ={D,Ti} —7(2)=2—By={Ty} —j=3
— By={Ty} —7(3)=4— By=0—j=4
— By={T3} —7(4)=3—B3=0-—j=5
— By=10
— Bs; ={Ts} — 7(5) =5 — Bs; =10....stop
Donc la séquence optimal est T\ ToTyT3Ts qui est représenté par le figure 2.4 avec Lyyae = 9

talque Lyyep = g;aé {l;}

M|Ty | Ty | Ty | T5 | Ty

0 1 2 3 4 5 temps

FI1GURE 2.4: Solution optimale pour I'exemple 2.3

2.2.4 avec préemption et date de disponibilité et contrainte de précé-
dence (probleme 1/prec, pmtn,r;/Laz)

— Ce probleme est un cas particulier de probleme 1/prec, pmtn, ;| Fraw(frmae = max fici) . f
N
monotone pour tout 7).

— Réduction directe par la regle EDD préemptive.

La regle EDD préemptive

Ordonnancer les taches en commencant a la plus petite valeur de r;. A chaque point de
décision ¢t donné par une date de disponibilité ou par la fin d’une tache, ordonnancer une
tache T; telle que :

— 1 <t
— tous les prédécesseurs de T; sont ordonnanceés;
— T ala plus petite date échue modifiée[18].

Théoreme 2.2. Un ordonnancement construit par La regle EDD préemptive est optimal
pour le probléme 1/prec, pmitn, v;/Lpa:[12].
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Preuve Supposons que les deux ordonnancements S etS™* coincident jusqu’au moment ¢,
Ensuite nous avons une situation comme indiqué dans la figure 2.5, ou s > t est le temps
minimal auquel la tache T; est traité dans S*. Si nous éliminons la partie de la tache T;
dans S* a partir du moment s, déplacer la tache T} et les successeurs possibles de T}
ordonnancée entre t et s a droite, et réordonnancée la partie de T; avec longueur [ = r — s
dans les intervalles de temps créés vides, puis encore nous avons un ordonnancement
optimal. En continuant ce processus nous obtenons apres un nombre fini des étapes, un
ordonnancement optimal qui coincide avec S.

S* Ty, T;

FIGURE 2.5: Ordonnancement de S et S* pour le probleme 1/prec, pmtn, r;/ Lyaz-

Exemple 2.4. : Ftant donné le tableau suivant :

T 0| T Ty Ts
il 21513161
| 8| 1] 2|45
0] 2] 41 0] 1

Les contraintes de précédence sont représentées dans la figure suivante :

FIGURE 2.6: Les contraintes de précédence de I'exemple 2.4.

e On fait la modification des dates échues d; par la regle de modification 2.1 on ob-
tient :

T[T | T3 | Ty | Ts
a4 11545

o On applique la régle EDD préemptive :
et =0— F ={T1,Ty}et on a le prédécesseur de Ty n'est pas ordonnancé donc
s ={I1}
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t=1— F ={T1,Ty,T5}et on a les prédécesseurs de Ts et Ty ne sont pas ordon-
nancés donc s = {11}

t=2— F ={Ty,Ty,Ts} on a les prédécesseurs de Ty et Ty ne sont pas ordon-
nancés alors s = {11, Ts}

t=3— F ={Ty, T4} on a les prédécesseurs de Ty et Ty ne sont pas ordonnancés
alors s = {11, Ts}

o t=4— F={Ty,Ty,T3}et on a dy < d et dy < d, donc s ={T,T5,T5}

o t=5— F={T5,T,} et on ad, < d donc s ={T1,T5,T5,T5}

o t =6— F = {14} donc s ={T1,T5,T5, 15,14}
Donc la séquence optimal est : TYT5T3T5T)y qui est représenté par le figure 2.7 avec Lypqr =

1 talque Lyer = 112%}51 {l;}

0‘234“7““12““‘18temps
FIGURE 2.7: Solution optimale pour I'exemple 2.4

2.2.5 avec préemption et date de disponibilité (Probléme
L/pmin,r;/ Liya.)

Pour résoudre le probleme 1/pmtn,r;/ L4, on utilisant la regle EDD modifiée (Eartiest
Due Date).

La régle EDD modifiée (Eartiest Due Date) :
— On pose t = Iin {r:}
— On ordonnancer parmi les taches disponible a l'instant t les taches ayant la plus
petite date échue.

Théoréme 2.3. La régle EDD modifiée résout le probléme 1/pmin,r;/Lyaz [18].

Exemple 2.5. : Etant donné le tableau suivant :

Ty | Ty | T3 | Ty | T5 | T6
pil 41 32| 4|51
| 215101 8] 0] 2
4103111124

o On applique la regle EDD madéfiée on obtient :
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Di P1 | D2 | P3| DPs|Ps5 | DPe
t=0 14| 3| 2| 4| 5|1
t=2 141310 41|51
t=3 1413|0441
t=514|13 /02|41
t=7141310]0]4]1
t=1114 |1 3] 0| 0| 0|1
t=14 4|1 01| 0| 0] 0| 1
t=15| 41| 0| 0| 0| 0| 0
t=19 (0| 0| 0] 0] 0| 0

— Donc la séquence optimal est : T5T5T,/T5T5T6T, qui est représenté par le figure 2.8

avec Lyar = 11 talque Lyypp = 1122); {l;}

Ty | Ty T, Ts T Ts T

o 2 3 5 17 11 1415 19 temps

F1GURE 2.8: Solution optimale pour I'exemple 2.5
2.3 Minimisation du nombre de tache en retard

2.3.1 avec temps de traitement arbitraire (Probleme 1//>" u;)
i=1

L’algorithme de Moore résout le probleme 1// i u;
Idée de l’algorithme de Moore =
— Construire un ensemble S maximal des taches a temps.
— Taches de S ordonnancées en ordre croissant de dates échues.

— Les taches n’appartenant pas a S sont en retard et peuvent étre exécutées dans un
ordre arbitraire apres les taches de S.

— Essayer d’ordonnancer les taches dans l'ordre des dates échues.

— Si la tache suivante T; a ordonnancer est en retard, on retire une tache 7; avec le
plus grand temps d’exécution de S[12].
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Algorithm 2 Algorithme de moore

Début

t=0

S =10

Pour ¢ = 1 & n faire
S=SUT;
t=1t+p;

Si (t > d;) alors

Trouver une tache 7j de S ayant le plus long temps de traitement
S =S/T,

t=1— Dj

Fin

Fin

Fin

Théoréme 2.4. l'algorithme 1// > u; construit ’ensemble S des premiéres taches dans un
i=1
ordonnancement optimal.[8]

Preuve : Nous désignons un programme par P = (S, F), ou S est ’ensemble des premier
taches et I est I'ensemble des taches en retard. Soit 7jla premiere tache qui a I'étape 8
(S := S/{T;} ) de l'algorithme est supprimée de I’ensemble S. Nous prouvons d’abord
qu'il existe un ordonnancement optimal P = (S, F) avec T; € F. Notons T}, la tache
qui a été ajoutée a S dans la précédente étape 4(S = S U {T;}) . Ensuite p; = rgagcpi
. De plus, lors de la planification de la séquence partielle T4, ...,T;_1,T}41, ..., T} aucune
tache n’est en retard. Cela découle du fait que dans 713,75, ...,,T,_1 aucun tache n’est
en retard et pp < p; . Nous remplagons 7 par T et réorganisons les taches en fonction
des dates échues non décroissantes. Considérons maintenant un ordonnancement optimal

P = (5 F') avec T; € S'. 1l existe une séquence. Ty : Tr, ... T oo Tr, Ty ooy T,
Avec

F'=T,,, ..Ts, (2.2)

dm) < ... < dy, (2.3)

{Tr, ... T, } CH{TY, ..., Ti} (2.4)

{Tr 1y Te} CH{T R+ 1), ..., T, } (2.5)

(T} € (T, T ) 2.6)

Puisque d; < dy < ... < d, il existe toujours m tel que (2.4) et (2.5) sont satisfaits.
De plus, (2.6) est vrai car T; € S"(\ {11, ..., Tk }. Depuis {I%,... T, € S'}, pas de tache
dans {T%,... Ty, } est en retard. Sur d’autre part, il y a une tache tardive en {7}....7}}.
dans n’importe quel programme. Ainsi nous avoir {Ty,...T,, < Ti....T}}.Ce qui implique
que nous avons une tache T, (77 < T}, < Tj) avec Ty, € {Ty,...T,, }. Nous supprimons
la tache T;de {T,...Ty, } et remplacez-le par T},. Si nous ordonner tous les taches dans
{T, .. Ty, Y U{Th} {T;} CA{Th... T} {T;} selon aux dates échues non décroissantes, tous
les taches sont en temps car {77....7} {T;} a cette propriété. Si I'on additionne les taches
Trpoirs - Trpya Vensemble {75 .. T Y U{Th} {T;} et triez tous les taches en fonction de
la non décroissance dates échues, tous les taches sont en temps car p, < p; implique que
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SApmt —pj +pn < O {px,} -On obtient ainsi un ordonnancement optimal P = (S, F)
Zavlec T, € F. Mainterllailt, il n’est pas difficile de prouver le théoreme par induction sur
le nombre n des taches. Clairement, ’algorithme est correct si n = 1. Supposons que
'algorithme est correct pour tous les problemes avec n — 1 taches. Soit P = (S, F)
I'ordonnancement construit par 1’algorithme et laissez P’ = (S’, F’), un ordonnancement
optimal avec T; € F'. Ensuite, par optimalité, nous avons |S| < |S’|. Si nous appliquons
'algorithme & l’ensemble des taches {7%,....,7(j — 1),7(j + 1),...,T,,} nous obtenir un
ordonnancement optimal du formulaire (S, F' Tj). Parce que (S, F' Tj) est faisable pour
le probleme réduit, nous avons |S’| < |S|. Ainsi |S| = |5'| et P est optimal[08].

Exemple 2.6. : Etant donné le tableau suivant :

T Ty |15 | Ty | Ts
Pl 1143238
a1 319 7511

Ranger les taches suivantes par la regle EDD : Ty T T5T5Ts

. Itération O :
S=0,t=0.
. Itération 01 :
Test 1 < d; =3
. Itération 02 :
S = SU{T4} = {Tl,T4} —t=3
Test -t <dy =05
. Itération 03 :
S = SU{Tg} = {Tl,T4,T3} —t=06
Test :t<ds =17
. Itération 04 :
S = SU{TQ} = {Tl,T4,T3,T2} —t=10
Test :t>dy =9
Alors : Trouver une tache T; de S ayant le plus long temps de traitement.
Tell que S = S/{T}}
D’ou : S = S/{TQ} = {Tl,T4,T3},t =6
. Itération 05 : S = SU{T5} = {Tl,T4,T3,T5} — t =14 Test : t > d5 =11
Alors : Trouver une tache T; de S ayant le plus long temps de traitement. Tell que
S =S/{T;} Dou : S =S/{Is} = {11, Ty, T5},t =6
D’ot :
L’ensemble des taches en temps est S = {11, Ty, T3} et l'ensemble des taches en retard est
T/S ={T,,T5} La séquence optimale est T\T,T5T,T5 qui est présentée dans la figure 2.9.
Avec

Zui: |T/S| =2
=1
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T1 T4 T3 T2 T5

o 1 3 6 10 I8 temps

FIGURE 2.9: Solution optimale pour I'exemple 2.6.

2.3.2 avec date de disponibilité (Probleme 1/r; <r; — d; < d;/ > u;)
i=1

Pour un ensemble de taches donné, les dates de disponibilités et les dates échues sont
appelées cohérentes, si r; < r; — d; < d; pour toutes les taches T;,T; Nous commengons
par ordonner des taches selon les deux, des temps de disponibilité et des dates échues
non décroissants, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que les taches sont
déja correctement indexées, c’est-a~dire r1 < ry < ... <1, et dy < dy < ... < d, . Tout
ordonnancement S peut encore étre décrit par une partition du groupe de taches 7 dans
le temps fixé 7S et ensemble tardif 77. Les taches de 7S sont traitées dans 1'ordre EDD,
elles sont donc classées en fonction de leurs indices. Soit 7S = {T},, ..., Ty, tk1 < ... < ka.
La date de fin de traitement C}, de la tache T}, dans cet ordonnancement est donné par :

Ckl — ,rkl +pk1
Cr, = max {C, 7, } + Dg,-

Ensuite, la derniére tache de 75 est terminée au moment C(75) = Cj, . L’algorithme
suivant géneére des ordonnancements optimales pour les sous-ensembles {77, ..., T;}}dans
l'ordre de i = 1,...,n Soit un ordonnancement optimal pour {7}, ..., T;}étre spécifié par
les sous-ensembles E; C {71, ..., T;}des taches a temps. Ensuite, ensemble En donnera un
ordonnancement optimal pour 7[9.18].

Algorithm 3 Algorithme Pour le calcul de F
Début
Ordonner les taches en fonction des dates de disponibilités et des dates échues non
décroissantes
EO = @
Pour j =1 a n faire
E;,=FE; 1T, Si C(E;) > d; Alors
Choisir T € E; tel que S(E; — Tk) dans 'ordre EDD soit de longueur minimale;
E; =E; — Tk Fin :

Exemple 2.7. : FEtant donné le tableau suivant :

T, Ty [ Ts | Ty | 15 | Te
| 2145 8|19]22
ml 0] 0112415
pi| 2|9 41431
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Les taches sont déja ordonné en fonction des d; et r; croissante :

. Itération 0 : Ey =0, E, = {11}
Test : c(Ey) =2<d; =2

. Itération 01

. Itération 05 : E6 = E5 U{Tﬁ} = {T4, T5, TG} N

Test : c(Ey) =7>dy =4

Alors : on choisit T}, € E; de telle sorte que la sous-ordonnancement obtenue pour

( By =0,E, = By {Ta} = {11, T>}

E;/{T;}. Dans l'ordre EDD soit de longueur minimale.
Ey = By /{Th} = {T»}

. Itération 02 : E5 = By | {15} = {15, 1>}
Test : ¢(E3) =11 >d3 =5

Alors : on choisit T}, € Ejde telle sorte que la sous-ordonnancement obtenue pour

E;/{T;}. Dans l'ordre EDD soit de longueur minimale.
Es = Es/[{15} = {15}

. Itération 03 : £, = Es|J{T,} = {15, 14}
Test : ¢(Ey) =15 >dy =8

Alors : on choisit T}, € E; de telle sorte que la sous-ordonnancement obtenue pour

E;/{T;}. Dans l'ordre EDD soit de longueur minimale.
Ey= Ey/Ty = {Tu}

« Itération 04 : Es = E,\J{T:} =14, T;
Test : ¢(E5) = 18 < d5; =19

Test : ¢(Eg) =19 < dg = 22

D’ou :

L’ensemble des taches en temps est TS{Ty, Ts, T} et ’ensemble des taches en retard

est T>{T1, TQ, Tg}

La séquence optimale est TyT5TgT1T5Ts qui est présentée dans la figure 2.10 Avec

i=1

15 T5 1%

15

T

7 11 12

FI1GURE 2.10: Solution optimale pour I’exemple 2.7

4 15

22 temps
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2.3.3 avec date de disponibilité et temps de traitement égale 1( Le pro-

bleme 1/r;,p; =1/ > w;u;)
i=1

: Nous nous intéressons tout d’abord au probleme plus général 1/r;,p; = 1/ > fi; avec f;
i=1

fonction monotone de ¢; pour tout ;.

— Si le créneau de temps t est affecté a la tache T; , alors le colut correspondant est
filt+1).

— Puisque les f; sont monotones, les taches devraient étre ordonnancées le plus tot
possible.

— Supposons que les taches sont ordonnées de sorte que 1 < r, <,... < r,. Lesn
créneaux aux quelles les taches peuvent etre ordonnancées au plus tot peuvent étre
calculées par :

Algorithm 4 Algorithme de Créneaux
tl =T
Pour i = 2 a i < n faire
t; = max{r;,t; 1+ 1}

— Il existe un ordonnancement qui utilise tous les créneaux de temps ¢;,7 =1,...,n

— Définissons un graphe biparti complet avec

V1 = {tl,...,tn}

Vg = {Tl,...,Tn}

Ainsi que des couts

Cii = fi(tj+1)75iri<tj
Yo 00, Sinon

1/ri;pi =1/ fi se réduit & un probleme d’affectation dans ce graphe biparti[12].
i=1

Exemple 2.8. : Etant donné le tableau suivant :

T | T | T
d | 316 4] 1
wi | 5| 811 6

On applique algorithme 2.4 pour définir les Créneaux :
. Instialisation :t; =r; =1
. Itération 01 : ty; = max{ry, t; + 1} = max{2,2} =2
. Itération 02 :t3 = max{re,t; + 1} = max{4,3} =4
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. Itération 03 :t, = max{ry,t3 + 1} = max{5,5} =5

Définissons un graphe biparti complet avec

V1 = {tl,...,t4}

Vo = {Tl,...,T4}

FIGURE 2.11: Graphe bipartie qui présente ’exemple 2.8.

Dans la figure 2.11 laréte tracée en ligne mince exprime que la tache T; disponible en le
temps t;, sinon les taches n'est pas disponible.

Pour ordonnance ces tache en réduit ce probléme a un probleme d’affectation dans ce
graphe biparti c’est-a-dire on choisir une seul tache qui adjacent on le temps t; en suite
on va traitée cette tache dans ce temps.

La séquence optimale est ToT3TyT) qui est présentée dans la figure 2.12 Avec | wu; = 11
i=1

Ty T T, Ty

0O 1 2 3 4 5 6 temps

FI1GURE 2.12: Solution optimale pour ’exemple 2.8.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté quelques problemes d’ordonnancement sur une seule
machine avec dates échues comme les problemes faciles, nous avons précisé des algorithmes
pour résoudre ce type des problemes ainsi que quelques exemples illustratifs.



Chapitre

3 Problemes difficiles

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons les problemes d’ordonnancement difficiles sur une seule
machine avec date échue et nous montrons la complexité de ces problemes dans deux
sections.

Nous traitons dans la premiere section un probleme de minimisation de la grande tardivité
et dans la deuxieme section, les problemes de minimisation du nombre de taches en retard.

3.2 Minimisation de la grande tardivité 1/7;/l,,.;

Ce probleme avec des taches ayant des dates de disponibilité arbitraire et qui ne per-
met pas la préemption, est notamment plus difficile. L’ordonnancement optimal n’est pas
nécessairement un ordonnancement sans retard.

Théoréme 3.1. Le probléeme 1/r;/ Ly, est de complexité NP- difficile au sens fort [21].

Preuve La preuve est basé sur le fait que 3- Partition est réduit & 1/7;/ Lynas-
Soient ay, . ..,ast,b, tel que b/4 < a; < b/2 et Z a; = tb I'instance suivante de 1/r;/Lyqz
peut étre construit. Le nombre des taches n est egale adt —1Et

=ib+ (i —1). p; = 1. d; = ib + 1. 1=1,...,t—1

Un ordonnancement avec L., < 0 existe si et seulement si chaque tache T; avec
1=1,...,t—1, peut étre traité entre r; et d; = r; + p;.Cela peut étre fait si et seulement
si les taches restantes peuvent étre partitionnées sur les t intervalles de longueur b, ce
qui peut étre fait si et seulement si 3-Partition admet une solution[21].
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ri dy Ty dy rs d3 Te_odi—g  Ti_1di—q

o I e I

b+ 2b+12b+23b+23b+3 th+t—1

FIGURE 3.1: Partition réduite au probleme 1/r;/L a0z

Plusieurs algorithmes exacts ont été proposés pour ce probleme, mais ils sont tous basés
sur des méthodes énumératives et leur temps de calcul augmente de maniere exponentielle
avec la taille du probleme. Une procédure de séparation et évaluation est proposé pour
résoudre ce probleme.

3.3 Minimisation de retard
3.3.1 Probleme 1//> T,
=1

n
I'objectif de 1// > T; est également important dans la pratique .Minimiser le nombre des
i=1

n

taches tardif 1// > w; , en pratique ne peut pas étre le seul objectif & mesurer comment
i=1

les dates échues sont respectées. Certaines taches devront peut-étre attendre longtemps

si le nombre de taches en retard est minimisé. Si, au contraire, la somme des retards sont
minimisés, il est moins probable que I'attente d'une tache donnée soit trop longue.
n
Le modele 1// > T; a regu une énorme attention dans la littérature. Pendant de nom-
i=1
breuses années, sa complexité de calcul est restée ouverte, jusqu’'a sa dureté NP a été
établie en 19%0.

Comme 1// > T, est NP — dif ficile dans l'ordinaire sens, il permet un algorithme de
i=1
temps pseudo-polynomial basé sur la programmation dynamique. L’algorithme est basé

sur deux préliminaires résultats[21].

Lemme 3.1. Si p; < p et d; < dy, alors il existe une séquence optimale dans laquelle la
tache T; est ordonnancée avant la tache Ty [21].

Ce type de résultat est utile lorsqu’un algorithme a développer pour un chapeau problé-
matique est NP — dur. Un tel résultat, souvent appelé critere d’élimination peut étre
considéré comme un ensemble des contraintes de priorité sur les taches, permet souvent
de ne pas tenir compte d'un assez grand nombre des séquences. Plus de contraintes de
priorité crées grace a ces résultats, plus le probleme devient facile. Dans le lemme suivant,
la sensibilité d’une séquence optimale au les dates sont prises en compte. Deux problemes
sont envisagés, les deux avoir n taches avec des temps de traitement p, ..., p,,. La premiere
instance a des dates échues dy, ..., d,,. Soit C}, étre le dernier temps d’achevement possible
de tache T, dans une séquence, disons S”, pour cet exemple. La deuxiéme instance a
des dates échues dy, ..., dp_1, maz(dy, C}.), dg+1, ..., d,. Soit S” la séquence optimale en ce
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qui concerne ce deuxieme ensemble de dates échues et C!' la fin du la tacheT; sous cette
deuxieme séquence[21].

Lemme 3.2. Toute séquence optimale pour la deuzieme instance est également optimal
pour la premiére instance[21].

preuve Soit V’(S) le retard total sous une séquence arbitraire S par rapport au premier
ensemble de dates échues et que V”(S) désigne le retard total sous la séquence S par
rapport au deuxieme ensemble de dates échues.

Maintenant

VI(S/) — V”(SI> +Ak

Bt

V/(S”) — V”(S”) _|_ Bk;

O, si C}, < di les deux ensembles de dates échues sont les mémes et la séquence S” est
optimal pour le deuxieme ensemble est donc également optimal pour le premier ensemble.

Si dy, < O}, puis

Ay = Cp — dy

Et

By = maz(0,min(Cy, C}) — di)

I1 est clair que Ay > Bj. Comme S” est optimal pour la deuxieme instance V"(S") >
V"(S"). Donc V'(S") > V'(S") qui complete la preuve. Dans le reste de cette section, il
est supposé que (sans perte de généralité) tous les temps de traitement sont différents,
si nécessaire apres une perturbation infinitésimale. Supposons que d; <, ... < d, et pp =
maz(py, ..., pn). Autrement dit, la tache dont la date échue est la plus petite a le temps de
traitement le plus long. Il ressort du lemme 3.1 qu’il existe une séquence optimale dans
laquelle les taches {T7,...,T(k — 1)} apparaissent dans un certain ordre, avant la tache Tj.
Parmi lesn — k taches restantes, c’est-a-dire les taches {T(k + 1),...T,,, certains peuvent
apparaitre avant la tache T(k + 1) et certains peuvent apparaitre apres la tache Tj. Le
lemme suivant se concentre sur ces n — k taches[21].

Lemme 3.3. I/ existe un entier o, 0 < o < n — k, tel qu’il existe une séquence optimale S
dans laquelle la tache Ty est précédé de tous les taches T; avec 1 < k + o et suivi de tous
les taches T; avec k + o < i[21].
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preuve Soit C}, désigne le dernier temps d’exécution possible du Tjdans n’'importe quelle
séquence ce qui est optimal par rapport aux dates échues données d, ..., d,. Soit S” une
séquence optimale par rapport dates échues dy, ..., dk — 1), maz(Cy,, dy), di+1, ..., dnet qui
remplit la condition énoncée dans le lemme 2.1. Soit C, indiquent le temps d’exécution
de la tache T}, dans cette séquence. Par la séquence de Lemme 3.2 S” est également
optimal par rapport aux dates échues d’origine. Cela implique que C} < max(Cy, dy).
On peut supposer que la tache Tj, n’est pas précédée dans S par une tache dont la date
échue est postérieure a max (C}, di) (si tel avait été le cas cette tache serait en temps et
repositionner cette tache en l'insérant immédiatement apres la tache Tj, n’augmenterait
pas la fonction objectif). De plus, la tache T} doit étre précédé de tous les taches dont
la date échue est antérieure a max(C},dy) (sinon lemme 3.1 serait violé). Donc § peut
étre choisi pour étre le plus grand entier tel que dy, + 6 < max(CY, di). Ceci complete la
preuve. .

Dans l'algorithme de programmation dynamique, un sous-programme est requis pour
générer un ordonnancement optimal pour I’ensemble des taches 771, ..., 7} commence par
le traitement de cet ensemble au temps t.

Soit T}, une tache avec le plus long temps de traitement parmi ces [ taches. Il ressort du
lemme 3 que pour certains o (0 < o <1 —k),il existe une séquence optimale commengant
a t qui peut étre considérée comme une concaténation de trois sous-ensembles des taches,
a savoir

— les taches 11,15, ..., Tx—1, Ty1, ..., Ty, dans un certain ordre, suivi de la tache Ty,
suivi les taches Tyxyy41, Thioto, ---, 1] dans un certain ordre.
Le temps de réalisation du la tache T}, Cy(0), est donné par Cy(o) = > p;i .

i<k+o
Il est clair que pour la séquence entiere soit optimale, le premier et le troisieme sous-

ensemble doivent étre séquencés de maniere optimale en eux-mémes. Cela suggere un
procédure de programmation dynamique qui détermine une séquence optimale pour un
plus grand ensemble des taches apres avoir déterminé des séquences optimales pour les
sous-ensembles appropriés du plus grand ensemble. Les sous-ensembles J utilisés dans
cette procédure récursive sont d’un type tres spécial. Un sous-ensemble comprend tous
les taches d’un ensemble {i,i + 1,...,] — 1,1} avec les temps de traitement plus petit que
le temps de traitement ppde la tache Ty. Un tel sous-ensemble est noté par J(i,l, k).
Soit V(J(i,1,k),t) le retard total de ce sous-ensemble sous une séquence optimale, en
supposant que ce sous-ensemble commence au temps t. La procédure de programmation
dynamique peut étreT;, Tiiq, ..., T1—1, T}, Ti[21].

3.3.2 Probleme 1// > w;,T;
i=1

— 1/ry,pi = 1/ Y. w;T; peut étre résolu en O(n?) (cas particulier de 1/r;,p; =1/ fi |
=1 i=1

— mais 1/prec,p; =1/ > T; ,est NP-difficile.

=1

n

— Algorithme pseudo-polynomial de Lawler pour 1// > w;T; si les poids w; sont ac-
i=1

ceptables pour les temps d’exécution p; , c’est-a-dire si p; < p; implique w; > w;

pour tout ;5 = 1,...,n[08].
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Lemme 3.4. Supposons que les poids w; sont acceptables pour les temps d’exécution p;.
Alors il existe une séquence optimale m dans laquelle T; précede T; si d; < d; etp; < pj,
et dans laquelle toutes les taches a temps sont en ordre croissant des dates échues[8].

preuve soit m une séquence optimale. Supposons que 7T; suive T dans m, ou d; < d; et
pi < pj. Parce que les taches sont agréablement pondérés,p; < p; implique w; < w;. Par
conséquent, w;ymaz{0,T — d;} < wymaxz{0,T — d;} vrai pour tous les taches T;. . Ainsi,
si nous déplacons la tache T a la position immédiatement apres la tache T; , alors ce
nouveau ordonnancement doit étre également optimal. De plus, si la tache T; suit la tache
T; oud; <djetT;etT;sont en temps, puis en déplacant 7; a la position immédiatement
apres T; garde Tjen temps. Ainsi, nous obtenons une séquence pour laquelle le retard
pondéré total n'augmente pas. L’application répétée de ces deux regles donne une séquence
optimale satisfaisante les conditions du lemme. Afin de simplifier quelque peu I'exposition,
supposons que tous les traitements des temps sont distincts. Si ce n’est pas le cas, ils
peuvent étre perturbés infiniment sans violer ’hypothese d’une pondération agréable et
sans changer le probleme de maniere significative.

Théoréme 3.2. Le probleme 1// > w;T; est de complexité NP- difficile au sens fort[23].
i=1

n

preuve La preuve est faite en réduisant 3-Partition a 1// > w;T; La réduction est basée
i=1

sur la transformation suivante. Encore une fois, le nombre des taches n est choisi égal a

4t — 1

Et

d,:() Di = a; w; = a; Z:]_,,gt

di = (i —3t)(b+1) pi=1 w; = 2 i=3t+1,...,4t—1.
Soit

3t
1

i,k=1

On peut montrer qu’il existe un ordonnancement avec une valeur objective z si et seule-
ment s’il existe une solution au probleme de 3-Partition. Les 3 premieres taches ayant un

rapport % égal a 1 et sont dus au moment 0. Il y at — 1 taches avec “;’— rapport égal a 2 et
leurs dates d’échues sont ab+1,2b+2 , et ainsi de suite. Une solution avec la valeur z peut
étre obtenue si ces t — 1 taches peuvent étre traités exactement pendant les intervalles
[b,b4+1],[204+1,2b+2],...,[(t—=1)b+t—2,(t —1)b+t— 1] Pour adapter ces t — 1 taches a
ces t— 1 intervalles, le premier 3¢ taches doit étre partitionnées en tsous-ensembles de trois
taches chacune avec la somme des trois temps de traitement dans chaque sous-ensemble
étant égal a b. Il peut étre vérifié que dans ce cas la somme des retards pondérés est égale
a z. Si une telle partition n’est pas possible, il existe au moins un sous-ensemble dont la
somme des trois temps de traitement est supérieure a b et un autre sous-ensemble de dont
la somme des trois temps de traitement est inférieure a b . On peut vérifier que dans ce
cas la somme des retards pondérés est supérieure a z.

n
Généralement une méthode approchée est utilisée pour le probleme a 1// > w;T;. Le plus

i=1
souvent, les ordonnancements sont construits & partir de la fin. Au /“"niveau de l’arbre
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L]

b+1 2b+2 3 +3 =200+t —-2 {{-1b+t—1 th+t—1

FIGURE 3.2: Partition réduite au probleme 1// > w;T;

i=1

de recherche, les taches sont placées dans la (n — i+ 1)™¢ position. Donc de chaque nceud
au niveau ¢ — 1 il y a n — i+ 1 branches allant au niveau i. Il n’est pas nécessaire d’évaluer
tous les noeuds possibles. Les résultats de dominance tels que celui décrit dans le lemme
3.3.1 peut éliminer un certain nombre des nceuds. La borne supérieure sur le nombre des
nocuds au niveau j est nﬁ—'l)' L’argument pour construire la séquence en arriere est que
les termes plus grands éans la fonction objective sont susceptibles de correspondre a des
taches qui se positionnent plus vers la fin de 'ordonnancement. Il semble avantageux de
traiter ces derniers en premier.

Il existe de nombreuses techniques de délimitation différentes. L'un des plus élémentaires
techniques de délimitation est basé sur une relaxation du probleme a un probleme de
transport. Dans cette procédure, chaque tache 7(i)avec un temps de traitement (entier)
p(i)est divisée en p(i) taches, chacun avec un temps de traitement unitaire. Les variables
de décision zsont 1 si une unité du tache T{i) est traitée pendant I'intervalle de temps
[k — 1, k] etO sinon.

Ces variables de décision x;;, doivent satisfaire deux ensembles de contraintes :

Cmax

ik = Z Di 17”
k=1

n
xzkzzpzy k:]-ycma;r
Jj=1

Clairement, une solution satisfait ces contraintes ne garantit pas un réalisable or-

donnancement sans préemptions. Définir les coefficients de cout c¢;, qui satisfont
!

> e <wymax(c; —d;,0) ,pour i =1,...n 0l =1,.., Craz-

k’Zl—pz‘-i-l

Ensuite, la solution de cout minimum fournit une borne inférieure, puisque pour toute
solution du probleme de transport avec z;, = 1 Pour k = ¢; — p; + 1,...,¢; la relation
suivante :

Cj

l
E CikTi = E e < wymaz(c; — d;, 0)
k=1

k‘:Cj —Dj +1

Il est assez facile de trouver des fonctions de cout qui répondent a cette relation. Par
exemple, ’ensemble
I 0, pourk < d;
7wy, pourk > d;
n
La solution du probléme des transports prévoit une borne inférieure pour 1// > w,T; .
i=1
Cette technique englobant est appliquée a I’ensemble des taches non planifiés a chaque
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noeud de 'arbre. Si la borne inférieure est plus grande que la solution de I’'ordonnancement
connu, alors le noeud peut étre éliminé[23,21].

3.3.3 probléeme 1// > w;u;
i=1

Etant donné n taches T} avec i = 1, ...,n avec le temps de traitement p; et les dates
n

échues d;, nous devons ordonnancer ces taches de telle sorte que > w;u; est minimisé ou
i=1

w; > 0 pour ¢ = 1,...,n. Supposons que les taches sont énumérés selon aux date échues

non décroissantes :

d <dy < ... < d, (3.1)

Il existe alors un ordonnancement optimal donné par une séquence du formulaire
T, 1y, ... Ty, Tsq,... T, ,ouTy < Ty < ... < Ty sont en temps et les taches Ty q,...T),
, sont en retard. Cela peut étre montré facilement en appliquant la transformation sui-
vant. Si une tache T; est en retard, nous pouvons mettre 7; a la fin du 'ordonnancement
sans augmenter la fonction objectif. Si T; et T; sont des précoces (en temps) avec d; < d;
tel que T; ne soit pas programmé avant 7}, alors on peut déplacer le bloc de toutes les
taches programmeées entre T} et T; conjointement avec T; a gauche par le temps p; unités
et programmez 7T; immédiatement apres ce bloc. Parce que T; n’étais pas en retard et
d; <d; , cela ne crée aucun tache tardif.

n
Pour résoudre le probléme, nous calculons récursivement pour ¢t = 0,1,....7 := > p; .
i=1

et j = 1,...,n Jla valeur minimale du critere Fj(¢) pour les j premiers taches, sous la
contrainte que le temps de traitement total de la ponctualité taches est tout au plus t. Si
0 <t <d; et la tache T est a temps dans un ordonnancement ce qui correspond a Fj(t),
puis Fj(t) = Fj_1(t —p;). Autrement F;(t) = F;_(t) +w; . Sit > d;, alors Fj(t) = Fj(d;)
car toutes les taches T, Ts, ..., T}, sont en retard et d,, > ... > d;. Ainsi, pour j =1,....,n
nous avons la récursivité

Fi(t) = { mink;_1(t — p;), Fj_1(t) + w;, pour0 < t < d;

J F;(d;),pourd; <t <T

avec F;(t) = oo pour t <0, j =0,....,n et Fy(t) = 0 pour t > 0. Notez que F,(d,) est la
solution optimale au probleme.

L’algorithme suivant calcule toutes les valeurs Fj(t) pour j =1,...,n et t =0, ...,d;. Nous
supposons que les taches sont énumérés de telle sorte que (1.1) est vrai. pjq. indique le
temps de traitement le plus long. Le temps de calcul de cet algorithme est limité par

O(n;pz)[S]

n
La généralisation de ce probleme avec des poids, c’est-a~dire 1// > w;u; est connu pour
étre NP-dur. Le cas spécial ou toutes les dates échues sont égau;( ést équivalent au soi-
disant probleme de sac a dos. La date échue équivaut a la taille du sac a dos, les temps
de traitement des taches sont équivalents a les tailles des articles et les poids sont équi-
valents aux avantages obtenus permettre les articles dans le sac a dos. Une heuristique
populaire pour ce probleme est la Regle WSPT qui séquence des taches dans I'ordre dé-
croissant de ;‘)’— Un pire de cas I’analyse montre que cette heuristique peut mal fonctionner

w;u; (WSPT)

wiui(OPT) peut étre arbitrairement grand|[21].

arbitrairement, c’est-a-dire que le rapport
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3.4 Conclusion

Nous avons exposé dans ce chapitre les problemes d’ordonnancement difficiles sur une
seule machine, nous avons utilisé le probleme de 3-partition et probleme de programmation
dynamique pour les preuves.



Chapitre

4Heuristiques proposées

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous pressentons le probleme 1/r;/L., ainsi que nous proposons
quelques heuristiques pour résoudre ce probleme qui est NP-Difficile

4.2 Représentation du probleme 1/7;/L,, ..

4.2.1 Le modele mathématique du probleme

Les variables :

S 1 st la taches T; est en position k sur la machine
i 0 sinon

Avec:i=1netk=1n
t, : La date de début de traitement de la tache en position k sur la machine k = 1,n

Les contraintes :
1) Yagp=1 i=1,n
k=1

2) Z Lik=1 k= ,n
=1

=1

4) te+ Y poyTie <thin  k=1,n-1
i=1

5 th + > (pe) —di)ri <y YER
i=1

La 1% contrainte impose le traitement de toutes les taches.

La 2°™¢ contrainte exige le traitement d’une seule tache par position.

La 3°™°¢ contrainte empache le démarrage d’une tache avant sa date de disponibilité.

La 4°™¢ contrainte impose a la tache en position k + 1 de commencer son exécution apres
la fin exécution de la tache en position k.
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La 5™ contrainte indique que la tardiveté de chaque tache doit étre < y

La formulation mathématique du probleme est :

( min y

n
YNy =1,1=1,
k=1

n —

Y Ta—1,k=1,n

n —

tk—inkn>0,k:1,n

=1
tk+2p¢$ik<tk+1,k=1»n—1

1=

tk‘l‘Z( di)xi <Y
za € {0, 1}2:_nk:1,_n
th=>0,k=1,n
L yeR

Ce probleme est une probleme linéaire en nombres entiers.

4.2.2 Définition du probleme

Traiter un ensemble de taches indépendantes sans préemption ayant des dates Echues, des
temps de traitement et es dates de disponibilité sont arbitraires sur une seule machine.
L’objectif est de minimiser la grande tardivité.

4.3 Les heuristiques pour résoudre le probleme 1/r;/L, ..

4.3.1 Définition

Les heuristiques sont des méthodes empiriques qui donnent généralement de bons résultats
sans pour autant étre démontrables. Elles se basent sur des regles simplifies pour optimiser
un ou plusieurs criteres. Le principe général de cette catégorie de méthodes est d’intégrer
des stratégies de décision pour construire une solution proche de celle optimale tout en
cherchant & avoir un temps de calcul raisonnable[5].

4.3.2 Les heuristiques proposés

Dans cette session nous proposons des heuristiques lesquelles fournissent rapidement une
solution réalisable proche de I'optimum pour le probleme d’ordonnancement 1/7;/Lyqq,
ou notre but est de trouver I’heuristique de bonne qualité.

4.3.2.1 Principe de la 1%¢ heuristique

La premiere phase de cette heuristique consiste a ranger les taches selon la regle EDD en
suite ordonnancer la tache T; ayant la plus petite date de disponibilité.
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Algorithm 5 Algorithme de H1
Début
Ranger les taches selon la regle EDD
tl =T
ca=1t1+m
tant que T # ()
faire
choisir T; tel que
ri = main{r;/p; = maz{p;}}
ordonnancer T; a l'instant ¢

T =1/{T}
li = C; — dz

t= C;

fait

Loz = max{l;}
Fin

4.3.2.2 Principe de la 2°™¢ heuristique

La premiere phase de cette heuristique consiste a trouver les taches disponible a I'instant
max {¢;_1, min {r;}}, en suite ordonnancer la taches T; ayant la plus petite date échue.

Algorithm 6 Algorithme de H2
Début
t; = min{r;}
Tant queT” # ()
faire
T ={T, € T/r; <t}
choisir T; € T” tel que
d; = min }{d,}/p; = max {p;}

ordonnancer 7; a l'instant t

T =T {T}

C; = t+ Di

li = C; — dl

t = max {¢;, min {r;}}
fait

Loz = max{l;}

Fin

4.3.2.3 Principe de la 3*™° heuristique

La premiere phase de cette heuristique consiste a ranger les dates de disponibilité et les
dates échues par ordre croissant dans une liste S, en suite ordonnancer les taches selon la
liste S tel que 7} n’est pas ordonnancer.
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Algorithm 7 Algorithme de H3
Début
Ranger les dates de disponibilité et les dates échues par ordre croissante dans une liste
S
tl = 0
CL=T"1+p
Tant que T # ()
ordonnancer la tache 7} & l'instante ¢

T = T/{T}}
ci=1t+ Di

lz' = C; — dz

t= C;

fait

Linae = max{l;}
fin

4.3.3 Exemple d’application

Dans cette session nous désirons traiter 12 taches indépendantes sur une machine dont
les temps de traitement, les dates échues et les dates de disponibilité sont donnes dans le
tableau suivant :

T | Ty | To | T3 | Ty | T5 | Te | T7 | T3 | Ty | T1g | T11 | Tho
pi|l 4133|4222 1 1 1 3 2
d, | 7145121683 |10]12| 7 5 4
s |03 122|573 ]|5 ] 4 8 9 11

Nous appliquons cet exemple sur les trois heuristique proposées précédemment.

4.3.3.1 Application de la 1*® heuristique

Nous appliquons notre heuristique H1 : Ranger les taches suivantes par la regle EDD :
L7 5T 1310 T5Th ThoTe T8 1o
. Itération O :
thh=ry=2— F={T4y}— ca=ti+p=6— T=T/1,.
. Itération 01 :
to=c1=6— F={Ty,T:} - cy=to+p;=8— T=T/Tx.
. Itération 02 :
t3=cp =8 — onad =dp alors  min{re,rio} = min{3,11} =3  donc
F=A{T,,T:,To} - c3=t3+p=11— T =T/T5.
. Itération 03 :
ty=c3=11— F={Ty,T7,T5,T1s} - c4=ty+p=13— T =T/T,.
. Itération 04 :
ts=cy =13 — onads;=d; alors — min{rs,r;1} = min{2,9} =2  donc
F=A{T,,T;,T5,T15, T3} - c5=t5+p3s=16— T =T/T;.
. Itération 05 :
te¢ =c5 =16 » F ={T,,T7, 15, T2, T3, T11} = cc=t¢+pn=19— T =
T/Th.
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. Itération 06 :

t7 = Cg = 19 — F = {T4,T7,T2,T12,T3,T11,T5} — Cr = t7 + ps = 21 — T =

T/Ts.
. Itération 07 :

ts=c;=21— onad; =dj alors  min{ry,r0} = min{0,8} =0  donc

F={Ty,T7,T5,T12, T35, 101,15, T} = cs=tsg+p1=25— T =T/T.
. Itération 08 :

to=cs=25— F={T,,T7,T,T12,T5,T11, 15,11, To} = c¢g=tg+p1o=26—

T =T/T.
. Itération 09 :

to=0cy=26— F={Ty,T7,T5, T2, 15, T11,T5, 11, Tho, T6} — c10 ="t +ps =

2% T =T/Ts
. Itération 10 :

t11 = cip = 28 — F = {T,,T7,15,T15, 15,111, T5, 11, Tho, Ts, T} — cn

t11 +p8:29—> T:T/Tg
. Itération 11 :

tie =c1 =29 = F = {1,171, Ti5, 15,111, 15,11, Tho, 16, T, To } —  cis

t12 + Po =30 — T:T/Tg ZQ stop.

Nous avons trouvé la solution présenté par la figure 4.1 avec L,,,, = 20

Ty |17 | Ty |Thvg T3 | Ty | T5| T [ols T4l

0 2 6 8 11 13 16 19 21 25 26 282930temps

FIGURE 4.1: Solution générale de ’exemple par I’heuristique H'1

4.3.3.2 Application de la 2°™® heuristique

Nous appliquons notre heuristique H2 :
. Itération 01 :
t1:0—>T:{T1}—>F:{T1}

. Itération 02 :

ty = max{2,4} =4 T = {TQ,T37T4,T7, Tg} on a mm{dz} = d4 donc F' = {Tl, T4}

. Itération 03 :

ty = ma:t:{2,8} =8 =T = {TQ,T37T5,T6,T7,T8,T9T10} on a mm{dl} = d7 donc

F= {Tb T47 T7}

. Itération 04 :

t4 = max{Q, 10} =10—->T = {TQ, T3,T5,T6,T8,T9T10, Tll} on a mm{dl} = d2 donc

F = {Th T47 T77 TQ}
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. Itération 05 :
ts = max{2,13} = 13 — T = {Ty,T5, Ty, Ts, TyTro, Ti1, Tr2} on a min{d;} = du
donc F' = {11, Ty, T7, T3, T2}

. Itération 06 :
te = max{Q, 15} =15 ->T = {T37T5,T6,T8,T9T10,T11} on a mm{dl} = d3 donc
F= {T17T47T77T2aT127T3}

. Itération 07 :
t; = max{3,18} = 18 — T = {T5,Ts,Ts, Ty, Th0, 711} on a min{d;} = di; donc
F= {T17T47T77T2aT127T37T11}

. Itération 08 :
ity = max{4,21} =21 =T = {T5,T6,T87T97T10} on a mm{dz} = d5 donc F' =
{T17T47T77T27T127T37T117T5}

. Itération 09 :
to = max{4,23} = 23 — T = {Ts,Ts, Ty, T10} on a min{d;} = dip donc F =
{T17T47T77T27T127T37T117T57T10}

. Itération 10 :
tip = max{4,24} = 24 —» T = {T15,Ts, Ty} on a min{d;} = d¢ donc F =
{11, T4, T7, T3, Tz, T3, Ty, Ts, Tho, Ts }
. Itération 11 :
tiy = max{4,26} = 26 — T = {Ts,Ty} on a min{d;} = ds donc F =
{11, Ty, T, Ts, Tha, T3, Tha, T5, Tho, Ts, Ts }
. Itération 12 :
tiy = max{4,27} = 27 — T = {Ty} on a min{d;} = dy donc F =
{11, Ty, T, Ts, Tha, T3, Tha, T5, Tho, Ts, Ts, To }
. Itération 13 :
13 =29 — T = {0} .....stop

Nous avons trouvé la solution présenté par la figure 4.2 avec Ljq, = 18

T Ty |T7| T3 |Tho 13| Tu| 15 ol (I5]5

0 4 8 10 13 15 I8 21 23242627 28temps

FIGURE 4.2: Solution générale de ’exemple par ’heuristique H2
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4.3.3.3 Application de la 3*™® heuristique

Sur le méme exemple, nous appliquons notre heuristique H3 :
Ranger les taches suivants selon r; et d; : S =
{r1,r3,14,ds, 72,77, d7, 19, do, dyg, d3, 75, 78, dv1, ds, dy, 76, diods, dio, 11, T8, T12, do }
. Itération 00 :
th = 0 - ¢ = 0+4 =4 - F = {1} done T = T/} =
{1, T3, Ty, T5, Ts, Tr, Ty, To, Tro, Tha, Tia )
. Itération 01 :
th, = 4 -5 ¢ = 443 =7 - F = {I1,T3} done T = T/I7 =
{1y, Ty, T, Ts, T, T, Ty, Tho, Th1, Tha }-
. Itération 02 :
to =7 = ¢4 =744 =11 - F = {T1,T5,T,} doncT = T/T, =
{1y, T5, T, T7, T, Ty, Tro, Th1, Tia}
. Itération 03 :
tsg = 11 — ¢ = 11 +3 = 14 - F = {11,15,Ty, T} doncT = T/T, =
{15, Ts, 17, Ts, Ty, Tho, T11, Tha }-
. Itération 04 :
ty =14 =5 ¢ =14+2 =16 - F = {11,15,1,, 15,17} doncT = T/T; =
{15, Ts, T, Ty, Tro, Th1, Tha} -
. Itération 05 :
ty =16 - cg = 164+ 1 =17 —» F = {11, 15,1y, T, T7, Ty} doncT = T/Ty =
{T5, T, Ty, Tho, Th1, Tha} -
. Itération 06 :
te =17 = c1o=17T4+2=19 - F = {11,135, T4, T, T7, Ty, T12} doncT = T /T3 =
{15, 16, T, Tro, T1a -
. Itération 07 :
t7 =19 =5 ¢ =194+2=21 - F = {11,135, Ty, T3, T7, Ty, T12, T5} doncT =T /T5 =
{Ts, T, Tho, T11 }-
. Itération 08 :
ts =19 = cg = 1942 =21 —» F = {11,135, Ty, T, T7, Ty, T2, T5, Tz} doncT =
T/T8 = {T67T107T11}-
. Itération 09 :
to=21 =y =214+1=22— F ={1,13,Ty, T, T7, Ty, T15,T5, Tg, T11 } doncT =
T/Ty ={Ts,Tio}-
. Itération 10 :
tio =21 = g =22+43 =25 - F = {11,15, T4, 15,17, Ty, Th2, T5, 15, Th1, T5 }
doneT =T /Ts = {T1o}-
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. Itération 11 :
th =25 = c0=204+2=27— F = {1,151y, 15,17, Ty, Th2, T5, T, T11, T, T1o }
doncT = T/T10 = {}

Nous avons trouvé la solution présenté par la figure 4.3 avec L., = 21

| Tz T Ty | T7[14Thg TsIy Tu [Is [Iho

0 4 7 11 14161719 2122 25 27 28 temps

FIGURE 4.3: Solution générale de I'’exemple par I'heuristique H3

4.4 Comparaison entre les heuristiques proposées

Pour comparer les heuristiques proposées, nous avons calculer le ration d’approximation

R avec :

Lma:c(H)
Q

« Lnaz(H) @ est la grande tardivité obtenue par 1'heuristique proposée H.

R:

. @ : est la borne inférieur du probléme 1/7r;/ Ly, avec :
n
Q = sz - dmaz
i=1
Lorsque R est proche de 1 alors 'approximation est de bonne qualité.

Calculons alors la borne inférieur de notre exemple :

Q:Zpl_dmax:28_12:16
=1

Pour l’heuristique H1

Lmaac (Hl)

On a Ly, = 20 et donc R = = % =1.25

Alors cette heuristique est de bonne qualité car R = 1.25 est proche de 1.
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Pour I’heuristique H2

On a Lmaa: =18 et donc R = M

=18 =1125
Alors cette heuristique est de bonne qualité car R = 1.125 est proche de 1.
Pour I’heuristique H3

Lmax H
On a L =21 et donc R = &

=2 =1.3125
Alors cette heuristique est de bonne qualité car R = 1.3125 est proche de 1.

A partir des résultats obtenues, nous remarquons que ’heuristique H2 donne la meilleur
valeur de la fonction objectif car la valeur de L,,,, obtenue est broche a la valeur de la
borne (), donc le ratio d’approximation R est proche de 1, par contre les heuristiques H'1
et H3 donnent des valeurs plus grand de L,,q,.

Alors pour cet exemple, 'heuristique H2 est plus performant des heuristiques H1 et H3.

Remarque 4.1. Nous avons traité les trois heuristiques sur un seul exemple, nous avons
remarqué que l’heuristigue H2 donne de meilleur solution que les heuristiques H1 et H3

pour cet exemple, mais pas forcement pour d’autres exemples.

4.5 Conclusion

Nous traitons dans ce chapitre le probleme d’ordonnancement 1/7;/ L4, ;nous avons com-
mence par le modele mathématique et la définition de ce probleme ainsi nous proposons

trois heuristiques pour trouver une solution approchée de ce dernier



Conclusion Générale

Les problemes d’ordonnancement sont présents dans tous les secteurs de ’économie
et constituent une fonction important en gestion de production. Un probleme d’ordon-
nancement consiste a allouer dans le temps des taches a des ressources qui existent en

quantité limité, tout en satisfaisant un ensemble de contrainte.

Les problemes d’ordonnancement avec date échue sur une seule machine est I'un des
problemes d’ordonnancement intensivement étudiés. Dans ce travail, nous avons traité ces
problemes, les types de ces derniers selon leurs complexités et d’application des heuris-

tiques proposent pour parvenir a une solution acceptable.

La premiere partie de ce mémoire est une présentation générale des problemes d’or-
donnancement, leurs notions fondamentales et les éléments nécessaires pour caractéri-
ser un probleme d’ordonnancement sont aussi évoqués : les taches, les ressources, les
contraintes et les objectifs, Le deuxieme point nous avons abordé la classification, le dia-
gramme de Gantt comme un outil de représentation de ces problemes, ainsi que nous

discutons sur quelques concepts de la théorie de complexité.

Nous nous somme intéressé dans la deuxieme et la troisieme partie a étudier quelques
problemes d’ordonnancement sur une seule machine qui peuvent étre classés comme des
problemes faciles et difficiles, nous avons commencer par les problemes faciles, nous avons
exposé quelques problemes et nous avons donné les algorithmes pour leurs résolution,
ainsi que nous avons utilisé le probleme de 3-partition et les problemes de programmation

dynamique pour prouver la difficulté de certains problemes.

Dans la quatrieme partie, nous avons proposé trois heuristiques pour résoudre le
probleme 1/7;/ Lyq. qui est NP-difficile , tout d’abord nous avons représenté ce probleme
par leur modele mathématique et nous avons donné sa définition, la fin de cette partie
est consacré a appliquer ces trois heuristiques sur un exemple donné pour trouver une

solution satisfaite.

Notre perspective est d’'implémenter les trois heuristiques proposées sur un logiciel

comme par exemple Matlab pour bien visionner les résultats.
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