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RESUME

Un sous-ensemble S C V' dans un graphe G = (V| E) est un [1, 2]-ensemble, si pour tout sommet
veV -8, 1<|N(v)NnS| <2, cest-a-dire chaque sommet v € V' — S est adjacent & au moins un
mais pas plus de 2 sommets dans S. Nous considérons ici des [1, 2]-ensembles qui sont également
indépendants, et notons qu’il y a des graphes qui n’ont pas d’ensemble indépendant. D’abord
nous donnons des conditions pour l'existence des [1, 2]-ensembles indépendants pour les graphes
scindés et les chenilles. Pour les graphes ayant un [1, 2]-ensemble indépendant, nous définissons les
nombres de [1, 2]-indépendance inférieurs (i 9 (G)) et supérieurs (o9 (G)), et nous déterminons
des bornes pour ces parameétres, et nous caractérisons les graphes atteignant ces bornes. Enfin nous

donnons des relations de type Nordhaus-Gaddum sur ap g (G).



ABSTRACT

In a graph G = (V, E), aset S C V is an independent [1,2]-set, if for every vertex v € V — 5,
1 <|N (v) N S| <2, that is any vertex v € V — S is adjacent to at least one but not more than 2
vertices in S. We consider [1, 2]-sets which are also independent, note that there are graphs have no
independent set. First, we give necessary and sufficient conditions for the existence of independent
[1,2]-sets for split graphs and caterpillars. For graphs having an independent [1, 2]-set, we define
the lower [1, 2]-independence number ip; 5(G) and upper [1, 2]-independence number o 5(G), and
we determine bounds for these parameters and characterize the graphs attaining these bounds.

Finally, we provide Nordhaus-Gaddum-type relations for aj (G).

il



REMERCIEMENTS

Louange a Allah le Seigneur des mondes.

Nous rendons Allah tout puissant de nous avoir donné le courage et la volonté ainsi que la patience

pour bien mener ce travail.

Nous tenons, avant tout, a remercier chaleureusement notre promoteur Monsieur Ahmed BOU-
CHOU, Maitre de conférences a I'université Dr. YAHIA FARES de Médéa, pour avoir accepté

de nous encadré. Ainsi, de nous avoir orientées, aidées et conseillées.

Nous remercions également Monsieur Abdelkader SAHRAOQOUI, maitre assistant & l'université
Dr. YAHIA FARES de Médéa, pour I’honneur qu’il nous fait en acceptant de présider le jury

de soutenance.

Nous remercions également Monsieur Azzedine BENKACI, maitre assistant a 'université Dr.

YAHIA FARES de Médéa, pour avoir accepté de juger notre travail.

Nous remercions également Monsieur Mohamed ZEMIR, maitre assistant a 'université Dr.

YAHIA FARES de Médéa, pour avoir accepté de juger notre travail.

Nous tenons, également & exprimer notre gratitude a ’ensemble des enseignants du département

M.I de 'université Dr. YAHIA FARES de Médéa.

Enfin, il est important pour nous de remercier nos parents d’avoir fait de leur mieux pour que nous

puissions accomplir ce mémoire dans les meilleures conditions.

Nous remercions nos soeurs et nos frére sans oublier nos chéres amies qui étaient toujours présentes.

iii



Table des matiéres

R V
ABSTRACT]

REMERCIEMENTS]

INTRODUCTION]

[1 Notions générales sur les graphes|
(1.1 ~ Concepts fondamentaux| . . . . . . . . . . . . ..o o e
(1.1 Définitions . . . . . . .« . o
[1.1.2  Quelques graphes particuliers] . . . . . ... ... ... ... ... ......
[1.2  Quelques opérations sur les graphes| . . . . . . .. ... ... ... ... .. ... ..
L3 Connexitd . . . . . .
(1.4 La domination dans les graphes| . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...,
(1.5 L’indépendance dans les graphes|. . . . . . . . . . . ... Lo
2 Quelques résultats sur les |1, k|-ensembles indépendants|

2.1 Définitions et propriétés| . . . . . . . . . . .. e e

[2.2 [1,k|-ensembles indépendant| . . . . . . ... Lo

2.3 Bornessur apu(G)[. . . . . ..

v

ii

iii

11

12

13

14



Table des matiéres

[3 Résultats sur les [1,2]-ensembles indépendants|

[3.1 Existence des |1, 2|-ensembles indépendants| . .

[3.1.1 Existence des |1, 2]-ensembles indépendants dans les graphes scindés| . . . . .

[3.1.2  Existance des [1, 2|-ensembles indépendants dans les chenilles|. . . . . . . . .

3.2  Bornes sur ap g (G) et ing (G)| . . . .. . ..

(3.3 Relation de type Nordhaus—-Gaddum sur af; o

Conclusion

[Bibliographie

19

20

25

28

31

32



Table des figures

(1.1 Sommets particuliers dans un graphes G| . . . . . . . ... ... ... L. 4
(1.2 H est sous-graphe induit de G.| . . . . . . . . . ... 5)
(1.3 H est un graphe partielde G.| . . . . . .. . . ... o o )
1.4 Ungraphe Get G|. . . . . . . . . . . 6
[1.5 Le graphe complet K, et le graphe discret K| . . . . . . . . .. .. ... ... ... 6
(1.6 Le graphe biparti complet Ko3| . . . . . . . ... . 0oL 6
(1.7 Un graphe biparti 2-semi-régulier.| . . . . . . . ... ... .. ... . L. 7
1.8 la chalne P5| . . . . . . . . . e 7
(1.9  Un exemple d'un arbre 7. . . . . . . . . . ... .. 7
(L.I0 L'étoile Ky,|. . . o o oo oo 8
(I.11 Double étoile S,.4 . . . . . . ... .. oo 8
(L.12 La chenille ¢(2,0,1)[ . . . . . . . ..o 8
[1.13 Un graphe 2-régulier d’ordre 4. . . . . . . . . . . . . .. ... .. 9
[1.14 Le cycle Cy| . . . . . o o o o o 9
(1.15 Un graphe scind€ . . . . . . . . . . . . e 9
[1.16 La couronne d’un Cx| . . . . . . . . . . . e e e e 10
[1.17 Le graphe joint de Gy et Go.| . . . . . . . . . o 10
[L.18 Lagrille P LI . o o 0 o o 11
(L.19 L’étoile subdivisée Sy .. . . . . .. ..o oo 11

vi



Liste des Figures

[1.20 Exemple d'un graphe connexe et d’'un graphe non connexef . . . . . . ... ... .. 11
(.21 Exemple d’un graphe G tel que v (G) =2[. . . . . . .. ... ... ... 12
(.22 Un graphe biparti complet Ko3, a(Ko3) =3.. . . . . . ... ... L 13
[2.1 Graphe bipartie Kp i1 pq1| .- - - - - o o oo 16
(2.2 Double étoile Sy | . . . o o oo oo 16
[2.3  Un arbre 15 pour t = 3, tel que i 9(G) =6et apy(G) =9, ... ... .. .. ... 17
;3.1 Un graphe biparti complet Ko3, apg(Ko3) =2 . . . .. . ... ... ... ... 19
[3.2  Un graphe scindé, tel que 19 (G) =2, apny (G)=3] . . .. ... ... ... ... 21
3.3 la chenille T', tel que a0 (T) = ipg (1) =p1+p2+p3=9]. . . .. ... ... .. 23
3.4 La chenille T, tel que i o (T) =p1 +p2+p3=9] . . . . ... ... ... ... ... 24
[3.5 La chenille 7', tel que i o (1) = apg (1) =p1 +2p2+p3 =9 . . . . .. ... ... 24
3.6 Un graphe biparti tel que apg (G) =n— %5 =4 . . .. ... ... ... 27
[3.7 Les graphes| . . . . . . . 30

vii



INTRODUCTION

L’histoire de la théorie des graphes débute peut-étre avec les travaux d’Euler au XVlIlle siécle
et trouve son origine dans 1’étude de certains problémes, tels que celui des ponts de Konigsberg,
les jeus d’échéque, les problemes de coloriage de la carte géographique. La théorie des graphes s’est
développée dans diverses disciplines telles que la chimie, la biologie, les sciences sociales, réseaux

de communication, réseaux routiers, circuits éléctriques, ...

La théorie des graphes représente une branche trés importante de la recherche opérationnelle,
elle est devenue aujourd’hui une des branches les plus florissantes de 1’algébre moderne. Elle re-
groupe généralement des problémes assez variés qui ont tous comme caractéristique commune de
pouvoir étre représentés par un schéma. Ce schéma appelé graphe est constitué par un ensemble
de points (sommets) noté par V représentant des individus, des objets, des situations, etc,... et qui

sont reliés par des lignes (arétes).

Parmi les problémes dans la théorie des graphes, le probléme de [j, k]-ensemble tels que j et k
sont des entiers positifs avec j < k. Cette notion a été introduite par Chellali et al. [3], en 2013.
Dans un graphe G = (V, E), un sous ensemble D de V' est dit [j, k|-ensemble si pour tout sommets
yeV —D,j<|N(y)NnD|<k.

Plus tard, Chellali et al [4] ont poursuivi I’étude des [, k]-ensembles, dans le cas j = 1, et que le
[1, k]-ensemble soit indépendant, c’est la [1, k]-indépendance.

Dans ce mémoire, nous nous intérissons a I’étude des [1, k]-ensemles indépendants dans les
graphes, pour k = 2.

La détermination des parameétres liés aux [1, k]-ensembles indépendants dans les graphes, gé-

néralement, est un probléme N P-complet. Nous nous penchons sur les conditions pour les graphes
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possédant un [1, 2]-ensemble indépendant, la détermination de bornes & ces parameétres qui les
encadrent le plus étroitement possible, et sur la détermination de leurs valeurs exactes dans des
classes particuliéres de graphes. De plus, nous nous concentrons sur les graphes extrémaux en lien

avec les bornes élaborées. Ce mémoire s’articule sur trois chapitres :

Le premier chapitre contient les concepts fondamentaux de la théorie des graphes essentiels a

la, compréhension de ce mémoire.

Dans le deuxiéme chapitre, nous fournissons un apergu sur le concept de [1, k]-ensembles indé-

pendants dans les graphes. Nous présentons quelques résultats existants dans la littérature.

Le troisiéme chapitre est consacré a I’étude des [1, 2]-ensembles indépendants dans les graphes.
Nous présentons une condition pour les graphes scindés et les chenilles possédant un [1, 2]-ensemble
indépendant. De plus, nous caractérisons les graphes scindés et les chenilles ayant un tel ensemble.
Nous déterminons également des bornes pour ap (G) et ij1,9(G), et établions des relations de

type Nordhaus-Gaddum sur o 5(G), en fournissant une caractérisation des graphes extrémaux.

Nous cloturons ce mémoire par une conclusion générale et quelques perspectives pour les tra-

vaux futurs.



Chapitre 1

Notions générales sur les graphes

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions et la terminologie utilisées dans ’ensemble de ce
document. Dans la premiére partie, nous rappelons quelques définitions de base de la théorie des
graphes, et nous donnons un petit apercu sur les parameétres structurels d’un graphe. Ensuite nous
citons quelques invariants des graphes. Les notions propres & un chapitre seront données et définies
dans le chapitre en question. Enfin, nous rappelons briévement la notion de la domination et de

I'independance dans les graphes.

Pour plus de détails sur la terminologie utilisée dans ce mémoire, nous invitons le lecteur a se

référer aux ouvrages de Berge [1/, Haynes, Hedetniemi et Slater [6].

1.1 Concepts fondamentaux

1.1.1 Définitions

Graphe

Un graphe G = (V, E) est la donnée de deux ensembles finis, un ensemble des sommets V' et un
ensemble d’arétes F. Le cardinal de V' est appelé 'ordre de G, noté par n (G), et le cardinal de F
est appelé la taille de G, noté par m (G). Une aréte e € E est une paire de sommets {u, v} notée

par e = uv, oll u et v sont les extrémités de e. On dira dans ce cas que u et v sont adjacent et
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que e est incidente a u et v. Une boucle est une aréte dont les deux extrémités sont confondues.
Un graphe est dit simple s’il est sans boucles et sans arétes multiples. Tous les graphes considérés

dans ce mémoire sont simples et finis.

Voisinage
Le voisinage ouvert d’un sommet v est Ng(v) = {u € V : uwv € E} et le voisinage fermé de v est

Nglv] = Ng(v) U {v}. Pour un sous-ensemble S C V| le voisinage ouvert est Ng(S) = |, .4V (v)

veS

et le voisinage fermé N¢ [S] = (J,cqNV(v) U S.

Degré
Le degré d’'un sommet € V (G), noté dg(z) est égal au cardinal de son voisinage ouvert c-a-d

dg(z) = |Ng(x)|. On notera par A(G) et 6(G), respectivement, le degré mazimum et le degré

minimum dans G.

Sommets particuliers

Un sommet de degré nul sera dit un sommet isolé, un sommet de degré égal a un sera dit sommet

pendant et un sommet adjacent & un sommet pendant sera dit sommet support.

Dans ce graphe, on a x est un sommetgpendant , ¢ est un sommet support, u est un sommet isolé.

Fic. 1.1 — Sommets particuliers dans un graphes G

1.1.2 Quelques graphes particuliers

Sous-graphe et sous-graphe induit

Le graphe H est dit sous-graphe d’un graphe G lorsque V(H) C V(G) et E(H) C E(G).
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Un sous-graphe H de G est dit induit si F(H) contient toutes les arétes de G' dont les deux
extrémités sont dans V(H). Pour définir un sous-graphe induit de G il suffit de considérer un
sous-ensemble A de V, le sous-graphe induit sera désigné par G[A] (voir Figure 1.2). Soit v un

sommet de V. On notera G — v le sous-graphe G[V — {v}].

G=(V.E) H=(V(H),E(H))
Fi1G. 1.2 — H est sous-graphe induit de G.

Graphe partiel
On appelle graphe partiel de G = (V, E) tout graphe H = (V| E’) tel que E' C E. Un sous-graphe

d’un graphe partiel de G est appelé sous-graphe partiel de G (voir Figure 1.3).

J L

Fic. 1.3 — H est un graphe partiel de G.

Graphe complémentaire d’un graphe

Le graphe complémentaire du graphe G noté G est un graphe ayant le méme ensemble de sommets

que G et une aréte est dans G si elle n’est pas dans G (voir Figure 1.4).
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F1G. 1.4 — Un graphe G et G

Graphe complet

Un graphe complet est un graphe ou chaque sommet est adjacent a tous les autres sommets. Le
graphe complet d’ordre n est noté K,. Dans ce graphe chaque sommet est de degré n — 1 (voir

Figure 1.5).

Graphe discret

On dit qu'un graphe G est discret ou nul s’il ne contient aucune aréte, c’est a dire que £ = @ et

noté K, (voir Figure 1.5).

F1G. 1.5 — Le graphe complet K, et le graphe discret Kj.

Graphe biparti
Un graphe biparti G est un graphe d’ordre n > 2, dont ’ensemble des sommets est partitionné
en deux stables X et Y. Un graphe biparti complet est un graphe biparti maximal en terme de

nombre d’arétes, alors |E| = | X]|.|Y|, et il est noté K, , avec p = | X| et ¢ = |Y| (voir Figure 1.6).

\4 u

A il

Y

F1G. 1.6 — Le graphe biparti complet K 3
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Graphe biparti k-semi-régulier
Un graphe biparti k-semi-régulier est un graphe G d’ordre n > 2, dont ’ensemble des sommets est

partitionné en deux stables X et Y , avec chaque sommet de I'une de deux parties est de degré k

(voir Figure 1.7).
v u

\ /]

o

Fic. 1.7 — Un graphe biparti 2-semi-régulier.

Chaines

Une chaine est une suite alternée des sommets et d’arétes de la forme (vy,vs, ..., v;) ol k est un

entier positif. L’entier £ — 1 est la longueur de la chaine (voir Figure 1.8).

Fi1G. 1.8 — la chaine P;

Arbres

Un arbre est un graphe connexe ayant exactement n — 1 arétes (voir Figure 1.9)

Fi1c. 1.9 — Un exemple d'un arbre T

Etoiles

On appelle étoile, et on note par K, ,, I'arbre d’ordre n + 1 ayant n sommets pondants.

7
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le sommet de degré n est appelé centre (voir Figure 1.10).

F1G. 1.10 — L’étoile K,

Etoile double

Une double étoile est un graphe obtenu par deux étoiles K , et K ; en ajoutant une aréte reliant

les deux centres, notée S, s (voir Figure 1.11).

AN AN

F1G. 1.11 — Double étoile S,

Chenille

Une chenille est un arbre dont la supression de ses sommets pendants produit une chaine uy, us, ..., u
appelée la colonne vertébrale de la chenille, et noté C(ty, ta, ..., ts) tel que ¢; est le nombre de som-

mets pendants adjacents a w; tel que i € {1,2, ..., s} (voir Figure 1.12).

A

Fi1a. 1.12 — La chenille ¢(2,0,1)

Graphe r-régulier

Un graphe dont tous les sommets sont de méme degré r est appelé un graphe r-régulier, c-a-d
dg(z) = r pour tout z € V (voir Figure 1.13).

Cycles

Le cycle de longueur n, noté C),, est le seul graphe 2-régulier connexe & n sommets. On peut
désigner le cycle par la suite de ses sommets (vy, ve, vs, ..., v, ), ses arétes étant v;v;,1 € E(C,,) pour

tout 1 <i <n—1 et l'aréte v,v; € E(C,) (voir Figure 1.14).

8
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Fic. 1.13 — Un graphe 2-régulier d’ordre 4.

Fic. 1.14 — Le cycle Cy

Graphe scindé
Un graphe G est un graphe scindé si son ensemble de sommets peut étre partitionné en deux
ensembles, dont 1'un est un ensemble indépendant S et lautre est une clique K (voir Figure

1.15).

K

Fic. 1.15 — Un graphe scindé

1.2 Quelques opérations sur les graphes

Couronne d’un graphe

Etant donné deux graphes G = (V, E) et H = (V',E') avec VNV’ = ().
La H-couronne de G, c’est le graphe G o H obtenu d’une copie de G et |V| copies de H ou le i*™®
sommet de G est adjacent & tous les sommets de la 7™ copie de H. Lorsque H est la clique K7,

G o K est appelé la couronne du graphe G. Il est a noter que 'ordre de G o K est 2|V| (voir

Figure 1.16).
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F1G. 1.16 — La couronne d’un Cs
Union de deux graphes

L’union des graphes G et G est le graphe G; U Gy = (V3 U Vs, Ey U Es).

Joint de deux graphes

Le joint des graphes G et G est le graphe Gy + Gy = (ViU Va, By U Es U By o) ou Ey o = {zy :
z € W1,y € Vo}(voir Figure 1.17).

°
I o

F1G. 1.17 — Le graphe joint de G, et Gbs.

Produit cartésien de deux graphes

Le produit cartésien des graphes Gy et Gy est le graphe G = (V) E), noté G10G5 tel que V =
{(u,v) :u € V] et v €V} et deux sommets (u1,us) et (vy,vy) sont adjacents si u; = vy et ugvy €

E(G3) ou us = v et ujvy € E(Gy).

Grille

Soient P, et P. deux chaines d’ordre, respectivement, r et c. Le produit cartésien de P, et P, est

appelé grille, noté P. [ P. (voir Figure 1.18).

Subdivision

10
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FiG. 1.18 — La grille P, -1 P.

Une subdivision S(G) d’un graphe G est le graphe obtenu en remplacant chaque aréte uv de G par

un sommet w et les deux arétes uw et wv (voir Figure 1.19).

F1G. 1.19 — L’é¢toile subdivisée S 4.

1.3 Connexité

La relation ~ entre les sommets d'un graphe G est définie comme suit : u ~ v si et seulement
s’il existe dans G une chaine reliant u & v. La relation ~ est une relation d’équivalence. Les sous-
graphes induits par les classes d’équivalence de ~ sont appelés composantes connexes de G. Le

graphe G est dit connexe s’il posséde une seule composante connexe.

Si G est connexe, alors G est dit co-connexe. Les complémentaires des composantes connexes de
G sont appelées composantes co-connexes de G. Il est bien connu que pour tout graphe G, I'un de

G ou G est connexe (voir Figure 1.20).

VANEVA N

G H

Fic. 1.20 — Exemple d’un graphe connexe et d’'un graphe non connexe

11
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1.4 La domination dans les graphes

Soit G = (V, E) un graphe simple.
Un sous ensemble de sommets D C V de G est dit ensemble dominant si tout sommet de V — D

4 aumoins un voisin dans D.

Un ensemble dominant D est dit dominant minimal si aucun sous ensemble propre de D n’est pas
un ensemble dominant.

Le nombre de domination inférieur ( appelé nombre de domination), notéy (G), d'un graphe G
représente la cardinalité minimum d’un ensemble dominant de G.

Un ensemble dominant minimum avec une telle cardinalité est appeléy (G)-ensemble, on note qu'un
graphe GG peut avoir plusieursy (G)-ensembles.

La cardinalité maximum d’un ensemble dominant minimal est appelée nombre de domination
supérieur, et est noté par I' (G).

Dans la littérature, il existe d’autres définitions équivalentes aux ensembles dominants dans les

graphes. En voici des exemples :

Un ensemble D C V' est un dominant si pour tout v € V, [N (v) N D| > 1, un ensemble D C V
est un dominant si pour tout v € V. — D, |N (v) N D| > 1, un ensemble D C V est un dominant si

N(D)=V.

Par exemple pour le graphe Ky3 (voir Figure 1.21).

=

=
>.y
et

Lo

F1G. 1.21 — Exemple d’'un graphe G tel que v (G) = 2

12
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1.5 L’indépendance dans les graphes

Un sous ensemble de sommets S C V' d’un graphe G est appelé indépendant s’il n’existe pas deux

sommets adjacents dans S.

Un ensemble indépendant S est dit maximal si aucun sur-ensemble de S n’est un ensemble indé-

pendant.

Le cardinal maximum (resp. minimum) d’un ensemble indépendant maximal est appelé le nombre
d’indépendance supérieur (resp. le nombre d’'indépendance inférieur) de G, noté par o (G) (resp.
i(G)).

Pour le graphe Kj 3, représenté dans la Figure 1.22 , les deux ensembles de sommets, {u,v} et

{z,y, 2z} sont des ensemble indépendant maximaux.

L’ensemble {z,y, z} est ’ensemble indépendant maximal le plus large, il s’ensuit que o (Ks3) = 3,

et 'ensemble indépendant maximal le plus petit est {u, v}, et donc i (K3 3) = 2.

F1G. 1.22 — Un graphe biparti complet K» 3, a(Ks3) = 3.

13



Chapitre 2

Quelques résultats sur les |1, k]-ensembles

indépendants

2.1 Définitions et propriétés

En 2013, Chellali et al [3] ont introduit une généralisation de la notion de domination dans les

graphes, 4 savoir la [j, k]-ensemble.

Définition 2.1.1 Soit G = (V, E) et j, k deux entiers positifs tels que j < k. Un sous ensemble

D de V' est dit [j, k]-ensemble si pour tout sommets y € V — D, j < |N(y) N D| < k.

Plus tard, Chellali et al [4] ont poursuivi ’étude des [j, k]-ensembles, dans le cas j = 1, et que le
[1, k]-ensemble soit indépendant. Le papier contient des définitions, des propriétés et des bornes
sur le [1, k]-ensemble independant. A notré qu’il y a quelques papiers qui sont apparus sur [1, kJ-

ensemble, voir par exemple; [2, 3, [7].

Observation 2.1.1 ([4]) Tout [1, k]-ensemble indépendant S de G est minimal puisque S—S"n’est
pas dominant pour tout sous-ensemble non vide S’ C S, et maximal puisque S U S” n’est pas

indépendant pour tout sous-ensemble non vide S” € V — S.

Observation 2.1.2 ([4]) Tout [1, k|-ensemble indépendant est un [1, k|-ensemble indépendant pour

chaque k' > k.

14



Chapitre 2. Quelques résultats sur les [1,k]-ensembles indépendants

Un graphe G peut ne pas avoir [1, k]-ensemble indépendant pour un entier positif k. Par exemple
pour la domination efficace (k = 1) il y a des graphes qui n’ont pas d’ensemble dominant efficace
(voir Cy). Toute fois, chaque graphe G avec A(G) = A a un [1, A] ensemble indépendant, puisque
tout ensemble dominant indépendant est un tel ensemble. On définit ¢(G) comme entier positif
minimal & telque G admet un [1, k]-ensemble inépendant. Par 1'Observation [2.1.2) G a un [1, k-
ensemble indépendant pour chaque k > ¢(G). Pour tous les k > ¢(G), on définit le nombre de
[1, k]-ensemble indépendant inférieur et le nombre de [1, k]-ensemble indépendant supérieur comme
suit. Soit i1 4(G) égal au cardinal minimum d’un [1, k]-ensemble indépendant de G, et ap (G) le

cardinal maximum d’un [1, k]-ensemble indépendant de G. L’observation suivante est immeédiate.

Observation 2.1.3 ([4]) Pour tout graphe G, on a :

Z(G) = i[l,A](G) S i[l,A—l](G) <...< i[lﬁo](G) S a[17¢](G) S S a[LA—l](G) S a[lyA}(G) = Oé(G)

2.2 [1, k]-ensembles indépendant

Comme mentionné précédemment, il y a des graphes qui n’ont pas de [1, k|-ensemble indépendant
pour un entier positif £ donné. Par exemple, pour le graphe bipartite complet K33, et la double
étoile S 3, chacun a un [1, 3]-ensemble indépendant , qui n’y a pas de [1, 2]-ensemble indépendant.

Ceci souléve le probléme suivant :

Probléme 2.2.1 ([4]) Caractériser les graphes G avec des [1, k]-ensembles indépendants pour un

entier positif donné k.

Un autre probléme est de déterminer le plus petit ordre des graphes qui n’ont pas de [1, k]-ensembles
indépendants. Le résultat suivant, donné par Chellali et al.[4] est résout ce probléme et montre, que
K35 a l'ordre minimum d’un graphe qui n’admet pas de [1, 2]-ensemble indépendant, et la double

étoile Sy 3 a l'ordre minimum pour un arbre qui n’admet pas de [1, 2]-ensemble indépendant.

Théoréme 2.2.1 ([4]) (i) Pour tout k > 1, tout graphe d’ordre n < 2k + 1 a un [1, k|-ensemble
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indépendant, et il existe un graphe connexe d’ordre n = 2k + 2 qui n’a pas de [1, k]-ensemble

indépendant (voir Figure 2.1).

(it) Pour tout k > 1, tout arbre d’ordre n < 2k + 2 a un [1, k]-ensemble indépendant, et il existe

un arbre d’ordre n = 2k + 3 qui n'a pas de [1, k]-ensemble indépendant (voir Figure 2.2).

Exemple 2.2.1 Ky 511 et Skpt1 -

N

Fi1G. 2.1 — Graphe bipartie Ky i1 511

F1G. 2.2 — Double étoile Sy, ;41

(o)
ue)

Corollaire 2.2.1 ([4]) Les plus petits ordres d’un graphe connexe et d’un arbre n’ayant pas de

[1, k]-ensemble indépendant sont respectivement 2k + 2 et 2k + 3.

Le résultat suivant montre qu’il n'y a pas de caractérisation de sous-graphe interdite de graphe

avec des [1, k|-ensembles indépendants.

Proposition 2.2.1 ([4]) Tout graphe G est un sous-graphe induit d’un graphe ayant un [1,1]-

ensemble indépendant, et donc un [1, k]-ensemble indépendant pour k > 1.

Proposition 2.2.2 ([4]) Soit k un entier positif et G o H la couronne des graphes G et H. Alors
G o H a un [1, k|]-ensemble indépendant si et seulement si chaque composante de G est un sommet

isolé oui(H) < k.
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Théoréme 2.2.2 ([4]) Si G est un graphe sans K j41, alors chaque ensemble dominant indépen-

dant est un (1, k|-ensemble indépendant.

Exemple 2.2.2 Pour le graphe G = Cy et k = 2, alors G est sans la griffe donc chaque ensemble

dominant indépendant est un [1,2]-ensemble indépendant.

Corollaire 2.2.2 ([4]) Si G est un graphe sans K j11, alorsip y(G) = i(GQ) et app(G) = a(G).

On note que la différence entre ipy ) (G) et ap 4 (G) peut étre arbitrairement grand. Pour voir cela,
considérons ’arbre T5; formé par une chaine P,; de 2t sommets, ol pour chaque sommet v de Py,
on ajoute deux nouveaux sommets v’ et v avec les arétes vv/ et v'v”. 1l est facile de voir que pour

tout entier positif k > 2, ip 1)(G) = in2(G) = 2t et ap p(G) = apg(G) = 3t.

Exemple 2.2.3

F1G. 2.3 — Un arbre Ty, pour t = 3, tel que if 2)(G) = 6 et apg(G) = 9.

2.3 Bornes sur aj ;)(G)

Dans cette section, on détermine des bornes supérieures sur les nombres [1, k|-indépendance pour
les graphes ayant des [1, k|-ensembles indépendants. On définit les familles £ et £ comme suit :
Les graphes G’ € L sont bipartites avec les parties S et V — S, ou |S| = % et |V — S| =g, tel que
q est un entier positif et § divise kq. De plus, de/(v) = § pour tout v € S et dg(v) = k pour tout
veV —S_5.

Un graphe G appartient a £ s’il est obtenu & partir d’un graphe G’ de £’ en ajoutant éventuellement

des arétes entre les sommets de V' — S de telle sorte que dg(v) > § pour tout v € V — S.
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Théoréme 2.3.1 ([4]) Soit G un graphe d’ordre n sans sommets isolés. Si k > ¢(G), alors

ing(G) < apw(G) < ﬁik. Légalité op 1 (G) = (;% est atteinte si et seulement si G € L.

Exemple 2.3.1 Pour le graphe complet K,, on a : p(G) = 1 et § = n —1 et ipy(K,) =

kn n
apg (Kn) =g =i =1

Théoréme 2.3.2 ([4]) Soit G un graphe d’ordre n de degré minimum 6(G) = 1. Si G a un

[1, k]-ensemble indépendant, alors les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(i) ap(G) = kk—fl si et seulement si G est la couronne H o K, ou H est un graphe quelconque.
(ii) Si ap kg (G) = kk—ﬁ et aucune composante de G' n’est une étoile K, , alors if 1 (G) = o (G).

Exemple 2.3.2 Pour k = 1 et pour graphe G = Cy o0 Ky, on a ap1(G) = g = 4 et aucune

composante de G n'est une étoile K1, alors ipy 1)(G) = ap11(G) = 4.

Théoréme 2.3.3 ([4]) Soit G un graphe d’ordre n et de taille m. Si G a un [1,k]-ensemble

mdépendant, alors

2n + 2k — 1 — /8m + (2k — 1)2
5 :

i[l,k](G) < Oé[l’k](G) <

Exemple 2.3.3 Pour k =1, le graphe G = Ky, ip1,1)(G) = apy(G) = 9=

S
©
I
]
I
[S—y

2
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Chapitre 3

Résultats sur les [1,2]-ensembles

indépendants

Dans ce chapitre, d’abord, nous présentons des conditions pour 'existence des [1,2]-ensembles
indépendants pour les graphes scindés, puis les chenilles, en donnant les valeurs exactes des para-
métres a9 et iy o) pour ces graphes. Ensuite, nous donnons des bornes sur ap g (G) et ip o) (G).
Enfin, nous donnons des relations de type Nordhaus-Gaddum sur o g (G). Nous rappelons la

définition d’un [1, 2]-ensemble indépendant ;

Définition 3.0.1 Soit G = (V, E) et k un entier positif. Un sous ensemble S de V' est dit [1,k]-

ensemble indépendant si pour tout sommetsy € V. — 5,1 <|N(y) N S| <k, et S est indépendant.

Exemple u v

X y z
F1G. 3.1 — Un graphe biparti complet Ky 3, aji9(K23) = 2.

— L’ensemble {u,v} est [1,2]-ensemble indépendant.
— L’ensemble {z,y, z} est indépendant mais n’est pas [1, 2]-ensemble.

— L’ensemble {u, y} est un [1,2]-ensemble mais n’est pas indépendant.
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3.1 Existence des [1,2]-ensembles indépendants

Dans cette section, on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence des [1, 2]-

ensembles indépendants pour certains graphes particuliers.

3.1.1 Existence des |1, 2]-ensembles indépendants dans les graphes scin-
dés

Dans cette sous-section, on donne des conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence des [1, 2]-
ensembles indépendants pour tout graphe scindé G, en donnant les valeurs exactes de a9 (G) et

ing (G).

Proposition 3.1.1 Soit G un graphe scindé partitionné en une cligue minimal ) et un stable I,
avec |Q| = q et |I| = p. Alors G admet un [1,2]-ensemble indépendant si seulement si l‘une des

conditions suivantes est vérifiée :

1. A(G)<qg+1.

2. 3veQ;|Ng(y)N(I— Ngv)| <1 pour touty € Q — {v}.

Preuve. Soit G un graphe scindé partitionné en une clique minimal () et un stable I, et soit
S un [1,2]-ensemble indépendant. 11 est clair que @) contient un sommet de degré maximum et
ISNQ| <1.S15NQ =0, alors S = I, et puisque S est un [1, 2]-ensemble, alors chaque sommet
y de @ a au plus deux voisins dans I, et donc dg (y) <2+¢g—1=¢+ 1. D'ou A(G) < g+ 1.
Maintenant si S N @ contient un seul sommet, disant v, alors S = (I — Ng (v)) U {v}. Puisque S
est un [1, 2]-ensemble, alors chaque sommet y de Q — {v} a au plus un voisin dans I — Ng (v).

Soit G un graphe scindé partitionné en une clique minimal () et un stable I, vérifiant les conditions
de la proposition [3.1.1} Supposons que A (G) < g+ 1. Alors Vy € Q, ¢ < dg (y) < ¢+ 1, car Q
est minimal et contient un sommet de degré maximum, et donc chaque sommet de ) a au moins
un sommet et au plus deux sommets dans I qui est independent. D’ou I est un [1, 2]-ensemble

indépendant. Maintenant supposons qu‘il existe un sommet v € @ tel que |Ng (y) N (I — Ng (v))]| <
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1 pour tout y € @ —{v}. Il est clair que I’ = (I — Ng (v)) U{v} est indépendant et chaque sommet
dans Ng (v)N1 a exactement un voisin dans I'qui est v. D‘autre part, chaque sommet de @ —{v} est
adjacent a v et au plus & un sommet de I — N (v), et donc chaque sommet de ) —{v} & au moins

un voisin et au plus deux voisins dans I’. Par conséquent, I’ est un [1, 2]-ensemble indépendant. m

Corollaire 3.1.1 Soit G un graphe scindé partitionné en une clique minimal ) et un stable I,
avec |Q| = q et |I| = p. Alors
1. SiA(G)<qg+1letVveQ,Iye@—{v}; |Na(y)N(I—Ng))| > 2, alors ipg (G) =
ap g (G) = p.
2. 8iA(G)<qg+1letIve, YyeQ—{v};|Ne(y)N({I — Ng((v))| <1, alors ipg (G) =
p — maxyeq |[Ng (v) N 1| et ap g (G) = p.
8. SiVy € Q—{v}; I[N¢c(y)N(I—=Ngw)| <1 et A(G) > q+ l,alors ipny(G) = p —

max,eq |[Na (v) NI| et apg (G) = p — minyeq [Neg (v) N I|.

Un exemple de graphe scindé vérifiant la 1°° condition du corollaire précédent.

S

K

F1G. 3.2 — Un graphe scindé, tel que ip o (G) = 2, apg (G) = 3.

3.1.2 Existance des [1,2]-ensembles indépendants dans les chenilles

Dans cette sous-section, nous avons donné des conditions pour lexistence des [1,2]-ensembles

indépendants pour toute chenille 7', en donnant des bornes sur ap o (1') et ip o (7).

Soit T' = C'(t, g, ..., ts) une chenille avec t; > 1 pour tout ¢ € {1,2,..., s}, et soit py, ps et p3 les

nombres des sommets z; qui ont, respectivement, t; = 1, t; = 2 et t; > 3 sommets pendants.

Théoréme 3.1.1 Soit T = C(ty,ts, ..., ts) une chenille avec t; > 1 pour tout i € {1,2,...,s}. Alors

T a un [1,2]-ensemble indépendant si seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :
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1. Sit; =1 pour certain i € {1,2,...,s}, alors t; 1 < 2 ou ;41 < 2.
2. Sit; =2 pour certain i € {1,2,...,s}, alors t; 1 <2 et t;4; < 2.

3. Sit; > 3 pour certain i € {1,2,...,s}, alors t;_; = 1 et t;;; = 1.

Preuve. Soit T" = C(ty,ts,...,ts) une chenille avec ¢; > 1 pour tout i € {1,2,...,s} tels que
X1, Ta,...., Ts sont les sommets de la colonne vertébrale de T' adjacent, respectivement, & tq, to,...,t,
sommets pendants, et soit S un [1,2]-ensemble indépendant de 7. On distingue trois cas selon les

valeurs de t; :

Cas 1. t; = 1 pour certain i € {1,2,...,s}. Supposons que t;_1 > 3 et t;;1 > 3. Il est clair que
x;_1 et x;11 € S. Pour dominer le seul sommet pendant y; de x;, il faut que y; ou x; soit dans S.
Si xz; € S, alors on a une contradiction avec 'indépendance de S, et si y; € S, alors z; aurait trois

voisins dans S, ce qui contredit le fait que S est un [1,2]-ensemble. D’ou ¢; 1 < 3 ou t;41 < 3.

Cas 2. t; = 2 pour certain i € {1,2,...,s}. Sans perte de généralité, supposons que t;,; > 3. Il
est clair que z;41 € S. Pour dominer les deux sommets pendants y; et y. de x;, il faut que y; et
y:, ou x; soit dans S. Si x; € S, alors on a une contradiction avec I'indépendance de S, et si y; et
yi € S, alors z; aurait trois voisins dans S, ce qui contredit le fait que S est un [1, 2]-ensemble.
Dout; 1 <2ett g <2.

Cas 3. t; > 3 pour certain i € {1,2,...,s}. Sans perte de généralité, supposons que t;; 1 > 2.
Il est clair que x; € S. Pour dominer les sommets pendants de z;.1, il faut que les sommets
pendants adjacents & x;,1, ou x;,1 soient dans S. Si ;.1 € 5, alors on a une contradiction avec
I'indépendance de S, et si les sommets pendants adjacents & x;, 1 sont dans S, alors x; a au moins

trois voisins dans S, ce qui contredit encore le fait que S est un [1,2]-ensemble. D’ou ¢;_1 = 1 et

ti_;'_l - 1
Inversement, soit A l’ensemble des sommets z; de {x1,22,....,25} tels que t; > 3, et B sont
I'ensemble des sommets pendants adjacents aux sommets x; de {z1,zs,....,xs} tels que t; < 2.

Montrons que S = AUB est un [1, 2]-ensemble indépendant de T'. Tl est clair que B est indépendant
et n’a aucun sommet adjacent 4 un sommet de A, et d’aprés la condition (3) A est indépendant et

donc S est indépendant. D’autre part, il facile de voir que chaque sommet pendant adjacents & un
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sommet de A a exactement un voisin dans S, et d’aprés les conditions (1) et (2) chaque sommet
x; de {1, xa,...., x5} tels que ; < 2 a au moins un voisin et au plus deux voisins dans S. D’ou S

est un [1, 2]-ensemble indépendant de 7. m

Observation 3.1.1 Soit T' = C(t1, s, ..., ts) une chenille avec t; > 1 pour tout i € {1,2,...,s}. Si

T a un [1,2]-ensemble indépendant S, alors
p1+p2+ps <ipg (T) <|S| < apg (T) < p1+2ps + ps.

Proposition 3.1.2 Soit T = C(ty,ta, ..., ts) une chenille avec t; > 1 pour tout i € {1,2,...,s}. Si

T a un [1,2]-ensemble indépendant, alors
apg (T) = p1 + 2p2 + ps.

Preuve. Soit S un ap g (7')-ensemble de 7'. Si ¢; = 1 il est clair que =; ou le seul sommet pendant
de x; appartient 4 S. Si t; = 2 il est clair que x; ou les deux sommets pendants de x; appartiennent
4 S, et pour avoir le maximum des sommets dans S, S doit contenir les deux sommets pendants

de z;. Si t; > 3 il est clair que z; € S. Par conséquent, |S| = p; +2ps + p3. ®

Corollaire 3.1.2 Soit T = C(t1,ts, ..., ts) une chenille avec t; > 1 pour tout i € {1,2,...,s}. Si T

a un [1,2]-ensemble indépendant, alors ap g (T') = ing (1) = p1 + p2 + p3 si seulement si py = 0.

NI ST

F1G. 3.3 — la chenille T", tel que aq g (T') = ip,9 (T) = p1 +p2 +p3 = 9.

Proposition 3.1.3 Soit T' = C(ty,ta, ..., ts) une chenille avec t; > 1 pour tout i € {1,2,...,s}. Si
T a un [1,2]-ensemble indépendant, alors ij19) (T') = p1+p2+ps si seulement sit; > 2 pour certain

1€ {1,2, ...,S}, alors ti,Q = tifl = ti+1 = ti+2 =1.
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Preuve. Soit T' = C(ty, ta, ..., ts) une chenille avec ¢; > 1 pour tout i € {1,2, ..., s}. Supposons que
in,g (T') = p1 + p2 + ps3, et soit S un if o (T')-ensemble de T'. Pour avoir |S| = p; + py + ps, il faut
que tous les z; ayant deux sommets pendants ou plus soient dans S. Puisque S est indépendant,
x;—1 et x;41 ont chacun un seul sommet pendant, qui est dans S. En plus x;_5 et x;,o ont aussi
chacun un seul sommet pendant (sinon z;_; ou x;;; ont trois voisins dans 5).

Inversement, si t; > 2 pour certain i € {1,2,...,s} et t;_ o =t;_1 = t;11 = t;12 = 1. Il est facile de
voir que ’ensemble formé par les sommets qui ont au moins deux sommets pendants et les autres

sommets pendants, est un [1, 2]-ensemble indépendant de cardinal p; + ps + p3. m

NI AN T AN T

F1G. 3.4 — La chenille T', tel que ij1,9) (T') = p1 + p2 + ps = 9.

Proposition 3.1.4 Soit T' = C(ty,t, ..., ts) une chenille avec t; > 1 pour tout i € {1,2,...,s}. Si
T a un [1,2]-ensemble indépendant, alors iy o (T) = ap g (T) = p1+2p2+ p3 si seulement sit; = 2
pour certain i € {1,2,....;s}, alorst; 1 =1 et t; o > 3, outiyg =1 et tio >3, outi 1 =2, ou

tiv1 = 2.

Preuve. Supposons que ip 9 (7) = ap g (T') = p1 + 2p2 + ps, et soit S un ip g (T)-ensemble de T
pour avoir |S| = p; + 2ps + ps, il faut que tous les sommets pendants adjacents aux sommets x;
de la colonne vertibrale ayant ¢; = 2 soient dans S. Si t; 1 = 2 ou t;;1 = 2, alors x;_1, x;11 ¢ S
car S est un [1, 2]-ensemble. Si ¢;_; = 1 et t;1; = 1, alors z;_5 ou x;42 € S, sinon z; peut étre dans
S. Donc t;_9 > 3, ou t;42 > 3. Par conséquent t; 1 = 1l et t; o > 3, out;y; =1ett s >3, ou

ti_1 =2, ou t;y1; = 2. Inversement, est simple & vérifier. m

I/I\I/\/\I/I\

F1G. 3.5 — La chenille T', tel que ijy9 (T') = apg (T) = p1 +2p2 +p3 = 9.
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3.2 Bornes sur aj; 9 (G) et ij; 9 (G)

Dans cette section on présente des bornes sur ap g (G) et ip 2 (G). On commence par une borne

donnée par Favaron [5] sur le nombre d’'independance « (G).

Théoréme 3.2.1 ([5]) Soit G un graphe d’ordre n et de degré minimum 6. Alors

a(G)<n-—9d,

Puisque a1 9 (G) < a (G) pour tout graphe G, alors on obtient la borne suivante.

Corollaire 3.2.1 Soit G un graphe d’ordre n et de degré minimum §. Alors
05[172] (G) S n — 0.

Théoréme 3.2.2 Soit G un graphe d’ordre n et de degré minimum 6. Alors ap g (G) = n — 6
si et selement si G est le graphe complet K,,, ou G est le joint de Ko et un graphe H tel que

dy (v) > n(H) — 2 pour tout sommet v de H.

Preuve. Soit S un a9 (G)-ensemble de G. Alors dg (v) < |V — S| pour tout sommet v € S.
Puisque d¢ (v) > 9§, alors 6 < dg (v) < |V = S|. Dot a9 (G) = |S] <n—6.

Maintenant, si ap 9 (G) = n — 4, alors on a I’égalité sur toute la chaine des inégalités précédantes.
Donc dg (v) = § = |V — S| pour tout sommet v € S. Alors G est partitionné en deux sous-
ensembles X = SetY =V — 5, tel que X est indépendent et chaque sommet de X est adjacent a
tous les sommet de Y, et donc chaque sommet de Y est adjacent a tous les sommet de X. Puisque

X est un [1,2]-ensemble, alors 1 < |X| < 2, on destingue deux cas :

Cas 1. |X| = 1. Alors G contient un sommet de degré § = n — 1. Donc G est le graphe complet
K,.

Cas 2. |X| = 2. Alors G contient deux sommets non adjacents de degré 6 = n — 2. Donc G est le

joint de K et un graphe H tel que dy (v) > n (H) — 2 pour tout sommet v de H.
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Inversement, si G est le graphe complet K, alors il est clair que a9 (G) =n—(n—1) =n—4§ = 1.
Maintenant supposons que G' = K,V H, tel que dy (v) > n(H) — 2 pour tout sommet v de
H. Alors il facile de voir que G ne contient aucun stable de taille superieur ou égal & 3. D’ou

apg (G)=n—(n—-2)=n—-3>6=2. =

Théoréme 3.2.3 Soit G un graphe d’ordre n, de taille m et de degré maximum A. Alors

2m

apg (G) <n— AL

avec égalité si selement si G est partitionné en deux sous-ensembles X et YV, tel que X est indé-
pendant et chaque sommet de Y est de degré A et a exactement 2 voisins dans X.

Preuve. Soit S un ap g (G)-ensemble de G. Alors m (G [S]) =0, m (G [V = S])) =13 > dy_s(v)
etm(V=255 = Y ds), et donc o

veV -5

m=m(G[S)) +m(G[V —=8])+m(V—85,8)

1
= ZveV—Sds (v) + §ZDEV—SdV—S (v)

- % (ZUEV7$2dS (’U) + ZvEVdeV*S (U))
_ %ZUGV—S (2d, (v) +dy_s (v))
- %Zvevs (ds (v) + de (v))

Puisque dg (v) < Aet d, (v) <2, alorsm <1 > (24 A), et par suite 2m < (24 A) [V = S|.
veV -5
Dot a1 ) (G) = [S] < n — 2.

2m

A5, alors il est facile de voir que d, (v) = A et d (v) = 2 pour

Mainetenant, si ap g (G) = n —
tout sommet v € V — 5. Il clair que G est partitionné en deux sous-ensembles X = SetY =V -5,
tel que X est indépendant et chaque sommet de Y est de degré A et a exactement 2 voisins dans

X.
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Inversement, supposons que G est partitionné en deux sous-ensembles X et Y, tel que X est

indépendant et chaque sommet de Y est de degré A et a exactement 2 voisins dans X. Alors

m=m(G[X])+m(G[Y])+m(Y,X)

A—=2)Y
_o4 222 2>| Loy
_(A+2) Y|
=
Par suite | X[ = n — 2% Tl est clair que X est un [1, 2]-ensemble independant, et donc ajy g (G) >
|1 X|=n-— AQ—TQ. L’égalité découle du fait que ap 9 (G) <n — AQ_TQ‘ [

Exemple de graphe vérifiant la borne du théoréme précédent.

NS
A

F1G. 3.6 — Un graphe biparti tel que ap 9 (G) =n — AQ—T2 =4.

Théoréme 3.2.4 Soit G un graphe d’ordre n, de taille m et de degré minimum o . Alors

2m

ing (G) >n — Sl

)

avec égalité si selement si G est partitionné en deux sous-ensembles X et YV, tel que X est indé-

pendant et chaque sommet de Y est de degré § et a exactement un voisin dans X.
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Preuve. Soit S un iy 5 (G)-ensemble de G. Alors m (G[S]) =0, m (G [V —S]) =3 > dy_s(v)
veV =S
et m(V—25,5)= > ds(v), et donc
veV -5

m=m(G[S]) +m (G]V - 8) +m(V — 8, 8)

1
= ZUEV—SdS (U> + §quev_5dV—S (U)

- % (Coev_s2ds (v) + X ev_sdv-s (v))
= %ZUEV—S (2ds (v) +dy_s(v))
1

— 52%‘/75 (ds (v) + dg (v))

Puisque dg (v) > 0 et ds(v) > 1, alors m > 1 3 (1446), et par suite 2m > (1+4) |V — S|.
veV -5
D’ou ?;[172] (G) = ‘S| >n— 62+_m1

2m

55, alors il est facile de voir que dg (v) = 6 et d (v) = 1 pour tout

Mainetenant, si if 9 (G) = n—
sommet v € V — 5. Il clair que G est partitionné en deux sous-ensembles X = Set Y =V — 5, tel

que X est indépendant et chaque sommet de Y est de degré J et a exactement un voisin dans X.

Inversement, supposons que G est partitionné en deux sous-ensembles X et Y, tel que X est

indépendant et chaque sommet de Y est de degré § et a exactement un voisin dans X. Alors

m=m(G[X])+m(G[Y])+m (Y, X)

o—1) 1Y
R L
_(0+1) Y]
-
Par suite | X| =n — 22 1] est clair que X est un [1, 2]-ensemble indépendant, et donc ij; o (G) <
5+1 (1,2]

X| =n — 22 L'égalité découle du fait que iy 9 (G) >n — 2. m
A+2 (1.2] A+2

3.3 Relation de type Nordhaus—Gaddum sur o 9

Dans cette section on présente une relation de type Nordhaus-Gaddum pour oy 9 (G).
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Théoréme 3.3.1 Soit G un graphe, tel que G et G ont des [1,2]-ensembles indépendants. Alors
ap g (G) +apg (G) <n+1,

avec egalité si selement st G = K,,, ou G = K ,_1, ou G est obtenu d’une clique K3 en attachant
deux sommets isolés chacun a un sommet de K3, ou G est obtenu d’une clique K, _1 en attachant

un sommet 1solé a au moins un sommet et au plus n — 2 sommets de K, 1.

Preuve. Soit S un a9 (G)-ensemble de G et soit S” un ap g (@)—ensemble de G. On pose A =
S'NSet A=V —(5US). Puisque S est independant et S” est une clique dans G, alors |A| < 1.
En outre on a |V| = |S| + |9'| — |A| + |A/]. 1l s’en suit que |V| > |S| + |S'| — 1, car |A’| > 0 et
|A] < 1. Par conséquent a2 (G) + i (G) <n+ 1.

Mainetenant, si a2 (G) + apg (G) = n+ 1, alors |[A'| = 0 et |[A] = 1, et donc A" = 0 et
A = {z}. Tl est clair que G consiste en un graphe scindé partitionner en un stable I = S et
une clique @ = 5" — {z}, tel que = est adjacent a tous les sommets de @, car z € S et S’ est
une clique dans G. Puisque S est un oy 9 (G)-ensemble et tout sommet de @) a exactement g — 1
voisins dans @, alors Vv € Q,q < dg(v) < ¢ + 1. D’autre part, Puisque S’ est un ap g (6)—
ensemble et tout sommet de I — {z} a exactement p — 2 voisins dans I — {x} relativement a
G,alors Vo € I —{z},p—1<dg(v) <p,etdoncVo € I —{x},n—1—(p—1) > dg(v) >
n—1—p. DouVvel—{z},q—1<ds(v) <gq.Siqg=1,alors il est facile que G = K; ;.
Maintenant on suppose que ¢ > 2. Soit m (Q), I — {x}) le nombre d’arétes entre @) et I —{v}. Alors
(g—1)(p—1)<m(Q,I —{z}) <gq,etdoncp< l—i—q%1 = 2—|—q+1, on a les cas suivants selon ¢ :
Cas 1. ¢ =2. Alors p < 3. Sip=1,alors G = K3. Si p=2, alors G = K, — e ou G est obtenu
d’une clique K3 en attachant un sommet isolé a un sommet de K3. Si p = 3, alors G est obtenu

d’une clique K3 en attachant deux sommets isolés chacun & un sommet de K3.

Cas 2. ¢ > 3. Alors p<2.Sip=1,alors G = K,. Si p=2, alors GG est obtenu d’une clique K,,_;

en attachant un sommet isolé & au moins un sommet et au plus n — 2 sommets de K,,_;.
L’inverse est facile & vérifier. m

Exemples des graphes vérifiant 1’égalité dans le théoréme précident.
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FiG. 3.7 — Les graphes
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressées a 1’étude de [1,2]-ensemble indépendant. Plus
précisément, nous nous sommes focalisés sur trois points importants : En premier lieu, nous avons
donné des conditions pour I'existence des [1, 2]-ensembles indépendants pour tout graphe scindé G,
aussi dans les chenilles. Ensuite, nous avons donné des bornes sur ap o (G) et if 9] (G) en fonction

de n,m,d et A. A la fin, nous avons donné des relations de type Nordhaus-Gaddum sur o 9(G).
Les travaux réalisés dans ce mémoire ouvrent plusieurs perspectives. On pose ces problémes pour
les recherches futur.
1. Chercher des conditions pour l'existence des [1,2]-ensembles indépendants pour certaines
classes de graphes.
2. Chercher d’autres bornes sur af g (G) et ij1,9) (G), pour tous graphes G.

3. Chercher des algorithmes linéaires pour déterminer a9 (') et iy, (T') pour tout arbre 7'7
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