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Résumé

Dans ce mémoire, on a étudié l'existence de solution d'inclusion di�érentielle ordinaire

de première ordre (problème de Cauchy), on utilisant quelque applications de méthodes

topologiques et plusieurs théorèmes (théorèmes d'existences de sélection continue d'un

multifonction, théorèmes de Cauchy-Lipschitz...), et on a deux cas de multifonctions sont

distinguées (multifonction sci, multifonction scs), et on étudie l'existence de solutions

d'inclusion di�érentielle ordinaire de première ordre dans l'espace Rnet dans l'espace de

Hilbert, et en�n dans l'espace de Banach de dimension �nie.

Mots-clés :

Problème de Cauchy, Inclusion di�érentielle ordinaire, Multifonction, Sélection, Scs, Sci.



Abstract

In this dissertation, we study the existence of a �rst-order ordinary di�erential in-

clusion solution (Cauchy problem), and we use some applications of topological methods

and several theorems (theorems of existences of continuous selection of a multifunction,

theorems Of Cauchy-Lipschitz ...), and we have two cases of multifunctionals are distin-

guished (multifunction usc, multifunction lsc), and we study the existence of solutions of

di�erential inclusion of �rst order in the space Rn and in the Hilbert space, and at the

end in the Banach space of �nite dimension.

Key word :

Cauchy Problem, Ordinary Di�erential Inclusion, Multifonction, Selection, Usc, Lsc.
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Notation

R l'ensemble des nombres réels.

N l'ensemble des nombres entiers naturels.

U fermeture de sous-ensembleU.

∂U frontière de cette sous-ensembleU.

‖x‖0 max{‖x(t)‖ : t ∈ I}.

Ck(I, E) l'espace de Banach des fonctions k-fois continûment di�érentiables, muni

de la norme : ‖x‖k = max{‖x‖0, ...‖x(k)‖0}.

Ck
0 (I, E) {x ∈ Ck(I, E) : x(t0) = x0, (la fonction x véri�er la condition initiale)}.

L(J,X) l'espace des fonctions continues d'un intervalle compact J

de R dans l'espace de Banach X.

Lp L'espace de Lebesgue, de toutes les fonction mesurable et p-eme intégr-

ables sur Ω.

W 1,p L'espace de Sobolev.

dom(F ) Le domaine de dé�nition de la multifonctionF.

Rang(F ) Le rang de F est : R(F ) = F (X) =
⋃
x∈X

F (x) tel que F : X ⇒ Y une multifonction.

Lip(f) La plus petite constanteM ≥ 0 véri�ant cette inégalité :

d′(f(x), f(y)) ≤Md(x, y),∀x, y ∈ X.

e(A,B) sup
x∈A

d(x,B) , d(x,B) = inf
y∈B

d(x, y).

e(B,A) sup
y∈B

d(y, A) , d(y, A) = inf
x∈A

d(y, x).

dH distance de Hausdor�.

ϑ(x0) l'ensemble des voisinages ouverts dex0.
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X ′ L'espace dual de X.

B(X, Y ) l'ensemble des applications linéaires et bornées de X deY

P (B) l'ensemble des parties deB.

graph(F ) le graph de la multifonctionF.

<,> produit scalaire dans la dualitéE
′
, E.

scs semi-continue supérieurement.

sci semi-continue inférieurement.

p.p. presque partout.

i.e c'est-à-dire.

Université de Médéa 2016-2017 B.Ossama



Introduction

Le problème d'existence de solution d'inclusion di�érentielles est une partie de ma-

thématique basée sur le problème d'existence de sélections continue de la multifonction

étudie, et résoud le problème de Cauchy classique.

Le problème d'existence de solution d'inclusion di�érentielles dans sa généralité a

été étudier à partir des années 1980 par di�érents mathématiciens, en particulière cette

proche de mathématique est développées par Daccrogna-Marcellini et par Muller-Svernk.

Dans ce mémoire, on présente quelques méthodes topologiques, pour étudier l'exis-

tence de solution de problème de Cauchy d'inclusion di�érentielles ordinaire de premier

ordre suivant :  x′(t) ∈ F (t, x(t)).

x(t0) = x0
(0.1)

où x(t) est une fonction continument dérivable qu'on cherche, et F est une multi-

fonction (multivoque ou fonction à valeur multiple...) et t variable d'un intervalle I de

R.

Le principe de ce travaille est appliqué des théorèmes pour que la multifonction F ad-

met une sélection continue, en utilisant deux théorèmes principales, le premier théorème

(théorème 3.2.1) pour le cas F est sci d'espace Rn, ce théorème est basé sur le théorème

de sélection de Michael, et le deuxième théorème (théorème 3.2.2) pour le cas F est scs

d'espace de Hilbert, ce théorème et basé sur le théorème de sélection approximative.

Donc si la multifonction F admet une sélection continue alors le problème précédent

est de la forme suivante :  x′(t) = f(t, x(t)) ∈ F (t, x(t)).

x(t0) = x0
(0.2)

10
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où f est une sélection continue de la multifonction F . Pour que le problème devient un

problème de Cauchy d'équation di�érentielle d'espace Rn et d'espace de Hilbert.

En �n, on résoud le problème de Cauchy d'inclusions di�érentielles ordinaires de

premier ordre d'espace de Banach.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres répartis comme suit :

Chapitre 1 : C'est un rappel de quelques dé�nitions et notions de base de l'analyse

fonctionnelle(espaces,opérateurs, Multifonction...).

Dans ce texte, on présente quelques applications de méthodes topologiques per-

mettant d'obtenir l'existence de solutions d'inclusions di�érentielles ordinaires de premier

ordre.

Chapitre 2 : Dans ce chapitre sont présentés et étudies l'existence et l'unicité de solu-

tion de problème de Cauchy d'équation di�érentielle ordinaire de premier ordre d'espace

Rn et dans l'espace de Banach (théorème de Cauchy-Lipschitz), avec un rappel sur les

équations di�érentielle ordinaires de premier ordre (quelques dé�nitions et remarques).

Et en�n donner la relation entre l'équation di�érentielle et l'inclusion di�érentielle.

Chapitre 3 : Dans ce chapitre sont présentés, discutés et commontés les résultats

sur l'existence de solutions de problème de Cauchy d'inclusions di�érentielles ordinaire de

premier ordre, et on a deux cas des multifonction à valeurs non vide, fermés et convexes,

1er cas F est sci dans l'espace Rn et 2me cas F est scs dans l'espace de Hilbert pour

l'inclusion di�érentielle suivant :

 x′(t) ∈ F (t, x(t)).

x(t0) = x0
(0.3)

Et en�n on étudié l'existence de solution d'inclusion di�érentielle dans l'espace de

Banach.

Université de Médéa 2016-2017 B.Ossama



Chapitre 1

Quelque outils de mathématique

1.1 Les opérateurs sur les espaces de Banach

Soit X et Y ,deux espaces de Banach

Dé�nition 1.1.1 Soit (xn)n une suite de X et x0 ∈ X.

On dit que (xn)n converge vers x0 (en norme) si

lim
n−→∞

‖xn − x0‖X = 0,

et on écrit xn −→ x0 dans X.

Soit L(J,X) l'espace des fonctions continues d'un intervalle compact J de R dans l'espace

de Banach X et soit K un sous ensemble de L(J,X).

Dé�nition 1.1.2 (Ensemble équicontinu)

K est dit équicontinu si :

∀ε > 0, ∃δ > 0 : ∀t1, t2 ∈ J, ‖t1 − t2‖ ≤ δ ⇒ ‖f(t1)− f(t2)‖ ≤ ε ∀f ∈ K.

Dé�nition 1.1.3 (Ensemble uniformément borné)

K est dit uniformément borné si :

∃ c > 0 : ‖f(t)‖ ≤ c ∀t ∈ J et ∀ f ∈ K.

Dé�nition 1.1.4 (Ensemble relativement compact)

K est dit relativement compact si K(adhérence de K) est compact.

12
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Théorème 1.1.1 (Ascoli-Arzela)voir [3]

K est relativement compact si et seulement si :

1. K est uniformément borné ;

2. K est équicontinu

Dé�nition 1.1.5 (Opérateur borné)

On dit qu'un opérateur T : X → Y est borné si l'image de tout borné dans X par T

est un borné de Y . i.e : pour tout ensemble D borné dans X ,T (D) est borné dans Y.

On note B(X, Y ) l'ensemble des applications linéaires et bornées de X dans Y . Le

cas Y = R est très important par la suite.

Soit T ′ un opérateur dé�ni d'un espace de Banach X dans lui- même.

Dé�nition 1.1.6 (Opérateur compact)

L'opérateur T ′ est dit compact si l'image de X par T ′, i.e. l'ensemble T ′(X) est

relativement compact.

Dé�nition 1.1.7 (Opérateur totalement borné)

L'opérateur T ′ est dit totalement borné si pour tout sous ensemble borné B de l'espace

X, l'image de B par T ′, i.e. l'ensemble T ′(B) est relativement compact.

Dé�nition 1.1.8 (Opérateur complètement continu)

L'opérateur T ′ est dit complètement continu s'il est continu et totalement borné.

Dé�nition 1.1.9 (Espace dual)

La classe des fonctionnelles linéaires et bornées dé�nies sur X,sera noté par X ′. On

munit X ′ de la norme

‖J‖X′ = sup
x∈X,‖x‖X≤1

| < J, x > |

Pour J ∈ X ′, X ′ muni de cette norme est un espace de Banach et nous avons l'in-

égalité

| < J, x > | ≤ ‖J‖X′‖x‖X ,∀J ∈ X ′,∀x ∈ X

Université de Médéa 2016-2017 B.Ossama



1.1.1 Continuité des opérateurs 14

Dé�nition 1.1.10 (Convergence faible).

On dit qu'une suite (xn) ⊂ X converge faiblement vers x,si

∀J ∈ X ′, < J, xn >−→< J, x >

Et on écrit xn ⇀ x.

Dé�nition 1.1.11 Soit X un espace de Banach. On dit que X est ré�exif s'il est le dual

de son dual.

Théorème 1.1.2 voir [4]

Un espace de Banach X est ré�exif si et seulement si sa boule fermée et faiblement

compacte.

Corollaire 1.1.1 Si X est un espace de Banach ré�exif alors toute suite bornée (xn) ⊂ X

avec ‖xn‖X ≤M ,contient une sous suite qui converge faiblement vers un élément x ∈ X

véri�ant ‖x‖X ≤M.

Corollaire 1.1.2 Soit X un espace de Banach. Alors X est ré�exif si et seulement si X ′

est ré�exif.

1.1.1 Continuité des opérateurs

Nous allons considérer des opérateurs T de X dans Y et nous allons donner une

dé�nition concernant les propriétés de la continuité de T . La notion la plus simple est

la suivante :

Dé�nition 1.1.12 L'opérateur T : X −→ Y est dit continu en x ∈ X,si pour toute suite

(xn) ⊂ X telle que

xn −→ x alors T (xn) −→ (x).

T est dit continu sur un ensemble A ⊂ X si T est continu en tout point x ∈ A.

Dé�nition 1.1.13 Un opérateur T : X −→ Y est dit compact s'il est continu et a la

propriété : Pour toute suite (xn)n bornée dans X, la suite (T (xn)) admet une sous suite

convergente .

Université de Médéa 2016-2017 B.Ossama



Multifonction 15

Remarque 1.1.1 Si T est un opérateur linéaire alors, le fait que T est continu sur X

(qui est équivalent au fait que T est une application bornée de X dans Y ) est super�ue.

Dans la plus part des livres, le concept dé�ni précédemment est appelé complète conti-

nuité (on dit que l'opérateur est complètement continu).

1.2 Multifonction

1.2.1 Fonctions à valeurs multiples ou multifonctions

Dé�nition 1.2.1 Soient A et B deux ensembles,une multifonction F de A vers B noteé

F : A⇒ B est une fonction qui associé à chaque point de A une partie de B.

Donc F : A −→ P (B) où P (B) l'ensemble des parties de B.

a)Les ensembles F (A) appelés les images ou les valeurs de F .

b)Le domaine de F est l'ensemble :

dom(F ) = {x ∈ A/F (x) 6= ∅}.

c)Si dom(F ) = A, on dit que F est strict,on dit aussi dans ce cas F est à valeur non

vide.

d)On dit que F est propre si dom(F ) 6= ∅.

e)Soit K une partie non vide de X et F : K ⇒ Y à valeurs non vide,on dé�nit

l'extension F |K : X ⇒ Y par :

F |K(x) =

 F (X) si x ∈ K

∅ si x ∈/K

On a donc dom(F |K) = {x ∈ X/F (x) 6= ∅} = K.

f)Le graph d'une multifonction F : X ⇒ Y est :

graph(F ) = {(x, y) ∈ X × Y/y ∈ F (x)}.

g)Le rang de F est :

Rang(F ) = R(F ) = F (X) =
⋃
x∈X

F (x)

Université de Médéa 2016-2017 B.Ossama



1.2.2 Concepts de continuité pour les multifonctions 16

Ainsi si A ⊂ X :

F (A) =
⋃
x∈A

F (x)

h)La multifonction inverse F−1 : R(X) ⊂ Y ⇒ X de F est dé�nie par :

F−1(y) = {x ∈ X/y ∈ F (x)}.

1.2.2 Concepts de continuité pour les multifonctions

Dé�nition 1.2.2 (distance de Hausdor�)

la distance de Hausdor� sur l'ensemble des fermés d'un espace métrique (X,d) est

donnée par :

dH(A,B) = max{e(A,B), e(B,A)}

et

e(A,B) = sup
x∈A

d(x,B) , d(x,B) = inf
y∈B

d(x, y)

e(B,A) = sup
y∈B

d(y, A) , d(y, A) = inf
x∈A

d(y, x)

Dé�nition 1.2.3 (espace séparé)(e.Hausdor�)

X est un espace séparé si :

∀x, y ∈ X : x 6= y.∃Ux ∈ ϑ(x);∃Uy ∈ ϑ(y)

tel que :

Ux ∩ Uy = ∅

Dé�nition 1.2.4 (espace séparable)

On dit qu'un espace topologique (X, τ) est séparable s'il contient une partie A au plus

dénombrable qui est dense dans X.

Dé�nition 1.2.5 (continuité d'un espace topologique)

X espace topologique, f est continue en x0 ∈ X si :

∀V ∈ ϑ(f(x0)),∃U ∈ ϑ(x0) tel que f(U) ⊂ V.

Université de Médéa 2016-2017 B.Ossama



1.2.2 Concepts de continuité pour les multifonctions 17

Dé�nition 1.2.6 (continuité d'un espace métrique)

Soient (X, d) et (Y, d′) deux espaces métriques et f : X −→ Y une fonction.

On dit que f est continue en un point a ∈ X, si et seulement si

∀ε > 0,∃δ > 0,∀x ∈ X, d(x, a) ≤ δ ⇒ d′(f(x), f(a)) ≤ ε.

Dé�nition 1.2.7 (Fonctions Lipschitziennes, contractantes)

Soient (X, d), (Y, d′) deux espaces métriques et f : X −→ Y une fonction. On dit que

f est Lipschitzienne sur X,s'il existe une constante M ≥ 0 telle que

d′(f(x), f(y)) ≤Md(x, y),∀x, y ∈ X.

On dit aussi que f est M-Lipschitzienne.

La plus petite constante M véri�ant cette inégalité est appelée la constante de Lipschitz

de f,notée Lip(f) et véri�e

Lip(f) = sup
x 6=y

d′(f(x), f(y))

d(x, y)
.

On dit que f est contractante si elle véri�e Lip(f) < 1.

Lemme 1.2.1 (Un espace métrique compact est sépaprable)

Soit E un espace métrique compact.

Alors il existe une partie dénombrable D dans E tel que D = E (on dit que E est

séparable).

Proposition 1.2.1 − Toute fonction uniformément continue est continue.

− Toute fonction Lipschitzienne est uniformément continue et donc continue.

− Pour tout point a ∈ X,la fonction x ∈ X 7−→ d(x, a) est 1-Lipschitzienne,donc en

particulier continue.

− Pour toute partie A non vide de X, l'application x 7−→ d(x,A) est 1-Lipschitzienne.

Dé�nition 1.2.8 (multifonction semi-continue supérieurement)

Une multifonction F : X ⇒ Y est appelée semi-continue supérieurement (scs) en x0,

si pour tout ouvert V contenant F (x0), il existe un voisinage ouvert de x0 tel que

∀x ∈ U, F (x) ⊂ V.

F est semi-continue supérieurement en X si elle est scs. en tout point de X.

Université de Médéa 2016-2017 B.Ossama



1.2.3 Multifonctions Lipschitziennes 18

Dé�nition 1.2.9 (multifonction semi-continue inférieurement)

Une multifonction F : X ⇒ Y est dite semi-continue inférieurement (sci) en x0 ∈ X

si pour chaque ouvert V au voisinage de F (x0) tq :

F (x0) ∩ V 6= ∅

Il existe un un ouvert U de X contenant x0 tel que

F (x) ∩ V 6= ∅,∀x ∈ U.

On dit que F est sci. sur X si elle est sci en tout point de x.

Dé�nition 1.2.10 (continuité pour les multifonctions)

Soit F : X ⇒ Y .une multifonction Où X et Y sont deux espaces métriques,

On dit que F est continue en x si elle est à la fois semi-continue supérieurement et

semi-continue infèrieurement en x.

On dit que F est continue sur X si elle est continue en tout point x ∈ X.

1.2.3 Multifonctions Lipschitziennes

Dé�nition 1.2.11 Soient X, Y deux espaces métriques et F une multifonction de X

dans Y .

On dit que F est Lipschitzienne de constante k sur X si

∀x, x′ ∈ X,F (x) ⊂ B(F (x′), k × d(x, x′)).

On dit que F est localement Lipschitzienne de constante k sur X si

∀x ∈ X, ∃U ∈ ϑ(x′) telle que F est k-Lipschitzienne sur X.

1.2.4 Multifonction fermées-compacts

Dé�nition 1.2.12 Une multifonction F : X ⇒ Y est dite fermée en point x ∈ dom(F )

si pour toute suite (xn) convergent vers x et pour toute suite (yn) convergeant vers y telle

que :

pour tout n ∈ N, yn ∈ F (xn), on ait y ∈ F (x).

Université de Médéa 2016-2017 B.Ossama



1.2.5 Multifonctions convexes 19

Remarque 1.2.1 Si F est fermée en x, alors F(x) est fermé.

Soit X un espace vectoriel normé. Une multifonction F : X ⇒ X est dite compacte

(resp.borné) si son image est compacte (resp.borné).

Elle est dite localement compacte (resp.localement borné) si ∀x ∈ dom(F ), il exite un

voisinage U de x tel que la restriction de F sur U soit compacte (resp.borné).

1.2.5 Multifonctions convexes

Dé�nition 1.2.13 (fonction convexe)

On dit qu'une fonction f est convexe sur un intervalle I si et seulement si :

∀(x1, x2) ∈ I2,∀λ ∈ [0, 1], f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2)

On dit qu'une fonction f est concave sur un intervalle I si et seulement si −f est

convexe.

Dé�nition 1.2.14 Soient X et Y deux espaces normés et soit F : X ⇒ Y une multi-

fonction.

· F est dite convexe si F (x) est convexe, pour tout x ∈ X.

· F est dite bornée s'il existe une constante C > 0 de telle sorte que

‖F (x)‖ ≤ C(1 + ‖x‖).

où

‖F (x)‖ = sup
y
{‖y‖ : y ∈ F (x)}.

1.2.6 Quelques propriétés des multifonctions convexes

· Une multifonction F est convexe si son graphe est convexe.

· Une multifonction F est fermée si son graphe est fermé.

· Le domaine d'une multifonction scs est fermé.

Remarque 1.2.2 Soient E et E1 des espaces de Banach séparables, X un sous-ensemble

fermé, non vide de E1 , et T un espace mesurable. Soient G : T → E et H : X → E

deux fonctions multivoques à valeurs fermées, non vides.On dira que

1) G est mesurable si {t ∈ T : G(t) ∩B 6= ∅} est mesurable pour tout B ⊂ E fermé ;

Université de Médéa 2016-2017 B.Ossama



Quelque théorèmes et dé�nitions 20

2) H est semi-continue supérieurement (scs) si {x ∈ X : H(x) ∩B 6= ∅} est fermé pour

tout B ⊂ E fermé ;

3) H est semi-continue inférieurement (sci) si {x ∈ X : H(x) ⊂ B} est fermé pour tout

B ⊂ E fermé ;

4) H est continue si elle est semi-continue inférieurement et supérieurement ;

5) H est lipschitzienne s'il existe une constante C > 0 telle que

D(H(x), H(y)) ≤ C‖x− y‖ pour x, y ∈ X;

6) H est contractante si H est lipschitzienne avec une constante C < 1.

7) H est dite complètement continue si H(B) continue et relativement compact pour tout

ensemble B borné de X.

1.3 Quelque théorèmes et dé�nitions

Théorème 1.3.1 (théorème de convergence)voir [1]

Soit F une multifonction semi continue propre d'un espace de Hausdor� X localement

convexe aux sous-ensembles convexes fermés d'un espace de Banach Y.

Soit I un intervalle de R et xk et yk deux fonctions mesurables de I á X et Y satis-

faisant respectivement, pour presque tout t ∈ I, pour chaque voisinage ϑ de 0 dans X×Y

∃k0 = k0(t, ϑ) tel que :

∀k > k0, (xk(t), yk(t)) ∈ graph(F ) + ϑ.

1) xk(·) converge presque partout vers une fonction x(·)de I à X.

2) yk(·) ∈ L1(I, Y ) et converge faiblement vers y(·) dans L1(I, Y ).

Alors pour presque tout t ∈ I

(x(t), y(t)) ∈ graph(F ), i.e. y(t) ∈ F (x(t)).

Théorème 1.3.2 voir [1]

Soit X un espace de Banach et soit J un intervalle de R. Soit L(J,X) l'espace des

fonctions continues de J à X fourni avec la topologie de la convergence uniforme sur les

sous-intervalles compacts de J .
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En suite un sous-ensemble K de L(J,X) satisfaisant

1)K est equicontinue,

2)∀t ∈ J, K(t) = {x(t)}x(·)∈K est paracompacte dans L(J,X).

Dé�nition 1.3.1 Soit X un espace topologiques et (ci)i∈I une famille de parties de X

la famille (Oi)i∈I est dite recouvrement de X si
⋃
i∈I
oi = X

Un recouvrement (Oi)i∈I de X est dit recouvrement ouvert si ci est un ouvert, ∀i ∈ I

Un recouvrement (Oi)i∈I de X est dite �ni si I est �ni

Un recouvrement (Oj)j∈J est dite sous recouvrement de (Oi)i∈I si J ⊂ I

Dé�nition 1.3.2 (ra�nement)

Un recouvrement (Ul)l∈L est dit ra�nement d'un recouvrement (Oi)i∈I si :

∀l ∈ L,∃i ∈ I, Ul ⊂ Oi

Une famille (Oi)i∈I de parties de X est dite localement �ni si pour tout Vx de x tel que :

{i ∈ I \Oi ∩ Vx 6= ∅}

Est �ni.

On remarque que si (Oi)i∈I est localement �ni, alors pour tout x ∈ X, {i ∈ I \ x ∈ Oi}

est �ni, on dit que (Oi)i∈Iest point �ni.

Dé�nition 1.3.3 Un espace topologique X est dit paracompact si tout recouvrement ou-

vert de X admet un ra�nement ouvert et localement �ni.

Proposition 1.3.1 1) tout fermé d'un paracompact est paracompact.

2) tout espace compact est paracompact.

3) tout espace métrique est paracompact.

Dé�nition 1.3.4 (Support de fonction)

Soient Ω un ouvert de Rn, et f une fonction dé�nit de Ω dans R. Le support de f

est :

supp(f) = {x ∈ Ω, f(x) 6= 0}.
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Dé�nition 1.3.5 (Partition de l'unité lipschitzienne.)

Une famille (gi)i∈I de fonctions de X dans R est dit partition de l'unité lipschitzienne

si :

1) gi est localement lipschitzienne à valeurs positives, ∀i ∈ I.

2) La famille {supp(gi)/i ∈ I} est un recouvrement fermé localement �ni de X.

3)
∑
i∈I
gi(x) = 1, ∀x ∈ X.

Remarque 1.3.1 On dit que la partition de l'unité lipschitzienne (gi)i∈I est subordonnée

à un recouvrement (Wi)i∈I de X si :

supp(gi) ⊂ Wi,∀i ∈ I.

Université de Médéa 2016-2017 B.Ossama



Chapitre 2

Problème de Cauchy d'équation

di�érentielles ordinaire de premier

ordre

Dans ce chapitre, nous vous rappellerons sur les équations di�érentielles ordinaires de

première ordre, et on étudie l'existence et l'unicité de solution de problème de Cauchy

d'équation di�érentielle ordinaire de premier ordre dans l'espace de Rn et dans l'espace

de Banach et sa relation avec le problème de Cauchy d'inclusion di�érentielle ordinaire

de premier ordre.

2.1 Rappel sur les équations di�érentielles ordinaire de

première ordre

Soit J ∈ E un intervalle ouvert de R et soit Ω ⊂ E un ouvert d'un espace de Banach

E.

Dé�nition 2.1.1 Si f est une application continue donnée sur J×Ω, on appelle équation

di�érentielle (sous forme normale) l'équation notée :

x′ =
dx

dt
= f(t, x). (2.1)

L'inconnue de cette équation est une fonction x = g :

 J → E

t 7→ x(t) = g(t)
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qui véri�er :

g′(t) = f(t, g(t)).

Dé�nition 2.1.2 (solution de l'équation di�érentielle.) Une solution de l'équation dif-

férentielle (2.1) est une fonction g : J → E dé�nie et continument dérivable sur J telle

que :

1- ∀t ∈ J, (t, g(t)) ∈ J × Ω (domaine de dé�nition de f), et

2- ∀t ∈ J, g′(t) = f(t, g(t))(équation).

En particulier, on n'oubliera pas de véri�er la première condition (sinon f(t, g(t))

n'est pas dé�ni).

Dé�nition 2.1.3 (Solution maximale) On appelle solution maximale une solution g de

(2.1) telle que J soit intervalle maximale , i.e. telle que g : J → E soit solution et

telle qu'il n'existe pas d'intervalle I ) J (strictement plus grand que J) sur lequel g soit

solution.

Dé�nition 2.1.4 (Condition initiale.) On appelle condition initiale de l'équation di�é-

rentielle (2.1) une valeur (t0, x0) ∈ J × Ω telle que l'inconnue cherchée satisfasse à la

condition g(t0) = x0.

Dé�nition 2.1.5 (Problème de Cauchy.) Une équation di�érentielle avec condition ini-

tiale s'appelle problème de Cauchy.

Un problème de Cauchy est donc un problème où, pour f ∈ C0(J × Ω;E), t0 ∈ J et

x0 ∈ E donnés, il faut trouver une (ou les) solution(s) x de : x′ =
dx

dt
= f(t, x),

x(t0) = x0,
(2.2)

i.e. il faut trouver une (ou des) fonctions(s) g telles que : g′(t) = f(t, g(t)),

g(t0) = x0,
(2.3)

Dé�nition 2.1.6 (solution unique)

Pour (t0, x0) ∈ J × Ω donné, une solution du problème (2.2) est dite unique si elle

coïncide avec toute autre solution partout où elles sont toutes les deux dé�nies.
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Proposition 2.1.1 Pour tout (t0, x0) ∈ J ×Ω, le problème (2.2) est équivalent à l'équa-

tion intégrale

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds

Dé�nition 2.1.7 Soit x une solution de l'équation (2.1) et J ⊂ R un intervalle sur

lequel x est dé�nie.

- Une fonction x est appelée prolongement de x si elle est dé�nie sur un intervalle J̃

contenant strictement J , coïncide avec x sur J , et véri�e la relation (2.1) sur J̃ .

- La solution x est dite maximale (on dit aussi no prolongeable) si elle n'admet pas

de prolongement ; c'est-à-dire que l'intervalle J est l'intervalle maximal d'existence de la

solution x.

Corollaire 2.1.1 Soient x une solution maximale de l'équation (2.1) et J =]a, b[ son

intervalle maximal d'existence. Alors (t, x(t)) va vers le bord de J×Ω lorsque t tend vers

a et b.

2.1.1 Théorème d'existence et d'unicité 1

On considérer le problème de Cauchy suivant :

 x′ =
dx

dt
= f(t, x),

x(t0) = x0,
(2.4)

où f : U = J × Ω→ Rn, avec U ouvert de R× Rn, et (t0, x0) ∈ U .

Théorème 2.1.1 (Existence)voir [3]

Soient J × Ω un ouvert de R × Rn et f : J × Ω → Rn une fonction continue. Pour

tout (t0, x0) ∈ J × Ω, le problème (2.4) admet au moins une solution.

Théorème 2.1.2 (Unicité)voir [3]

Soit J×Ω un ouvert de R×Rn. Si f = f(t, x) : J×Ω→ Rn est continue et localement

lipschitzienne en x, alors pour tout (t0, x0) ∈ J×Ω, le problème( 2.4) admet une solution

unique.

Dé�nition 2.1.8 (cylindre de sécurité)

Université de Médéa 2016-2017 B.Ossama



2.1.1 Théorème d'existence et d'unicité 1 26

Soient T > 0 et r0 > 0. On dit que C = [t0− T, t0 + T ]×B(x0, r0) est un cylindre de

sécurité pour (C) si toute solution x : I → Rn du problème de Cauchy x(t0) = x0 avec

I ⊂ [t0 − T, t0 + T ] reste contenue dans B(x0, r0).

Théorème 2.1.3 (Picard)voir [6]

Soient (E, d) un espace métrique complet et g : E → E une application contractante,

i.e. Lipschitzienne de rapport k < 1.

Alors, g admet un unique point �xe a ∈ E. De plus, pour tout point initial x0 ∈ E, la

suite itérée (xp)p∈N, avec x0 ∈ E quelconque et xp+1 := g(xp) converge vers a.

Théorème 2.1.4 (Cauchy-Lipschitz dans l'espace Rn.)voir [9]

Si f est continue sur U , et localement lipschitzienne en x i.e. pour tout (t1, x1) ∈ U ,

il existe V ∈ ϑ(x1) et W ∈ ϑ(t1), et il existe k > 0, tels pour tous x, y ∈ V et tout t ∈ W

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ ‖x− y‖

Alors le problème (2.4) admet une unique solution maximale.

Preuve.

Remarquons que, comme f est continue, x est solution de (2.4) sur I si et seulement

si pour tout t ∈ I,

x(t) = x0 +

∫
t0

t

f(s, x(s))ds. (2.5)

soient V ∈ ϑ(x0),W ∈ ϑ(t0) et k > 0 comme dans l'énoncé du théorème.

Notons M = sup
W×V

f . Plaçons-nous sur un cylindre de sécurité : soit r > 0 tel que

B(x0, r) ⊂ V , et soit T > 0 tel que T ≤ r
M
, et [t0 − T, t0 + T ] ⊂ W . Soit F 0 l'ensemble

des fonctions continues de [t0 − T, t0 + T ] dans B(x0, r). Alors F 0, muni de la norme

uniforme, est un espace complet.

Soit A l'opérateur sur F 0 dé�ni par

A(y)(t) = x0 +

∫
t0

t

f(s, y(s))ds.

Le fait d'avoir choisi T < r
M

assure que si y ∈ F 0, A(y) est encore dans F 0. L'équation

intégrale (2.5) a�rme en outre qu'une fonction x de classe C1 est solution de (2.4) si et

seulement si elle est point �xe de A. Cherchons donc à appliquer un théorème de point

�xe.
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Soient y, z ∈ F 0. Montrons par récurrence que, pour tout p ∈ N,

∀t ∈ [t0 − T, t0 + T ], ‖Ap(y)(t)− Ap(z)(t)‖ ≤ kp|t− t0|p

p!
‖y − z‖∞.

Cette égalité est véri�ée pour p = 0, par dé�nition de ‖ · ‖∞.

Soit p ∈ N. Pour tout t ∈ [t0 − T, t0 + T ] on a

‖Ap+1(y)(t)− Ap+1(z)(t)‖ ≤ |
∫
t0

t

‖f(s, Ap(y)(s))− f(s, Ap(z)(s))‖ds|

≤ |
∫
t0

t

k‖Ap(y)(s)− Ap(z)(s)‖ds| (f localement lipschitzienne.)

≤
∫
t0

t

k
kp|t− t0|p

p!
‖y − z‖∞dt (par hypothèse de récurrence)

=
kp+1|t− t0|p+1

(p+ 1)!
‖y − z‖∞,

ce qui conclut la récurrence.

En particulier, pour tout p ∈ N et tous y, z ∈ F 0,

‖Ap(y)− Ap(z)‖∞ ≤
kpT p

p!
‖y − z‖∞.

Or,
kpT p

p!
tend vers 0 lorsque p tend vers l'in�ni, donc il existe p ∈ N tel que

kpT p

p!
< 1.

D'après le théorème du point �xe de Picard, A admet un point �xe x sur F 0. En

outre, comme x et f sont continues,

t 7→ x0 +

∫
t0

t

f(s, y(s))ds

Est de classe C1, et donc le point �xe x est de classe C1.

Finalement, x est l'unique solution de (2.4) sur [t0 − T, t0 + T ].

Elle se prolonge en au moins une solution maximale. Supposons qu'il existe deux

tels prolongements x1 et x2 sur deux intervalles I1 et I2. L'intervalle I1 ∩ I2 est non

vide, puisqu'il contient [t0 − T, t0 + T ]. Soit Imax le plus grand intervalle inclus dans

I1 ∩ I2, contenant [t0 − T, t0 + T ], tel que x1 − x2 soit nulle sur Imax. Cet intervalle est

nécessairement fermé puisque x1−x2 est continue. S'il n'est pas égal à I1∩I2 tout entier,

en l'une de ses bornes, on peut appliquer l'unicité locale précédemment démontrée , et

contredire la maximalité de Imax. Donc Imax = I1 ∩ I2, ainsi x1 et x2 sont égales sur

I1 ∩ I2, et par dé�nition de solution maximale, I1 = I2 = I1 ∩ I2.
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Finalement, x se prolonge en une unique solution maximale, ce qui conclut.

2.1.2 Théorème d'existence et d'unicité 2

Soit J ∈ E un intervalle ouvert de R et soit Ω ⊂ E un ouvert d'un espace de Banach

E.

On considérer le problème de Cauchy suivant : x′ =
dx

dt
= f(t, x),

x(t0) = x0,
(2.6)

Théorème 2.1.5 (Cauchy-Lipschitz dans l'espace de Banach.)voir [10]

Si f : (t, x) ∈ J × Ω → f(t, x) ∈ E est continue et localement lipschitzienne en x

uniformément en t, et si (t0, x0) est un point intérieur à J × Ω, alors il existe α > 0

et β > 0 tels que le problème de Cauchy (2.6) ait une solution unique maximale dans

[t0 − α, t0 + β].

Si f : (t, x) ∈ R × Ω → f(t, x) ∈ E est continue et globalement lipschitzienne en x

uniformément en t, alors il existe une unique solution g au problème de Cauchy (2.6)

dé�nie sur R tout entier.

Preuve. Si on a une solution g, on a :

g(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, g(s))ds (2.7)

Soit alors la fonction A(g) donnée par A(g)(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, g(s))ds. On a ainsi dé�ni

une fonctionnelle A : g → A(g). Soit a > 0 tel que [t0 − a, t0 + a] ⊂ J . Choisissons pour

domaine de dé�nition de A l'ensemble C0([t0 − a, t0 + a];E) muni de sa norme ‖ · ‖∞
usuelle qui en fait un espace de Banach : ‖g‖∞ = sup

t∈[t0−a,t0+a]
‖g(t)‖E. Il est immédiat que

si g ∈ C0 alors A(g) ∈ C0.

Montrons que A a un unique point �xe, i.e. qu'il existe une unique solution g de (2.7).

On a :
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‖(A(g)− A(h))(t)‖E = ‖
∫ t

t0

(f(s, g(s))− f(s, h(s)))ds‖E

≤
∫ t

t0

k0‖g(s)− h(s)‖Eds

≤ ak0‖g − h‖∞.

Donc ‖(A(g) − A(h))(t)‖∞ ≤ ak0‖g − h‖∞, et choisissant a < 1
k0
, la fonction A est

contractante.

Donc elle a un et un seul point �xe. Il existe donc une solution unique g dé�nie sur

[t0 − a, t0 + a] pour un a > 0 (su�samment petit).

Montrons que cette solution peut être prolongée en une solution maximale. On consi-

dère A2 = A ◦ A. On obtient :

‖(A2(g)− A2(h))(t)‖E ≤ k0

∫ t

t0

‖A(g)(s)− A(h)(s)‖E ds

≤ k20

∫ t

t0

∫ s

t0

‖g(r)− h(r)‖E dr ds

≤ k20

∫ t

t0

(s− t0)‖g − h‖∞ ds

≤ k20|t− t0|2

2
‖g − h‖∞.

Et par récurrence, ‖Ap(g) − Ap(h)‖∞ ≤
kp0|t− t0|p

p!
‖g − h‖∞. D'où on peut choisir a

aussi grand que souhaité, pour que, avec p assez grand on ait
kp0a

p

p!
< 1. Ainsi Ap est

contractante et admet un unique point �xe. Mais Ap et A on nécessairement le même point

�xe, qui est la limite de la suite (Anp(g0)) pour un g0 donné, et donc de la suite (Anp(g0))).

Et donc le point �xe de Ap est celui de A, plus précisément est un prolongement du point

�xe de A. Et on peut donc prolonger la solution g trouvée en une solution maximale.

2.2 La relation entre l'inclusion di�érentielle et l'équa-

tion di�érentielle

Et après avoir chercher beaucoup de références([1], [5]),ce genre de problèmes, apparaît

dans les Articles de Zaremba (1936) et MARCHAUD (1938), sous une forme di�érente de

celle présentée ici : sur le côté gauche, un "dérivé à valeurs multiples". C'était Wazewski
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(1961) qui a montré que ces inclusions pouvaient être présentées en inclusions avec un

dérivé unique à valeur régulière à gauche. La raison qui a conduit à leur introduction

dans le monde mathématique n'est pas clair ; Il semble qu'il y n'était pas une véritable

motivation des besoins de certains modèles ; plutôt, c'était leur intérêt comme des objets

mathématiques qui ont surgi l'intérêt de quelques mathématiciens. Au début, c'était le

problème de l'existence d'une solution au problème Cauchy qui a été considéré : montrer

l'existence d'une fonction satisfaisant l'inclusion sur un intervalle I et tel que x(t0) = x0,

avec t0 donné dans I.(voir [5])

Ce qui se passe c'est que, dans le cas d'une inclusion, montrant l'existence d'une

solution est (considérablement) plus di�cile que de montrer l'existence d'une solution

pour le cas d'une équation di�érentielle ordinaire

x′ =
dx

dt
= f(t, x(t))

Mais dans ce chapitre, nous avons abordé des preuves sur l'existence et l'unicité

de problème de Cauchy d'équation di�érentielle ordinaire de premier ordre, Mais si nous

remplaçons l'égalité par l'inclusion et remplacer le deuxième terme par multifonction nous

obtenons un problème de Cauchy d'inclusion di�érentielle ordinaire de premier ordre,

pour que la solution de ce problème soit prouvée de l'existence de sélection continue de

la multifonction au deuxième terme.

Ensuite, nous résolvons le problème de Cauchy d'équation di�érentielle pour obtenir

la solution du problème d'inclusion di�érentielle. Comme suivant :

 x′(t) = f(t, x(t)) ∈ F (t, x(t)).

x(t0) = x0
(2.8)

qui est un problème de Cauchy classique .

Dans le prochain chapitre, nous allons assigner certains cas pour lesquels le problème

de Cauchy d'inclusion di�érentielle admet une solution.
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Chapitre 3

Théorèmes d'existence de solutions

d'inclusion di�érentielles ordinaire de

premier ordre

Dans ce chapitre, on présente quelques méthodes topologiques per-mettant d'obtenir

l'existence de solutions d'inclusions di�érentielles ordinaires de premier ordre telles que x
′
(t) ∈ F (t, x(t))p.p.t ∈ I,

x(t0) = x0
(3.1)

où I est un intervalle de R.

3.1 Les sélections d'une multifonction

Soient X, Y deux ensembles et F : X ⇒ Y une multifonction telle que

F (x) 6= 0 ∀x ∈ X.

Une sélection de F est une fonction

f : X → Y telle que f(x) ∈ F (x) ∀x ∈ X.

L'existence de sélection et garantie par l'axiome de choix.

Le problème est de savoir les conditions nécessaire ou su�santes sur X et Y et F

pour que F admet une sélection de bon qualité (continue, di�érentielle, mesurable,...)
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Théorème 3.1.1 (Sélection minimale)voir [1]

Soient X un espace métrique et Y un espace de Hilbert et F : X ⇒ Y une multifonction

continue à valeurs fermés, convexes et non vides alors :l'application f : x → prF (x)(0)

où : prF (x)(0) est la projection orthogonale de 0 sur F (x), est une sélection continue de F

f(x) = prF (x)(0) ∈ F (x)

Donc f est une sélection continue de F

Démonstration voir [1]

Théorème 3.1.2 (Sélection de Michael)voir [1] Soient X un espace métrique et Y

un espace de Banach et F : X ⇒ Y une multifonction sci à valeurs fermés, convexes et

non vides . Alors F admet une sélection continue.

Preuve. voir [1]

1 ère étape : pot tout ε > 0, il existe une fonction continue fε : X → Y tel que

d(fε(ξ), F (ξ)) < ε , ∀ξ ∈ X

En e�et ; pour tout x ∈ X, soit yx ∈ F (x)

on a yx ∈ B(yx, ε)∩F (x) 6= ∅. par la semi continuité inférieure de F , soit δx > 0 tel que :

B(yx, ε) ∩ F (x
′
) 6= ∅, x′ ∈ B(x, δx)

(B(x, δx))x∈X est un recouvrement ouvert de X, soit alors (ux)x∈X un recouvrement ou-

vert localement �ni de X tel que ux ⊂ B(x, δx),∀x ∈ X

soit (
∏

x)x∈Xune partition de l'unité Lipschizienne subordonnée à (ux)x∈X , supp
∏

x ⊂ ux

on dé�nit fε : X → Y par

fε(ξ) =
∑
x∈X

∏
x

(ξ)yx

montrons que fε est continue : soit ξ0 ∈ X

soit Oξ0 un voisinage ouvert de ξ0 tel que Oξ0 ne coup que : ux0 , ux2 , ....., uxn .

Si x ∈ { x1, ....., xn} alors ux ∩Oξ0 6= ∅

comme supp
∏

x ⊂ ux alors,
∏

ξ(x) = 0,∀ξ ∈ Oξ0

donc fε(ξ) =
n∑
i=1

∏
xi

(ξ)yxi ,∀ξ ∈ Oξ0
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donc la restriction de fξ sur Oξ0 est une somme �nie de fonctions continues, alors elle est

continue sur Oξ0 , donc fξ est localement continue, alors elle est continue sur tout X

Reste à démontrer que d(fε(ξ), F (ξ)) < ε ,∀ξ ∈ X

sont ξ ∈ X. si
∏

x(ξ) 6= 0alors;

ξ ∈ supp
∏
x

⊂ B(x, δx)

Alors B(yx, ε)∩F (ξ) 6= ∅, donc yx ∈ B(F (ξ), ξ). comme B(F (ξ), ξ) est convexe, car F (ξ)

est convexe, alors fε(ξ) =
∑
x∈X

∏
x(ξ)yx ∈ B(F (ξ), ξ), donc d(fε(ξ), F (ξ)) < ε

2 ère étape :

On va démontre qu'il existe une suit de fonctions continues fn de X dans Y tel que :

d(fn(ξ), F (ξ)) <
1

2n
, ∀n > 1,∀ξ ∈ X∗

d(fn(ξ), fn+1(ξ)) <
1

2n−2
, ∀n > 2,∀ξ ∈ X ∗ ∗

(3.2)

pour n = 1on applique la premier étape avec ε =
1

2
pour construire f1, supposons que

l'on construit fn véri�ant (1) on va construire fn+1 véri�ant (*) et(**),soit ξ ∈ X, on

pose :

Φ(ξ) = B(fn(ξ),
1

2n
) ∩ f(ξ)

-φ(ξ) 6= ∅ d'après (1), φ(ξ) est un convexe

-φ est sci

on appliquant de nouveau l'étape soit φ : X → Y continue tel que ;

d(ϕ(ξ), φ(ξ)) <
1

2n+1
,∀ξ ∈ X

on pose : fn+1 = ϕ, pour ξ ∈ X ;

d(fn+1(ξ), F (ξ)) ≤ d(fn+1(ξ), φ(ξ)) <
1

2n+1

ce qui preuve (1) pour prouver (2)

fn+1(ξ) ∈ B(φ(ξ),
1

2n+1
) ⊂ B(B(fn(ξ),

1

2n
),

1

2n+1
)

= B(fn(ξ),
1

2n
+

1

2n+1
)

(3.3)
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donc : d(fn(ξ), fn+1(ξ)) <
1

2n−1
<

1

2n−2

3 ème étape :

(fn)n converge uniformément vers δ.

en e�et

d(fn+p(ξ), fn(ξ)) ≤
p−1∑
k=0

d(fn+k+1(ξ), fn+k(ξ))

≤
p−1∑
k=0

1

2n+k−2
=

1

2n−2

p−1∑
k=0

1

2k

=
1

2n−2
1− (1

2
)p

1− 1
2

−→ 0 lorsque n→∞

(3.4)

donc uniformément de Cauchy, donc elle converge uniformément vers f .

comme les fn sont continue alors f est continue

d(fn(ξ), F (ξ)) <
1

2n

d(f(ξ), F (ξ)) = lim
n−→∞

(fn(ξ), F (ξ)) = 0

comme f(ξ) est fermé, alors f(ξ) ∈ F (ξ) donc f est une sélection continue de F

Théorème 3.1.3 (théorème de sélection approximatif)voir [1]

Soit X un espace métrique, Y un espace de Banach, F : X ⇒ Y une multifonction

scs à valeurs non vide et convexes. Alors ∀ε > 0, il existe une fonction fε : X → Y

localement lipschitzienne tel que :

fε(x) ⊂ conv(F (x)) et graph(fε) ⊂ graph(F ) + εB(0, 1).

Preuve.

Soit ε > 0,∀x ∃δx > 0 tel que F (x′) ⊂ F (x) + εB(0, 1)

∀x′ ∈ B(x,
δx
4

)

(V = F (x) + εB(0, 1) et U = B(x, δx
4

) car F est scs)

La famille {B(x, δx)/x ∈ X} est un recouvrement ouvert de l'espace métrique (donc

paracompact) X.
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sans perte de généralise, on peut suppose

δx <
ε

2
,∀x ∈ X

Soit {Ui/i ∈ I} une ra�nement ouvert localement �ni.

Soit {Πi/i ∈ I} une partition de l'unité localement lipschitzienne subordonnée à ce

ra�nement pour tout i ∈ I, on choisi xi ∈ Ui et posent

fε(x) =
∑
i∈I

π(x)PF (xi)(0)

Et on démontrer que :

1) fε est bien dé�ni.

2) fε est localement lipschitzienne.

3) fε(x) ⊂ conv(F (x)).

4) (x, fε(x)) ∈ graph(F ) + εB(0, 1)

Donc on commence par le premier étape :

1) Pour x ∈ X, on a A = {i ∈ I/x ∈ Ui} est �ni donc

A = {ik/k = 1, ..., n}

Comme supp(πi) ⊂ Ui

Donc πi(x) = 0 si i ∈/A

Donc

fε(x) =
n∑
k=1

πik(x)PF (xik )
(0)

Donc fε(x) est dé�nie pour ∀x ∈ X et il est unique.

Donc fε est bien dé�ni.

on commence par le deuxième étape :

2)Soit x ∈ X. Soit Vx ∈ ϑ(x) telle que :

Bx = {i ∈ IVx ∩ Ui 6= ∅} est �ni

.

On peut suppose que Vx est un ouvert et

Bx = {ik k = 1, ..., n} .
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On a

fε(z) =
n∑
k=1

πik(z)PF (xik )
(0);∀z ∈ V

Soit z1, z2 ∈ V on a

‖fε(z1)− fε(z2)‖ = ‖
n∑
k=1

(πik(z1)− πik(z2))PF (xik )
(0)‖

≤
n∑
k=1

|(πik(z1)− πik(z2))| ‖PF (xik )
(0)‖

πik(·) étant localement lipschitzienne, soit Vk un voisinage de x et Lk ≥ 0 tel que :

|πik(z)− πik(z′)| ≤ Lkd(z, z′);∀z, z′ ∈ Vk

On pose

V =

(
n⋂
k=1

Vk

)
∩ Vx

Donc on a ∀z1, z2 ∈ V on a :

‖fε(z1)− fε(z2)‖ ≤
n∑
k=1

Lkd(z1, z2)‖PF (xik )
(0)‖

=
n∑
k=1

Lk‖PF (xik )
(0)‖d(z1, z2)

= Lxd(z1, z2)

Donc la fonction fε est localement lipschitzienne.

On commencé par le troisième étape

3)fε(x) ⊂ conv(F (x)).

∀x ∈ X : fε(x) =
n∑
k=1

πik(x)PF (xik )
(0)

Et on a

PF (xik )
(0) ∈ F (xik) ⊂ F (X) =

⋃
x∈X

F (x)

Comme
n∑
k=1

πik(x) = 1 et πik(x) ≥ 0; ∀ k = 1, ..., n

Donc

fε(x) =
n∑
k=1

πik(x)PF (xik )
(0)
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Est une combinaison convexe d'éléments de F (x)

Donc fε(x) ⊂ conv(F (x)).

On commencé par quatrième étape

4) (x, fε(x)) ∈ graph(F ) + εB(0, 1)

Fix ε > 0. pour tout x ∈ X ∃ δ(x) tel que

Pour tout x′ ∈ B(x, δ(x)), nous avons

F (x′) ⊂ F (x) +
ε

2
B(0, 1)

On prendre δ(x) <
ε

2
. La famille de boules

{B(x, δ(x))/4}x∈X

Couvre l'espace paracompact X (espace métrique ⇒ paracompact).

Soit {Ui}i∈I un ra�nement localement �ni et {ai(·)} une partition de l'unité localement

lipschitzienne subordonné à celle ci. Choisissez pour chaque i un xi ∈ Ui et dé�ni fε pour

être

fε(x) =
∑

ai(x)PF (xi)(0)

Et d'âpre 2) et 3) fε est localement lipschitzienne et

fε ⊂ conv(F (x))

Donc on �x x ∈ X. Alors ai(x) est strictement positif uniquement pour un sous

ensemble �ni I(x) ⊂ I. Pour i ∈ I(x), dé�nissez xi pour être tel que

Ui ⊂ B(x, δ(x))/4.

On pose δi = δ(xi) et soit j ∈ I(x) tel que

δj = max
i∈I(x)

δi.

Alors

xi ∈ B(xj, δ(j))/2
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Et donc

Ui ⊂ B(xj, δ(j))

Donc pour tout i ∈ I(x) on a :

PF (xi)(0) ∈ F (Ui) ⊂ F (B(xj, δ(j))) ⊂ F (xj) +
ε

2
B(0, 1).

comme ce dernier ensemble est convexe, on déduit que

fε ∈ F (xj) +
ε

2
B(0, 1).

Donc ∃ yj ∈ F (xj) tel que

‖fε(x)− yj‖ ≤
ε

2
.

Alors

d((x, fε(x)), (xj, yj)) ≤ d(x, xj) + ‖fε(x)− yj‖ ≤ ε,

i.e.

(x, fε(x)) ⊂ graph(F ) + εB(0, 1)

d'où

graph(fε(x)) ⊂ graph(F ) + εB(0, 1).
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3.2 Existence de solution d'inclusion di�érentielle or-

dinaire de première ordre

3.2.1 Cas de muttifonction sci

On considère l'inclusion di�érentielle suivante : x′(t) ∈ F (t, x(t)).

x(t0) = x0
(3.5)

où F est une multifonction de Ω ⊂ R× Rn

Le but est de trouver une sélection continue f de F et de ramener le problème : x′(t) = f(t, x(t)) ∈ F (t, x(t)).

x(t0) = x0
(3.6)

qui est un problème de Cauchy classique .

Théorème 3.2.1 (dans l'espace Rn)voir [1]

Soit F une multifonction sci d'un région ouverte Ω ⊂ R × Rn à valeurs non vides,

fermés et convexes de Rn .

Soit (0, x0) ∈ Ω. Alors ils existe un intervalle ouvert I =]w−, w+[ avec w− < 0 < w+

est une fonction continument dérivable (de classe C1) x : I × Rn Solution du problème

de Cauchy pour les inclusions di�érentielle (3.5)

De plus ou bien w+ = +∞ ou (t, x(t)) tend vers la bord de Ω lorsque t −→ w+ et

w− = −∞ ou (t, x(t)) tend vers la bord de Ω lorsque t −→ w−

Démonstration voir [1]

On a Ω ⊂ R× Rn est un espace métrique

Rn est un espace de Banach

F est sci à valeurs fermés convexe non vides, d'après le théorème (3.1.2) de sélection

de Michael, il existe une sélection continue f : Ω −→ Rn de F.

Donc on résoudre le problème de Cauchy x′(t) = f(t, x(t))

x(t0) = x0
(3.7)
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3.2.2 Cas de multifonction scs

Théorème 3.2.2 (dans l'espace de Hilbert)voir [1]

Soit X espace de Hilbert, Ω ⊂ R×X un ouvert contenant (0, x0)

F : Ω⇒ X une multifonction scs à valeurs fermés, convexes et non vides on suppose

(t, x) 7−→ P (0)F (t,x) est localement compact.

Alors il existe c > 0 et une fonction absolument continue x(·) dé�nie sur [0, c] solution

de problème  x′(t) ∈ F (t, x(t))

x(0) = x0
(3.8)

Démonstration. Pour démontré cette théorème en utilise le théorème de sélection ap-

proximatif :

Soit fn une suite de fonctions univoque continue s'approchant F au sens du sélection

approximatif (théorème 3.1.3).

Soit xn : [0, c] −→ Ω une solution de x′n(t) = fn(t, xn(t))

xn(0) = x0

En particulier, pour chaque ‖x′n‖ majoré par ‖K‖ et chaque xn prend des valeurs dans

l'ensemble compact x0 + cK. Par le théorème (1.3.2) il existe une sous-suite xnk
telle que

xnk
converge uniformément vers x(·) dans I, et x′nk

⇀ x′(·) dans L1(I). De plus

d(((t, xnk
(t)), x′nk

(t)), graph(F )) = d(((t, xnk
(t)), fnk

(t, xnk
(t))), graph(F ))→ 0

.

Dé�ni dans le théorème de convergence (théorème 1.3.2) xk(t) pour être (t, xnk
(t)) et

yk(t) pour être x′nk
(t). Alors ((t, x(t)), x′(t)) ∈ graph(F ) i.e.

x′(t) ∈ F (t, x(t))

.
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3.3 Inclusions di�érentielles dans les espaces de Ba-

nach

Dans cette section on étude l'existence de solutions d'inclusions di�érentielles ordi-

naire de première ordre dans l'espace de Banach de dimensions �nie.

Voici maintenant un théorème permettant d'obtenir l'existence de solutions de la

problème de première ordre suivante :

 x
′
(t) ∈ F (t, x(t)) p.p. t ∈ [0, T1] = I,

x(0) = r
(3.9)

Soit F : I × E → E une fonction multivoque à valeurs compactes, non vides. Nous

utiliserons les notations ci-dessous pour désigner les conditions suivantes sur F :

• (mt) la multifonction F est mesurable en t, i.e.

t 7→ F (t, x) est mesurable pour tout x ∈ E.

• (Icc) la multifonction F est intégrablement complètement continue, i.e. pour tout

r > 0, il existe hr ∈ L1(I) et un ensemble compact Kr ⊂ B(0, 1) tels que l'ensemble

F (t, x) ⊂ hr(t)Kr

presque pour tout t ∈ I et pour tout x ∈ E ∩B(0, r).

Théorème 3.3.1 voir [8]

Soient E un espace de Banach séparable, ré�exif, et F : I × E ⇒ E une fonction

multivoque à valeurs convexes, compactes, non vides, satisfaisant (mt), (scs) et (Icc).

supposons que

(?) il existe ψ : [0,∞) −→ (0,∞) une fonction croissante (pas nécessairement stric-

tement) et α ∈ L1(I, [0,∞)) telles que ‖F (t, x)‖ ≤ α(t)ψ(‖x‖) presque pour tout t ∈ I et

pour tout x ∈ E, et ∫ T1

0

α(t)dt <

∫ ∞
‖r‖

ds

ψ(s)
.

Alors, le problème (3.9) possède une solution sur [0, T1].

La preuve utilise les deux lemmes suivants.
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Lemme 3.3.1 Soient E un espace de Banach ré�exif, séparable et une famille

{Fλ : I ×X ⇒ E}λ∈[0,1] de fonctions multivoques à valeurs compactes, convexes,non

vides telle que la fonction F : I × X × [0, 1] −→ E dé�nie par F (t, x, λ) = Fλ(t, x),

satisfait (mt), (scs) et (Icc).

Alors {Fλ}λ∈[0,1] est une famille de fonctions de type scs sur B pour tout ensemble

fermé, borné B ⊂ C(I,X).

Démonstration. voir [8]

Lemme 3.3.2 Soient R ≥ 0, ψ : [0,∞) −→ (0,∞) une fonction mesurable au sens de

Borel et α ∈ L1(I, [0,∞)) telles que∫ T1

0

α(t)dt <

∫ ∞
‖r‖

ds

ψ(s)
.

Alors, il existe M = M(R,ψ, α) telle que pour toute fonction z ∈ W 1,1(I, [0,∞)) satis-

faisant z(0) ≤ R et z
′
(t) ≤ α(t)ψ(z(t)) presque pour tout t ∈ I, on a z(t) < M pour tout

t ∈ I. Démonstration. voir [8]

Démonstration du théorème (3.3.1).

Considérons la famille de problèmes

(6.2λ)

x′(t) ∈ λF (t, x(t))p.p.t ∈ [0, T1] = I,

x(0) = r,

pour λ ∈ [0, 1]. Si y est solution de (6.2λ),

‖x(t)‖ ≤ ‖r‖+

∫ t

0

‖x′
(s)‖ds ≡ ρ(t),

et

ρ
′
(t) ≤ α(t)ψ(‖ρ(t)‖)p.p.t ∈ I.

Et on a :

‖x‖0 := max{‖x(t)‖ : t ∈ I}.

C0(I, E) := {x ∈ C(I, E) : x(t0) = r, (la fonction x véri�er la condition initiale)}
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Le lemme (3.3.2) fournit l'existence d'une constante M telle que ‖x‖0 < M pour toute

solution x de (6.2λ). D'autre part, le lemme (3.3.1) implique que λF est une famille de

type scs sur x ∈ C0(I, E) : ‖x‖0 ≤M . D'après le théorème d'existence de principe 1 voir

[8] Donc il existe une solution de problème (3.9).
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Conclusion

Je me suis intéressé dans ce mémoire de Master : à l'étude des problèmes d'existence

de solution d'inclusion di�érentielles ordinaire de premier ordre dans l'espace de Banach,

l'existence de sélection continue de la multifonction dans le problème étudié est très

important et pour assurer la continuité de la sélection nous avons mis plusieurs conditions

sur la multifonction, mais les deux conditions sci et scs sont importantes.

Plusieurs chercheurs s'intéressent à ce type de problèmes. Nous espérons à l'avenir

pouvoir continuer à travailler dans ce domaine et d'étudier l'existence de solution d'in-

clusion di�érentielles ordinaire d'ordre supérieur.
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