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Résumé

Une des conditions d’éxistence de solution des problèmes variationnelles en calcul des variations
(cas vectoriel) est la quasiconvexité. Ce travail s’articule autour de la notion de quasiconvexité et
ses appliquations aux problèmes de minimisation de fonctionnelles intégrales.
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Abstract

One of existence conditions to solve variational problems in calculating variations (Vectorial
case) it’s the quasiconvexity.this work depend around the notion of quasiconvexity and their ap-
plications for minimization of functional integral.

5



Table des matières

1 Rappels et outils de base 11

1.1 Espaces Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.1.1 Convergence forte et faible dans les espaces Lp . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.2 Espaces de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.1 Convergence forte et faible dans les espaces W 1,p . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2.2 La relation entre convergence forte et faible dans les espaces W 1,p . . . . . . 13

1.3 la semi continuité inferieur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.4 Méthode directe en calcul des variations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 La quasiconvexité 15

I Analyse convexe 16

2.1 Fonction et ensemble convexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.2 Inégalité de Jensen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.3 Enveloppe convexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.4 Enveloppe semi-continue inferieure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.5 Transformé de Legendre et la dualité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

II Analyse quasiconvexe 20

2.6 Définitions et propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.7 Enveloppe quasiconvexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.8 Formule de Dacorogna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.9 Condition nécessaire et suffisante de Morrey . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

6



3 La relaxation 26

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.2 Théorèmes de relaxation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
3.3 Exemple d’application . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30



Notations et symboles

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par

• R : Ensemble des nombres réels.

• Wm,p(Ω) : espace sobolev.

• Ω : Ouvert borné de Rn.

• Ω : La fermeture de Ω, Ω = Ω
⋃
∂Ω .

• 〈., .〉 : Produit scalaire.

• ‖.‖ : La norme.

• −→ Convergence forte .

• ⇀ Convergence faible .

• ∗
⇀ Convergence faible * .

• Dα = ∂α = ∂|α|

∂x
α1
1 ∂x

α2
2 ...∂xαnn

= ∂α1∂α2 ...∂αn

∂x
α1
1 ∂x

α2
2 ...∂xαnn

.

• ∂u
∂n

= ∇u.n : La dérivée normale extérieure à ∂Ω.
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• p.p : Presque partout.

• i.e : signifie.

• ∇u = (
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xn
)t.

• ∆u =
n∑
i=1

∂2u

∂x2
i

, ∆ : opérateur de Laplace.



Introduction

Le calcul des variations est un sujet classique des mathématiques. De nombreux mathématiciens
et parmis les plus célèbres, ont contribué à son étude au cours des dernières décennies. Il reste à
l’heure actuelle un sujet trés vivant et en pleine évolution. Le but essentiel des calculs des variations
est l’étude de l’existence de solutions d’un problème de minimisation de fonctionnelles intégrales
associèes à l’énergie

F (u) =

∫
Ω

f(∇u(x)) dx, (1)

où Ω est un ouvert borné de RN , lorsque u ∈ W 1,p
0 (Ω;Rm). Ce type de problème est motivé par

des problèmes en mécanique et particulièrement en élasticité non-linéaire. En fait, si N = m = 3,
Ω représente la référence de configuration occupée par un matériau élastique et F est l’énergie
associée de densité f .
La quasiconvexité a été introduite par Morrey en 1952 (voir [13]) pour garantir la semi-continuité
inférieure faible de la fonctionnelle intégrale (1). C’est une notion qui généralise la convexité dans le
cas vectoriel et une condition nécéssaire et suffisante pour que la fonctionnelle non-linéaire associée
soit faiblement semi-continue inférieurement. En pratique, il est difficile de vérifier qu’une fonction
est quasiconvexité puisque cette notion n’étant pas locale (voir [12]). A cet effet, on est amené à
étudier d’autres notions, telles que la polyconvexité et la rang-1-convexe.

Le mémoire est composé essentiellement de trois chapitres. Dans le chapitre1, on rapelle l’es-
sentiel des notions de base d’analyse fonctionnelle appliquée et les résultats utilisés tout au long
de ce travail.
la deuxième partie est consacré à l’analyse quasiconves. On rappelle les notions d’analyse convexe
classique (fonction et ensemble convexe ; enveloppe convexe). On donnera la définition de la qua-
siconvexité ainsi que les définitions de la polyconvexité et la rang1-convexité. On terminera cette
partie par un rappel de la condition nécéssaire et sufisante pour la semi-continuité inférieure de
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fonctionnelles intégrales en calcul des variations.
La dernière partie est une application de la quasiconvexité dans les problèmes de relaxation de
fonctionnelles intégrales de type (1). Autrement dit, on étudie le problème d’exitence de solutions
par une approche possible au cas où la fonctionnelle F n’est pas semi-continue inférieure. La re-
laxation permet, dans ce cas, de trouver des solutions généralisées au problème associé.



Chapitre 1
Rappels et outils de base

1.1 Espaces Lp

Définition 1.1.1 Soient p ∈ R tel que 1 ≤ p ≤ +∞, Ω un ouvert de Rn, n ≥ 1 muni de la mesure
de Lebesgue dx. L’espace de Lebesgue Lp(Ω) est défini par : Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R mesurable,

∫
Ω
|u|p dx <∞

}
, si 1 ≤ p <∞

L∞(Ω) = {u : Ω→ R mesurable, sup
x∈Ω

ess|u(x)| < +∞}.

Où sup
x∈Ω

ess|u(x)| = inf {c > 0; |u(x)| ≤ c p.p. dans Ω} .

Cet espace muni de la norme : ‖f‖Lp(Ω) =
(∫

Ω
|u(x)|p dx

) 1
p , si 1 ≤ p <∞,

‖f‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess |u(x)| .

est un espace de Banach.

1.1.1 Convergence forte et faible dans les espaces Lp

Définition 1.1.2 Soit 1 ≤ p ≤ +∞. On dit que un converge (fortement) vers u dans Lp, et on
note un → u Lp, si un, u ∈ Lp et si

lim
n→+∞

‖un − u‖Lp = 0.
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Définition 1.1.3 Soit 1 ≤ p < +∞. On dit que un converge faiblement vers u dans Lp, et on note
un ⇀ u Lp, si un, u ∈ Lp et si

lim
n→+∞

∫
Ω

(un(x)− u(x)) v(x)dx = 0, ∀v ∈ Lp
′

(Ω) avec
1

p
+

1

p′
= 1.

Définition 1.1.4 On dit que un converge faible ∗ vers u dans L∞, et on note un
∗
⇀ u L∞, si un,

u ∈ L∞ et si
lim

n→+∞

∫
Ω

(un(x)− u(x)) v(x)dx = 0, ∀v ∈ L1(Ω).

Remarque 1.1.1 La convergence forte dans Lp implique la convergence faible dans Lp, pour 1 ≤
p ≤ +∞.

1.2 Espaces de Sobolev

Soit un entier n ≥ 1, Ω un ouvert borné de Rn, pour tout entier m ≥ 0 et pour tout nombre
réel p, 1 ≤ p ≤ ∞. L’espace de Sobolev Wm,p(Ω) est défini par :

Wm,p(Ω) =
{
u ∈ D′(Ω), Dµu ∈ Lp(Ω),∀|µ| ≤ m

}
cet espace muni de la norme

‖u‖Wm,p(Ω) =


( ∑

0≤|α|≤m
‖Dαu‖pLp(Ω)

) 1
p

, si 1 ≤ p <∞

max
0≤|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω), si p =∞
(1.1)

est un espace de Banach.
On peut montrer que la norme

|u|m,p =


∑

0≤|α|≤m
‖Dαu‖Lp(Ω), si 1 ≤ p <∞∑

|α|≤m
‖Dαu‖L∞(Ω), si p =∞

est une norme équivalent à la précédente
L’espace Wm,p(Ω) est réflexif pour 1 < p < ∞ et séparable pour 1 ≤ p < ∞. Nous utilisons
également les semi-normes suivantes associées aux normes (1.1)

|u|Wm,p(Ω) =


( ∑
|α|=m

‖Dαu‖pLp(Ω)

) 1
p

, si 1 ≤ p <∞

max
|α|=m

‖Dαu‖L∞(Ω), si p =∞



Dans le cas particulier p = 2, on note Wm,2(Ω) = Hm(Ω). L’espace Hm(Ω) muni du produit
scalaire :

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|µ|≤m

(Dµu,Dµv)L2(Ω)

est un espace de Hilbert.
Le dual topologique de Wm,p(Ω) est noté par W−m,p′ (Ω) . L’espace de Sobolev Wm,p

0 (Ω) est la
fermeture de l’espace D(Ω) dans l’espace Wm,p(Ω).

1.2.1 Convergence forte et faible dans les espaces W 1,p

Définition 1.2.1 On dit que un converge fortement vers u dans W 1,p(Ω), si un → u Lp, et ∇un →
∇u Lp. On note alors un → u W 1,p.

Définition 1.2.2 • Soit 1 ≤ p < +∞. On dit que un converge faiblement vers u dansW 1,p(Ω),

si un ⇀ u Lp, et ∇un ⇀ ∇u Lp. On note alors un ⇀ u W 1,p.

• On dit que un converge faible ∗ vers u dans W 1,∞(Ω), si un
∗
⇀ u L∞, et ∇un

∗
⇀ ∇u L∞. On

note alors un
∗
⇀ u W 1,∞.

1.2.2 La relation entre convergence forte et faible dans les espaces W 1,p

Théorème 1.2.1 soit Ω ⊂ Rn un ouvert borné lipschitzien et 1 < p <∞.

si un ⇀ u ds W 1,p ⇔


un ⇀ u ds Lp

et

∇un ⇀ ∇u ds Lp

de plus, un −→ u ds Lp pour une sous-suite prés .

si p =∞ un
∗
⇀ u ds W 1,∞ ⇒ un

∗
⇀ u ds L∞

1.3 la semi continuité inferieur

Définition 1.3.1 On dit que I est semi continuité inferieur ( sci ) dans W 1,p(Ω), si pour toute
suite un ⇀ u ds W 1,p alors

lim inf
n−→∞

I(un) ≥ I(u)



si p = ∞ on dit que I est étoile semi continu inferieur dans W 1,∞(Ω), si la même inégalité tient
pour chaque suite un

∗
⇀ u ds W 1,∞

1.4 Méthode directe en calcul des variations

Soit Mn×N l’espace des matrices à N lignes et n colonnes avec N, n > 1. De façon générale le
calcul des variations vise à minimiser des fonctionnelles intégrales du type :

F (u) =

∫
Ω

f(x, u(x),∇u(x))dx

Òu Ω ⊂ RN est un ouvert borné et f : Ω × RN ×MN×n −→ R ∪ {+∞} est l’intégrande, lorsque
u : Ω −→Mn satisfait une condition au bord du type u = u0 sur ∂Ω et d’écrit un espace de Banach
X (réflexif) sur lequel F et la condition au bord ont un sens.
Pour traiter ce type de problème de minimisation on utilise la méthode directe en calcul des
variations qui consiste à vérifier les trois points suivants :

— I := {u ∈ X : u = u0sur∂Ω} est non vide et E est minorée sur I, assurant ainsi que
−∞ < α = inf{F (u) : u ∈ I}

— il existe une suite {un}n≥1 minimisante pour E dans I, i.e {un}n≥1 ⊂ I

et limn−→+∞ F (un) = α telle que,à une sous-suite prés, un ⇀ u ∈ I et u = u0 sur ∂Ω

— E est séquentiellement faiblement semi-continue inférieurement (sfsci) dans X, i.e,
E(u) ≤ lim infn−→+∞E(un) pour un ⇀ u dans X

On a alors Ąu ∈ I et E(u) ≤ limn−→+∞E(un) = α, i.e., Ąu est un minimiseur de E sur I.
La methode directe du calcul des variations se résume donc à

Semicontinuite inferieure + Coercivite ⇒ Existence de minimiseur(s)



Chapitre 2
La quasiconvexité
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I Analyse convexe

Nous commençons avec le cas scalaire où n = 1 ou N = 1. Le premier correspond au cas d’une
variable indépendante simple et est beaucoup plus facile à s’occuper, en particulier du point de vue
de régularité. Le deuxième cas, n > N = 1, implique des dérivées partielles et est considérablement
plus dur . Cependant, depuis les deux utilisation de cas d’une façon significative beaucoup de
résultats d’analyse convexe, nous commençons avec l’étude de ce sujet classique.

2.1 Fonction et ensemble convexe

Définition 2.1.1 — Ω ⊂ Rn est convexe si pour toute x,y∈ Ω,et pour toute λ ∈ [0, 1] alors
λx+ (1− λ)y ∈ Ω

— soit Ω ⊂ Rn un convexe .alorsf : Ω −→ Rn est dite convexe si ∀x, y ∈ Ω,∀λ ∈ [0, 1] on a
f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

2.2 Inégalité de Jensen

Théorème 2.2.1 soient Ω ⊂ Rn un ouvert borné ,u ∈ L1(Ω), f : R −→ R convexe tel que
f ◦ u ∈ L1(Ω),alors

f(
1

messΩ

∫
Ω

u(x)dx) ≤ 1

messΩ

∫
Ω

f(u(x))dx.

voir [6]
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2.3 Enveloppe convexe

Pendant que s’occupant des fonctions convexes, il est convenable de permettre les fonctions à
prenez des valeurs infinies, donc nous considérons toujours des fonctions f : RN −→ R ∪ {+∞}
Cependant, depuis les fonctions convexes prenant la valeur −∞ sont assez spéciaux et menez
aux difficultés de notation, telles que ∞−∞, nous considérons surtout des fonctions de la forme
f : RN −→ R ∪ {+∞} .

Définition 2.3.1 soit f : RN −→ R ∪ {+∞} Alors l’enveloppe convexe de f, noté par Cf , est la
plus grande fonction convexe minorant f.

Remarque 2.3.1 — Autrement l’envloppe convexe de f est donné par : pour chaque x ∈ RN ,
ona

Cf(x) = sup{g(x) : g ≤ f et gconvex}.

— Cf peut prendre la valeur −∞ quelque soit f > −∞. Un moyen facile pour éviter cette
situation doit supposer qu’il éxiste a ∈ RNetα ∈ R telle que

f(x) ≥ 〈a, x〉+ α pourtoutex ∈ Rn

Une conséquence immédiate de théorème de Carathéodor est la caractérisation suivante de
l’enveloppe.

Théorème 2.3.1 soit f : RN −→ R ∪ {+∞} et, pour toute x ∈ RN ,

Cf(x) = sup{g(x) : g ≤ f et g convex}.

on suppose que Cf(x) > −∞ Alors

Cf(x) = inf{
N+1∑
i=1

αif(xi) :
N+1∑
i=1

αixi = x, αi ≥ 0avec
N+1∑
i=1

αi = 1}



2.4 Enveloppe semi-continue inferieure

Définition 2.4.1 soit f : RN −→ R ∪ {+∞} . L’enveloppe semicontinue inférieure de f , noté
par f , est le plus grand fonction semi continue inférieure qui minorant f .

Théorème 2.4.1 — nous pouvons écrire, pour chaque x ∈ RN ,

f(x) = sup{g(x) : g ≤ f et g semicontinue infrieure}.

— Une autre façon de réécrire la fonction f est

f(x) = inf
{xn}

lim inf
xn−→x

f(xn)

2.5 Transformé de Legendre et la dualité

Nous introduisons maintenant les notions de dualité et bidualité , suite à Fenchel et Moreau .
Ces notions jouent un rôle trés important dans l’analyse convexe

Définition 2.5.1 soient 〈., .〉 : Produit scalaire. dans RN et

f : RN −→ R ∪ {+∞}

avec f ≡/+∞

1. la fonction f ∗ : RN −→ R ∪ {+∞} définit par

f ∗(x∗) = sup
x∈RN
{〈x, x∗〉 − f(x)}

est appelé la fonction conjuguée ou duale de f

2. la fonction f ∗∗ : RN −→ R ∪ {+∞} définit par

f ∗∗(x) = sup
x∗∈RN

{〈x, x∗〉 − f ∗(x∗)}

est appelé la fonction biconjuguée ou biduale de f



Remarque 2.5.1 — En général, le bidual f ∗∗, aussi bien que Cf. , peut prendre la valeur −∞
même bien que f ne soit jamais −∞.

— Si f ≡ +∞, donc f ∗ ≡ −∞ et f ∗∗ ≡ +∞.

Nous avons quelques propriétés importantes de ceux-ci fonctions, comme établi par Fenchel et
Moreau

Théorème 2.5.1 soitf : RN −→ R ∪ {+∞} Alors on a les déclarations suivantes

(i) f ∗ est convexe et semicontinu inférieur .

(ii) Si f est convexe et semicontinu inférieur , donc f ∗ ≡ +∞ .

(iii) on a Les inégalités suivantes :
f ∗∗ ≤ Cf ≤ f

. De plus, si Cf est semicontinu inférieur et Cf > −∞, donc

f ∗∗ = Cf.

en particulier, si f est convexe et semicontinu inférieur, donc

f ∗∗ = Cf = f

(iv) L’identité f ∗∗∗ = f ∗ est toujours valide.

Remarque 2.5.2 Nous voyons donc que f ∗∗ est en même temps le convexe et l’enveloppe semi-
continue inférieure de la fonction f, pendant que Cf. (respectivement f) est seulement l’enveloppe
convexe (respectivement l’enveloppe semicontinue inférieure) de f.



II Analyse quasiconvexe

Dans cette partie on donnea la définition et les propriétés de la quasiconvexité.

nous rappelons que si ξ ∈ RN×n on écrit :

ξ =


ξ1

1 ... ξ1
n

... . . . ...
ξN1 ... ξNn

 = (ξiα)1≤i≤N
1≤α≤n

en particulier si u : Rn −→ RN on ecrit :

5u =


∂u1

∂x1
... ∂u1

∂xn
... . . . ...

∂uN

∂x1
... ∂uN

∂xn


2.6 Définitions et propriétés

Définition 2.6.1 Soit f : RN×n −→ R fonction borélienne et localement integrable
On dit que f est quasiconvexe si, ∫

Ω

f(ξ +∇ϕ) ≥ f(ξ)mess(Ω)

∀ξ ∈ RN×n, ∀ Ω domaine borné de Rn,∀ϕ ∈ W 1,∞
0 (Ω,RN).

Définition 2.6.2 On dit quef : RN×n −→ R ∪ {∞} est rang−1 convexe si

f(λξ + (1− λ)η) ≤ λf(ξ) + (1− λ)f(η)

pour toute λ ∈ [0, 1], ξ, η ∈ RN×n tq rang{ξ − η} ≤ 1
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Définition 2.6.3 On dit que f : RN×n −→ R ∪ {∞} est polyconvexe s’il existe
F : Rτ(N×n) −→ R ∪ {∞} convexe tq f(ξ) = F (T (ξ)) ou T (ξ) = (ξ, adj2ξ, ..., adjN∧nξ)

dans la définition précédente ,adjξ représente la matrice de tout les élements mineur s*s de la
matrice ξ ∈ RN×n, 2 ≤ s ≤ N ∧ n = min{N, n} et τ(N.n) =

∑N∧n
s=1 σ(s) ou

σ(s) = (
N

s
) (

n

s
) = N !n!

(s!)2(N−s)!(n−s)!

on peut dire ausssi que f : RN×n −→ R ∪ {∞} est polyconvexe si c’est une fonction convexe de
tous les mineurs.

Remarque 2.6.1 • ces deux définitions s’étendent dans une manière franche à fonctions f :

RN×n −→ R ∪ {+∞}. Cependant ce n’est pas le cas pour la fonctions quasiconvexe . En ce
moment, aucune bonne définition de quasiconvexité pour de telles fonctions est disponible.
Ce fait est une forte source de difficulté quand s’occupant la définition de suite quasiconvexes.

• Dans tous les cas une fonction convexe est evidemment polyconvexe. Mais il existe des fonc-
tions polyconvexes qui ne sont pas convexes : par exemple le determinant lorsque N = n ≥ 2.

Exemple 2.6.1 1. si N = 1 ou n = 1 : alors une matrice de RN×n est en fait un vecteur
(ligne ou colonne) et ses mineurs ne sont rien d’autre que ses coeffcients. la polyconvexite
equivaut donc dans un tel cas a la convexite

2. si N = n = 2 : les seuls mineurs d’une matrice 2×2 etant ses coeffcients et son determinant,
une fonction f : R2×2 −→ R sera polyconvexe si et seulement si il existe une fonction convexe
g : R2×2 × R −→ R telle que

∀A ∈ R2×2, f(A) = g(A, det(A))

Lemme 2.6.1 soit ξ ∈ RN.n et T (ξ) = (ξ, adj2ξ, ..., adjN∧nξ)telle que N ∧ n = min{N, n}

1. Pour chaque ξ, η ∈ RN.n avec le rang{ξ, η} ≤ 1 et pour chaque λ ∈ [0, 1], on a l égalite
suivante :

T (λ.ξ + (1− λ)η) = λT (ξ) + (1− λ)T (η)

2. Pour chaque D ⊂ Rn un ouvert borné, et ξ ∈ RN.n,ϕ inW 1,∞
0 (D,RN)

on a le résultat suivant :

T (ξ) =
1

mes(D)

∫
D

T (ξ +∇ϕ)



Lemme 2.6.2 soit (n,N ≥ 1) et soit Ω ⊂ RN un ouvert borné . soit t ∈ [0, 1] et α, β ∈ RN×n

avec rang{α− β} = 1.
soit uξ telleque

∇uξ(x) = ξ = tα + (1− t)β, ∀x ∈ Ω

alors , pour toute ξ > 0 ,il éxiste u ∈ Ω et des ouverts disjoints Ωα,Ωβ ⊂ Ω pour que

| mesDα − λmesD |< ξet | mesDβ − (1− λ)mesD |< ξ

u ≡ uξ sur ∂Ω et ‖u− uξ‖L∞ ≤ ξ

∇u(x) =

{
α ifx ∈ Ωα

β ifx ∈ Ωβ

dist(∇u(x), co{α, β}) ≤ ξ p.p ∈ Ω

avec co{α, β} = [α, β] est le segment fermé adhérant α àβ.

Théorème 2.6.1 soit f : RN×n −→ R.alors

fconvexe =⇒ fpolyconvexe =⇒ fquasiconvexe =⇒ frang − 1convexe

. if f : RN×n −→ R ∪ {∞}. alors

fconvexe =⇒ fpolyconvexe =⇒ frang − 1convexe

.
voir [7]

Remarque 2.6.2 • on a f polyconvexe =⇒/ f convexe par exemple quand N = n = 2, la
fonction f(ξ) = det(ξ) est polyconvexe mais non convexe

• on a f quasiconvexe =⇒/ f polyconvexe .Cependant, il n’y a aucun exemple élémentaire de ce
fait.

• le resultat est f rang-1 convexe =⇒/ f quasiconvexe .est l’exemple fondamental de Sverak
, qui est valide pour n = 2 et N = 3. Cependant c’est toujours un problème ouvert de
savoir si f rang-1 convexe implique f quasiconvexe, quand N = 2 (ainsi, en particulier, le
cas N = n = 2 est ouvert).



Preuve 2.6.1 — f convexe =⇒ f polyconvexe :
triviale(cas scalaire toutes les notions sont equivalent)

— f polyconvexe =⇒ f quasiconvexe :
soit f est polyconvexe , alors il éxiste F : Rτ(N×n) −→ R ∪ {∞} convexe tq f(ξ) = F (T (ξ))

on utilise lemme 2.6.1 et inegalité de jensen on obtient :
1

mesΩ

∫
Ω

f(ξ +5ϕ(x))dx =
1

mesΩ

∫
Ω

F (T (ξ +5ϕ(x)))dx

≥ F (
1

mesΩ

∫
Ω

T (ξ +5ϕ(x))dx

= F (T (ξ)) = f(ξ)

— f quasiconvexe =⇒ f rang−1 convexe :
on veut trouvé que

f(λξ + (1− λ)η) ≤ λf(ξ) + (1− λ)f(η)

pour toute λ ∈ [0, 1], ξ, η ∈ RN×n tq rang{ξ − η} ≤ 1

soit ε > 0 et on applique le lemme 2.6.2 . Nous trouvons donc des ouverts disjoints
Dξ, Dη ⊂ D et ϕ ∈ W 1,∞

0 (D,RN)} telleque
| mesDξ − λmesDη |< εet | mesDξ − (1− λ)mesDη |< ε

∇ϕ(x) =

{
(1− λ)(ξ − η) si x ∈ Dξ

−λ(ξ − η) si x ∈ Dη

‖∇ϕ‖L∞ ≤ γ

ou γ = γ(ξ, η,D) est un constante independante à ε Nous pouvons utiliser alors la quasi-
convexité de f pour arriver∫
D
f(λξ + (1− λ)η +∇ϕ(x))dx

=
∫
Dξ
f(ξ)dx+

∫
Dη
f(η)dx+

∫
D−(Dξ∪Dη)

f(λξ + (1− λ)η +∇ϕ(x))dx

≥ f(λξ + (1− λ)η)mesD.

En utilisant les propriétés de la fonction ϕ et le fait que ϕ est arbitraire, nous avons effec-
tivement obtenu que f est le rang-un convexe.

— f polyconvexe =⇒ f rang−1 convexe :
soit F : Rτ(N×n) −→ R ∪ {∞} convexe tq f(ξ) = F (T (ξ))

soit λ ∈ [0, 1] et ξ, η ∈ RN×n telleque rang {ξ − η} ≤ 1 alors

f(λξ + (1− λ)η) = F (T (λξ + (1− λ)η)) = F (λT (ξ) + (1− λ)T (η))



≤ λF (T (ξ) + (1− λ)F (T (η))

= λf(ξ) + (1− λ)f(η)

Voir [7]

2.7 Enveloppe quasiconvexe

Soit :
f : RN×n −→ R

On définit :
f ∗∗ = sup{g ≤ f : g convexe},

Qf = sup{g ≤ f : g quasiconvexe},

ce sont respectivement l’enveloppe convexe et quasiconvexe On a :

f ∗∗ ≤ Qf ≤ f

Nous allons maintenant chercher à caractériser plus précisément enveloppe quasiconvexe de f

2.8 Formule de Dacorogna

Théorème 2.8.1 Soit f : RN×n −→ R localment borné et mesurable soit g : RN×n −→ R quasi-
convexe telle que

f(ξ) ≥ g(ξ) pour toute ξ ∈ RN×n.

alors pour toute ξ ∈ RN×n

Qf(ξ) = inf{ 1

mess(Ω)

∫
Ω

f(ξ +∇ϕ)dx : ϕ ∈ W 1,∞
0 (Ω,RN)}

où Ω ⊂ RN est un ouvert borné. En particulier, l’infimum dans la formule est indépendant du
choix de Ω et Qf est également localement lipschitzienne.

voir [7] page 271.



2.9 Condition nécessaire et suffisante de Morrey

Théorème 2.9.1 soitf : RN×n −→ R continue. la fonctionnelle ϕ ∈ W 1,∞ 7−→ I(ϕ,Ω) =∫
Ω
f(Dϕ)est sci pour la topologie faible * quel que soit le domaine borné Ω si et seulement si f

est quasiconvexe

voir [7] .



Chapitre 3
La relaxation

3.1 Introduction

Pour recevoir des théorèmes d’existence pour le problème

(P ) inf{I(u) =

∫
Ω

f(x, u(x),∆u(x))dx : u ∈ u0 +W 1,p
0 (Ω,RN)}

il faut la quasiconvexité . Dans ce chapitre, nous étudions le cas où f est non quasiconvexe . Il est
naturel alors de remplacer le problème (P) par le soi-disant problème relaxé

(QP ) inf{I(u) =

∫
Ω

Qf(x, u(x),∆u(x))dx : u ∈ u0 +W 1,p
0 (Ω,RN)}

où Qf est l’enveloppe quasiconvexe de f Nous le montrons, même si f original n’est pas quasiconvexe
et donc en général l’infimum de (P) n’est pas atteint, on a

inf(P ) = inf(QP )

et avec un peu de condition de coercitivité supplémentaire, l’infimum de (QP) est atteint. Plus
précisément, si u est une solution de (QP), donc existe là une suite minimisant un de (P) tel que{

un ⇀ u dans W 1,p
0 (Ω,RN)

I(un) ⇀ I(u) = inf(P ) = inf(QP )

En d’autres termes, même si (P) n’a aucune solution dans W 1,p
0 (Ω,RN) ,on peut réfléchir les

solutions de (QP) comme les solutions générale de (P), dans le sens du convergence faible .
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Dans le cas N = n = 1, ce résultat a été prouvé par L. C. Young et ensuite généralisé par d’autres
au cas scalaire, N = 1 ou n = 1, Notez-le dans ce contexte

Qf = Cf = f ∗∗

où est Cf l’enveloppe convexe de f .
Le résultat pour le cas vectoriel (Qf > Cf) a été établi par Dacorogna , quand il y a aucun suite
d’ordre inférieur.



3.2 Théorèmes de relaxation

Nous attirons maintenant notre attention au théorème de relaxation quand l’integrand dépend
seulement sur les plus hauts termes d’ordre. Nous nous souvenons de notre problème de minimi-
sation

(P ) inf{I(u) =

∫
Ω

f(∇u(x))dx : u ∈ u0 +W 1,p
0 (Ω,RN)}

où 1 ≤ P ≤ ∞.
Nous définissons le problème relaxé associé à (P) par

(QP ) inf{I(u) =

∫
Ω

Qf(∇u(x))dx : u ∈ u0 +W 1,p
0 (Ω,RN)}

Théorème

soit Ω ⊂ Rn un ouvert . Soit f : RN×n −→ R mesurable pour 1 ≤ P <∞

g(ξ) ≤ f(ξ)

et
| g(ξ) |, | f(ξ) |≤ α1(1+ | ξ |p)

pour toute ξ ∈ RN×n où g : RN×n −→ R est quasiconvexe et α1 > 0 une constante, (si p = ∞ il
est supposé que f soit localment borné et borné par g.)
soit

Qf(ξ) := sup{g(ξ) : g ≤ fetg quasiconvexe}

enveloppe quasiconvexe de f
Alors

inf(P ) = inf(QP )

pour toute p ≤ q ≤ ∞ et u ∈ W 1,q(Ω,RN) il existe une suite {un}∞n=1 ⊂ u0 +W 1,q
0 (Ω,RN) telle que

un −→ u ds Lq(Ω,RN) pour n −→∞∫
Ω

f(∇un(x))dx −→
∫

Ω

Qf(∇u(x))dx pour n −→∞

voir [7] page 416



Remarques

— cet théorème implique en particulier que si (QP) à un solution u alors il éxiste une suite
minimisante {un} pour (P) satisfaisant les conclusions de théorème . Inversement, comme
chaque suite minimisant {un} pour (P) est aussi une suite minimisant de (QP), alors,jusqu’à
l’extraction d’un sous-suite ,unconverge faiblement à la solution u de (QP) . Il devrait pensez,
dans ce sens, que les solutions de (QP) sont des solutions généralisées de (P).

— dans le cas scalaire (QP) et (P ∗∗) sont les mêmes problèmes où

(P ∗∗) inf{I∗∗(u) =

∫
Ω

f ∗∗(x, u(x),∇u(x))dx : u ∈ u0 +W 1,p
0 (Ω,RN)}

Cependant, ce n’est pas vrai dans le cas vectoriel, on a en général

inf(P ) = inf(QP ) > inf(P ∗∗).

par exemple , N = n = 2 f(ξ) = (det(ξ))2,alors

f(ξ) = Qf(ξ) = (det(ξ))2 > Cf(ξ) = f ∗∗(ξ) ≡ 0

donc, en utilisant l’inégalité de Jensen nous avons, si det(∇u0) > 0,

inf(P ) = inf(QP ) > mess(Ω)(
1

mess(Ω)

∫
Ω

det(∇u0(x))dx)2

> 0 = inf(P ∗∗)

et l’infimum de (QP) est atteint

Preuve.

soit Ω = D = (0, 1)net u affine sur D .
il éxiste ξ ∈ RN×n telleque

∇u(x) = ξ pour toute x ∈ D

On cherche ϕn ∈ W 1,∞
0 (Ω,RN) telle que∫
D

f(ξ +∇ϕn(x))dx ≥ Qf(ξ) ≥ −1

n
+

∫
D

f(ξ +∇ϕn(x))dx

soit s(n) un nombre entier tel que s(n) −→∞ quand n −→∞ et satisfaisant

n‖ϕn‖L∞ ≤ s(n)



Étendez ϕn par le périodicité, dans chaque variable, de D à RN et

ψn =
1

s(n)
ϕn(s(n)x)

notez que ψn ∈ W 1,∞
0 (Ω,RN) on definit

un := u+ ψn

en utilisant le périodicité de ψn , nous avons∫
D

f(ξ +∇ψn(x))dx =
1

sn

∫
sD

f(ξ +∇ϕn(y))dy =

∫
D

f(ξ +∇ϕn(y))dy

nous avons montré effectivement que un a tous les propriétés ont exposé dans la partie 1, plus
précisément, un ∈ u+W 1,∞

0 (Ω,RN)

un −→ u ds L∞(Ω,RN) quand n −→∞

0 ≤
∫

Ω

[f(∇un(x))−Qf(∇u(x))]dx −→ 0 quand n −→∞

3.3 Exemple d’application

On considère n = N = 1 , f(ξ) = exp−|ξ| et

(P ) inf{I(u) =

∫ 1

0

f(u′(x)) dx : u ∈ W 1,1
0 (0, 1)} = m

Depuis cf = Qf ≡ 0 et par le théorème de relaxation on a

inf(P ) = inf(QP ) = 0

Cependant„pour toute suite {uν}∞ν=1 ⊂ W 1,1
0 (0, 1) telleque∫ 1

0

f(u′ν(x)) dx −→
∫ 1

0

Qf(u′(x)) dx = 0 ν −→∞

et par inegalité de jensen on a

0 ≤ exp−
∫ 1
0 |ξ
′
ν |dx ≤

∫ 1

0

exp−|ξ
′
ν | dx =

∫ 1

0

f(u′ν(x)) dx −→ 0

et par theoreme ∫ 1

0

|u′ν |dx −→∞

alors
uν −→ u ds L∞(0, 1) pourν −→∞

Voir [7].



Conclusion

Nous avons vu que pour l’existence de solution de problème variationnelle il faut étudié deux
hypothèse la quasiconvexity et la coercivité.
nous avons étudier ici une approche possible au cas où la quasiconvexité est non satisfait alors le
problèm variationnelle n’admet pas de solutions. toutes fois, nous avons présenter une méthode
qui permet de trouver des solutions généralisé .
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