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Résumé

Le but de ce mémoire est d’étudier l’espace métrique généralisé introduits par Brian-
cari en 2000 dans [4] et de mettre en évidence une propriété de continuité incorrecte de la
distance généralisée associée voir [16].

Mots clés : Espace topologique, espace métrique, distance, espace métrique généralisé,
distance généralisé.

Abstarct

The aim of this thesis is to study the generalized metric space introduced by Briancari
in 2000 in [4] and to highlight an incorrect continuity property of the generalized distance
as seen in [16].

Keywords : Topological space, metric space, distance, generalized metric space, gene-
ralized distance.
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Notation

(X , d ) Espace métrique.

d (·, ·) Distance.

C Ensemble des nombres complexes.

x = (x1, · · · , xN ) point générique de RN

‖.‖ la norme sur espace de Banach.

I d Application identique.

(X ,D) Espace métrique généralisé.

D(·, ·) Distance généralisé.

N L’ensemble des nombres naturels.

R,C Les corps de nombres réels et complexes, respectivement.

τX La topologie sur X .

E , X , .. Des espaces vectoriels sur le corpsK= (R ou C).

f −1 Réciproque de f .

(X ,‖.‖X ) Espace normé.

|.| Module complexe / valeur absolue.

B (x0, r ) La boule ouvert dans l’espace métrique (X , d )

B
′(x0, r ) La boule fermée dans l’espace l’espace métrique (X , d ).

V (x0) L’ensemble des voisinages de point x0.
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Introduction

L’idée de généraliser les espaces métriques est motivée par la théorie du point fixe, en
particulier le principe de contraction de Banach. Le premier résultat concernant l’existence
et l’unicité d’un point fixe pour les fonctions continues dans un espace métrique complet,
dans le cadre des espaces métriques, a été établi par Stefan Banach en 1922 [3]. Ce théorème
est devenu connu sous le nom de principe de contraction de Banach et a été étendu dans
plusieurs directions ultérieurement.

Une de ces directions de recherche concerne les applications appelées contractions gé-
néralisées. Le théorème de point fixe est un outil mathématique précieux, notamment dans
la résolution des équations différentielles.

En 2000, Branciari [4] a introduit l’espace métrique généralisé, en remplaçant l’inégalité
triangulaire de la distance associée à l’espace métrique, par une inégalité rectangulaire. Par
la suite, divers résultats sur l’existence de point fixe ont été obtenus dans ce sens. voir [10],
[12]. La topologie des espaces métriques généralisés constitue une extension et une géné-
ralisation de la théorie classique des espaces métriques. Alors que les espaces métriques
traditionnels sont définis par une distance satisfaisant les axiomes de séparation, de symé-
trie et d’inégalité triangulaire, les espaces métriques généralisés relâchent certaines de ces
contraintes pour permettre une plus grande flexibilité et une application à des contextes
plus variés. Cette approche permet d’étudier des propriétés topologiques et géométriques
dans des cadres où les notions traditionnelles de distance ne s’appliquent pas de manière
standard, ouvrant ainsi la voie à de nouvelles perspectives en analyse, géométrie et théorie
des espaces fonctionnels.

Ce travail a pour objectif de mettre au point une lacune obtenu par Samat [16], en 2010,
concernant un énoncé sur la continuité de distance généralisée. En effet, la confusion à
notre avis est la conséquence de la non séparation de cet espace en général et que dans
ce cas les limites d’une suite convergente n’implique pas forcément que les termes se rap-
prochent les uns des autres. Donc, ces termes ne sont pas susceptibles de converger.

Le contenu de ce mémoire est composé de trois chapitres
Le premier chapitre est consacré à un rappel des outils de base nécessaires sur les es-

paces métriques, la convergence, les suites de Cauchy, la complétude, la compacité, et enfin
le théorème du point fixe de Banach.

Dans le deuxième chapitre, nous nous intéressons à l’étude des espaces métriques généra-
lisés, de leurs propriétés topologiques et de leur séparation, en particulier des résultats de
théorème contraction de Banach.

Dans le cadre du troisième chapitre, une lacune spécifique dans la théorie des espaces
métriques généralisés est identifiée et explorée avec un contre exemple par [16] Cette la-
cune pourrait concerner un aspect non résolu ou une question ouverte dans la littérature
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mathématique sur ces espaces étendus. Cette section vise à mettre en évidence des zones
où davantage de recherche et d’analyse sont nécessaires pour approfondir notre compré-
hension et pour combler ces lacunes potentielles dans la théorie des espaces métriques
généralisés de type Branciari..

Université Yahia Farès Médéa 2023-2024 Y.FERHAOUI



CHAPITRE

1 PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous débuterons par l’étude des espaces topologiques, qui offrent
un cadre abstrait pour analyser la notion de proximité entre les points. Ensuite, nous nous
concentrerons sur les espaces métriques, une sous-classe d’espaces topologiques où la no-
tion de distance est précisément définie. Nous explorerons les propriétés clés des espaces
métriques, notamment la continuité, la convergence et la complétude, ainsi que les points
fixes des fonctions dans ce contexte. Pour plus de détail voir ( [7], [5], [17], [9] )

1.1 ESPACE TOPOLOGIQUE

Soit X un ensemble quelconque et non vide etP (X ) l’ensemble des parties de X .

1.1.1 Topologie

Définition 1.1 On appelle topologie sur X toute partieτ deP (X ) vérifiant les trois proprié-

tés suivantes :

L’ensemble vide ∅ et X appartiennent à τ.

La réunion de toute famille d’éléments de τ appartient à τ.

L’intersection de toute famille finie d’éléments de τ appartient à τ.

Le couple (X ,τ) est appelé un espace topologique.

Soit (X ,τ) un espace topologique, que nous notons pour simplifier X .

Exemple 1.2 1. L’ensemble des parties A de R telles que, pour tout x ∈ A, il existe un

intervalle ouvert ]a , b [ tel que x ∈]a , b [⊂ A est une topologie sur R appelée topologie

euclidienne.

τ= {A ⊂R | ∀x ∈ A,∃]a , b [ avec x ∈]a , b [⊂R}

4



1.2. Topologie de l’espace métrique 5

2. τ = P (X ) est une topologie sur X appelée topologie discrète. C’est celle qui a le plus

d’ouverts. (X ,τ) s’appelle espace topologique discret.

Les éléments de τ sont appelés les ensembles ouverts de la topologie τ.

Définition 1.3 1. On appelle voisinage d’un point x ∈ X , toute partie de X qui contient

un ouvert contenant {x }.

2. Plus généralement, on appelle voisinage d’une partie A de X , toute partie de X qui

contient un ouvert contenant A.

On note :

V (x ) l’ensemble des voisinages de x .

V (A) l’ensemble des voisinages de A.

Définition 1.4 Soient (X ,τX ) et (X ′,τ′X )deux espaces topologiques. Une application f de X

dans X ′. On dit que f est continue au point x ∈ X si, pour tout voisinage V de f (x ), il existe

un voisinage U de x tel que f (U )⊂V . De manière équivalente, f est continue au point x si,

pour tout voisinage V de f (x ), f −1(V ) est un voisinage de x .

Définition 1.5 Soit (X ,τ) un espace topologique. On dit qu’une suite (xn )n∈N ⊂ X converge

vers a ∈ X si

∀V ∈V (a ),∃N ∈N,∀n ≥N , xn ∈V

1.2 Topologie de l’espace métrique

Les espaces métriques sont un cas particulier très important d’espaces topologiques.
Nous étudierons leurs propriétés spécifiques dans le reste de ce chapitre.

1.2.1 Distance

Définition 1.6 Soit X un ensemble non vide. On appelle distance sur X toute application

d : X ×X −→R+ :

1. d (x , y ) = 0⇔ x = y ∀x , y ∈ X . (Séparation)

2. d (x , y ) = d (y , x ) ∀x , y ∈ X ( Symétrie).

3. d (x , y )¶ d (x , z ) +d (z , y ) ∀x , y , z ∈ X (L’inégalité triangulaire).

Le couple (X , d ) est appelé un espace métrique.

Université Yahia Farès Médéa 2023-2024 Y.FERHAOUI



1.2. Topologie de l’espace métrique 6

Exemple 1.7 1. L’application d définie sur

R×R par :

∀x , y ∈ X , d (x , y ) = |x − y |

Est une distance, dite usuelle.

2. L’application d définie sur X ×X par :

∀x , y ∈ X , d (x , y ) =

¨

1 si x 6= y ,

0 si x = y ,

Est une distance, dite discrète

Sur un espace métrique, la donnée d’une distance permet de définir naturellement une
topologie qui est engendrée par des parties particulières de l’espace : les boules

Définition 1.8 Soit (X , d ) un espace métrique. On définit :

1. Une boule ouverte de centre x0 ∈ X et de rayon r > 0 l’ensemble :

B (x0, r ) = {x ∈ X : d (x0, x )< r } .

2. Une boule fermée de centre x0 ∈ X et de rayon r > 0 l’ensemble :

B f (x0, r ) = {x ∈ X : d (x0, x )¶ r } .

3. Une sphère de centre x0 ∈ X et de rayon r > 0 l’ensemble :

S (x0, r ) = {x ∈ X : d (x0, x ) = r } .

Proposition 1.9 Dans le cas d’espace métrique la topologie induite τ distance est donné par

τ=

�

O =
⋃

i∈I

B (xi , ri ) : I quelconque,∀i ∈ I , ri > 0

�

où B (x , r ) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon r

Preuve.

Université Yahia Farès Médéa 2023-2024 Y.FERHAOUI



1.2. Topologie de l’espace métrique 7

Soit (X , d ) un espace métrique. Nous voulons montrer que la topologie τ induite par la
distance d est donnée par

τ=

�

O =
⋃

i∈I

B (xi , ri ) : I quelconque,∀i ∈ I , ri > 0

�

,

où B (x , r ) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon r .

O =OI0
=
⋃

i∈I0

B (xi , ri )pour I0 quelconque.

Dans un espace métrique, la topologie induite par la distance est définie par l’ensemble des
ouverts qui peuvent être formés à partir des boules ouvertes. Montrons que cet ensemble
de boules ouvertes forme effectivement une topologie.

Considérons un espace métrique (X , d ) où X est un ensemble et d est une distance sur
X . La topologie induite τ par la distance d est définie par :

τ=

�

O ⊆ X : O =
⋃

i∈I

B (xi , ri ) pour un ensemble quelconque I ,∀i ∈ I , xi ∈ X , ri > 0

�

où B (xi , ri ) représente une boule ouverte centrée en xi avec un rayon ri .
Pour vérifier que τ est une topologie, nous devons vérifier que les conditions suivantes

sont satisfaites :

1. X et l’ensemble vide ; sont dans τ.

2. τ est fermé pour les unions arbitraires.

3. τ est fermé pour les intersections finies.

Condition 1 : X et ; sont dans τ

X est dansτ car on peut écrire X comme l’union de toutes les boules ouvertes B (x , r )
pour x ∈ X et r > 0.

; est dans τ car l’union vide est vide, et donc ; est triviale.

Condition 2 : Unions arbitraires
Soit {Oα}α∈A une famille quelconque d’éléments de τ. Alors, chaque Oα peut s’écrire

comme une union de boules ouvertes, c’est-à-dire :

Oα =
⋃

i∈Iα

B (x αi , r αi )

Prenons l’union arbitraire de tous les Oα :

⋃

α∈A

Oα =
⋃

α∈A

�

⋃

i∈Iα

B (x αi , r αi )

�

Cette union est elle-même une union de boules ouvertes, donc elle appartient à τ.
Condition 3 : Intersections finies

Université Yahia Farès Médéa 2023-2024 Y.FERHAOUI



1.2. Topologie de l’espace métrique 8

Soit O1, O2, . . . , On une famille finie d’éléments deτ. Alors, chaque Oi peut s’écrire comme
une union de boules ouvertes, c’est-à-dire :

O =
⋃

j∈Ii

B (x i
j , r i

j )

Prenons l’intersection finie de ces Oi :

n
⋂

i=1

O =
n
⋂

i=1

�

⋃

j∈Ii

B (x i
j , r i

j )

�

Cette intersection peut être plus compliquée à manipuler directement en termes de boules
ouvertes. Cependant, une propriété importante de la topologie métrique est que chaque
point de l’intersection finie d’ouverts métriques (qui sont des unions de boules ouvertes)
peut être recouvert par une boule ouverte plus petite contenue dans chaque Oi . Donc, l’in-
tersection finie de ces ouverts est encore un ouvert métrique et peut être écrite comme une
union de boules ouvertes. Ainsi, cette intersection finie appartient à τ.

Puisque les conditions ci-dessus sont satisfaites, l’ensemble des ouverts formé par les
unions de boules ouvertes induites par la distance d constitue effectivement une topologie
sur X .

Soit x ∈O . Par définition, x ∈
⋃

i∈I0
B (xi , ri ), il existe rx > 0 tel que B (x , rx ) ∈

⋃

i∈I0
B (xi , ri ).

il existe un point y ∈O . Par définition de O , il existe un indice i ∈ I tel que y ∈ B (xi , ri ).
Par définition de la boule ouverte, cela signifie qu’il existe R = ri −d (y , xi )> 0 tel que pour
tout z ∈ B (y , R ),

d (z , xi )≤ d (z , y ) +d (y , xi )<R +d (y , xi ) = ri .

Donc, z ∈ B (xi , ri ), ce qui implique que B (y , R ) ⊆ B (xi , ri ) ⊆ O . Par conséquent, O est un
ouvert de τ.

Définition 1.10 Soit (X , d ) espace métrique.

1. F est une partie fermé dans X , si son complément X \Y est un ouvert dans X .

2. On dit qu’un ensemble V ⊂ X un voisinage de x ∈ X , s’il existe une boule ouverte cen-

trée en x inclue dans V tel que :

V ∈V (x )⇐⇒∃ε > 0, B (x ,ε)⊂ v.

Remarque 1.11 La distance définie sur X , induite une topologie métrisable.

Séparation de l’espace La notion d’espace séparé que l’on va définir est très importante
dans la suite, car elle assure notamment l’unicité de la limite d’une fonction lorsqu’elle
existe.

Définition 1.12 Un espace metrique (X , d ) est dit séparé (où hausdorff), pour tous points

distincts x et y de X , il existe des voisinages disjoints Vx et Vy de x et y respectivement.

Université Yahia Farès Médéa 2023-2024 Y.FERHAOUI



1.2. Topologie de l’espace métrique 9

Remarque 1.13 Un espace métrique (X , d ) est toujours séparé , c’est-à-dire que pour tous

points distincts x , y ∈ X , il existe des voisinages disjoints Vx et Vy de x et y respectivement.

En effet, on peut choisir les boules ouvertes Vx = B (x , r ) et Vy = B (y , r ) où r = d (x ,y )
2 . Ces

boules sont disjointes car si un point appartenait à leur intersection, il violerait l’inégalité

triangulaire.

1.2.2 Continuité et Convergence

Après avoir défini les espaces métriques et exploré leurs propriétés fondamentales, nous
abordons maintenant les notions de convergence et de continuité dans ce cadre. La conti-
nuité des fonctions peut être analysée à l’aide de la distance définie dans l’espace métrique.

Définition 1.14 Soit (X , d ) et (X ′, d ′) deux espaces métriques et soit a ∈ X , on dit que f :

X −→ X ′ est une application continue au point a si :

∀ε > 0,∃δ > 0,∀x ∈ X , d (x , a )<δ=⇒ d ′( f (a ), f (x ))< ε.

c’est à dire

lim
x−→a

f (x ) = f (a ).

Définition 1.15 Continuité sur un ensemble

On dit que f : (X , d )−→ (X ′, d ′) est continue sur X si elle est continue en tout point de X .

Définition 1.16 Soit (X , d ) espace métrique et {xn}n∈Nune famille dans X , on dit une suite

{xn} converge vers x ∈ X si :

∀ε > 0, ∃Nε tel que ∀n ∈N, n ¾Nε : d (xn , x )< ε

On note alors :

lim
n−→+∞

xn = x .

Définition 1.17 Soit (X , d ) un espace métrique. On dit que la suite (xn )n∈N de points de X est

une suite de Cauchy dans (X , d ) si :

∀ε > 0,∃Nεtel que :∀p , q ∈N

p , q ¾Nε =⇒ d (xp , xq )< ε

Autrement,

lim
p ,q−→+∞

d (xp , xq ) = 0

Université Yahia Farès Médéa 2023-2024 Y.FERHAOUI



1.2. Topologie de l’espace métrique 10

Exemple 1.18 Soit (X , d ) espace métrique et la suite {xn}n∈N définie par :

xn =
1

n

est une suite de cauchy. En effet,

Pour ε > 0 et q > p ¾Nε ∀p , q ∈N

0¶ |xp − xq |¶ |
1

p
−

1

q
|= |

q −p

p q
|¶

p −q

p q
<

p

p q
=

1

q

Il suffit de choisir

Nε = [
1

ε
] +1

Proposition 1.19 Toute suite convergente est de Cauchy.

Preuve. Soit (X , d ) espace métrique et soit une suite {un}n∈N ∈ X qui converge vers x ∈ X .
Soit ε > 0 et ∀p , q ∈N d’où p , q ¾N ε

2
on a :

d (xp , x )<
ε

2
et d (xq , x )<

ε

2

d (xp , xq ) = |xp − xq |¶ |xp − x |+ |xq − x |< ε

Remarque 1.20 Toute suite de Cauchy n’est pas en générale convergente.

Exemple 1.21 Considérons la suite (xn ) définie par des approximations rationnelles de
p

2.

Prenons la suite (xn )définie par xn =
pn
qn

, où pn
qn

est une fraction rationnelle obtenue à partir

des développements fractionnaires continus de
p

2. Par construction, cette suite est une suite

de Cauchy dansQ, c’est-à-dire que pour tout ε> 0, il existe un entier N tel que pour tous les

indices m , n >N , nous avons

|xn − xm |<ε.

Cependant, cette suite ne converge pas dans Q. En effet, si elle convergeait dans Q, sa

limite serait un nombre rationnel. Mais la suite (xn ) est conçue pour approcher
p

2, qui est

irrationnel. Par conséquent, il n’existe pas de rationnel q ∈Q tel que xn → q .

Ainsi, bien que (xn ) soit une suite de Cauchy dansQ, elle ne converge pas dansQ.
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1.3. Topologie de l’espace vectoriel normé 11

1.2.3 Complétude de l’espace métrique

Définition 1.22 Un espace métrique (X , d ) est dit complet si toute suite de Cauchy de X

converge.

Exemple 1.23 1. R est complet.

2. C est complet.

3. L’intervalle ]0, 1[, sous-espace de R, n’est pas complet. Il suffit de considérer xn =
1
n .

1.2.4 Compacité de l’espace métrique

Définition 1.24 Un espace métrique (X , d ) est dit compact si toute suite d’éléments de (X , d )

admet une suite extraite convergente vers un point dans X .

Proposition 1.25 Tout espace métrique compact X est complet.

1.3 Topologie de l’espace vectoriel normé

Après avoir étudié les espaces métriques, où la notion de distance entre les points est
fondamentale, nous abordons maintenant les espaces vectoriels normés. Un espace vecto-
riel normé est un espace vectoriel X non vide sur un corpsK (généralementR ouC) muni
d’une norme ‖·‖ : X →R. La norme permet de mesurer la "longueur" des vecteurs et induit
une distance, faisant de chaque espace vectoriel normé un espace métrique particulier.

1.3.1 Norme

Définition 1.26 Une norme sur X est une application ‖ . ‖: X →R si elle vérifie les propriétés

suivantes :

1. ‖x‖= 0⇔ x = 0.

2. ∀x ∈ X ,∀λ ∈ K ,‖λx‖= |λ|.‖x‖.

3. ∀(x , y ) ∈ X 2,‖ x + y ‖≤‖ x ‖+ ‖ y ‖.

(X ,‖ . ‖) s’appelle espace vectoriel normé (e.v.n) de support X .

Exemple 1.27 1. La valeur absolue est une norme sur R.

2. Les applications ‖ . ‖1, ‖ . ‖2, ..., ‖ . ‖p sont des normes sur X =Rn .

‖ x ‖1=
n
∑

i=1

|xi |, ‖ x ‖2=

�

n
∑

i=1

|xi |2
�

1
2

, ...,‖ x ‖p=

�

n
∑

i=1

|xi |p
�

1
p

p∈[1,+∞[
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1.4. Espace de Banach 12

Proposition 1.28 1. Tout espace normé est un espace métrique c’est à dire qu’on peut dé-

finir une application d : X ×X → [0,+∞[ par :

∀x , y ∈ X , d (x , y ) =‖ x − y ‖

Remarque 1.29 La topologie induite par la norme sur X est équivalente à la topologie gé-

néré par la distance définie la proposition 1.28 Donc l’espace normé (X ,‖.‖) est un espace

métrisable.

1.4 Espace de Banach

Définition 1.30 Un espace normé, dans lequel toute suite de Cauchy est convergente, est ap-

pelé espace de Banach. Autrement dit,un espace normé complet est appelé espace de Banach.

Un espace de Banach est un espace vectoriel norme complet pour la distance induite par

la norme.

Proposition 1.31 Tout espace de Banach est normé, mais la réciproque, en général, n’est pas

vraie.

Exemple 1.32 Rn et Cn sont des espaces de Banach dont la norme est définie par : ‖x‖ =
�

n
∑

i=1

|xi |2
�1/2

.

1.5 Théorème de point fixe

Dans le cadre des espaces métriques, le concept de point fixe est particulièrement im-
portant. Les théorèmes de point fixe, tels que le théorème de Banach, sont des résultats
fondamentaux qui garantissent l’existence et l’unicité de points fixes sous certaines condi-
tions, comme la contractivité de l’application.

Définition 1.33 Application Lipschitzienne

Soient (X , d ) et (Y , D ) deux espaces métriques, on dit que l’application T : X → Y est lip-

schitzienne ou (k -Lipschitzienne) s’il existe une constante k ∈R+ tel que :

∀x , y ∈ X , d ′(T (x ), T (y ))≤ k ·d (x , y ).

Proposition 1.34 Une application T : X −→ X est k-lipschitzienne est uniformément conti-

nue.
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1.5. Théorème de point fixe 13

Preuve. Soit k > 0 donné. Sachant que d (T (x ), T (y )) ≤ k · d (x , y ) pour un k > 0 donné, il
suffit de prendre δ= ε

k . Il s’ensuit que :

∀ε > 0, ∃ δ=
ε

k
, d (x , y )<δ

⇒ d (T (x ), T (y ))≤ k ·d (x , y ),

⇒ d (T (x ), T (y ))≤ k ·
ε

k
,

⇒ d (T (x ), T (y ))≤ ε.

Donc T est uniformément continue.

Définition 1.35 Application contractante

Soit (X , d ) un espace métrique et soit l’application T : X → X . On dit que T est contractante

s’il existe une constante k ∈ [0, 1[ telle que :

∀x , y ∈ X , d (T (x ), T (y ))≤ k ·d (x , y ).

On dit alors que T est k -contractante.

Théorème 1.36 Si T : X −→ X , T une application contractante alors, elle admet un point

fixe.

1.5.1 Théorème du point fixe de Banach

Le théorème du point fixe de Banach, connu aussi sous le nom du principe de contrac-
tion de Banach ou théorème du point fixe de Picard. Ce théorème donne l’éxistence et l’uni-
cité d’un point fixe pour une contraction sur un espace métrique complet.

Théorème 1.37 Soit (X , d )un espace métrique complet et T : X → X une application contrac-

tante. Alors il existe un unique u ∈ X tel que T (u ) = u. De plus, toute suite d’éléments de X

vérifiant la récurrence xn+1 = T (xn ) vérifie la majoration :

d (xn , u )≤
k n

1−k
d (x0, x1),

donc xn converge vers u.

Preuve. L’idée d’existence d’un point fixe basé sur la approximation pour la suite définie
par : 1) Existence : Soit (xn )n∈N la suite définie par :

¨

x0 ∈ X ,

xn+1 = T (xn ), pour n ∈N.
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Montrons que (xn )n∈N est de Cauchy dans l’espace métrique complet X . Soit n ∈N :

d (xn , xn+p )≤
p−1
∑

q=0

d (xn+q , xn+q+1)

≤
p−1
∑

q=0

k n+q d (x0, x1)

≤ k n
p−1
∑

q=0

k q d (x0, x1)

≤ k n
�

1−k p

1−k

�

d (x0, x1)

d (xn , xn+p )≤
k n

1−k
d (x0, x1).

Comme 0< k < 1, on a k n → 0 quand n→+∞, et il en résulte immédiatement que la suite
(xn )n∈N est de Cauchy, donc converge vers une limite u , comme T est continue on a :

u = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

T (xn+1) = T
�

lim
n→∞

xn+1

�

= T (u ).

Donc u est un point fixe de T .
2) Unicité : Supposons que x , y ∈ X sont deux points fixes de T tels que x 6= y . Donc

T (x ) = x , T (y ) = y , alors :

d (x , y ) = d (T (x ), T (y ))≤ k d (x , y ), 0< k < 1.

Par conséquent, d (x , y ) = 0 ce qui entraîne x = y .

Exemple 1.38 Considérons l’espace métrique (R, d ), où d est la distance usuelle sur les réels

(d (x , y ) = |x − y |), et une application contractante T :R→R donnée par T (x ) = x
2 .

T est contractante

Pour montrer que T est contractante, nous devons vérifier qu’il existe un k ∈ [0, 1) tel que

pour tout x , y ∈R,

d (T (x ), T (y ))≤ k ·d (x , y ).

Calculons d (T (x ), T (y )) :

d (T (x ), T (y )) = |T (x )−T (y )|=
�

�

�

x

2
−

y

2

�

�

�=
|x − y |

2
.

Donc, k = 1
2 , ce qui est dans [0, 1).

Existence et unicité du point fixe

Le théorème nous assure qu’il existe un unique u ∈R tel que T (u ) = u. Trouvons ce point
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1.5. Théorème de point fixe 15

fixe :

u = T (u ) =
u

2
.

Résolvons cette équation :

u =
u

2
=⇒ u −

u

2
= 0 =⇒

u

2
= 0 =⇒ u = 0.

Donc, u = 0 est le point fixe unique.

Convergence de la suite (xn )

Considérons maintenant une suite (xn )définie par la récurrence xn+1 = T (xn )avec x0 ∈R.

Nous voulons montrer que cette suite converge vers u = 0 et vérifier la majoration donnée

dans le théorème.

La récurrence est :

xn+1 =
xn

2
.

Nous devons montrer que d (xn , 0)≤ (
1
2 )

n

1− 1
2

d (x0, x1), c’est-à-dire :

|xn −0| ≤
( 12 )

n

1− 1
2

|x0− x1|.

Calculons d (x0, x1) :

x1 = T (x0) =
x0

2
,

d (x0, x1) = |x0− x1|=
�

�

�x0−
x0

2

�

�

�=
�

�

�

x0

2

�

�

�=
|x0|

2
.

Maintenant, la majoration est :

|xn | ≤
( 12 )

n

1
2

·
|x0|

2
=
�

1

2

�n

· |x0|.

Ce qui est correct, car :

|xn |=
�

�

�

x0

2n

�

�

�=
|x0|
2n

.

Nous avons donc montré que xn converge vers 0 et que la majoration est vérifiée. Cet

exemple illustre bien le théorème de Banach sur les points fixes dans un espace métrique

complet avec une application contractante.
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CHAPITRE

2 ESPACE MÉTRIQUE GÉNÉRALISÉ

Les espace métrique généralisé de Branciari [4]représente une extension des espaces
métriques classiques, introduite pour étudier des structures plus générales tout en conser-
vant certaines propriétés fondamentales des espaces métriques. Cette généralisation re-
pose sur une modification de la condition de l’inégalité triangulaire par inégalité rectan-
gulaire. Les espaces métriques de Branciari ont trouvé des applications intéressantes dans
divers domaines des mathématiques, notamment en analyse et en théorie des points fixes.
Ce chapitre explore la définition, les propriétés et quelques exemples de ces espaces.

2.1 Définition de l’Espace Métrique Généralisé de Branciari

Définition 2.1 Soit X un ensemble non vide,D : X ×X →R+ une application telle que pour

tout x , y ∈ X on a :

1. Séparation :D(x , y ) = 0⇔ x = y

2. Symétrie :D(x , y ) =D(y , x )

3. Inégalité rectangulaire :∀ξ 6=η ∈ X chacun d’eux est différent de x et y ,

D(x , y )¶D(x ,ξ) +D(ξ,η) +D(η, y )

Alors (X ,D) est appelé espace métrique généralisé, (en abrégé e.m.g).

Exemple 2.2 Soit X =R2, et on définitD : X ×X → [0,+∞[ par ∀x = (x1, x2) et y = (y1, y2)

D(x , y ) =



















�

2
∑

i=1

|xi − yi |
1
2

�2

, si xi , yi ∈ {0, 1},
�

2
∑

i=1

|xi − yi |

�

, sinon.

16
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1. séparation Est facile à vérifier.

2. symétrie Est facile à vérifier.

3. inégalité rectangulaire Soient ξ= (ξ1,ξ2) , η= (η1,η2) ∈ X tel que ξ 6=η

Dans le cas où l’un des xi , yi , ξi , et ηi /∈ {0, 1}2 :

D(x , y ) =
2
∑

i=1

|xi − yi |

D(x ,ξ) +D(ξ,η) +D(η, y ) =
2
∑

i=1

|xi −ξi |+
2
∑

i=1

|ξi −ηi |+
2
∑

i=1

|ηi − yi |

¾ |x1− y1|+ |x2− y2|

=
2
∑

i=1

|xi − yi |

=D(x , y )

Donc,D(x , y )¶D(x ,ξ) +D(ξ,η) +D(η, y ).

Dans le cas où xi , yi , ξi , et ηi ∈ {0, 1}2 :

D(x , y ) =

�

2
∑

i=1

|xi − yi |
1
2

�2

D(x ,ξ) +D(ξ,η) +D(η, y ) =

�

2
∑

i=1

|xi −ξi |
1
2

�2

+

�

2
∑

i=1

|ξi −ηi |
1
2

�2

+

�

2
∑

i=1

|ηi − yi |
1
2

�2

¾ |x1− y1|+ |x2− y2|

=
2
∑

i=1

|xi − yi |

=D(x , y )

L’inégalité rectangulaire est bien vérifie.

Alors, (X ,D) est un espace métrique généralisé.
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Cas particulière :

On prend x = (0, 0), y = (0, 1), ξ= (1, 0) et η= (1, 1).

x

y

ξ

η

Nous avons D(x , y ) = D(x ,ξ) = D(ξ,η) = D(y ,η) = 1 et D(x ,η) = D(ξ, y ) = 22. On peut

vérifier l’inégalité rectangulaire dans tous les cas possibles, l’une de ces cas est :

D(x ,η)¶D(x ,ξ) +D(ξ, y ) +D(y ,η)

22 ¶ 1+22+1

Alors (X ,D) est un espace métrique généralisé.

2.2 Topologie de l’espace métrique généralisé

On peut définir des notions des boules ouvertes de convergence, de continuité et de en
utilisant la fonction de distance généralisée. Cette approche topologique est fondamentale
pour l’étude approfondie des propriétés et des applications des espaces métriques géné-
ralisés.

Définition 2.3 On définit la boule de rayon r et de centre x0

B (x0, r [= {y ∈ X |D(x0, y )< r }

L’ensemble de voisinage est notée :

B =
�

B (x , r ) | x ∈ X , r ∈R+\{0}
	

Proposition 2.4 Dans le cas d’espace métrique la topologie induite τ distance est donne par

τ=

�

O =
⋃

i∈I

B (xi , ri ) : I quelconque,∀i ∈ I , xi ∈Oi , ri > 0

�

où B (x , r ) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon r
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Preuve. Soit (X ,D) un espace métrique. Nous voulons montrer que la topologie τ induite
par la distance d est donnée par

τ=

�

O =
⋃

i∈I

B (xi , ri ) : I quelconque,∀i ∈ I , xi ∈Oi , ri > 0

�

,

où B (x , r ) désigne la boule ouverte de centre x et de rayon r

O =
⋃

i∈I

B (xi , ri ).I quelconque

Montrons que O ∈τ, c’est-à-dire que pour tout y ∈O , il existe un R > 0 tel que B (y , R )⊂O .
Puisque y ∈ O , ∃i ∈ I tel que y ∈ B (xi , ri ). Par définition, d (y , xi ) < ri . Soit R = ri −

d (y , xi ), qui est strictement positif. Pour tout z ∈ B (y , R ),

∀ξ 6= x , r = ri −D(x , xi )−D(x ,ξ) tel que 0<D(x ,ξ)< ri +D(x , xi )

Alors pour z ∈ B (x , r )⇒D(x , z )< r

D(xi , z )¶D(x , z ) +D(x , xi ) +D(x ,ξ) = ri −D(x , xi )−D(x ,ξ)

Donc, z ∈ B (xi , ri ), ce qui implique que B (y , R ) ⊂ B (xi , ri ) ⊂ O . Par conséquent, O est
un ouvert de τ.

L’exemple suivant montre que l’espace métrique généralise n’est pas en général un
espace métrique.

Exemple 2.5 Soit X =R et β 6= 0 ∈R. DéfinissonsD : X ×X →R comme suit :

D(x , y ) =



















0 si x = y ;

3β si x et y ∈ {1, 2}, x 6= y ;

β si x /∈ {1, 2} où y /∈ {1, 2}etx 6= y .

Il est alors facile de voir que (X ,D) est un espace métrique généralisé mais (X ,D) n’est pas

un espace métrique standard car il ne vérifie pas la propriété triangulaire :

3β =D(1, 2)>D(1, 3) +D(3, 2) =β +β .
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La réunion des espaces métriques généralises est espace métrique généralisé.

Exemple 2.6 Soit (Xn ,Dn ) : n ∈ J ⊂N une famille d’espaces métriques généralisés disjoints,

et soit X =
⋃

{Xn : n ∈ J }. DéfinissonsD : X ×X → [0,+∞[ par :

D(x , y ) =







Dn (x , y ), si x , y ∈ Xn , pour n ∈ J ,

1, si x ∈ Xn , y ∈ Xm , pour m , n ∈ J , m 6= n .

Alors, (X ,D) est un espace métrique généralisé.

Soit {(Xn ,Dn ) : n ∈ J ⊂N} une famille d’espaces métriques généralisés disjoints, et soit
X =

⋃

n∈J Xn . DéfinissonsD : X ×X → [0,+∞[ par :

D(x , y ) =

¨

Dn (x , y ), si x , y ∈ Xn , pour n ∈ J ,

1, si x ∈ Xn , y ∈ Xm , pour m , n ∈ J , m 6= n .

1. Symétrie : Pour tous x , y ∈ X , D(x , y ) = D(y , x ). En effet, Dn (x , y ) = Dn (y , x ) pour tout
n ∈ J , et si x ∈ Xn et y ∈ Xm avec n 6=m , alorsD(x , y ) = 1=D(y , x ).

2. Séparation : : Pour tous x , y ∈ X , D(x , y ) = 0 si et seulement si x = y . En effet, dans
chaque Xn , Dn (x , y ) = 0 si et seulement si x = y . Si x ∈ Xn et y ∈ Xm avec n 6= m , alors
D(x , y ) = 1 6= 0. Ainsi,D(x , y ) = 0 si et seulement si x = y .

3. Inégalité rectangulaire : Pour tous x , y , z , w ∈ X ,D(x , w )≤D(x , y )+D(y , z )+D(z , w ).
Cas 1 : x , y , z , w ∈ Xn pour un certain n ∈ J . Dans ce cas, D(x , y ) = Dn (x , y ), D(y , z ) =

Dn (y , z ) etD(z , w ) =Dn (z , w ). Puisque (Xn ,Dn ) est un espace métrique généralisé, l’inéga-
lité rectangulaire y est satisfaite :

Dn (x , w )≤Dn (x , y ) +Dn (y , z ) +Dn (z , w ).

Cas 2 : x , y ∈ Xn et z , w ∈ Xm pour n 6=m . Dans ce cas, D(x , z ) = 1 et D(y , w ) = 1, nous
avons :

D(x , w ) = 1,

et
D(x , y ) +D(y , z ) +D(z , w )≥ 1.

Donc,D(x , w )≤D(x , y ) +D(y , z ) +D(z , w ) est satisfait.
Cas 3 : x , z ∈ Xn et y , w ∈ Xm . Ici, D(x , z ) = Dn (x , z ), D(y , w ) = Dm (y , w ) et D(x , y ) = 1

etD(z , w ) = 1. On a donc :
D(x , w ) = 1,

et
D(x , y ) +D(y , z ) +D(z , w )≥ 1.

Donc,D(x , w )≤D(x , y ) +D(y , z ) +D(z , w ) est satisfait.
Ainsi, toutes les propriétés d’un espace métrique généralisé sont vérifiées, donc (X ,D)

est un espace métrique généralisé.
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Définition 2.7 Soit (X ,D) un espace métrique généralisé (emg), et soit {xn}n∈N une famille

dans X . La suite {xn} converge au sens des emg vers x si :

∀ε > 0,∃Nε tel que ∀n ∈N, n ¾Nε, D(xn , x )< ε.

Autrement dit,

∀ε > 0,∃n0 tel que ∀n ∈N, n > n0⇒ xn ∈ B (x0,ε[.

Exemple 2.8 On prend la métrique généralisé de l’exemple 2.2 qui est définie pour X = R2,

etD : X ×X → [0,+∞[ par x = (x1, x2) et y = (y1, y2)

D(x , y ) =



















�

2
∑

i=1

|xi − yi |
1
2

�2

, si xi , yi ∈ {0, 1},
�

2
∑

i=1

|xi − yi |

�

, sinon.

Considérons la suite (xn )n∈N définie par xn =
�

1
n , 1

n

�

. Montrons que cette suite converge vers

(0, 0) dans l’espace (X ,D).
Pour montrer cela, nous devons vérifier que pour tout ε > 0, il existe un entier N tel que

D(xn , (0, 0))<ε pour tout n ≥N .

xn ∈ {0, 1}(i.e., xn = (0, 0) où xn = (1, 1) où xn = (0, 1) où xn = (1, 0) ).

Dans les deux cas,D(xn , (0, 0)) = 0.

Pour xn /∈ {0, 1} :

D(xn , (0, 0)) =
2
∑

i=1

�

�

�

�

1

n
−0

�

�

�

�

= 2 ·
1

n
=

2

n

Il suffit de choisir N tel que 2
N <ε.,

D(xn , (0, 0)) =
2

n
<ε

Ainsi,
�

1
n , 1

n

�

converge vers (0, 0) dans l’espace métrique généralisé (X ,D).

Définition 2.9 Soit (X , d ) un espace métrique généralisé (emg) et soit {xn}n∈N une famille de

X . Nous disons que (xn ) est une suite de Cauchy au sens des emg si

∀ε> 0,∃N ∈N pour tous les n , m ∈N, n ¾Nε tel que d (xn , xm )<ε.
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Exemple 2.10 Soit {xn}n∈N une famille dans (X ,D) dans espace métrique généralisé, tel que

xn une suite constante par xn = c pour tout n ∈N.

Pour tout m , n ≥N (où N est un certain entier naturel fixé), nous avons :

D(xm , xn ) =D(c , c ) = 0

(xn ) est suite de Cauchy.

Définition 2.11 Séparation Soit X un ensemble et soitτ une topologie sur X . L’espace topo-

logique (X ,τ) est un espace séparé (de Hausdorff) si pour tout x , y ∈ X avec x 6= y , il existe

des sous-ensembles ouverts U et V de X tels que x ∈U , y ∈ V et U et V sont disjoints. De

manière équivalente, un espace topologique (X ,τ) est séparé si et seulement si chaque suite

converge dans X a une limite unique, et en particulier la limite d’une suite convergente est

unique.

Remarque 2.12 L’espace métrique généralisé n’est pas en général sépare, comme l’exemple

suivant montrer .

Exemple 2.13 Soit X = {0, 2}∪
�

1
n : n ∈N∗

	

et définissons une fonctionD : X ×X → [0,+∞[
par

D(x , y ) =



























0 si x = y ,

1 si x , y ∈ {0, 2} où x , y ∈
�

1
n : n ∈N∗

	

et x 6= y ,

y si x ∈ {0, 2}, y ∈
�

1
n : n ∈N∗

	

,

x si y ∈ {0, 2}, x ∈
�

1
n : n ∈N∗

	

.

1.D est une métrique généralisée

Nous devons montrer queD satisfait les propriétés suivantes pour tous x , y , z ∈ X :

1. la symétrie

Nous devons montrer que D(x , y ) =D(y , x ) pour tous x , y ∈ X . Considérons les diffé-

rents cas possibles pour x et y :

(a). Si x = y :

D(x , y ) = 0 et D(y , x ) = 0.

Donc,D(x , y ) =D(y , x ).

(b). si x 6= y

Si x , y ∈ {0, 2} ou x , y ∈
�

1
n : n ∈N∗

	

:

D(x , y ) = 1 et D(y , x ) = 1.

DoncD(x , y ) =D(y , x ).
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Si x ∈ {0, 2} et y ∈
�

1
n : n ∈N∗

	

:

D(x , y ) = y et D(y , x ) = x .

La symétrie est bien vérifie donc,D(x , y ) =D(y , x ).

2. Séparation Elle est claire,D(x , y ) = 0 si et seulement si x = y .

3. Inégalité rectangulaire Soient x , y , z , w ∈ X ,et sont distincts vérifions l’inégalité rec-

tangulaire : D(x , y ) ¶ D(x , z ) +D(z , w ) +D(w , y ) Considérons les différents cas pos-

sibles pour x , y , z , w ∈ X :

y = z =w :

L’inégalité est vérifié carD(x , x ) = 0.

Si deux des points sont égaux, par exemple x = y :

D(x , w ) +D(y , z ) =D(y , w ) +D(x , z )

et l’inégalité est vérifié.

Si tous les points sont distincts et x , y , z , w ∈ {0, 2} où x , y , z , w ∈
�

1
n : n ∈N∗

	

:

D(x , w ) = 1,D(y , z ) = 1,D(x , y ) = 1,D(y , w ) = 1,D(z , w ) = 1,D(z , x ) = 1.

D(x , y )¶D(x , z ) +D(z , w ) +D(w , y )

1¶ 1+1+1

L’inégalité est donc satisfaite.

Si x , w ∈ {0, 2} et y , z ∈
�

1
n : n ∈N∗

	

: si on prend x = 0, y = 1
m , z = 1

n , w = 2.

D(0, 1
m ) =

1
m ,D(2, 1

m ) =
1

m ,D( 1
n , 2) = 1

n ,D(0, 1
n ) =

1
n .

D(x , y )¶D(x , z ) +D(z , w ) +D(w , y )

D(0,
1

m
)¶D(0,

1

n
) +D(

1

n
, 2) +D(2,

1

m
)

1

m
¶

1

n
+

1

n
+

1

m

- L’inégalité est satisfaite.

En examinant ces cas, doncD vérifie l’inégalité rectangulaire.

Par conséquent, (X ,D) est un espace métrique généralisé.
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Espace métrique généralisé n’est pas séparé :

Pour montrer que l’espace métrique généralisé n’est pas séparé, où X = {0, 2}∪
�

1
n : n ∈N

	

et

D est défini comme suit :

D(x , y ) =



























0 si x = y ,

1 si x , y ∈ {0, 2} où x , y ∈
�

1
n : n ∈N∗

	

et x 6= y ,

y si x ∈ {0, 2}, y ∈
�

1
n : n ∈N∗

	

,

x si y ∈ {0, 2}, x ∈
�

1
n : n ∈N∗

	

.

n’est pas séparé, nous devons démontrer qu’il existe deux points distincts a , b ∈ X tels que

pour tout voisinage U de a et V de b , U ∩V 6= ;.

1. Nous allons montrer que cet espace n’est pas séparé en examinant les boules autour de

0 et 2. Considérons les points 0 et 2 dans X .

- Si ε≤ 1, alors B (0,ε) = {0}∪
�

1
n : 1

n <ε
	

.

- Si ε> 1, alors B (0,ε) = X , car pour tout y ∈ X ,D(0, y )<ε.

- Si ε≤ 1, alors B (2,ε) = {2}∪
�

1
n : 1

n <ε
	

.

- Si ε> 1, alors B (2,ε) = X , car pour tout y ∈ X ,D(2, y )<ε.

Intersection des Boules

Considérons des boules B (0,ε) et B (2,ε) avec ε= 1 :

B (0, 1) = {0}∪
§

1

n
: n ∈N∗

ª

B (2, 1) = {2}∪
§

1

n
: n ∈N∗

ª

L’intersection B (0, 1) ∩ B (2, 1) 6= ;. Puisqu’il est impossible de trouver des boules dis-

jointes, cela montre que l’espace (X ,D) n’est pas séparé.

2. Unicité de limite

On considéré la suite 1
n converge avec n ∈ N∗, d’après la définition de convergence il

existe un point x ∈ X tel que pour tout ε> 0, il existe un N ∈N tel que pour tout n ≥N ,

D
�

1
n , x

�

<ε.

Cas 1 : x = 0

- Si x = 0, alors pour n ≥ 1,D
�

1
n , 0

�

= 1
n .

- Pour tout ε > 0, il suffit de choisir N tel que N > 1
ε . Ainsi, pour n ≥ N , nous

avons 1
n <ε, ce qui signifie queD

�

1
n , 0

�

<ε.

Cela montre que la suite
�

1
n

	

converge vers 0 dans (X ,D).
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Cas 2 : x = 2 - Si x = 2, alors pour n ≥ 1,D
�

1
n , 2

�

= 1
n .

- De manière similaire, pour tout ε > 0, il suffit de choisir N tel que N > 1
ε . Ainsi,

pour n ≥N , nous avons 1
n <ε, ce qui signifie queD

�

1
n , 2

�

<ε.

Cela montre également que la suite
�

1
n

	

converge vers 2 dans (X ,D).

La suite
�

1
n

	

ne converge pas de manière unique dans (X ,D).

Cela montre que l’espace métrique généralisé (X ,D) n’est pas séparés.

Le lemme suivant donne la condition d’unicité de la limite.

Lemme 2.1 Soit (X ,D) un espace métrique généralisé (emg), (xn )n∈N une suite de Cauchy

dans (X , d ), et x , y ∈ X . Supposons qu’il existe un entier positif N tel que :

1. xn 6= xm pour tout n , m >N ;

2. xn et x sont des points distincts dans X , pour tout n >N ;

3. xn et y sont des points distincts dans X , pour tout n >N ;

4. lim
n→+∞

D(xn , x ) = lim
n→+∞

D(xn , y ).

Alors nous avons x = y . Nous observons facilement que si l’une des conditions (1) ou (3) n’est

pas satisfaite, alors le résultat du Lemme reste valide.

2.3 Théorème de point fixe

Définition 2.14 [2] Une application T : (X ,D) → (X ′,D ′) est continue si, pour toute suite

{xn}n∈N dans X telle que :

lim
n→+∞

D(xn , x ) = 0 =⇒ lim
n→+∞

D(T xn , T x )→ 0.

2.4 Contraction de Banach

Le théorème des points fixes le plus fréquemment cité dans la littérature est le principe
de contraction de Banach (voir [8]), qui affirme que si X est un espace métrique complet
et T : X → X est une application contractante, c’est-à-dire s’il existe ϕ ∈ [0, 1[ tel que pour
tout x , y ∈ X :

d (T x , T y )≤ϕ ·d (x , y ) (1)

Alors T possède un unique point fixe. La définition contractante (1) implique que T est
uniformément continue.
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2.5 Théorème du point fixe de Kannan

Il existe une définition contractante qui ne force pas T à être continue. C’est le point
fixe de Kannan [8], qui a établi un théorème pour les applications satisfaisant :

d (T x , T y )≤ϕ[d (x , T x ) +d (y , T y )] (2)

pour tout x , y ∈ X , où ϕ ∈ [0, 1[.

Théorème 2.15 [1]Soit (X ,D)un espace métrique généralisé complet, et soit une application

satisfait (2) T : X → X . Alors, T possède un unique point fixe.

Nous notons que le théorème du point fixe de Kannan n’est pas une extension du principe
de contraction de Banach.

Preuve. Soit x0 un point arbitraire de X . Définissons x1 = T (x0). Si x1 = x0, alors x0 =
T (x0), ce qui signifie que x0 est un point fixe de T et il n’y a rien à prouver.

Supposons que x1 6= x0. Définissons x2 = T (x1). De cette manière, nous pouvons définir
une suite de points dans X comme suit :

xn+1 = T (xn ) = T n+1(x0), xn 6= xn+1, n = 0, 1, 2, . . .

En utilisant l’inégalité (2), nous avons

d (xn , xn+1) = d (T xn−1, T xn )
≤ϕ [d (xn−1, T xn−1) +d (xn , T xn )]
≤ϕ [d (xn−1, xn ) +d (xn , xn+1)]

≤
ϕ

1−ϕ
d (xn−1, xn ).

Nous pouvons également supposer que x0 n’est pas un point périodique, en effet si xn =
x0, alors

d (x0, T x0) = d (xn , T xn )

=d (T n x0, T n+1 x0)

≤
ϕ

1−ϕ
d (T n−1 x0, T n x0)

≤
�

ϕ

1−ϕ

�2

d (T n−2 x0, T n−1 x0)≤ . . .≤
�

ϕ

1−ϕ

�n

d (x0, T x0).

Posons h = ϕ
1−ϕ , alors h < 1 et

(1−h n )d (x0, T x0)≤ 0.

Il s’ensuit que x0 est un point fixe de T . Ainsi, dans la suite de la démonstration, nous
pouvons supposer que T n x0 6= x0 pour n = 1, 2, 3, . . .. Maintenant, l’inégalité (2) implique

Université Yahia Farès Médéa 2023-2024 Y.FERHAOUI



2.5. Théorème du point fixe de Kannan 27

que

d (T n x0, T n+m x0)

≤ϕ
�

d (T n−1 x0, T n x0) +d (T n+m−1 x0, T n+m x0)
�

≤ϕ
�

h n−1d (x0, T x0) +h n+m−1d (x0, T x0)
�

.

Donc,
d (xn , xn+m )→ 0 lorsque n→∞.

Cela implique que (xn ) est une suite de Cauchy dans X . Comme X est complet, il existe
un u ∈ X tel que xn → u . Par la propriété rectangulaire, nous avons

d (T u , u )

≤d (T u , T n x0) +d (T n x0, T n+1 x0) +d (T n+1 x0, u )

≤ϕ
�

d (u , T u ) +d (T n−1 x0, T n x0)
�

+h n d (x0, T x0) +d (T n+1 x0, u )

¶hd (T n−1 x0, T n x0) +
h n

1−ϕ
d (x0, T x0) +

1

1−ϕ
d (T n+1 x0, u )

≤h n d (x0, T x0) +
h n

1−ϕ
d (x0, T x0) +

1

1−ϕ
d (T n+1 x0, u )

En laissant n →∞ et en utilisant le fait que d (an , y ) → d (a , y ) et d (x , an ) → d (x , a )
lorsque an → a dans X , nous avons u = T u .

Montrons maintenant que T a un point fixe unique. Pour cela, supposons qu’il existe
un autre point v dans X tel que v = T v . Alors,

d (v, u ) = d (T v, T u )≤ϕd (v, T v ) +d (u , T u )≤ϕd (v, v ) +d (u , u ) = 0.

Par conséquent, u = v .

Exemple 2.16 Soit X = {1, 2, 3, 4}. DéfinissonsD : X ×X →R comme suit :

D(1, 2) =D(2, 1) = 3,

D(2, 3) =D(3, 2) =D(1, 3) =D(3, 1) = 1,

D(1, 4) =D(4, 1) =D(2, 4) =D(4, 2) =D(3, 4) = d (4, 3) = 4.

Alors (X ,D) est un espace métrique généralisé complet mais (X ,D) n’est pas un espace mé-

trique car il manque la propriété triangulaire :

3=D(1, 2)>D(1, 3) +D(3, 2) = 1+1= 2.
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Définissons une application T : X → X comme suit :

T x =







3 si x 6= 4;

1 si x = 4.

Notez que

D(T (1), T (2)) =D(T (1), T (3)) =D(T (2), T (3)) = 0

et dans tous les autres cas

D(T x , T y ) = 1; [D(x , T x ) +D(y , T y )]¾ 4.

Ainsi, pourϕ = 1
3 , toutes les conditions du Théorème sont satisfaites pour obtenir un point

fixe unique de T .
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CHAPITRE

3UNE LACUNE DANS L’ESPACE

MÉTRIQUE GÉNÉRALISÉ.

Récemment, Branciari a proposé le concept d’espace métrique généralisé et ses pro-
priétés. Ce chapitre met en lumière une erreur concernant la continuité dans cet espace,
découverte par B. Samet [16] grâce à un contre-exemple précis. Cette analyse souligne les
implications de cette découverte pour la théorie des espaces métriques généralisés.

3.1 Lacune dans l’énoncé de Branciari

Branciari a annoncé proposition suivante :

Proposition 3.1 La métrique généralisé D est continue par rapport à chacune de ses coor-

données.

Preuve. SoitD : X ×X → [0,+∞[ et soit (xn )n∈N, a , et b sont distincts dans X et limn→∞ xn =
a , alors :

avec inégalité rectangulaire on obtient :

D(xn , b )≤D(xn , xm ) +D(xm , a ) +D(a , b ) (3.1)

D(a , b )≤D(a , xm ) +D(xm , xn ) +D(xn , b ) (3.2)

avec xn 6= xm

En effet, de 3.2 et 3.1 on obtient :

D(xn , b )−D(a , b )≤D(xn , xm ) +D(xm , a )

D(xn , b )−D(a , b )≤−(D(xn , xm ) +D(xm , a ))

Donc, nous obtenons :

|D(xn , b )−D(a , b )| ≤ D(xn , xm ) +D(xm , a ). (3.3)

Puisque xn → a , la suite (xn ) est une suite de Cauchy. Par définition, :

29



3.1. Lacune dans l’énoncé de Branciari 30

lim
n→∞

lim
m→∞

D(xn , xm ) = 0.

De plus, comme xn → a , nous avons également :

lim
m→∞

D(xm , a ) = 0.

Comme
D(xn , xm )→ 0 et D(xm , a )→ 0.

Nous obtenons :

lim
m→∞

D(xn , b ) =D(a , b ).

Par conséquent :

D(xn , b )→D(a , b ) lorsque n→∞.

Ainsi, D est continue par rapport à la première coordonnée. Par symétrie, cette conti-
nuité est également valide pour la deuxième coordonnée.

Remarque 3.2 L’erreur est due au fait qu’une suite convergente dans espace métrique

généralisé, n’implique pas que la suite est de cauchy.
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Branciari a affirmé que la fonction D est continue dans chaque coordonnée. Plus pré-
cisément, si xn , a , b sont des points distincts de X (n ∈ N) et si lim

n→+∞
xn = a , alors nous

avons

|D(xn , b )−D(a , b )| → 0 lorsque n→+∞. (3.4)

Le but est de montrer que (1) n’est pas toujours vrai en général. Un contre-exemple est
donné par [16] dans la section suivante.

3.2 Contre-exemple 1.

Soit (xn )n∈N une suite dans Q et
p

5,
p

5
7 ∈ R \Q, avec

p
5 6=

p
5

7 . Nous définissons l’en-
semble

X = {x1, x2, . . . , xn , . . .}∪ {
p

5,

p
5

7
}

et nous considéronsD : X ×X →R défini par















































































D(x , x ) = 0 pour tout x ∈ X ,

D(x , y ) =D(y , x ) pour tout x , y ∈ X ,

D(xn , xm ) = 1 pour tout n , m ∈N∗avecn 6=m ,

D(xn ,
p

5
7 ) =

1
n 2 pour tout n ∈N∗,

D(xn ,
p

5) = 1
n+1 pour tout n ∈N∗,

D(
p

5,
p

5
7 ) = 1.

Nous allons démontrer que l’exemple donné constitue un espace métrique généralisé.

1. Symétrie : La symétrie de la distance est claire car D(x , y ) =D(y , x ) pour tout x , y ∈
X .

2. Séparation :D(x , y ) = 0 si et seulement si x = y carD(x , x ) = 0 pour tout x ∈ X et les
autres valeurs de distance sont toujours positives.

3. Inégalité rectangulaire : Nous devons montrer queD(x , y )≤D(x ,ξ)+D(ξ,η)+D(η, y )
pour tout x , y ,ξ,η ∈ X .
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Cette inégalité est triviallement satisfaite pour la plupart des cas. Pour le cas où x = xn ,
y = a et z = b , nous avons :

D(x , y ) =D(
p

5

7
,
p

5) = 1,

D(x ,ξ) =D(xn ,

p
5

7
) =

1

n 2
,

D(ξ,η) =D(xn , xm ) = 1

.D(η, y ) =D(xm ,
p

5) =
1

n +1

On obtient 1≤ 1
n 2 + 1

n+1 +1. ce qui est toujours vrai.
Par conséquent, l’exemple donné constitue un espace métrique généralisé.

Nous devons montrer que l’exemple donné n’est pas une suite de Cauchy. Considérons
la paire d’éléments xn et

p
5

7 . lim
n−→+∞

D(xn ,
p

5
7 ) = lim

n−→+∞
1

n 2 = 0+.

et lim
n−→+∞

D(xn ,
p

5) = lim
n−→+∞

1
n+1 −→ 0

|D(xn , b )−D(a , b )|=
�

�

�

�

1−
1

n 2

�

�

�

�

→ 1 lorsque n→+∞

Et donc SAMET [16] a montré que l’inégalité 3.4 est fausse. Cette erreur est si (xn ) est une
suite convergente dans X , alors D(xn , xm )→ 0 lorsque n , m → +∞. D’une autre manière,
Branciari a utilisé que toute suite convergente est une suite de Cauchy. Ce résultat est vrai
dans le cas d’un espace métrique, mais ce n’est pas dans le cas d’un espace généralisé, il
est généralement faux comme le montre le contre-exemple donné.

Exemple suivant montre que c’est pas toute suite convergente est de cauchy

3.2.1 Contre-exemple 2

Rappelons d’exemple 2.13. Soit X = {0, 2} ∪
�

1
n : n ∈N∗

	

et définissons une fonction d :
X ×X → [0,+∞[ par

D(x , y ) =



















0 si x = y ,

1 si x , y ∈ {0, 2} où x , y ∈
�

1
n : n ∈N∗

	

et x 6= y ,

y si x ∈ {0, 2}, y ∈
�

1
n : n ∈N∗

	

,

x si y ∈ {0, 2}, x ∈
�

1
n : n ∈N∗

	

.
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3.2. Contre-exemple 1. 33

Considérons la suite un =
1
n avec n ∈N∗ dans X .

1. Convergence : La suite (un ) converge vers 0 dans (X ,D) car

lim
p→∞

D(un , 0) = lim
p→∞

1

n
= 0.

2. Suite de Cauchy : Pour montrer que (un )n’est pas une suite de Cauchy, considérons deux
termes up et uq pour p 6= q . Si p 6= q , alors up =

1
p et uq =

1
q , et selon la définition de D,

nous avons :

D(up , uq ) = 1 car up , uq ∈
§

1

n
: n ∈N∗

ª

et up 6= uq .

Pour qu’une suite soit de Cauchy, pour tout ε > 0, il doit exister un entier N tel que pour
tous p , q ≥N ,D(up , uq )<ε. Cependant, pour p 6= q , nous avons toujoursD(up , uq ) = 1, ce
qui est supérieur à tout ε< 1.

Donc, (up ) n’est pas une suite de Cauchy dans (X ,D).
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Conclusion

La conclusion de ce mémoire reflète une exploration approfondie et structurée des
concepts clés dans les domaines des espaces topologiques, métriques et généralisés. En
commençant par les fondements de la topologie générale et de la topologie induite par
distance, ça nous a permet de comprendre les notions et les propriétés essentielles de
convergence et de continuité. Nous avons ensuite abordé les espaces vectoriels normés,
où la mesure de la norme et les propriétés des espaces de Banach, complets et essentiels
dans l’analyse mathématique, ont été rigoureusement explorées. Le théorème des points
fixes de Banach a constitué un point culminant, illustrant de manière concrète comment
des outils mathématiques abstraits peuvent résoudre des problèmes concrets, notamment
en garantissant l’existence et l’unicité des solutions dans des espaces normés particuliers.

Enfin, en abordant les espaces métriques généralisés, notre mémoire a élargi les hori-
zons en introduisant des structures mathématiques plus complexes et moins convention-
nelles. Nous avons défini ces nouveaux types d’espaces et examiné comment les principes
de la topologie et de la complétude s’appliquent à eux, tout en identifiant une lacune spé-
cifique dans la théorie actuelle. Cette lacune suggère des avenues prometteuses pour la
recherche future, visant à combler ces déficits et à approfondir notre compréhension des
structures métriques généralisées.

En conclusion, ce mémoire a non seulement approfondi notre compréhension des fon-
dements théoriques des espaces métriques et topologiques, mais il a également souligné
l’importance des applications concrètes de ces concepts en mathématiques et au-delà. En
nous lançant dans une exploration détaillée et méthodique, il offre une base solide pour de
futures recherches et développement dans ce domaine en constante évolution de la ma-
thématique moderne.
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