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Résumé :

Nous avons étudié 1'équation générale de Dirac pour un systéme a masse dépendant de
la position. Nous avons brievement discuté des équations de Schrodinger et de Klein-
Gordon et celle de Dirac. Nous avons également traité les problemes liés au choix des
parametres d'ambiguité dans 1'expression de I'’hamiltonien effectif pour les systémes
quantiques avec masse variable en fonction de la position. Enfin, nous avons présenté la
résolution de I'’équation de Dirac pour les deux potentiels en pointe et de Woods-Saxon
avec des masses qui dépendent de la position. Les solutions pour les états de diffusion
ainsi que les coefficients de transmission et de réflexion pour ces deux cas de figure ont
été données.
Mots clé : Equation de Dirac relativiste, PDM, potentiel en pointe, potentiel de Woods-
Saxon, masse effective, fonction d’'onde, spineur, fonction hypergéométrique, fonction
de Whittaker.
1padlal)
C¥alae el Waad 5 aasall o sacieall AN HUsi 8 dalall (Dirac) < Astes L a8
Llalas LS (Dirac) & e e ale JSA4 5 (Klein —Gordon) ¢20s&-n>S s (Schrodinger) yadias yb
13 Apasl) Aelaid Jladll (hamiltonien) (& sileledl Juad ga (ageirll julas HLEAL ddlaial) CUSL aa Liayl
“dsss kil cpliall 4wl (Dirac) ow Aslae s ad ) pals gasell A il ALK
O alae s HLEY) VLAl Jlall Liayl axiy gl e adiad i)l I ee (Woods-Saxon) o sSlu
otllal) KD Sy 5 Sl Y
Abstract :
We have studied the general Dirac equation in the position dependent mass system. We
have briefly spoken on Schrodinger and Klein-Gordon equations in general and on Dirac
equation. We have also dealt with the problems related to the choice of ambiguity
parameters on the effective hamiltonian expression for quantum systems with variable
mass as a function of position. Finally, we present the solution of the Dirac equation for
the cusp and Woods-Saxon potentials with masses which depend on the position. The
solutions for the diffusion states as well as the transmission and reflection coefficients
for these two cases are given.
Key words: Relativistic Dirac equation, PDM, cusp potential, Woods-Saxon potential,

effective mass, wave function, spinor, hypergeometric function, Whittaker function.



Sommaire



Sommaire

INErodUCTION GENEIAIE. ... . e e e e e 01
1. L7equation de DiraC. .. ...c.ouiniie i e e 04

1.1. Equation de SCArOTINGE...... .. et 04

1.2. Equation de KIIN-GOrdON. ... .. ..o e, 05

1.3, EQUALION A8 DIFAC. ... e, 07

1.3.1. Formalisme canonique de I'équation de Dirac...............ccovveiiiiiinnnns. 08

1.3.2. Covariance de Lorentz pour I'équationde Dirac..........................cceeeen 10

1.3.3. Propriétés des matrices y et formes bilinéaires covariantes...................... 11

1.3.4. Solution générale de I'équation de Dirac.............c.ooeviiiiiiiiiieninineannn, 13

2. Lessystemes a masses dépendant de la position................cooiviiii i 17
2.1. L' hamiltonien généralisé ........ ..o 17
2.1.1. ReVUE NISTOMIQUE .. ..ot e e, 18

2.2. Nouvelles propriétés des systemes dépendant de la position ...................oov. 24
2.2.1. Marche en potentiel €t €N MaSSE .......cevvriiiiniiii it 25

2.2.2. Barricre rectangulaire en potentiel et en masse ............coceieiiiiiiiiiiiin. 27

3. Résolution de I'équation de Dirac généralisée a des systéemes a masse dépendant de la

POSTEION L.ttt ey 30
L INrOAUCTION. ...t e e e 31
3.2. Equation de Dirac avec masse dépendant de la position....................c.oooeenn. 31

3.3. Cas d’un potentiel €N POINLE ......euuuieetteitt et e e ee e eaeenaens 32
3.3.1. Solutions pour les états de diffusion.........ccccceeiiiie i iciceis e 34

3.3.2. Coefficients de réflexion et de transmission ..................cocoeveiinininnnnn. 36

3.4. Cas d’un potentiel de WO0US-SaXon .........c.oviiiiriniiiiiiiiiieiee e eaeaen, 38
3.4.1. Probléme de diffusion de Dirac avec masse effective ...............ccceevnnnnns 39

3.4.2. Coefficients de réflexion et de transmission ..............ccovviiiiinininnnn, 44

3.5 CONCIUSION. ...t e e e e 48
ConCIUSION GENEIANE ... ... 50
ADPENAICE ..ot e 52

BIblOgraphie .. ..o 56



Introduction



Introduction

Introduction

La mécanique quantique est un outil indispensable pour décrire et étudier les
phénomeénes physiques qui se manifestent a I'échelle atomique et subatomique.
Elle est communément subdivisée en mécanique quantique non relativiste et
mécanique quantique relativiste : la mécanique quantique non relativiste trouve
une large application dans beaucoup de problemes de physique atomique et de
chimie moléculaire ou les énergies ne sont pas trop élevées. Pour les
phénomenes relevant du domaine des hautes énergies, comme les interactions
nucléaires, la mécanique quantique non relativiste s'avere non adéquate et il faut
faire appel a la théorie quantique relativiste. Cette derniere se subdivise en
fonction du spin de la particule. Dans le cas d'un spin nul elle mene a 'équation
de Klein-Gordon, et pour les spins demi-entiers a I'’équation de Dirac.

Ces dernieres années, 1'étude des systémes quantiques avec une masse qui
dépend de la position (Position Dépendent Mass = PDM) a connue une grande
activité. Ces systemes ont de larges applications en physique de la matiere
condensée, dans la théorie des semi-conducteurs, la physique nucléaire, dans les
théories des puits et points quantiques et dans d'autres domaines connexes.
Dans les recherches théoriques, de nombreuses méthodes développées pour
I'étude des systemes a masse constante ont été généralisées pour les systemes
PDM aboutissant a un certain nombre de nouveaux résultats trés intéressants. La
recherche de solutions exactes des équations d'ondes quantiques (Schrodinger,
Klein-Gordon, et Dirac) pour ces systemes est un aspect important. Notre
mémoire traite de la résolution de l'équation de Dirac généralisée a des
systémes a masses dépendant de la position. Pour atteindre ce but nous avons
structuré notre travail en trois chapitres.

Dans le premier, nous commenc¢ons par un petit rappel sur les équations de
Schréodinger et de Klein-Gordon. Puis, nous rappelons les caractéristiques de

I’équation de Dirac : la formulation canonique, la covariance de Lorentz, les
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matrices y de Dirac. Nous donnons a titre d’exemple les solutions de I'équation
de Dirac pour des particules libres.

Dans le second chapitre nous abordons I’étude quantique de systémes a masse
dépendant de la position. En premier lieu nous discutons les problemes
fondamentaux posés par la dépendance spatiale de la masse, a savoir le choix
d'un hamiltonien effectif, les nouvelles conditions de continuité de la fonction
d’onde a travers une hétérojonction, I'ordre des opérateurs masse et impulsion
dans l'opérateur énergie cinétique. En second lieu nous donnons quelques
exemples de résolution de I'équation généralisée de Schrodinger. Il s’agit des
travaux pionniers de Lévy-Leblond (1992) pour une barriere abrupte en
potentiel et en masse, et de Dekar (1996) pour une marche douce en potentiel et
en masse. Enfin nous donnons aussi les résultats de travaux faits dans le cadre de
deux mémoires de magister encadrés par notre promoteur a l'université de
Médéa : celui de Bouferrache (2010) [8] sur des barrieres simples en potentiel et
en masse et celui de Langueur (2012) [9] qui a porté sur des doubles barrieres en
potentiel et en masse.

Le troisiéme chapitre, présente I'essentiel de notre travail. Nous y détaillons la
résolution de I'’équation de Dirac généralisée a des systemes a masses dépendant
de la position. Comme cas particulier nous avons opté pour deux cas, le potentiel
en pointe et le potentiel de Woods-Saxon. Dans les deux cas, nous présentons les
solutions pour les états de diffusion et les coefficients de transmission et de

réflexion. Enfin on termine notre mémoire par une conclusion générale.
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Chapitre 1 : L’équation de Dirac

1. L’équation de Dirac:
1.1. L’équation de Schrédinger :

L’équation de Schrodinger a été proposée par le physicien autrichien Erwin
Schrodinger en 1925. En mécanique quantique non-relativiste, le mouvement
d’'une particule libre de masse m, de vecteur impulsion p, d’énergie E et de

fonction d’onde Y(t, 7) est décrit par I'équation de Schrodinger [1] :

h? oY (1.1)
— U2 = jh —
ZmV Y =ih o

En effet, a partir de la relation énergie-impulsion classique décrivant le
mouvement d'une particule libre de masse m, d’impulsion p et d’énergie

cinétique E :

52 1.2
P _g (1.2)
2m

on peut obtenir I'’équation de Schrodinger en remplagant le vecteur impulsion et

I'énergie par les opérateurs suivants qui s’appliquent a la fonction d'onde
Y(t,7):
- d 1.
p > —ihV etE - ih—. (13)
dt
Soit donc, en appliquant ces opérateurs a la fonction d’'onde Y (t,7) représentant

la particule :

h% oY (1.4)
— U2y = jh —
va Y =ih o

Comme on se placera dans la suite dans le systéme d’unités naturelles i.e.

(h = ¢ = 1), I'équation de Schrodinger s’écrit dans ce cas :

1 -, 0y (1.5)

2m ot
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A partir de 'équation de Schroédinger, on peut obtenir I'équation dite de
continuité densité-courant, reliant la densité de probabilité p au vecteur courant

7, donnée par:

R d
V. *+—p=0. (1.6)
ot
ou:
p =19 =yl (1.7)
et

o bLes o (1.8)
J === (Vi - yvy).

, n? = N . . o
L’opérateur %Vz correspond a I'hamiltonien décrivant le mouvement d’'une

particule libre de masse m, de vecteur impulsion p et d’énergie E. Schrodinger a
calculé les niveaux d’énergie de l'atome d’hydrogene en partant de cette
équation et a obtenu des valeurs qui sont en bon accord avec les mesures, et

notamment les séries de Lyman, Balmer, et Paschen [2].

1.1. L’équation de Klein-Gordon :

La physique des particules ne peut étre correctement et totalement décrite dans
le cadre de la mécanique quantique. Pour la description des phénomenes aux
hautes énergies, il est nécessaire en plus, de travailler dans le contexte de la
théorie de la relativité restreinte. En effet, selon la relativité restreinte
I'intervalle, défini par ds? = (cdt)? — dx? — dy? — dz? et la norme au carré du
quadrivecteur d’énergie-impulsion p*p, = (E/c)? — p* = m?c?, doivent étre les
mémes dans tous les référentiels inertiels. La relativité restreinte introduit une
relation dont la portée est beaucoup plus générale puisqu’elle est invariante sous

la transformation de Lorentz
E? = c¢?p? + m?c*. (1.9)
En appliquant les regles de quantification a I'’équation (1.9), on trouve I’équation

de Klein-Gordon:
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2
, 0P (x)
ot?
o, x représente a la fois I'espace et le temps de la fonction d’'onde, de sorte que

Y(x) =9, t).

. (1.10)

= —h2c2AYP(x) + m2ctP(x) ; (x) = (xW).

Et comme :
p'py = (E/c)? —p* = m?c?
" Bfc=ihofcor) _ ., (1.11)
p = —ihV

En appliquant les deux relations (1.10) et (1.11) on trouve :

2.2

(auau + mh_zc> P(x) = 0.

(1.12)
Cette équation est une équation covariante qui décrit une particule relativiste
libre de masse m et de spin nul, a été suggérée par Erwin Schrédinger en 1926
comme une généralisation relativiste de I'’équation de Schrodinger. Plus tard, elle

a été étudiée plus en détail par Oskar Benjamin Klein et Walter Gordon.

Les solutions libres de I’équation (1.10) ou (1.12) sont de la forme :

isrpux“l _ {¢1(x) = —i((Pot-PX)/N) (1.13)

r — —
Y (x) = BXPI A ’ l[)z(x) = el((ot—px)/M)

ou:

c _{+1 pourr =1

" -1 pourr =2
L’équation de Klein-Gordon conduit a des solutions avec des valeurs propres
d’énergie positive et négative E = t+cp, qui sont séparées par l’intervalle
d’énergie interdit |—mc?; mc?[. Alors que les solutions positives peuvent étre
interprétées comme des fonctions d'ondes de particules, La signification
physique des solutions négatives n’est pas claire a priori. Cela rend la théorie de
Klein-Godon peu attrayante en tant que généralisation relativiste de la théorie de

Schrodinger [2]. A partir de 'équation (1.12) on obtient '’équation de continuité :
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0" = 0. (1.14)
Donc:
o _ (00 0T (1.15)
]0_p_<lp ot at)'
ji=7=—i(p Vo —yVy*),i=1,2,3. (1.16)

Puisque I’équation est du 2¢me ordre en temps et en espace. Il n’est donc pas
nécessaire que p soit positif. Nous avons des probabilités négatives. Mais une
théorie avec des probabilités négatives semble absurde. Cela a vaincu toutes les

tentatives de faire une théorie sensible a une particule [2].
1.3 L’équation de Dirac:

En 1928 Dirac a cherché une équation relativiste covariante de la forme de
I’équation de Schrodinger avec une densité de probabilité définie positive pour

remédier aux problemes de I'’équation de Klein-Gordon qui sont :

1- L'inconvénient d’étre du second ordre en temps (I'équation de
Schrodinger est du premier ordre en temps). L’évolution temporelle
nécessite donc la connaissance non seulement de ¥ (t,) mais également
de sa dérivée (0;9) (—¢,-

2- La densité de probabilité peut devenir négative, I'énergie peut I'étre aussi,
ce qui est inexplicable. Une telle situation n’existe pas avec I’équation de

Schrédinger.

Si nous appliquions cette équation a 'atome d’hydrogene, nous ne retrouverions

pas les mémes niveaux d’énergie en structure fine.
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1.3.1. Formalisme canonique de 'équation de Dirac:

Dans cette section, on déduit I'équation de Dirac et d'autres relations de base de
la théorie de Dirac dans les formulations canonique et covariante de Lorentz. Il
s'avere que les solutions de 1'équation de Dirac exhibent un degré de liberté
intrinséque qui doit étre interprété comme un spin quantique dont le nombre
quantique est S=1/2.

Le point de départ de Dirac est de considérer une généralisation relativiste de

I'équation de Schrodinger pour des particules libres de la forme :

ih a‘gix) — Hy(x). (1.17)

tel que : Hp est 'hamiltonien de Dirac qui s’écrit Hy = (c&.p + fmc?). Dong, a

partir de I’équation (1.3) et I'hamiltonien de Dirac on trouve I'’équation de Dirac :

Y (x)

_ (1.18)
at

(—i@V +pm)yp(x).

i

Les coefficients & et § ne peuvent pas étre simples, sinon I’équation ne serait pas
invariante par rapport a une simple rotation spatiale. Elle peut étre vue comme
une racine carrée de I’équation de Klein-Gordon. Appliquons alors deux fois
I’équation de Dirac, on devrait retrouver I'’équation de Klein-Gordon et respecter

ainsi la relation de dispersion relativiste :

%)
ot2

= (—ia@V +pm)(=ia.V +pm)y(x) = (_ P mz) PO, (1.19)

Ce qui donne les contraintes : les paramétres d@ et  ne peuvent donc pas étre des
nombres, il faut prendre des opérateurs linéaires, qu'on peut donc représenter
par des matrices, qui agissent sur une fonction d’ondes a plusieurs composantes,

avec les propriétés :
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a’=p%=1
Ay + aya, =0. (1.20)
ayf+pPa,=0

Ces contraintes impliquent des relations d’anti-commutation qui ne peuvent pas
étre satisfaites par des nombres simples mais par des matrices quadratiques
hermitiennes. En d’autres termes, une équation linéaire relativiste implique une
fonction d’onde a plusieurs composantes [2].
De la derniere relation de (1.20), il suit des propriétés de ces opérateurs
déduites du systeme d’équations précédentes :
- Pour que 'hamiltonien Hp soit hermétique, les matrices @ et f doivent
également étre hermitiennes (leurs éléments sont des réels).
- Lesvaleurs propres de @ et  sont égales +1.
- Parce que (@)% = % = 1, leurs éléments diagonaux (valeurs propres) ne
peuvent prendre que les valeurs +1.
- Detrace nulle (on rappelle que tr(AB) = tr(BA)).

Car:

B x (@pf +Ba,=0)=papf =—-a,> tr(fapf) = tr(@,)
=—tr(@,) =0 B x (&,&, =1) (1.21)
=p= —&xﬁo?x = tr(,[?) = —tr([?) =0.

Donc leur nombre de lignes et colonnes doit étre un nombre pair. Il n’existe que
trois matrices hermitiennes 2 X2 indépendantes qui satisfont a de telles relations
(les matrices de Pauli). Donc on peut trouver une combinaison de 4 matrices de
dimensions 4x4 qui vérifient les conditions imposées a @ et a . Dirac a proposé

la forme suivante de ces matrices :

&=<0 @),B=(i 0A>. (1.22)

G 0

ou chaque entrée dans les matrices ci-dessus est un bloc 22, et sont les matrices

de Pauli, avec
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=G 9= Y= Pmm(h Q). O

L’équation de continuité :

En raison de I'herméticité de l'opérateur de Hamilton, il est attendu a ce que,
contrairement a 1'équation de Klein-Gordon, I'équation de Dirac permet la
définition d'une densité de probabilité définie positive dans le sens de la
mécanique quantique non relativiste. Pour le montrer, nous procédons comme
suit :

On multiplie (1.18) a gauche par le complexe conjuguée Y1 = (Y)T;i = 1,2,3,4

(1.24)

IC)

= —ipta. v p(x) + Bmp i (x).

Et en multipliant ensuite le complexe conjugué de 'équation de Dirac a droite

par ¥ (tout en tenant compte de (& = @', = 1)), nous obtenons::

ot . 1.25
() = T Y0 + ). (-2

La soustraction des deux dernieres équations (1.24) et (1.25) conduit a une

équation de continuité de la forme :

dp(x)
ot

(1.26)

+V.j(x) =0 tels que p = YT etf = c Yt ay.

La quantité p se présente comme une densité de probabilité définie positive, et j
comme une densité de courant de probabilité.

1.3.2 La covariance de Lorentz pour I'équation de Dirac :

Une théorie relativiste appropriée doit étre covariante de Lorentz, c'est-a-dire
que sa forme doit étre invariante sous une transition d'un systeme inertiel a un
autre. Deux observateurs, 4 et B dans des systéemes inertiels différents décrivent
le méme événement physique avec leurs coordonnées spatio-temporelles

particuliéres et différentes. Soient les coordonnées de l'événement x* pour

10
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I'observateur 4 et x'* pour l'observateur B Les deux coordonnées sont

connectées au moyen de la transformation de Lorentz [3] :

3 (1.27)
(x" = Z a’,x* = a’,x# = (a.x)".
u=0
Dans la discussion de la théorie de covariance, il faut exprimer 1'équation de

Dirac dans une notation a quatre dimensions qui conserve la symétrie entre la

composante temporelle x° = ct et les composantes spatiales x! = Vi= V.

En multipliant 'équation (1.18) par 8, nous obtenons :

ip P9 L ipa T ) — Brmup(o) = 0.
ot (1.28)
tels que :
B?=1,p=y" et pa=y"
Donc:
] -
i(y° ﬁ(tx) +y V() — myp(x) = 0.
(iy#9, —m)yY(x) = 0. (1.29)

1.3.3 Propriétés des matrices y et formes bilinéaires covariantes :

On présente quelques propriétés formelles des matrices y et leurs utilisations

pour la construction de formes bilinéaires covariantes.

Systéme de base compléte :

Les quatre matrices y* sont linéairement indépendantes, mais elles ne forment
pas une base complete pour lI'espace a 16 dimensions des matrices 4x4. Mais par
de simples multiplications matricielles de y*, il est possible de trouver 16
éléments de base linéairement indépendants de cet espace. Ils sont répertoriés

dans le tableau suivant:

11
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Notation Nombre Forme explicite, Forme explicite,
(™% = +1 (rmy? = —1
ré:1 1 1
)y 4 y° yLy?y?
M. YEyYY  u<v 6 yoyl’yoyz’yo]ﬁ }/1}/2,}/1}/3,)/2)/3
r@:yky® 4 %y iRy iy oy ly? iyty?y?
r®.y5 1 iyOyty?y?

Tab. I.1. Les éléments de base de I'espace des matrices 4x4 [4].

Comme pour les matrices y elles-mémes, le carré des matrices résumées par les
cing types '™ est égal 2 +1 ou a —1. Les indices supérieurs représentent : ()
pour un scalaire, (1) pour un vecteur, (7°) pour un tenseur, () pour un pseudo-
scalaire, et (A) pour un pseudo-vecteur ou un vecteur axial. Cela indique qu'’ils se
transforment respectivement comme les matrices correspondantes sous des
transformations de Lorentz en combinaison de @ et 1 . La matrice identité est la
seule qui commute avec toutes les autres. Chacune des autres matrices commute
avec exactement 8 des 16 matrices et anti-commute avec les 8 autres. Il est clair
que chaque produit de plus de quatre matrices y contient nécessairement des
matrices avec le méme indice de sorte qu'un tel produit peut étre relié a I'un des
16 éléments a l'aide de la relation d’anti-commutation.

Maintenant, par l'argumentation suivante, nous pouvons montrer que les
matrices ci-dessus composent effectivement une base complete de I'espace des
matrices 4 X 4 :

- Pour chaque matrice I'™ # I'®) i] existe une matrice I'™ telle que :

rorm — _pmr
Cela implique une trace nulle pour '™,

i|r(in)| = tr|F(”)(F(m))2| = _tr|[‘(m)[‘(n)([*(m))2| = —trlF(n) (r‘(m))2| =0, (1.30)

Dans I'équation (1.30), la permutation cyclique de la trace a été utilisée.
- Pour chaque T@etI'® = '@ j] existe I™ = I'®) tel que:
r@r®) — ).
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Maintenant, nous supposons qu'ils existent a,, des nombres avec:
Y, a, T™ =0, (1.31)

En multipliant cette relation par I'™ et en prenant par la suite la trace on trouve
Yo @ tr|TEVTM| = 0. (1.32)

Dans le cas ot '™ = ') et tenant compte des équations (1.30) et (1.31) on
trouve que a, = 0.

D'autre part, si T =T on trouve ag = 0. Par conséquent, tous les
coefficients dans (1.31) sont nuls. Ce qui prouve que les '™ sont linéairement

indépendants [5].

Matrices inverses :

Comme pour les quadrivecteurs (plus généralement pour les tenseurs de

Lorentz) on peut définir la matrice y, correspondante a y# en abaissant I'indice
via:

Yu = guvyv- (133)

Et nous avons:

Y*Vu = V* 0¥’ = V"9 = 9" 9 = 1. (1.34)

Cela signifie que y,, est la matrice inverse de y* . Donc on obtient généralement la

matrice inverse de '™ en inversant I'ordre de ses matrices y#, en les remplacant

par y, et en ajoutant un signe a chaque facteur %
Suivant cette procédure, par exemple, la matrice inverse de (i y'y?y3) devient

(—ivsyzv1) [4]-

1.3.4 Solutions de I'équation de Dirac pour des particules libres :

La recherche des solutions de I’équation de Dirac pour des particules libres n’est
pas aussi évidente que pour le cas de I'’équation de Klein-Gordon. Il existe

plusieurs méthodes pour trouver les solutions pour des particules libres, la plus
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répandue est certainement celle faisant le calcul dans le référentiel dans lequel la

particule est au repos. Nous pouvons écrire les quatre solutions sous la forme:

imc? 1 imc? 0 (135)
wlze_(h)t 8 ,lpz—e_(h) é
0 0
imc? 0 imc? 0 (136)
¢3:e+(h)t2,¢4—e(h) 8
0 1

Les solutions en ondes planes :

Nous avons vu que la théorie de Dirac satisfait aux exigences de la covariance de
Lorentz et que les solutions avec des énergies positives ont une correspondance

sensible avec le cas non relativiste [3]. L’hamiltonien de Dirac prend la forme :

H = cd.p +Bmc?. (1.37)

Pour de nombreuses applications, il est utile de scinder le spineur a quatre

composantes en deux spineurs a deux composantes yet @:

21 (1.38)
_ Y2 ) _ (o . _(1/)1) _(1/’3)
V= Y3 _(X) o= Y = Yy
Vs
L’utilisation de la forme explicite des matrices et a I'aide de ’équation (1.9), on
obtient :
O\ _ (0 B\ (P (1 0\ (¢ 1.39
E ()() =¢ (a 0)'p ()() +moc (0 —11) (x) (139
ou bien
Ep = c6.D x + myco. (1.40)
Ex = c6.pp —myc?y. (1.41)
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Pour trouver les équations relatives aux ondes planes (¢, et y,), il suffit de

remplacer dans I'équation (1.41) les opérateurs p par leurs valeurs propres p:

(E—myc®) 1@y —cb.8x =0,
(E—myc®) 1 xyg—c 6.8 @y =0. (1.42)

L’équation (1.42) est un systeme d'équations linéaires homogeénes pour les
inconnues ¢, et x, . Des solutions non triviales n’existent que dans le cas ou le

déterminant des coefficients est nul :

(E — myc?)1 —c6.p R R (1.43)
R =E2 — myc*—c%(6.9)(6.p) = 0.
—cé6.p (E + myc?)1 Mo (6.9)(3.p)
En utilisant la relation :
(6.4)(6.B) = A.B1+i5.(A x B). (1.44)

On obtient la relation énergie-impulsion relativiste pour des particules libres :

{E(” =+c /pz +mgc? =+ cpy
kE(‘) =—c /pz +mgc? = —cpy

11 suffit d’introduire les expressions de E(et de E(“)dans I'’équation (1.41) pour

E? —myc? — c?p? >

(1.45)

trouver les solutions (non normalisées) :

4. 9@ (x) 20 iepo-p)/h 02 ()
EV: X) = e~ 0~ ~ “ ().
v 6.9x?/(po +mgc) L2
6. 5B |
EC):ypO(x) = < g.-PX )((/3'(‘50 + m0c)> e i(cpo+pX) /1 1,[}%‘4)(95). (1.46)

ou y(et yG4 représentent, respectivement, deux spineurs linéairement

indépendants [4].
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Chapitre 2 : Les systemes a masse dépendant de la position

2.1L'hamiltonien généralisé

Beaucoup de recherches ont abordé le sujet de I’hamiltonien généralisé a des
systémes a masse effective dépendant de la position. Ces recherches ont des
conséquences directes dans différents domaines de la physique (les semi-

conducteurs, la matiere condensée, nucléaire ...).

Pour un systéme a masse dépendant de la position, se pose le probleme du choix de
I'ordre correct des opérateurs masse et impulsion dans l'opérateur énergie
cinétique de I'hamiltonien effectif. Cette question est directement liée aux

conditions de continuité de la fonction d’onde a travers une jonction abrupte.

von Roos [7] a été le premier a suggérer I’hamiltonien effectif général suivant :

H = —Z[m“(z) VmB(2) Vm?(z) + m¥(z) VmP(2) Vv m“(z)]. (2.1)

Ou @, B, ysont des parametres, vérifiant @+ f+ y = -1, souvent appelés parametres

d'ambiguité.

Différentes formes de I’hamiltonien sont employées selon les choix de 1'ensemble
des parametres d’ambiguité. Ainsi Gora et Williams [20] ont choisi a = —1, =
y =0 , Ben Daniel et Duke [6] avait opté pour a=y =0, f=-1, Zhu et
Kroemer [21] pour a= y=-1/2, =0, Li et Kuhn [11] pour a= 0, f=y=-1/2, et
enfin tres récemment Mustafa et Mazharimousavi [18] ont proposé, a=y=-1/4,

=-1/2.

Le probleme est de savoir si on peut arriver a choisir une valeur unique des
parametres a et S, afin de bien identifier et de classer sans ambiguité les systémes a
masses spatialement dépendantes. Ces parametres sont-ils universels ? Dépendent-
ils de la nature du matériau étudié ? De la forme de la masse et du potentiel ? De
leurs variations continues ou discontinues ? Peuvent-ils étre expérimentalement
identifiés? Ou a travers les principes de base de la mécanique quantique? Beaucoup

d'études se sont penchées sur ce probleme du choix parametres a et £.
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Chapitre 2 : Les systemes a masse dépendant de la position

Dans ce chapitre, nous allons collecter et résumer les principaux articles qui
étudient les systemes quantiques a masses dépendant de la position. Il est
remarquable qu’a l'exception des articles que I'on résumera dans ce qui suit et
d’autres cités en référence, aucun ouvrage propre a ce domaine n'a été écrit jusqu’a
présent. Pour toutes ces raisons, nous avons relevé le défi pour offrir un cadre ou
un repere dans lequel nous avons mis en ordre les auteurs et les articles les plus
pertinents auxquels une personne intéressée par ce domaine ne peut ni les ignorer
ni les omettre comme références.

Nous avons opté pour une revue chronologique des apports les plus importants
pour la compréhension des propriétés liées a des systémes a masses dépendant de

la position.

2.1.1. Revue historique :

¢ D.].Ben Daniel et C. B. Duke (1966)

Dans cet article [6], le modele de Bethe-Sommerfeld pour l'effet tunnel d'un
électron est pris comme cadre pour I'étude de la pénétration a travers une barriéere.
En particulier ils ont étudié le cas ou la courbure (la masse de I'électron) et le
centre de surface des surfaces d’énergie constante d'un électron varient a travers la
jonction. En conclusion, ces auteurs préconisent la forme adéquate suivante de
I’hamiltonien [6]

Hgpp = P[m(x)]~* P/2. (2.2)

e 0.vonRoos (1982)

Le mouvement des porteurs libres (des électrons et des trous) dans les semi-
conducteurs de composition chimique non uniforme est parfois décrit au moyen d'un
hamiltonien possédant une masse efficace dépendant de la position. Dans des travaux
précédents il a été prouvé que le fait que les masses dépendent de la position mene a
des contradictions et ce a cause du théoreme de Bargmann, qui postule qu'une
superposition logique des états des différentes masses (paquets d’ondes) est interdite.

von Roos[7] propose une extension du théoreme de Bargmann mais qui méne a un
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hamiltonien avec masses dépendant de la position ne vérifiant plus l'invariance
galiléenne. Il montre aussi que la dérivation usuelle de I'’hamiltonien avec masse efficace
dépendant de la position est nullement unique. Il existe en général, beaucoup
d’hamiltoniens inégaux issus de la méme approximation, tous dérivés de beaucoup
de formes d’hamiltoniens de base. Ettant que le concept d'une masse dépendante de
la position est maintenu ni I'unicité ni l'invariance galiléenne des hamiltoniens ne
sont assurées. Il semble pour l'auteur approprié d'abandonner le concept d'une
masse dépendante de la position. Dans ses travaux antérieurs, il a montré comment
le faire avec succes. L'importance d'une compréhension théorique des phénomeénes
de transport dans les semi-conducteurs avec une composition chimique variable et
dépendante de la position pour des dispositifs technologiques modernes n'a plus besoin
d'étre soulignée. Le théoréeme de Wannier-Slater valide pour les semi-conducteurs
homogeénes avec une composition chimique uniforme peut s’avérer étre un point de
départ normal pour une extension et une généralisation aux matériaux non uniformes,
il suppose une masse scalaire dépendante de la position m(r) et propose la forme

suivante de 1'opérateur énergie cinétique :

T = —Z [m®(2) VP (2) VmY (2) + m"(2) VmP(2) Vim®(2)]. (2.3)
et a+pf+y=-1

Ainsi I'opérateur de T. Gora et F. Williams est obtenu pour a=-1 et f=y =0,
alors que celui de Q.-G. Zhu et H. Kroemer pour @ = y =-1/2 etf=0. Pour le

cas a = y=0 etf= -1lon abouti a un troisiéme opérateur tres usité [9].

e ]. Thomsen, G.T. Einevoll, et P.C. Hemmer (1988)

Ces auteurs [10] ont étudié le probleme de l'ordre des opérateurs dans
I'hamiltonien a masse effective avec des opérateurs d'énergie cinétique de la forme :

1 (2.4)

—( "pmﬁpm7+m7pmﬂpm“).
4

tel que a+pf+y=-1.
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Grace a un modele exact, ils ont montré d'abord que les divergences n’ont pas lieu

que danslecas:a =yet a =y =0,8=-1.Ils concluent que c’est le seul ensemble

universel des parametres qui donne des résultats uniques.

Dans une autre contribution, ils ont étudié pour des hétérostructures avec
interfaces abruptes, le probleme de l'ordre des opérateurs dans I'hamiltonien a
masse effective avec un opérateur d'énergie cinétique, de la forme :

1 (2.5)

—( “pmﬂpm’v+m’pm”pm”)avec2a+ﬁ:—1.
4

En utilisant des calculs exacts sur le modele des super-réseaux, puits quantiques, et
potentiels localisés, ils ont montré que la théorie de la masse effective est applicable
lorsque a= 0 et f= - 1. Dans tous les cas, la théorie de la masse effective a le statut

d'un traitement asymptotiquement exact, sauf pour les réseaux tendus [8].
e TsungL.Liand Kelin ]. Kuhn (1992)

Ces chercheurs [11] suggerent un arrangement simple de permutation pour
construire I’hamiltonien hermitique utilisé dans 1'équation de la masse effective et
qui présente un profil doux qui reflete mieux la réalité que les modeles a
hétérojonctions abruptes. L'arrangement de permutation produit les hamiltoniens
de Ben Daniel et Duke, et de Zhu et Kroemer. L'hétérojonction est modelée par une
fonction erreur, Tsung L. Li et Kelin ]J. Kuhn ont trouvé que le meilleur choix de
I’hamiltonien effectif prend la forme [8] :

Ho = o m O] om0l +[moo pmeo] prasy  26)

e ].-M. Lévy-Leblond (1995)

J.-M.Lévy-Leblond [12], a appliqué la notion d'invariance galiléenne instantanée
pour montrer que l'idée de la masse effective dépendant de la position est
consistante et utile. De plus, cela conduit aux conditions de continuité de la
fonction d'onde Yetde (1/m) ¥ Ces résultats sont également proposés dans le cas

d’hétérojonctions abruptes dans I'approximation de la fonction enveloppe. Dans un
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autre article antérieur, il a traité les problemes les plus simples, a savoir ceux d'une
marche, d'une barriére et d'un réseau en potentiel et en masse. En utilisant des
conditions de continuité modifiées, il a mis l'accent sur les caractéristiques

nouvelles de ces modeles quantiques élémentaires a potentiels constants par

morceaus, généralisés au cas d'une masse dépendant de la position [8].
e L .Dekar etL .Chetouani et T.F.Hammann (1995)

Dans cet article sous le titre :"Fonctions de Green, via le formalisme des intégrales
de parcours pour des systemes a potentiels et a masses constants par morceaux ".

L. Dekar, L. Chetouani, et T. F. Hammann[14] ont étudié des systemes a potentiels et
a masses constants par morceaux. IIs ont utilisé le formalisme des intégrales de
parcours pour relier, la fonction de Green de systemes a potentiels et a masses
constants par morceaux a celle a masse constante. L’application de ce résultat aux
cas d’'une marche abrupte et d'une barriere rectangulaire en potentiel et en masse,
leurs a permis d’une part, d’extraire de la discontinuité de la fonction de Green, la

fonction d’onde, et d’autre part les conditions de continuité a travers la jonction.
e L.Dekar et L. Chetouani et T. F. Hammann (1998)

Dans un autre article [15] sous le titre : "Solution exacte de l'équation de
Schrédinger déduite de L’hamiltonien effectif pour une marche douce en potentiel
et en masse", ils ont abordé un systéme a potentiel et a masse continiment
variables a savoir une marche douce en potentiel et en masse. Ils ont réussi a

résoudre exactement, pour ce dernier cas, ’équation de Schrodinger, découlant de
: : : 11 . , Y
I’hamiltonien effectif H = Spb—pt V. La fonction d’onde trouvée dépend des

fonctions de Heun, qui sont une généralisation des fonctions hypergéométrique de
Gauss. IIs ont montré que le comportement, en fonction de I’énergie, du coefficient
de transmission est pratiquement similaire a celui du cas d’'une marche abrupte en
potentiel et en masse. En particulier, le coefficient de transmission tend, quand
I'énergie tend vers l'infini, vers la méme limite que dans le cas d’'une masse en

marche abrupte. La valeur de I'énergie, pour laquelle le coefficient de transmission
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atteint I'unité, est aussi la méme dans les cas d’'une masse en marche douce et/ou

abrupte.
e M. Sassoli de Bianchi et M. Di Ventra (1998)

Dans leur article [13] sous le titre "Une remarque sur la limite de haute énergie du
probleme de la diffusion avec la masse dépendant de la position"”, ces deux auteurs
sont arrivés a la conclusion que le coefficient de transmission du probléme de
diffusion définie par I’équation Schrodinger :

[1d 1 d 1 (2.7)

- —+E -V k,x)=0.
{de m(x)der (X)Jl//( *)

tend vers l'unité quand I'énergie augmente indéfiniment, a la seule condition que la
masse entrée dans l'équation de Schrodinger soit une fonction continue. Méme si le
dernier cas représente la situation courante dans les réalisations pratiques des
dispositifs, les progres de la croissance des hétérostructures et les techniques de jet
moléculaire permettent actuellement, de réaliser des interfaces abruptes a

différents matériaux [8].

e L. DekKar, L. Chetouani et T.F. Hammann (1999)

Dans un troisiéme article [16] titré : "Fonctions propres de I'hamiltonien généralisé
pour une marche douce en potentiel et en masse". L. Dekar, L. Chetouani et T. F.
Hammann ont résolu, exactement, 1’équation de Schrédinger déduite de
I’hamiltonien effectif généralisé

1
H= Z[m“p mPpmY + mYp mPpm®| + Vaveca+B+y=-1. (2.8)

pour un systeme a potentiel et a masse continiment variables, a savoir une marche
douce en potentiel et en masse. La fonction d’onde trouvée étant valable quelques
soient les valeurs des parametres « et S, elle pourra étre utilisée pour I'étude des
roles joués par les différents hamiltoniens possibles dans le probléme de la masse

effective. En étudiant le cas limite ou la marche douce en potentiel et en masse tend
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vers une marche abrupte en potentiel et en masse, ils ont montré que les

parametres devaient prendre les valeurs ¢ = y= 0, f = -1, ce qui suggere que la

forme appropriée de I'hamiltonien pour le cas d'une interface abrupte soit

H = % p i p + V. Cet hamiltonien implique que les conditions de continuité de la

fonction d’onde a travers une interface abrupte doivent étre la continuité de w(x) et

de (1/m) y (x).

e A.de Souza Dutra et C. A. S. Almeida (2000)

Dans l'article [17] dénommé "Solvabilité exacte des potentiels avec masse effective
dépendant de la position ", Dutra et Almeida ont effectué un essai de fiabilité sur
I'ordre des parametres disponibles dans la littérature. Ils ont employé un modéle

exactement solvable (potentiel de Morse) et ont conclu que les ordres proposés par

Gora et de Willlams(a=g=y=0,a=-1) et Ben Daniel et Duke

(a=a=y=0,8=-1) devraient étre rejetés pour le fait qu’ils menent a des
énergies complexes et donc non physiques. Cependant, ils ont classifié 'ordre de

Zhu et de Kroemer (a=0,a=y=-1/2,5=0),et celui de Li et de Kuhn

(a=a=0,8=y=-1/2) comme étant corrects. En conséquence, ils suggerent que

les conditions de continuité aux frontieres de 1'hétérojonction obtenue par Zhu et

Kroemer sont les plus fiables [8].
e V. A. Smagley, M. Mojahedi, M. Osinski, (2002).

L’hamiltonien pour une masse effective dépendant de la position est écrit sous la
forme [19]:

h? 2.9
T=—(7>m“VmBVm“+V,oﬁ2a+ﬁ =—1. (2.9)

est appliqué au probléme d’hétérostructures périodiques avec des interfaces
abruptes et une distribution de masse discontinue.
Afin de déterminer l'opérateur le plus approprié, les résultats numériques de

I'énergie de la transition des inter-bandes et d'inter-sous-bandes sont comparés aux
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données expérimentales pour différents super-réseaux GaAs/AlkGa;.xAs et puits
quantiques. L'ordre en relation avec le décalage d'énergie comme une fonction des
parameétres structuraux (épaisseur du puits, épaisseur et hauteur de la barriéere) y a
été étudiée. Il a été constaté que la variation de l'opérateur d'énergie cinétique
peut causer un exceés de décalage d'énergie de transition de 'ordre de 40 MeV. Le
modele avec a = 0 et f = -1 donne le meilleur accord avec les résultats

expérimentaux.

e 0. Mustafa et S. H. Mazharimousavi (2007)

Ces auteurs [18] ont utilisé 1a notion d’opérateur pseudo - moment pour aboutir a la

conclusion que le “bon ordre fiable” est le choix (= -1/2,a =y =-1/4) [8].

2.2 Nouvelles propriétés des systémes a masse dépendant de la position :

Afin d’illustrer les nouvelles propriétés des systemes a masse dépendant de la
position, on se propose d’étudier les problémes de la diffusion d’'une particule de
masse variable par un potentiel sous forme de marche et d'une barriére
rectangulaire.

Le coefficient de transmission mesure l'importance relative du phénomeéne de
transmission. En général c’est une fonction croissante de I’énergie qui tend vers
I'unité lorsque I’énergie tend vers I'infini. On peut dire qu’a cette limite, on retrouve
le résultat de la mécanique classique qui prévoit une transmission complete dans le
cas ou I'énergie de la particule incidente est supérieure a la hauteur de la barriere
de potentiel.

On remarque que le coefficient de transmission est une fonction symétrique des

vecteurs d'onde k etk,des deux cotés de la barriére. Une onde de méme énergie

mais se propageant en sens opposé (de la droite vers la gauche) a donc le méme
coefficient de transmission : il est aussi indépendant du sens de parcours.

Tous ces résultats ne peuvent surprendre lorsqu’on réalise la grande ressemblance
avec les phénomeénes de propagation d'une onde lumineuse. Le probléme traité ici
est analogue a celui de la propagation d’un signal lumineux a travers deux milieux

d’indices de réfraction différents.
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2.2.1 Marche en potentiel et en masse :

La marche de potentiel permet de décrire divers systemes physiques en premiere
approximation: la surface d’'un métal par exemple. Dans le métal, on peut
considérer, en premiére approximation, que les électrons de conduction sont mis en
commun et constituent un gaz d’électrons susceptibles de se déplacer librement.
Les électrons restent piégés dans le métal car ils ne possédent pas une énergie
cinétique suffisante pour s’en échapper. La région I de la figure 2.1 représente alors

le métal tandis que la région Il représente I'extérieur du métal.

ma

Reégionl: x =10

ml Région11: x > 0

Figure 2.1 : Illustration de la marche en potentiel et en masse.
Région I intérieur du métal, région Il 'extérieur du métal.
x= 0 = interface

En résolvant I'équation de Schrodinger généralisée et en optant pour les conditions

'

de continuité : (v =continue et W—:continue; choix de Lévy — Leblond ) [12]-
m

On obtient (k; = /2myE, v; = k;/m,) pour le coefficient de transmission :

o _Anve (210)
vy + v2)
Et pour le coefficient de réflexion :
= (vamv2)? (2.11)
= (v1+v2) )

Les coefficients de réflexion et de transmission vérifient larelation R + T = 1,
d’apres le principe de conservation de densité du courant de probabilité .
Le coefficient de transmission ne tend pas vers I’'unité quand I’énergie tend vers

I'infini, mais tend vers la valeur limite :
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B 4/m;m, (2.12)
C (Vmy + ymy)?

Quand m, > m, le coefficient de transmission est égal a I’'unité pour la valeur

T,

spécifique de I'énergie

4y v m 2.13
at:lim%zlzgz—lv ( )
Eo= (v +v,) m,—-m

10

LR

LK 3 3

LK Fy

Figure 2.2 : Variation du coefficient de transmission a travers une marche de

potentiel en fonction de I'énergie [3].

Pour m,/m; = 1:
Lorsque I'énergie augmente, le coefficient de transmission tend asymptotiquement
vers l'unité. Ce comportement est physiquement plausible, et est cohérent avec le

principe de conservation de la densité du courant de probabilité.
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Pourm,/m; =1/6:

A partir de I'énergie s -v , le coefficient de transmission augmente tres vite jusqu’a
atteindre 1'unité pour une énergie - = 6Vy/5. Puis il diminue doucement jusqu'a
44 /m . ﬂ/m 5
(,/m Lt A/m, )

la valeur asymptotique T, = — qui est inférieure a l'unité.

Pourm,/m; = 6:
Le coefficient de transmission augmente plus lentement que dans les cas
précédents, jusqu’a atteindre la valeur asymptotique 7;.

2.2.2 Barriére rectangulaire en potentiel et en masse

On va considérer maintenant le probleme de la transmission d'une particule a

travers une barriere de potentiel rectangulaire et en masse :

Finy
(1) ez (ID (1ID)
Voo i m 4
m
------------------- (ID)  prmememimimeees
X
1)

Figure 2.3 : [llustration de la barriére en potentiel et en masse.
Région I et IIl semiconducteur 4, région Il semiconducteur
B. X= 0 = interface.

En résolvant I’équation de Schréodinger généralisée et en optant pour les conditions de

continuité ‘(y =continue et W—:continue; choix de Lévy — Leblond )[12]- On obtient
m

(ky = /2mEvy = ky/my, k, = 2m(E —Vy)v, = k;/m;,) pour le coefficient de

transmission :

T = 1 (2.14)
(V1 Vz) 2
14+—-—= PYERY sin (kzl)
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Et le coefficient de réflexion de la barriere :

R - (vZ —v2)2sin? (k1) (2.15)
B (sz - Vlz)z sin?(kyl) + 4(v,v1)?

Le coefficient de transmission ne tend pas lui aussi vers 'unité quand I'énergie tend

4m.m

vers l'infini mais oscille indéfiniment entre l'unité etla valeur 1, = ————.

(ml+m2)

£
2 4 6 € w w

Figure 2.4: Variation du coefficient de transmission a travers une barriere de

-1/2
potentiel et en masse en fonction de I'énergie ;1 =z (my )~ [8].

Pourm,/m; = 1:
Pour + <v ,, on observe un effet tunnel. Pour « >4, le coefficient de transmission

subit des oscillations "amorties" trés rapides. Pratiquement la transmission est

compléte déja a partir de la valeur - =31%.
Pourm,/m; =1/6:

Quand = <V, on observe un effet tunnel. Pour « >, le coefficient de transmission

oscille lentement entre la valeur minimale et 'unité. Plus I'énergie augmente et plus
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les minima du coefficient de transmission augmentent. On retrouve bien l'analogie

avec la transmission optique d'un interférometre de Fabry - Pérot.

Pourm,/m; = 6:
Le coefficient de transmission oscille lentement entre la valeur minimale

4m. m

T, = ———" et 'unité. Plus I'énergie augmente et plus les minima du coefficient

(m1+m2)
de transmission diminuent. De nouveau cela illustre bien l'analogie avec la

transmission optique d'un interférometre de Fabry - Pérot.
On remarque que l'effet tunnel a lieu pour des énergies faibles inférieures a In

d’abord pour le cas m,/m, = 1/6 puis pour le cas m,/m, = 1, et enfin pour le cas

mz/ml = 6.
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Chapitre 3 : Résolution de I’équation de Dirac pour des
systemes a masses dépendant de la position

3.1 Introduction

Nous étudions 1'équation de Dirac unidimensionnelle dans le cadre d'une masse
dépendant de la position sous l'action d'un potentiel en pointe et d’'un potentiel
de Woods-Saxon. Pour le premier potentiel, on étudie '’équation de Dirac pour
une masse dépendant de la position et on écrit les solutions en terme de
fonctions de Whittaker. On trouve ainsi les coefficients de réflexion et de
transmission en utilisant les conditions de raccordement sur les fonctions
d’onde. Pour le second potentiel, a savoir, celui de de Woods-Saxon, les solutions
pour l'équation de Dirac sont, elles, obtenues en terme d'une fonction
hypergéométrique, et elle est continue. Toujours pour le second potentiel, nous
étudions en particulier le probleme de diffusion et nous dérivons les expressions
exactes des coefficients de réflexion et de transmission qui sont comparés a ceux

du cas d’une masse constante.

3.2 Equation de Dirac avec masse dépendante de la position :

L'équation de Dirac relativiste a particules libres s'écrit [24] :

liy#9, — m (X)|y(x) = 0. (3.1)
Ou nous supposons que la masse de la particule de Dirac ne dépend que d'une
coordonnée spatiale x. Sous l'effet d'un potentiel externe V(x) = edy(x) (qui est
un potentiel électromagnétique) et en prenant les matrices gamma y, et y,
comme les matrices de Pauli id,et §,, respectivement, I'équation de Dirac a une
dimension, pour un état stationnaire (x,t) = e £t (x), devient :

d . .
{((1) é)a —[E-V(x)] (é _01) +m(x) ((1) (1))} (Zzgg) =0. 3.2)
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ou nous avons introduit ¢, (x) et ¢, (x) qui sont décomposées en composantes
supérieure et inférieure de la fonction d'onde a deux composantes Y(x) .

L’équation (3.2) se transforme en deux équations différentielles couplées :

d
(p;(x) = —[E = V() + m(x)]p,(x). (3.3)
X
d
220 _ (£ v + mloy . G4

Afin de simplifier les solutions des équations ci-dessus, nous utilisons deux

composantes auxiliaires ¢ (x) et y(x) en termes de ¢, (x) et ¢,(x) comme :

P(x) = 1 (x) + i, (x). (3.5)
x(x) = @1(x) — i, (x). (3.6)
qui menent a:
d
P — i - VG0l — imGO GOl G2
d
W) — ilE - VCOLeG) + im(p ol G9

En éliminant y(x) de 1'équation (3.7) et l'insertion dans I'équation (3.8) et en
suivant une procédure similaire pour ¢(x), nous obtenons deux équations

différentielles découplées du second ordre pour @(x) et y(x), respectivement :

dp() ' dg(x) s V) AN
iz m dx + {lE —V@)I*F—m*(x)+i i +i|E — V(x)l;} o) =0. (3.9)
et
d?x(x) m'dy(x) . dV(x) m _
I a— +{|E—V(x)| —m?(x)—i Ix —LIE—V(x)IE} x(x)=0. (3.10)
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3.3 Cas d'un potentiel en pointe :

On considere que le potentiel en pointe posséde la forme :

V(x) =V [6(-x)ea + 6(x)ea | (A1)
Le parametre V,, représente la hauteur de la barriere ou la profondeur du puits

en fonction de son signe. @ un parametre réel et positif, et 6(x) est la fonction

marche de Heaviside.

20

_1

Vit

-2 o

wifm)
Figure 3.1 : Aspect du potentiel en pointe pour
différentes valeurs du parametre a [22].

Nous supposons que la distribution de masse des particules de Dirac ne dépend

que de la coordonnée spatiale et obéit a une forme de masse en pointe :

m(x) =my+my [‘9(—95)9g + 9(36)6_7:]- (3.12)

Ici, le parametre m correspondra a la masse au repos de la particule de Dirac et

m, est un petit paramétre, réel, positif. A cet égard, la forme de la distribution de
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masse nous permet d'obtenir des résultats analytiques pour les coefficients de
réflexion et de transmission ainsi que les solutions des états liés de la
problématique. D'ailleurs, de 1'équation (3.9), il est facile de voir que le rapport
de la dérivée de la masse a la masse est proportionnel au parametre de masse
m;. Dongc, afin de simplifier les solutions, nous nous débarrassons des termes qui
contiennent la dérivée de la masse dans les équations. (3.9) et (3.10) pour le cas

my; — 0. Dong, les équations. (3.9) et (3.10) deviennent:

2

ddi(zx) + {'E V@2 —m?(x) + id‘;ix)} o () = 0. (3.13)
2

: d)a(c(zx) + {lE —V(@)I?=m?(x) — i dV(x)} ¥ () = 0. (3.14)

3.3.1 Les solutions pour les états de diffusion :

Afin de trouver la diffusion d'une particule de Dirac sous le potentiel en pointe en
présence d'une masse effective, il faut connaitre la solution des deux équations
différentielles découplées du second ordre (3.9) et (3.10) dans la région positive
(x > 0) et dans la région négative (x < 0). D'autre part, on voit distinctement a
partir des équations (3.7) et (3.8) qu'il suffira de résoudre 1'une des équations
(3.12) ou (3.13) pour obtenir les solutions décrivant les états de diffusion. On va

voir les résultats ci-dessous :

A. Solutions dans la région négative : x < 0

En insérant la forme de distribution de masse (3.12) et le potentiel en pointe
(3.11) dans l'équation. (3.13) et en changeant la variable y = e*/%, nous

obtenons:

()  1do(y) afiVo — 2a(EVy + memy)} | a?(E* —mj _
dyz +;W + aZ(VOZ — m%) + y + yz ®(y) =0. (315)

En posant: @(y) = y~/2f(y) et en la substituant dans 1'équation ci-dessus, on

obtient une équation différentielle de Whittaker de la forme [22] :
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1_ K12
% + (G-%) ~ ) f(z) =o. (3.16)

f"(z) + —%+

ou nous avons utilisé la paramétrisation suivante :

z=2a |mi -V =Py,

(
I
{ w = (i-2aE)Vy+2amomy .
t

L = (3.17)
KlL == aﬂmg - EZ
Par conséquent, I'équation (3.15) admet une solution générale de la forme :
®L(y) = Ay * My Ky (%) + Ay P Wy Ky (é) (3.18)

Ou M, (z) et W, x(z) sontdes fonctions de Whittaker définies en termes de

fonctions hypergéométriques confluentes de Kummer Met Upar:

1
Mu,k(Z) = Zk+1/2 o=x/2 g (k —u+ > 1+ 2k; Z)_ (3.19)

W, (z) =z"*1/2 e=*/2 (k —u+ %, 1+ 2k; z). (3.20)

B. Solutions dans la région positive: x > 0

Afin de trouver les solutions de diffusion pour l'autre extrémité x > 0, nous
avons choisi une nouvelle variable y = e */% , Donc, en utilisant, comme dans

-1/2

I’équation (3.15), la transformation @(y) =y g(y) on obtient aussi une

équation différentielle de Whittaker [22] :

1 2
1 ~-—K{},
g”(z) + _Z_}_ﬂ%R_}_(‘l‘t—zl) g(z) =0 (321)
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ou le résultat pour les parametres ¢ u, i et, K;; se révele étre :

t= / Vo2 = ﬂZy

(L 2aE)V0+2am0m1

(
|
{I.UlR = zm (3.22)
\

Ainsi, I'équation (3.21), dans ce cas, possede la solution générale:

_ y
Pr(y) = A3y 1/ZMmRKm ('[?

_ y
) + Ay 1/ Wyir, Kir <_> :
2 B

(3.23)

Jusqu'a présent, nous avons déduit les expressions analytiques de la fonction
d'onde du probleme de diffusion qui dépendent de quatre constantes inconnues

(A1,4,) et (A43,4,) respectivement.

3.3.2 Coefficients de réflexion et de transmission :

Afin d'étudier les coefficients de transmission et de réflexion, il faut étudier le
comportement asymptotique de la fonction d’onde pour x — too . Donc, pour

x>0ona:

®,(x - —o) = AjetKiix + A e~ HKirx, (3.24)

Pour l'autre extrémité x > 0, nous avons

Pp(x — +0) = AzetKirx, (3.25)

On a aussi la densité de courant électrique pour I'’équation de Dirac:

j= §[|cb(x)|2 ()21, (3.26)
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L’onde plane venant de la gauche vers la droite on a A, = 0. Nous devons insérer
les équations (3.24) et (3.25) dans 1'équation. (3.7) ce qui donne respectivement

pour y; (x) et xg(x),

! - . 3.27

10 = S (B = Ky )Are! ™ot o+ (B 4 Ky dge ™oz, (3:27)
E—-K ;

xr(x) = oD Agetare, (3.28)

Le courant dans I'équation (3.26) peut étre ecrit comme j; = jinc + jres  la
limite x — —oo

OU jin estle courant incident et j,..5; estle courant réfléchi.

De méme que pour x — +oo le courant est jp = jins OU jins €St le courant
transmis.

En insérant les équations (3.24), (3.25), (3.27) et (3.28) dans 1'équation (3.26),
nous trouvons les coefficients de réflexion et de transmission [22],

respectivement, comme :

R :jrefl _ (E + Kq;) 14, (3.29)
jinc ] (E - KlL)2|A1|2
— Jtrns — |A4| (3.30)
jinc |Al|2

En utilisant les conditions de continuité suivantes sur les fonctions d'onde et

leurs premieres dérivées en x = 0 pour obtenir des expressions explicites de Ret

T:
O (x=0) = Pp(x=0)
d ¢, (x) _ d ®p(x) ) (3.31)
T x=0 B T x=0
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En utilisant ces derniéres équations avec les équations (3.29) et (3.30), on peut

obtenir :

A4F4_ = A]_F]_ + Aze. (3.32)
A4_H4_ = AlH + A2H2. (333)

Ou F,, F,,F,, H;, H,, H, sont exprimés comme suit:

( 1
1
Fz = W[LlL’ K].L (E) .
1
Fy = Wyar, Kir (_) (3:34)
B2
1
) (1= (1 + 2p4)B1) M1y, Ke (E) + (1 + 2Qpqy, + K11 ))BiMyqy, Ky,
H, =
1 2a B,
1
(1= + 2u1)B)Wya1, Ky, ( ) 2B1Wya + 1, Ky, (B_)
HZ = L .
2aB,
1
; <232WM1R + 1,Kqr (E)> + (ug + DBy — )W, wir Kir (Bz)
\ T 2ap,

Par conséquent, les coefficients de transmission et de réflexion sont

respectivement obtenus comme suit:

_ (E + KlL)|F4-H1 - F1H4_|2 (3.35)
(E - KlL)|F2H4— - F4—H2|2 .

_ |F4H1 - F1H4|2 (3.36)
|FyHy — FyH, |

3.4 Cas d'un potentiel de Woods-Saxon :
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La forme du potentiel de Woods-Saxon (illustré sur la figure 3.2) est donnée par

[23]:
6(—x) N 0(x) (3.37)
e=@(-) +1  eax(x-L) 4 1]

Vix) =W

Ou W est un parametre positif dans le probleme de diffusion (barriere de

potentiel) et négatif dans le probleme d'états liés (puits de potentiel); a et L sont

deux parametres réels et positifs.

V(x)

e == g L ‘“--. x
- 2L -L L 2L

Figure 3.2 : La barriere de potentiel de Woods-Saxon pour L = 10
avec a = 5 (ligne pleine) et « = 0.5 (ligne pointillée)
[24].

3.4.1. Probléme de diffusion de Dirac avec masse effective :

A. Solution dans la région négative (x < 0):

En utilisant la variable y = —e~***L) et ]a transformation
@(y) = y*(1 — y)"*f(y) nous montrerons qu'il est possible d'obtenir une
solution exacte sous la forme d'une fonction hypergéométrique en imposant des

contraintes appropriées a la fonction de masse.

39



Chapitre 3 : Résolution de I’équation de Dirac pour des
systemes a masses dépendant de la position

Avec la transformation ci-dessus et en utilisant 1'équation (3.9), I’équation
(3.10) devient:

& d
Iy(zy) +[1+2p— y(1+2u— 2,1)]—];;3’)

y(1-y)

+ {/1(1 +2u)

SaT=3) [Mz(l —¥)?+ 21+ Dy?

@+ w1 4w = 28w (1 =) - ey )

(3.38)

—+

i

Pyt = E - ) = 0
e Chal fs /=0

1-y ay
Ici et dans ce qui suit, le point indique la dérivation par rapport a la variable
transformée (m = dm/dy).
Afin de conserver la structure de I'équation différentielle hypergéométrique

: ,F; (o, B,7; x) telle qu’elle est écrite sous la forme [25] :

o]

ala+ 1)..(a+n—1)B(B+1)..(B+n—1)x_"

Fi(aB,v;x) = Z x| < 1.
2Fi(@B.y;x) — yy+1..y+n-1) n! [Ixl <1] (3.39)
n=0
Nous imposons la condition suivante a ce terme :
m —
-~y -y)=a+py. (3.40)

Qui a la solution suivante (m, étant une constante d'intégration ):

ly — 1|%*F

m(}’) =m |y|a

(3.41)

Avec ce choix de la fonction de masse I’équation (3.39) devient:
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d? d
y(1-y) C{y(zy)+[1+2”_y(1+2“_2/1)+(6¥+ﬁy)] 1;;}’)
' {/1(1+ ) (3.42)
1 o i
A=y [u (1-y)2+2(1+ Dy

+ % [(E2—m®)(1—y)2+ W2 =2EW(1 —y) —iayW]

+ (@t Bl =) + 27+ (EQ =) ~WI[}f) =0,

Pour que 1'équation. (3.42) conserve la structure de 1'équation différentielle
hypergéométrique comme dans le cas m = const, nous pouvons imposer les

conditions suivantes a la fonction de masse:

yl_i)rzloom(y) =m,, (3.43)
m2(1 —y)? = may?. (3.44)

A partir de ces conditions, on fixe complétement les deux paramétres a @ = 1 et

p = 0de sorte que la fonction de masse (dans larégion y < 0) devient:

oy
my) =mo =7 (3.45)

La condition la plus générale que l'on puisse imposer au terme multipliant
1/[y(1 — y)] pour que 1'équation soit celle de la fonction hypergéométrique est

qu'il soit égal a une constante y. Par conséquent, nous obtenons trois équations :

[
2 —

2 _
2 42— —i—— -2 - (A-w =v. (3.46b)
E? + m3
W2+ A+ 1)+ = -y (3.460)
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A partir de I'équation. (3.46a), il est possible de la résoudre pour x alors que A

est trouvé en sommant. (3.46b) et1'équation. (3.46c¢). On obtient finalement:

2
PO Lt (3.47a)
a?
_ (E-W
"= “( o ) (3:47b)
y=v2—p?2 -2+ 1). (3.47¢)

Ayant défini v =ik/a ou k% =E%?—mj. Notre équation. (3.42) devient

I'équation différentielle de la fonction hypergéométrique :

a2 f () o) =
YA ==+ =+ 2p=2)y]= =~ (=2 -v)(=2+v)f = 0. (34g)

Etla solution générale est (avec les constantes D; etD,) :

fO) =Dy ;F(p—v—-Ap+v-—21) (3.49)
+D, yITHE (1 —p—v—A1—p+v—214;2-21y).

B. Solution dans la région positive (x > 0) :
Etudions l'autre région dans laquelle x > 0, & partir de 1'équation (3.9) et en

utilisant la variable z71 = 1 + e%®*~L) et la transformation

®(z) =z"%(1 —2)"Pg(z)[23], on obtient:
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z(1—2)d?g(z)/dz* + [1 + 20w — 22 — 2p — 2w) — m'/mz(1 —
z)1dg(2)/dz+ 2w —p)— m/mz(1l-2)[-w/z+p/(1—-2)]+ (3.50)
1/zA-2)[ww+1D) A+ 2> +p(A+p)z2—w(d +2)+2zp —
(2z%)p + 1/a?[(E — W2)* + m?(2) — iaWz(1 — z) — ia[(E —

Wz) m' /mz(1 - 2)]1}g(2) = 0.

En suivant la technique similaire a celle exposée dans la précédente sous-section,

nous obtenons la fonction de masse :

m(z) = my(1 — 2). (3.51)

Le résultat final pour les parametres w, p et § (le coefficient introduit exigeant
que le terme multipliant le facteur 1/[z(1 — z)] soit une constante) se révele

étre:

E-W)
P (3.52a)
E? —m}
w=i |2k, (3.52b)
a a
§=2%—p?—v2-2v. (3.52¢)

L'équation différentielle de la fonction g(z) dansl'équation (3.50) devient:

dg(z)
dz

+[1-2w—2z(1-2p —2w)]

(1- 2442 —(-p—w—D(-p-

d

w+ 1) g(z) =0. (3.53)

avec la solution générale (d, et d, étant des constantes):

43



Chapitre 3 : Résolution de I’équation de Dirac pour des
systemes a masses dépendant de la position

g@z)=dF(—p—v—A4—p—v+1;1-2v;2)

+dyz? P (—p+v—2A—p+v+41+2v;2z). (3.54)

Commentons briévement le changement des variables choisies dans la région
négative x € [—,0]:y = —e~*®**L) et dans la région positive x € [0, +oo] :
z'=1+e**"L  Cela implique clairement que 7y € [—o0,—e %] et
y € [(1+ e7%)71,0] (qui se réduisent a y € [—, 0]et z € [1,0] avec I'hypothése
> 1).

On pourrait craindre que le choix dans la région négative ne soit pas approprié
car alors la série hypergéométrique : ,F;(a,b,c;y) ne serait pas convergente
car son rayon de convergence est |y| < 1. Cependant nous voulons souligner que
(dans la région négative) nous n'utilisons la forme explicite de la série
hypergéométrique qu'au voisinage de x - 07(|y| « 1) (dans le probléme de
diffusion) restant bien dans le rayon de convergence (|y| < 1). Lorsque nous
obtenons l'expression asymptotique en x — —oo (y = —o) nous utilisons
'expansion asymptotique de la série hypergéométrique donnée dans I’équation
(3.49). Dans la région positive, le développementen x — 0*(y - 17) et pour
éviter les problemes de convergence, nous utilisons l'identité de continuation
dela fonction hypergéométrique. Nous pouvons dire que notre solution exacte ne
repose pas du tout sur la série hypergéométriquemais plutot sur les propriétés
de I'équation différentielle satisfaite par : ,F; (a, b, c;y). Si on a besoin d’utiliser
la fonction hypergéométrique en dehors du rayon de convergence de la série il
faut utiliser des identités deprolongement analytique adéquates. Nous nous
attendons en tout cas a ce que l'utilisation d'autres transformations comme par

exemple y = e et z = e~ n'altére finalement pas nos conclusions [23].

3.4.2 Coefficients de réflexion et de transmission :

On peut se demander si I'équation de Dirac avec une masse dépendante de la

position a toujours un courant conservé. Il est bien connu qu'une équation de
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continuité pour le courant est liée a la conservation de la probabilité, ou de
I'unitarité. Il est assez simple de montrer que la dépendance de la masse en
fonction de la position n'apporte aucun changement dans la dérivation du
courant conserve.

Ceci est lié au fait que la masse multiplie la fonction d'onde du spineur et en
dérivant le courant conservé ces termes s’annulent simplement comme dans le

cas de la masse constante. La densité de courant de probabilité est donnée par :

J(x) = Py (x) = il (D)2 (x) — 93 (x) 1 (X)]. (3.55)
Qui peut également étre donnée en termes des fonctions auxiliaires @ et y :

1
J@) =5 1217 = Ix (Ol (3.56)

Avec la forme asymptotique de la fonction d'onde, nous pouvons calculer la

densité de couranta gauche (x < 0) J;, eta droite Jp (x > 0):

k(E—k) k(E +k)
]L:]inc_]refl: |H|2—2_|G|2 2 .
my My (3.57)

k(E—-k) 3.58
Jr = Jtrans = |d1|ZT' ( )
0

Et nous pouvons définir les coefficients de transmission et de réflexion:

_Jtrans _ |d, |2 (3.59)

T =——= .
]inc |H|2
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_Jrest _ (E+k)1GI? (3.60)

R = = .
]inc (E_K) |H|2

Ona:

rewrv)
I'(p+v—2A)(u+v+1)
Frwr(-2v)

TT(—v—DT(—v +A)
B r2—-2wWrQv)

FTl—p+v—-ADrd—p+v+21)
B r2-2wWrQv)

FrTM—p—v—-DI@A—p—-v+21)
d, e~ (3.61)

D, = [M(1 — 2p)e?* + 2Ne~4L],
1—-2u
d,ei™
D, = ———[(1 + 2p)Ne2Hal],
1—-2u

[(1+ 2WI(l - 2v)
- FTM+pu—v+ AT +pu—v-—21)
F(+1 - 2WI(1 - 2v)
TT(—p—v-DI(—p—v+A)
G = D;Ae'™ + D,Ce™ ¥,

H = D,Be'™ — D,De~ "+,

Avec la conservation du courant 9, /(x) = 0, il s'ensuit :

_+on 0, (x) = |J(X)|E% = Jg —JL. = 0 et donc J, = J a partir de laquelle on a la
condition d'unitarité R + T = 1. Les coefficients de transmission de réflexion

peuvent alors étre écrits comme suit:

T = 11— 2pf (3.62)
"~ IMB(1 — 2p)e?kal + N[B(2 — 2pw)e(—-2mal — p(2u + 1)e—2nal]|2’

__E+KIAM( = 200€”M + N(2 = 2] = C[N(2u+ De~?e4)|?
T E+k|B[M(1 — 2p)e?al + N[B(2 — 2)e—9] — D[N(2u + 1)e—2kal]|?’

(3.63)
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Figure 3.3 : A gauche, le coefficient de transmission dans le cas d'une masse

constante. A droite: tracé du coefficient de transmission dans le cas d'une masse

dépendant de la position. Parametres: « = 5, L = 10. Les graphiques supérieurs

0.8

0.6

n.4}|

correspondenta W = 1.2 et inférieurs pour W = 4.2 [23].
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Figure 3.4 : Le coefficient de transmission en fonction de la hauteur de la barriere

W. A gauche : dans le cas d'une masse constante. A droite : le cas d’'une masse

dépendant de la position. Parametres: a =5, L = 10, my= 0.4 et E = 2m, [23].
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La figure 3.3 illustre le coefficient de transmission dans les cas d’'une masse
constante (tracé de gauche) et d'une masse dépendante de la position (tracé de
droite) pour deux choix des parametres (a, L) et dans ce qui est appelée
I'intervalle de Kleinm < E<W —m.

On note que dans le cas PDM on observe toujours les résonances de transmission
trouvées pour une masse constante. On observe que, tandis que pour m = m,
lorsque E - W —m, T - 0, dans le cas PDM T — 1. C'est un fait important qu'il
convient de souligner. Sur la figure 3.4, le coefficient de transmission est tracé en
fonction de la hauteur de la barriere W. On note que contrairement au cas de
masse constante ou 7= 0 pour E — m < W < E + m, dans le cas de masse
dépendant de la position, 7 (W) oscille toujours et ne passe pas par zéro dans

l'intervalle E —m < W< E + m.

3.5 Conclusion:

Nous avons traité le probleme de la diffusion pour l'équation de Dirac
unidimensionnelle en présence du potentiel en pointe et du potentiel de Woods-
Saxon dans le formalisme de la masse dépendante de la position.

Nous avons d'abord déduit de I'équation de Dirac des équations différentielles
couplées compliquées régissant les composantes de la fonction d'onde. En
introduisant deux composantes auxiliaires on a été amené a avoir des équations
différentielles plus simples pour les composantes. Ainsi pour le potentiel en
pointe, les fonctions d'onde s’expriment en termes de fonctions
hypergéométriques confluentes de Kummer. Et pour le potentiel de Woods-
Saxon les solutions dépendent de fonctions hypergéométriques.

L’étude du comportement asymptotique des fonctions d’onde nous a permis de
déduire les coefficients de réflexion et de transmission pour ces deux potentiels.
Afin de comparer les nouvelles allures de ces coefficients pour le cas PDM
relativement au cas classique d'une masse constante, nous avons tracé les
courbes des coefficients de transmission 7 et de réflexion R pour le potentiel de
Woods-Saxon en fonction de I'énergie £ de la particule d'une part, et en fonction

de la hauteur de la barriere W, d’autre part.
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Quand 7 varie en fonction de I'énergie, on a noté que dans le cas PDM on observe
toujours les résonances de transmission trouvées pour une masse constante. Et
lorsque 7' est fonction de la hauteur de la barriere W , on observe que, tandis
que pour m = mg lorsque E > W —m, T - 0, dans le cas PDM T — 1. C'est un
fait important qu'il convient de souligner. On a aussi remarqué que 7( W) oscille
toujours et ne passe pas par zéro dans l'intervalle de Klein (E —m <W < E + m)

contrairement au cas d’'une masse constante ou 7= 0 dans cet intervalle.

49



Conclusion générale



Conclusion générale

Conclusion générale

Notre mémoire s’intéresse a la résolution de I'’équation de Dirac généralisée des
systemes a masses dépendant de la position.

Nous avons abordé les équations de Schrodinger et de Klein-Gordon en général
et 'équation de Dirac en détail. Nous avons rappelé : la formulation canonique, la
covariance de Lorentz, les matrices ¥y de Dirac, la construction de formes
bilinéaires covariantes et les solutions des particules libres et en ondes planes.
Puis, nous donnons une revue historique sur les travaux les plus importants
réalisés par les auteurs et les nouvelles propriétés des systemes a masse
dépendant de la position (marche et aussi barriere rectangulaire en potentiel et
en masse).

Nous avons traité le probléeme de la diffusion pour l'équation de Dirac
unidimensionnelle en présence du potentiel en pointe et du potentiel de Woods-
Saxon dans le formalisme de la masse dépendante de la position.

Les fonctions d’onde s’expriment en termes de fonctions hypergéométriques
confluentes de Kummer pour le potentiel en pointe. Et pour le potentiel de
Woods-Saxon les solutions dépendent de fonctions hypergéométriques.

Le comportement asymptotique quand I'énergie tend vers l'infini nous a permis
de déduire les coefficients de transmission 7 et de réflexion R pour les deux
potentiels en question.

Afin de comparer les nouvelles allures du coefficient de transmission pour le cas
PDM relativement au cas classique d’'une masse constante, nous l'avons tracé
pour le cas du potentiel de Woods-Saxon en fonction de I'énergie £ de la
particule d’une part, et en fonction de la hauteur de la barriere W, d’autre part.
On a observé que quand 7 varie en fonction de I'énergie, on retrouve des
résonances de transmission dans le cas PDM analogues au cas d’'une masse
constante. Et lorsque 7" est fonction de la hauteur de la barriere W, on observe
que lorsque E - W — m, T — 1 dansle cas PDM que, contrairement au cas d’'une
masse constante ou T — 0. On a aussi remarqué que 7(W) pour le cas PDM
oscille toujours et ne passe pas par zéro dans l'intervalle de Klein (E —m < W <

E + m) par opposition au cas d'une masse constante ou 7= 0 dans cet intervalle.
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Appendice :

Fonction (factorielle) gamma

L'intégrale d'Euler

Factoriel et 11 notations
[M(z)=z!=T(z +1)
Valeurs de nombre entier
r(n+1)=1.2.3..... (n=1)n =n!
Formule de réflexion
I(z)F(1-z)=-zT(-z ) (z)=7rcosxz
Formules asymptotiques

I(az +b)H J27e ™ (az )aHbf“2 (|argz |< r,a> 0)

Equation de type hypergéométrique :

La solution de I'équation différentielle suivante :

2u du
x(l—x)ﬁ+[y—(a+ﬁ+1)x]a—aﬁu=0

C’est une fonction hypergéométrique écrite sous la forme:

_ia(a+1)..(a+n—1)B(B+1)__(B+n_1)ﬁ

21 (@ B,y; %) yy+1)..(y+n—-1) n!’

[Ix] < 1].
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La solution en série entiére :

SJFi(a, B,y;x) = Z a,x"
n=0

Les coefficients a, (en posant a, = 1)

An+1 (n+ a)(n + B)
a, M+y)(n+1)

La formule de la dérivée :

d ,Fi(a,B,y;x) ap
dx =7 2F1(a+1,,8+1:]/+1;x)

Fonctions de Kummer et de Whittaker :
Equation deKummer :

d*w(z) 0 )dw — 0o
z dz? z dz aw =

Fonction de Kummer :

(a),z* (@)nz"

®),20 T B)n

az
M(a,b,z)=1+?+ + .-

Tel que

(@), =ala+1)(@+2)..(a+n—-1),(a)g =1
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Et
T M(a,b,z M(1+4+a—-—b,2—b,z
U(a,b,z) = — { ( ) — z1-b ( )}
sin(7h) (I'(1 + a — b)T'(b) ['(a)T(2 —b)
Equation de Whittaker :

1
d’w(z) 1 k (Z—Hz)
wzz Tty 2 (=0

Fonction de Whittaker en termes de fonctions hypergéométriques
ks = 1
Myy(z) =z "2e2 M(k —,u+5,1 + Zk;z),

1 -x 1
wy ,(2) = z82e2 U (k —u+ > 1+ 2k; z),

La forme générale de I’équation :

”+2A+2,+bh’ o R
O I A n |
+ b’ h' v (A"' ’)+A(A_1)+2Af,+ "y fr2
h w)\ztf 72 7 TIES
ah'? _ 0
n |V

La solution de la forme générale :

Z e TOM(a,b; h(2))

Z74e @y (a,b; h(2))
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