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RESUME

L’ utilisation des matériaux composites concerne aujourd’ hui de nombreux secteurs
industriels. Pour les besoins de la technologie moderne, une bonne connaissance du
comportement dynamique de ces structures est indispensable dans la conception ou la
vérification de tout systeme déformable dans un environnement dynamique .pour atteindre de

tels objectifs, la détermination des caractéristiques dynamiques est nécessaire.

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressés a I'étude du comportement dynamique des
structures des plagues stratifiées (multicouches) en composites. Le travail réalisé est présenté

en deux grandes parties :

Premiére partie : est consacrée a I'étude bibliographique sur les stratifiés, suivi par un
développement détaillé de laformulation du comportement dynamiqgue des plagques stratifiées.
Deuxiéme partie : voir I'influence de certains paramétres, a savoir | anisotropie du matériau,

le nombre de couches et I’ influence de I’ orientation des fibres sur les réponses dynamiques.

ABSTRACT

Using composite material concern, these days, lot of industrials domains. For modern
technologic needs, a good knowledge of structure vibratory behavior is necessary in the
design and verification of any deformed system in a dynamic environment. To reach such
objective, it is necessarily to determine the dynamic characteristics.

In this memory, our work is dominated by the analytic of vibratory behavior and structures
calculus of multilayer plates made from composite material. This work is presented in two
important parts:

The first part: focuses on the literature review on laminates, followed by a detailed
development of the formulation of the dynamic behavior of laminated plates.

The second part: see the influence of some parameters, namely the anisotropy of the material,
the number of layers and the influence of fiber orientation on the dynamic responses.
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NOTATIONS ET SYMBOLES

NOTATIONS
E: Module d' Y oung longitudinal
E Module d’ Y oung transversal.
G12 Module de cisaillement longitudinal.
Gis, Ga3 Modules de cisaillement transversal.
[K] Matrice de rigidité globale.
[Ke] Matrice de rigidité é émentaire.
[M] Matrice de masse globale.
Q] Matrice derigidité d’ un pli exprimée dans le repere principa (1, 2, 3).
Q1] Matrice de rigidité d un pli exprimée dans le repere du stratifié (x, y, 2).
[S] Matrice de souplesse
[T] Matrice de changement de base des contraintes.
M,,M, Moments de flexion.
M, Moment de torsion.
n Nombre de couches
NN Nombre de noauds par élément.
NE Nombre des €léments.
NN, N, Résultantes en membrane.

Q. Q, Reésultantes en cisaillement.
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a, b h

[A]

[B]

[D]

uv,w

Vi2, V21

Ec

0,,0

X1y

cote du pli

Respectivement lalongueur, lalargeur et |’ épaisseur de la plaque.
Matrice de rigidité en membrane du multicouche.

Matrice de couplage membrane-flexion du multicouche.

Matrice de rigidité en torsion-flexion du multicouche
Respectivement, les déplacements suivant les directions x, y, z
Déformation angulaire.

Déformation linéaire.

Contrainte normale.

Coefficients de Poisson

Contrainte tangentielle.

énergie cinétique

L’ énergie potentielle totale de la plaque

I'énergie de déformation de la plague.

Représente le travail effectué par les forces appliquées de I'extérieur.
Vecteur de charge

Fréquence propre de vibration.

Fréquence propre adimensionnelle de vibration.

L’ angle que font le repére (1,2) et le repere (X,y).

Respectivement, |es rotations de la normal e a la surface moyenne autour
des axesx,y.
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Temps

Vecteur des déplacements globaux.

Vecteur des accélérations globales.



INTRODUCTION GENERALE

INTRODUCTION GENERALE

La technologie moderne a besoin des matériaux caractérisés a la fois par grande
rigidité, résistance mécanique élevée, haute ténacité et grande légereté. Aucun matériau
simple ne permet de combiner ces caractéristiques mécaniques, et pour atteindre cet

objectif, il faut nécessairement utiliser les matériaux composites.

L'utilisation des matériaux composites dans tous les types d'ouvrages de génie a
conduit a un intérét accru pour la théorie, I'analyse, la conception et la fabrication de
composants structuraux en matériaux composites. Les dernieres décennies ont vu un effort
important pour développer des systemes en matériaux composites et danalyser et de

concevoir des composants structurels fabriqués a partir d’ eux.

Les plagues composites a base de fibres unidirectionnelles sont intégrées dans
plusieurs structures de différents secteurs industriels (constructions aérospatiales et
aéronavales, transport et carrosseries, etc.), car eles permettent d' offrir aux structures
concernées des avantages considérables, essentiellement en termes d’ allégement, de rigidité
spécifique et de résistance spécifique. Ces avantages sont généralement traduits par des
bénéfices économiques (sur le plan des performances et/ou sur celui des économies de bilan
d exploitation). Ainsi, outre ces avantages, les plagues composites présentent d' autres
avantages associés aux caractéristiques physiques, variant fortement suivant les fibres ou les
résines utilisées (conductivité thermique ou éectrique, anisotropies diverses, tenus aux chocs,

état de surface, tenue alafatigue et résistance ala corrosion).

Pendant leur fonctionnement, ces plaques peuvent étre soumises a diverses forces
d excitation dont la source provient de différentes origines (moteur, rotor, vent, vagues,
seisme, etc.). Ces forces excitatrices peuvent causer, sous le phénomene de résonance, des
effets néfastes sur le comportement structural de la plaque. Afin de permettre a cette derniere
de fonctionner, sans aucun effet néfaste, dans I'intervalle d’ opération fréguentielle tout en
supportant les conditions séveres aux quelles elle sera soumise pendant le service, il est
nécessaire d entreprendre une étude approfondie qui consiste a faire une analyse du
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comportement dynamique de la plague dans le but de dégager I'ordre des grandeurs des
parametres modaux nécessaires (fréquences propres et déformées modales) pour mettre en

évidence d’ éventuels problémes de résonance.

L’ analyse du comportement dynamique d’ une plague composite revient avant tout, a
faire la meilleure formulation possible de son modele mathématique. La théorie de Kirchoff
fait I’hypothése que les déformations en cisaillement transverse sont négligeables, ce qui
limite son application au cas des plaques minces, car ces déformations ne peuvent plus étre
négligées dans la situation des plagues épaisses. La théorie de Mindlin tien compte, dans le
cas des plaques épaisses, |’ effet des déformations en cisaillement transverse qui ne sont pas

négligeables.
Letravail réalisé est organisé en quatre chapitres.

= Lechapitre 1 est une présentation générale des composites stratifiés (multicouches) du
point de vue définition, classification, principaux constituants, modes d'obtentions et
désignation.

= Chapitre 2, on expose quelques lois de |'élasticité linéaire anisotrope, loi de
Hooke généralisée des matériaux composites et divers état de contrainte.

= Chapitre 3, nous citons les diverses théories des plaques stratifiées et leurs
comportements, relations fondamentales et formulation énergétique des stratifiées
de premiére ordre.

= chapitre 4, une bréve présentation de la méthode des ééments suivie par son
application a I’ analyse dynamique des plaques stratifiées, un exemple type a été traité
par lasuite avec ANSY S.

= chapitre 5, traite des applications sur |’analyse dynamique des plaques stratifiées ou
I”influence des paramétres géomeétriques et mécanique de ces plagues sur les réponses

dynamiques ont été examiné.



Chapitre | Généralités sur les matériaux composites

Chapitrel : Généralités sur lesmatériaux composites

[.1. Introduction

L’un des objectifsde I'industrie est de concevoir et d’ élaborer des matériaux présentant
une performance laplus élevée possible. Tous ces matériaux présentent un défaut majeur,
ils sont fragiles et donc cassant; un petit défaut suffit pour amorcer la rupture totale
de la structure; on n'obtient donc pas la résistance théorique espérée. Si ces mémes
matériaux sont fabriqgués sous forme de fibres, leurs résistances pratiques sont
augmentées considérablement. L’exemple le plus connu est celui du verre. Une plaque
de verre casse facilement ; par contre, un ensemble de fibres de verre résiste a une
contrainte de traction del’ordre de 3000MPa, soit deux fois larésistance d'un acier trés
haute résistance. Celatient au fait que:

v Laprobabilité d’ avoir un défaut est plus faible sur une fibre que sur une plague.

v' Un défaut dans une fibre n’entraine que la rupture de celle-ci ; le défaut ne se

propage pas.

Pour utiliser pratiquement ces fibres, il est nécessaire de les lier par une matrice.
Cette derniére aun role meécanique important ; en traction elle retransmet I'effort d’une
fibre casséevers les autres fibres; en compression elle stabilise les fibres en flambage.
Un tel matériau , constitué de fibres unidirectionnelles assemblées par une matrice ; est
hétérogéne puisqu’il est constitué de deux phases distinctes (fibre et matrice). Les
caractéristiques macroscopiques peuvent cependant étre considérées comme indépendantes
du point géométrique considéré mais elles sont bien évidemment tres dépendantes de
la direction éudiée. On est en présence dun matériau homogéne anisotrope. Les
propriétés sont élevées uniquement dans la direction des fibres. Pour réadiser des
structures soumises a des efforts multiaxiaux, il est nécessaire d orienter cet éément de
base (pli ou monocouche) suivant des directions déterminées en fonction des sollicitations
[11.[2] et [3] .

Le but de ce chapitreest de:
v Donner les caractéristiques importantes des fibres.

v Donner les caractéristiques des résines.

3
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v Donner les domaines d’ application de chague résine et fibres.

v Donner les avantages et les inconvénients de chague fibre.

[.2. Généralitéssur lesmatériaux composites

Un matériau composite est une combinaison de deux matériaux distincts que I’on
appelle généralement la matrice et le renfort, aux propriétés souvent complémentaires, qui
associés possedent des caractéristiques physiques complétement différentes de leurs
composants.

La matrice a généralement pour réle mécanique de fournir une certaine cohésion entre
les différents éléments de renfort et ainsi joue le réle de « ciment » en assurant un minimum
d’homogénéité a I’ensemble. Dans la majorité des matériaux composites, les propriétés
mécaniques sont essentiellement fournies par les renforts, de telle sorte que le taux de renfort
dans la matrice ainsi que la qualité de I'interface renfort / matrice conditionnent directement

les propriétés mécaniques du matériau composite.

|.3. Caractéristiques générales
Un matériau composite consiste dans le cas le plus général d'une ou plusieurs
phase discontinues réparties dans une phase continue. Dans le cas de plusieurs phases
discontinues de natures différentes, le composite est hybride. La phase discontinue est
habituellement plus dure avec des propriétés mécaniques supérieures a celle de la phase
continue. La phase continue appelée la matrice et |a phase discontinue est appel ée renfort
L es propriétés des matériaux composites résultent :
> Des propriétés des matériaux constituants.
> Deleur distribution géométrique.
» Deleursinteractions.
Ains pour accéder a la description d'un matériau composite, il sera nécessaire de
spécifier :
» Lanature des constituants et leurs propriétés.
» Lagéométrie du renfort, sa distribution.
» Lanature de |’ interface matrice-renfort.
La géométrie de renfort sera caractérisée par : saforme, sataille, la concentration du renfort,

sadisposition, etc.
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Tableau (I-1) : Caractéristiques générales des composites.

Type de composite

Constituante

Domaines d’ application

1. Composites a matrice
organique
Papier, carton
Panneaux de particules
Panneaux de fibres
Toiles enduites
Matériaux d’ étanchéité
Pneumatiques
Stratifiés

Plastiques renforces

Résine/charge/fibres

cellulosiques

Résine/copeaux de bois

Résine/fibres de bois

Résine souples/tissus

Elastoméres/bitume/textiles

Caoutchouc /toile/acier

Résine/charges/fibres de verre,
Carbone, etc

Résines/microsphéres

Imprimerie, emballage, etc.
Menuiserie
Bétiment

Sports

Toiture, terrasse, etc.
Automobile

Domaines multiples

2. Composites a matrice
minérale
Béton
Composite carbone-
carbone

Composite céramique

Ciment /sable/granulats
Carbone /fibres de carbone

Céramique/fibres céramiques

Géniecivil
Aviation, espace, sports,
bio-médecine, etc.

Piéces thermomécani ques

3. Composites a matrice

Aluminium/fibres de bore

métallique Aluminium/fibres de carbone | Espace
4. Sandwiches Métaux, stratifiés, etc.
{Peaux Mousses, nids d' abeilles, Domaines multiples
Ames

balsa, plastiques renforcés, etc
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1.4. Classification des matériaux composites

Ladistinction entre les différents types de composites peut se faire selon les criteres suivants :

1.4.1 Classification selon la for me des constituants
a) Compositesafibres

La matiere renforcant se présente sous forme de fibres longues, courtes ou coupées, dont
I'arrangement et |'orientation déterminent les propriétés mécaniques du matériau permettant
une conception adaptée a |'application (conception ala carte) en agissant sur :

v Lanature des constituants.

v Laproportion de chague constituant.

v L'orientation des fibres.
b) Composites a particules

Dans ce cas le renfort se présente sous forme de particules, qui sont utilisées pour

I'amélioration de certaines propriétés mécaniques et physiques de la matrice (rigidité, tenue a
la température, résistance a l'abrasion...) ou simplement pour diminuer le colt de production

du matériau sans altérer ses caractéristiques.

1.4.2 Classification selon la natur e des constituants
Selon la nature de la matrice et du renfort on rencontre plusieurs combinaisons possibles :
a) Composites a matrice organique
Résines et charges associées a:
v Desfibresminérales: verre, carbone.
v Desfibres organiques : kevlar, polyamides.
v Desfibres métalliques : bore, aluminium.
b) Composites a matrice métallique
Métaux |égers et leurs alliages associés a :
v' Desfibres minérales : carbone, carbure de silicium (SiC) .
v' Desfibres métalliques : bore.
v Desfibres métallo-minérales : fibres de bore revétues de SiC.
c) Composites a matrice minérale
Céramigues associées a :
v Desfibres métaliques: bore;

v Des particules métalliques : cermets;;
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v Des particules minérales : carburent, nitrures, etc.

1.4.3 Classification suivant performance et diffusion
a) Les composites grandes diffusions

De caractéristigues moyennes, ils sont orientés vers |’optimisation des colts. Ils
représentent 95% des composites utilisés et ont un domaine d'application tres large : capotage,

conserveries, décoration, etc.

b) L es composites hautes performances

Ils sont orientés vers |'optimisation des caractéristiques mécaniques et thermiques tout
en diminuant le poids au maximum. Leurs col(ts sont tres éleveés, ils sont réservés aux
applications de pointe tel que I'aéronautique et I'espace, I'armement, le sport de haut niveau,
etc.

|.5. Eléments constituants d’un matériau composite

Un matériau composite est constitué d’ une matrice et d’un renfort, constitué de fibres.
Lamatrice est elle-méme composée d’ une résine (polyester, époxyde, etc.) et de charge dont
le but est améliorer les caractéristigues de la résine en diminuant le cout de
production, d'un point vue mécanique, |I’ensemble résine-charges se comporte comme un
matériau homogene, et le composite est considéré comme constitué d’une matrice et d’'un
renfort. Le renfort apporte aux matériaux composite ses performances mécaniques €levées,
alors quel matrice a pour role transmettre aux fibres les sollicitations mécaniques

extérieurs et de protéger lesfibres vis-a-vis des agressions extérieures.

|.5.1. Diverstypesderésines

Les résines utilistes dans les composites ont pour rbéle de transférer les
sollicitations mécaniques aux fibres et de les protéger de I’environnement extérieur. Les
résines doivent donc étre assez déformables et présent une bonne compatibilité avec les
fibres. En outre, €elles doivent avoir une masse volumique faible de maniére a conserver

aux matériaux composites des caractéristiques mécaniques spécifiques éleveées.

|.5.1.a. Lesrésinesther modurcissables

Les principales résines thermodurcissables utilisées dans la mise en oauvre des
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matériaux composites sont par ordre décroissant en tonnage :
= Lesrésinespolyesters
Les résines polyesters insaturées viennent de tres loin en téte dans la mise en cauvre
des matériaux composites. Leur développement est le résultant :
v' D’unfaible colt de production.
v Deleur diversité offrant de multiples possibilités.
v" D’une adaptation a des procédés de fabrication faciles a mettre en cauvre et a
automatiser.
Le tableau suivant illustre les diverses caractéristiques :

Tableau (1-2) : Diverses caractéristiques de résines polyesters.

Masse volumique 1200 kg/m®
Module d’ éasticité en traction 2.8a3.5GPa
Module d’ éasticité en flexion 3a4,5GPa
Contrainte alarupture en traction 50 480 MPa
Contrainte de rupture en flexion 90 a130 MPa
Allongement alarupture en traction 2a5%
Allongement alarupture en flexion 7a9%
Résistance en compression 90 2200 MPa
Résistance en cisaillement 10220 MPa
Température de fléchissement sous charge 1,8 (MPa) 604100 °C

Parmi les avantages des polyesters insaturés :
v' Une bonnerigidité résultant d'un module d' é asticité assez élevé.
Une bonne stabilité dimensionnelle.
Une bonne mouillabilité des fibres et des tissus.
Lafacilité de mise en cauvre.

Une bonne tenue chimique.

AN N NN

Un faible cout de production.
v" Une bonne résistance chimique aux hydrocarbures.
Parmi les inconvénients, nous noterons :
v' Unetenue médiocre en température : inférieur a 120°C en service continu.

v Unesensibilité alafissuration, essentiellement dans les cas de chocs.
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v" Un mauvais comportement alavapeu

r, al’ eau bouillante avec risque d' hydrolyse.

v' Unedégradation alalumiére par lesrayons ultraviolets.

v' Uneinflammabilité.
» Lesrésinesde condensation
Les résines de condensation comportent
les résines furaniques.

» Lesrésinesphénoliques

les résines phénoliques, les aminoplastes et

Sont les plus anciennes des résines thermodurcissables dont la plus connue est la

bakélite.

L es caractéristiques de ces résines sont les suivants :

Tableau (1-3) : Diverses caractéristiques des résines phénoliques.

Masse volumique 1200 kg/m®
Module d’ élasticité en flexion 3 GPa
Contrainte a la rupture en traction 40 MPa
Allongement alarupture en traction 2,5%
Contrainte alarupture en flexion 90 MPa
Résistance ala compression 250 MPa
Température de fléchissement sous charge 120°C

Parmi les avantages, nous citerons :

v" Une excellente stabilité dimensionnelle.

v" Une bonne tenue ala chaleur et au fluage.
v" Une bonne résistance aux agnats chimiques.
v'Unfableretrait.

v" De bonnes caractéristiques mécaniques.

v' Unfaiblecout.

Parmi |les inconvénients, nous noterons :

v Une mise en cauvre sous pression, donc a faible cadences.

v

v' Lenon adaptation a des utilisations alimentaire.

Les couleurs foncées des résines.

L es caractéristiques des résines aminoplastes

Sont voisines de celles des résines phénoliques. Aux avantages de ces résines, il faut gjouter :

v

Lapossibilité d utilisation alimentaire.

9
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v' Lapossibilité de colorer lesrésines.
= Lesrésinespuraniques
Sont assez peu utilisées en France a couse de leur cout, troisfois plus éevé que
les résine polyester. Parmi leurs avantages :
v Un durcissement plus rapide que les résines phénolique.
v' Unegrande inertie vis-avis des agnats chimique corrosifs.
Cette derniére caractéristique conduite a utiliser les résines furaniques dans le cas de
matériaux devant résister aux produits chimiques : citernes, tuyaux, bacs.
» Lesrésinesépoxydes
Lesrésines les plus utilisées apres les résines polyesters sont les résines époxydes.
Elles ne repesent cependant que de I’ ordre de 5% du marché composite, a cause de leur prix
eleve.
L es caractéristiques mécaniques général es des résines époxydes sont les suivent :

Tableau (1-4) : Diverses caractéristiques des résines époxydes.

Masse volumique 1100 & 1500 kg/m®
Module d’ élasticité en traction 3a5 GPa
Contrainte a la rupture en traction 60 a80 MPa
Allongement alarupture en traction 2a5%

Contrainte alarupture en flexion 100 2150 MPA
Résistance au cisaillement 30450 MPa
Température de fléchissement sous charge 190°C

Parmi |es avantages des résines époxydes, nous retiendrons :
v De bonnes propriétés mécaniques.
Une bonne tenue aux températures éleveés jusqu’ a 150°C a 190°C en continue.
Une excellente résistance chimique.
Un faible retrait au moulage.

<N S X

Une bonne mouillabilité des renforts.
v" Une excellente adhérence aux matériaux métalliques.
Parmi lesinconvénients, sont :
v Un temps de polymeérisation long.
v' Unco(t élevé.
v' Lanécessité de prendre des précautions lors de la mise en cauvre.

v" Unesensihilité alafissuration.
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[.5.1.b. Lesrésinesthermoplastiques:

La famille des résines thermoplastiques est trés vaste, et peut étre séparée en
plastique de grande diffusion et plastique techniques :

Les plastiques de grande diffusion sont mis en oavre soit par injection pour
obtenir des objets moulés, soit par extraction pour obtenir des films, des plagues, des
tubes, etc. Les plastiques techniques sont mis en oauvre par injection.

Parmi les résines thermoplastiques nous citerons: le polychlorure de vinyle, le
polyéthylene, |le polypropylene, polyamide.

L es caractéristiques de polypropyléne et polyamide :

Tableau I-5 : Diverses caractéristiques des résines thermoplastiques.

polypropyléne polyamide
M asse volumique (kg/m?) 900 1140
Contrainte a la rupture (MPa) 20-35 60-85
Module d’ élasticité (GPa) 1.1-14 1.2-25
Température de fléchissent sous charge (°C) 50-60 65-100

[.5.1.c. Lesrésinesthermostables

Les résines thermostables sont développées surtout dans les domaines de I'aviation et
de I’ espace, ou les laboratoires cherchent a mettre au point de nouvelles résines. Parmi les
résines thermostables, nous donnons quelques ééments sur les résines bismalémides et poly
imides.

» Lesrésinesbismalémides

Les résines bismalémides sont des résines dont le réseau se congtitue par addition,
sans produits de réaction, vers 180 & 200°C. L’ application principal des composites a résines
bismalémides est moinslaréalisation de matériaux de structures que leur emploi comme
support dans les circuits imprimes.

» Lesrésinespoly imides

Lespoly imides sont des résines a haute résistance thermique, mais de prix tres élevés.
Ces résine permettent d’obtenir des composites de résistance supérieure, a 250°C, a la

résistance de I’ auminium.
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[.5.2. Chargeset lesadditifs

Différents produits peuvent étre incorporés pour lui conférer des caractéristiques
particulieres ou en réduire le cout. La quantité des produits ajoutés peut varier de:

v" Quelque dizaines de % dans le cas de charges.

v" A quelques % et mois dans le cas d’ additifs.

L’addition de ces produits a pour fonction soit daméliorer les caractéristiques

mécaniques et physiques du produit fini. Soit d’ en facilité de mise en cauvre.

1.6. Lesfibreset tissu
1.6.1. Formeslinéiques

Les fibres sont éaborées en filaments unitaires de 5 ay b de diametre, appelés
monofilaments. Ces filaments sont ensuite réunis en fils ou en meches pour faciliter leur
utilisation. Les fils continus ou discontinus sont caractérisés par leur masse linéique dont
I'unité est le tex qui représente la masse en gramme d'un fil de 1 Km de longueur, soit :
1tex = 1g/kmou 1 tex = 10-6 kg/m

L'utilisation directe des formes linéiques pour la mise en cauvre de composites est

limitée a quel ques procédés particuliers tels que I'enroulement filamentaire et la pultrusion.

1.6.2. Fibresdeformessurfaciques
Les fils sont transformés par les techniques de I'industrie papetiere et de tissage pour
réaliser des formes surfaciques : mats, tissus ou rubans, qui facilitent la manipulation et la

mise en oauvre des renforts.

a) Lesmats

Se sont des nappes de fils continus ou discontinus dispersés dans un plan et assemblés
par un liant soluble ou non dans la résine, |'absence d'orientations préférentielles des fibres
conduit & un comportement isotrope du mat dans son plan. Les mats de fils coupés, plus
déformables, permettent d'obtenir des formes embouties. Les mats de fils continus sont

utilisés pour réaliser des formes complexes par moulage.
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b) Lestissus et rubans

Un tissu (ou ruban) est un ensemble surfacique de fils, méches, etc., réalisé sur un
métier a tisser. L'ensemble est maintenu par |'entrecroisement des fils suivant deux directions
(figurel.1).
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Figure (1.1). Chaine et trame d’un tissu

v Unedirection chaine, ensemble de fils paralléles répartis dans un plan suivant la
longueur du tissu.

v" Unedirection trame, ensemble de fils sentrecroisant avec les fils de chaine.

Les tissus different par le type de fils utilisés, donc par la masse linéique du fils,et par le
mode d'entrecroisement (ou armure) des fils de chaine et des fils de trame. Les armures
classiques utilisées sont : toile (ou taffetas), satin, sergé, armure haut module, armure
unidirectionnelle. Ces deux dernieres donnent les meilleures performances (I'absence
d'entrecroisement supprime les effets d'ondulation et de cisaillement des fils). Les mats et

tissus sont caractérisés par leur masse surfacique en gramme/m?.

1.6.3. Structurestissées unidirectionnel
a) Tresses et préformes

Des tissus tabulaires (tresses ou préformes) peuvent étre obtenus par tissage
cylindrique ou conique : les fils Sentrecroisent en hélice, dont la variation de pas permet

d'gjuster latresse alaforme qu'elle doit couvrir. On peut ainsi réaliser une piece de révolution

13



Chapitre | Généralités sur les matériaux composites

ayant un diametre variable le long de son arc, ce qui permet d'obtenir divers tissus en forme
de « chaussettes » coniques, ogivales ou hémisphériques. Ces tissus sont utilisés dans les

constructions aéronautiques (cdne de rentrée, tuyeres, etc.).

b) Tissus multidirectionnels

Des tissages volumiques sont également utilises. Ils se caractérisent par le nombre de
directions de tissage 3D et 4D. La structure la plus simple est celle du tissage 3D ou les fils
sont disposés suivant trois directions orthogonal es.

1.6.4. Lesprincipalesfibres
1.6.4.1 Lesfibresdeverre

Le comportement du verre dans sa forme massive est dominé par son caractere fragile.
En revanche, lorsqu'il est élaboré sous forme de fibres de trés faibles diamétres, il devient
tenace et révéle de bonnes caractéristiques mécaniques. Les fibres sont obtenues a partir du
verre textile composé d'un mélange d'oxydes : silice, dumine, chaux, magnésie, et oxyde de
bore. Les proportions du mélange, et I'ajout d'oxydes modificateurs donnent au matériau final

ses propriétés specifiques. Différents types de verre peuvent étre distingués :

v Leverre E ausage général, bonnes propriétés éectriques.

v Leverre D ahautes propriétés diélectriques, utilisé pour la construction de matériel de
télécommunications.

v' Leverre C résistant aux agents chimiques, enrobage des structures sévérement
EeXposées.

v' LesverresR et S a caractéristiques mécaniques élevées, utilisés pour laréalisation de

structures de hautes performances mécani ques.

a) Elaboration desfibresdeverre

Les fibres de verre sont produites par étirement a grande vitesse et refroidissement de
filaments obtenus par I'écoulement du verre en fusion a travers les orifices calibrés d'une
filiere. Les filaments sont aussit6t enduits d'un agent d'ensimage qui a pour roles essentiels de
protéger les filaments contre |'abrasion, de faciliter par la suite leur imprégnation par larésine

et d'améliorer leur liaison avec cette derniere.

14



Chapitre | Généralités sur les matériaux composites

Deux procédés d'étirage peuvent étre utilisés :
- Etirage mécanique donnant des fibres continues assemblées en fils de base silionne.

- Etirage pneumatique donnant des fibres discontinues assembl ées en ruban verranne.

b) Caractéristiques mécaniquesdesfibresdeverre

Les valeurs de référence pour les caractéristiques mécaniques des fibres de verre sont
celles mesurées sur des monofilaments prélevés a la sortie de lafiliére. Le tableau (1.6) donne
les valeurs usuelles de ces grandeurs. Cependant, les valeurs les plus représentatives, et en
particulier pour les caractéristiques a la rupture des fibres (tableau 1.7), sont celles déduites
des caractéristigues mesurées sur un composite unidirectionnel ou la liaison verre-résine
favorise une répartition assez homogene de la charge entre les filaments dont les
caractéristiques sont diminuées par les différentes sollicitations mécaniques et chimiques
subies lors des opérations de transformation en fils industriels.

Tableau 1.6 : Caractéristiques mécaniques des verres type E et R mesurées sur monofilaments a la
sortie de la filiére [1]

Caractéristiques VerreE VerreR
Masse volumique P kg/ms 2600 2550
Module de Y oung = GPa 73 86
Contraintealarupture ot MPa 340 4400
Allongement alarupture &t % 4.4 5.2
Coefficient de Poisson vt 0.22 -

Tableau (1.7) : Caractéristiques a la rupture d'un fil silionne industriel déduites des caractéristiques
mesurées sur un composite unidirectionnel verre/époxyde [1]

VereE VerreR
Contrainte alarupture (Mpa) 2400-2600 3000-3600
Allongement alarupture 34 4

En plus de leurs bonnes caractéristiques mécaniques, les fibres de verre ont aussi une
bonne tenue thermique, elles conservent ces caractéristiques jusqu'a des températures assez

élevées 200 °C pour le verre E et 250 °C pour le verre R.
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1.6.4.2 Lesfibresdecarbone

Lamise en oauvre des fibres de carbone est motivée par |les caractéristiques spécifiques
remarguablement élevées gque prévoit la théorie pour la structure cristalline hexagonale du
graphite. Les fortes liaisons entre atomes voisins d'un méme plan cristallographique donnent
un module de Y oung de I'ordre de 1200 GPa et une contrainte a la rupture de 20000 M Pa dans
les directions paralleles aux plans cristallographiques, pour une masse volumique inférieure a
2000 kg/m*. Malgré les imperfections des cristaux obtenus par les procédés industriels,
I'élaboration de fibres d'axes paralléles aux plans cristallographiques permet d'obtenir des
fibres parmi les plus performantes (650 GPa pour |le module de Young et 4000 MPa pour la

contrainte alarupture).

a) Elaboration desfibresde carbone

Les fibres de carbone sont éaborées par décomposition thermique sans fusion d'un
polymeére précurseur fibres ou fils. Trois opérations successives sont nécessaires : oxydation,
carbonisation sous gaz inerte et graphitisation. Le précurseur peut étre :

» Desfibresacryliques

Des meches de filaments acryliques, obtenus a partir du poly acrylonitrile (PAN), sont
traitées thermiquement. Apres carbonisation les fibres de carbone obtenues ont une haute
résistance (fibres HR). Une transformation supplémentaire par graphitisation permet d'obtenir
des fibres a haut module de Young (HM) ou tres haut module (THM). Les deux types de
fibres HR et HM, subissent un traitement de surface (ensmage) pour amélioration de la
liaison fibre-résine.

» Lebra

Le fil obtenu a partir du brai (résidu pateux de la distillation du charbon ou du pétrole)
donne apres traitement un carbone de haut module, mais de caractéristiques |égérement plus
faibles que celles des fibres (HM) obtenues par le procédé (PAN).

b) Caractéristiques mécaniques des fibres de carbone

Sur le tableau 1.6 est reportée une comparaison des caractéristiques des fibres de
carbone et des fibres de verre E. Les fibres de carbone se distinguent en plus par une
excellente tenue a la température, jusqu'a 1500 °C environ, dou le développement de
composites a fibres de carbone et matrice de carbone a haute tenue thermique utilisés dans les

tuyeres, les disques de freins, etc.
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Tableau (1.8) : Caractéristiques des fibres de carbone et du verre E

Car actéristiques Verre | Carbone Carbone | Carbone | Carbone
E HR HM THM HM (brai)
Masse volumique p (kg/m?) 2600 | 1750 1810 1950 2000
Diameter (pm) 8 8 8 12
Module de Y oung Es (Gpa) 73 220 400 600 380
Module spécifique Enp (MNm/kg) |28 120 210 310 190
Contrainte alarupture oy, (Mpa) 3400 | 3000-3500 | 2800 2000 2000-2400
Contrainte spécifique o7, (KN m/kg) 1300 | 1710-2800 | 1550 1030 1000-1200
Prix derevient / aux fibres de verre 1 25-30 50-60 65-70 25-30

1.6.4.3 Lesfibresaramides a car actéristiques mécaniques élevées

Les fibres aramides a caractéristiques mécaniques élevées sont des fibres de synthése

plus connues sous la désignation commerciale de fibres de « Kevlar », lancée par Dupont de

Nemours (USA) depuis 1972. D'autres industriels commercialisent également ces fibres sous

des désignations propres a chacun (Twaron, Technora, etc.). Elles sont élaborées par filage

d'une solution sulfurique concentrée d'un haut polymere, polyaramide ou polyamide. Les

fibres sont ensuite étirées et traitées thermiquement pour augmenter leur module d'élasticité.

a) Caractéristiqgues mécaniques desfibres aramides

Le tableau 1.9 résume les caractéristiques de différents types de fibres aramides,

mesurées sur monofilaments. Les valeurs de contrainte a la rupture de ces fibres sont proches

de celles des fibres de carbone HR, pour un prix de revient 3 a5 fois moindre. Des ensimages

adaptés sont développés pour améliorer I'adhérence fibre-résine. Les fibres de Kevlar sont

associées ad'autres fibres (verre, carbone) pour former des composites hybrides.

Tableau 1.9 : Caractéristiques mécaniques de différents types de monofilaments aramides

Caractéristiques Kevlar | Kevlar | Kevlar | Twaron | Technora
29 49 149
Masse volumique p (kg/m’) | 1440 1450 1470 1440 1390
Diamétre (nm) 12 12 12 12 12
Module de Young E; (Gpa) 60 130 200 100 20
Module spécifique Eqp (MNm/kg) | 42 90 136 70 65
Contrainte alarupture oy, (Mpa) 3000 3600 3000 3500 38000
Contrainte spécifique  omp  (KNm/kg) | 2080 2480 2040 2430 2730
Allongement alarupture (%) 4 3 15 3 4
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b) Domaines d'utilisation

L'une des premieres utilisations des fibres daramides a été le remplacement des
armatures d'acier dans les pneumatiques. En raison de leur |égéreté et de leur résistance au
choc et a l'impact, leur usage sest développé dans la fabrication de protections contre
projectiles (blindages, gilets pare-balles.., etc.), ainsi que dans certains articles de sports (skis,

raguettes de tennis.., etc.).

1.6.4.4 Lesfibres céramiques

Le principal intérét des céramiques est leur caractére réfractaire. Diverses fibres sont
obtenues par dépbt chimique en phase vapeur d'un revétement céramique :
de bore (fibres de bore B), de bore-carbure de bore (fibres B-B4C), de silicium (fibres de
silicium) ou de bore-silicium (fibres BorSic), sur un fil support en tungsténe ou en carbone

a) Caractéristigues mécaniques et utilisation

Les différentes fibres céramiques ont des caractéristiques assez voisines (tableau 1.10).
Ces caractéristiques restent maintenues jusgu'a des températures allant de 500 a 1000 °C. Les
fibres SIC et BorSic sont utilisées avec des matrices métalliques ou céramiques pour la
fabrication des aubes de compresseurs et de turbines. Les fibres de bore et de bore-carbure de
bore associées aux résines thermoplastiques et thermodurcissables, notamment époxydes, sont
utilisées dans les domaines des sports et loisirs.

Tableau 1.10 : Caractéristiques mécaniques de quelques fibres céramiques

Caractéristiques Bore Bore+B4C | SIC
Masse volumique P (kg/m®) | 2600 2600 3000
Diamétre (um) 100-150 100-150 100-150
Module de Y oung E: (Gpa) 430 430 410
Module spécifique Et/p (MN 165 165 140
m/kg) 3800 400 3900
Contrainteala Oty (Mpa)

rupture 1460 1540 1300
Contrainte spécifique oru/p (KNm/kg)
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1.6.4.5 Lesfibres synthétiques thermostables

Les fibres synthétiques thermostables sont des fibres organiques obtenues par
synthese. Leurs caractéristiques mécaniques sont faibles mais restent conservées aux
températures élevées.

Elles sont associées a des résines thermostables pour obtenir des matériaux composites
de bonne tenue thermique, utilisés dans les isolants éectriques et thermiques, les protections
thermiques : boucliers de missiles et cones de rentrée de véhicule spatial. Chaque fabricant
propose sa propre formule sous une désignation commerciale.

Tableau 1.11 : résume les caractéristiques mécaniques de quelques unes d'entre elles.

Caractéristiques Kermel | Nomex | Kynol | PBI Apyeil
Masse volumique P (kgm3) | 1350 [1380 |1270 |1430 | 1380
Module de Y oung Es (Gpa) 7 16 4.5 6 17
Contrainte alarupture (Mpa) 470 670 280 | 500 660
Allongement alarupture &g, % 20 45 20-60 | 30 40

1.6.4.6 Autresfibres
Il existe d'autres fibres utilisées pour des applications particulieres. Ces fibres sont
généralement a faibles module et contrainte a la rupture, excepté les fibres métalliques, et
dont I'utilisation est réservée alarecherche de:
v' produits a bas prix de revient.
v’ produits a haute isolation thermique.
v produits de bonne conductivité thermique ou électrique.

Parmi ces fibres nous avons :

a) lesfibresd'origine végétale
v' Lebois, utilisé sous forme de fibres orientées, feutres, papiers imprégnés, etc.
v' Lesisd, lejute, lelin, de moins en moins utilisés au profit des fibres de verre.
b) lesfibresd'origine minérale
v |'amiante (interdite dans certaines utilisations).
v’ lasilice.
c) lesfibres synthétiques
v’ fibres polyester (tergal, dacron, téryléne, etc.).
v’ fibres polyamides.
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d) lesfibres métalliques
v acier.
v’ cuivre.
v'auminium.
Ces fibres sont utilisées avec des matrices métalliques afin d'obtenir des composites:
v" de bonne conductivité thermique et électrique.

v’ de caractéristiques thermomécaniques élevées.

1.7 Les stratifiés composites

Les stratifiés sont des composites formés par un empilement de couches successives
de renfort-matrice appel ées plis ou encore monocouches constituant |I'élément de base de toute
structure composite. Les plis sont caractérisés par la forme du renfort (mat, fils, stratifié,
tissu,..., etc.) qui détermine leur comportement mécanique, une répartition aléatoire de fibres
courtes ou longues (mat par exemple) correspond a une couche pratiquement isotrope dans
son plan, une orientation privilégiée des fibres correspond a une anisotropie marquee.

Les couches peuvent étre de natures différentes en matiére des fibres et forme du
renfort. Ces deux parametres, en plus de I'empilement et de I'orientation, permettent de
moduler les caractéristiques du stratifié pour répondre au mieux aux sollicitations imposeées.

La désignation d'un stratifié doit tenir compte de tous ces paramétres. Elle se fait
généralement selon un code établi pour les stratifiés a base de fils ou de tissus unidirectionnels

auxquels peut se ramener |'étude de tout autre type de stratifiés (figure 1.2).

couches .~ E

e stratifie

Figure (1.2). Modéle de base des stratifiés

20



Chapitre | Généralités sur les matériaux composites

1.7.1 Désignation des stratifiés a base defils ou de tissus unidirectionnels

Lesregles de désignation d'un stratifié sont les suivantes :

>

Chague couche est désignée par la valeur de son angle dorientation (angle
d'orientation des fibres en degrés par rapport a l'axe x de référence). Le sens de
I'orientation est pris en compte (positif ou négatif), la désignation dépend donc du
référentiel choisi (figurel.3).

L es couches successives d'angles différents sont séparées par un/ si leurs anglais sont
différence.

L es couches successives de méme orientation sont désignées par un indice numérique
indiquant le nombre de couches dans cette direction.

Si deux couches successives ont des orientations de méme valeurs et de sens opposés,
elles peuvent étre désignées par lesigne + :

+0/-06=%6 -0/+0=10

Ladésignation se fait couche par couche en allant d'une face al'autre, des crochets
indiquant le début et lafin.

siratifie
45" T 1 90° 45° 0° 45
Z.
0" - A
\ _—'—/ '_-"f
450
¥ R, - / o K—/—--— ¥
90 A A "
F4 - ¥ #
o0 I.rz |lr #X
30°

désignation: [30/90, /45/0/45]

Figure (1.3). Exemple de désignation d'un stratifié
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e 9 45 I 45°

PEEPN

5,

Figure (1.4). Convention de sigue pour la désignation des stratifiés

|.8. Conclusion

Ce chapitre, afait une présentation des notions liées aux matériaux composites, dans
le but de donner une vision assez large des différents congtituants d'un matériau composite

et ses caractéristiques mécaniques.
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Chapitrell : élasticité des matériaux composites

[1.1. Introduction

Dans les différents procédés de mise en cauvre, la réalisation de structures stratifiées en
composites se fait par le dépdt de couches successives sur un moule, comportant des surfaces
planes ou courbes. Par consequent, le structures obtenues sont des structures multicouches de
type plaques ou couque [6] comportant deux niveaux d'hétérogénéité :

- hétérogénéité a I'échelle des constituants d'une couche : fibres et matrice hétérogénéité

mi croscopique.

- hétérogénéité al'échelle des constituants du stratifié : plis de différentes compositions et/ou

orientations : hétérogénéité macroscopique.

Pour faciliter la modélisation du comportement mécanique de tels composites, les
milieux hétérogénes sont remplacés par des milieux homogenes de comportement moyen

équivalent. Ce passage appel € homogénéi sation seffectue en deux étapes :

- Homogénéisation micromécanique

Le pli hétérogéene est représenté par un pli homogene équivalent dont le modéle de
comportement (isotrope, orthotrope ou anisotrope) dépend de la forme du renfort (mat,
stratifiés ou tissus unidirectionnels, tissus 2D), et dont les caractéristiques dépendent de la
nature et des proportions des constituants (fibres et résine).

- Homogénéisation macr o-mécanique

Le stratifié est remplacé par un matériau homogene anisotrope dont les caractéristiques
mécaniques sont déterminées a partir des propriétés homogénéisées des plis, a travers
I'application des définitions de la Théorie des plaques multicouches. Les plis pouvant étre
orientés différemment, Pour pouvoir écrire laloi de comportement (ou éguation constitutive)

du stratifié, il est nécessaire d'exprimer leurs propriétés dans un méme référentiel [7]
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1.2 Matricederigidité

Larelation d'élasticité linéaire peut sécrire sous laforme matricielle suivante :

0, Ch C, Cy C, Cy Cylea
o, Cy Cp Cu Cy Cx Cxle,
O3 _ Cy Cp Cu Gy Ci Cyfés (1.1)
Oy Cu Cp Cu Cp Cx Cpulle,
Oy Cy C, Gy Gy Ci Cy s
106 | _C61 Co Ci Co Cx Cg 1L €6 |
Ou sous forme condensée :
o=_Ce (1.2)

Cette loi, généralement appelée loi de Hooke généralisée, introduit la matrice de Rigidité C,
symétrique. Le comportement linéaire d'un matériau est donc décrit dans le cas général a
I'aide de 21 coefficients indépendants, ici les 21 constantes de rigidité Cij

1.3 Matrice de flexibilité ou souplesse La

relation d'élasticité (11.2) peut étre écrite sous laforme inverse, suivant :
e=So (1.3

En introduisant la matrice inverse de la matrice de rigidité. La matrice S est appelée matrice
de flexibilité ou matrice de souplesse, et sécrit dans le cas général :

'Sy S, S: Su S5 S

S21 S22 S23 S24 S25 S26
o |81 S So Sy S Sy 1.4

S41 S42 843 S44 S45 S46

SSl S52 SSS S45 S55 S56

_S61 S62 S63 S64 S65 S66_

Avec

s=c1! (11.5)

L es coefficients S;;sont appel €s constantes de flexibilité ou constantes de Souplesse.
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1.4 Changement de base

Soit C=[C;;] lamatrice de rigidité exprimee dane une base
(€) = (61, €2, €3)

Et C=[C';] lamatrice de rigidité exprimée dans une base
(g) = (;1'?2:?3)

Ces matrices relient les contraintes et déformations exprimées dans | es bases respectives :

-danslabase(€): o=C, (11.6)
-danslabase(e)): a&'=C’. (11.7)

Lesrelations de changements de base, relatives aux contraintes et déformations
0'=T,0=T,C.
o'=T,CT;/1e (11.8)

L'identification des expressions (11.7) et (11.8) conduit alors a la relation de changement de

base des matrices derigidité :

C=T,CT;! (11.9)

Par un raisonnement analogue, on trouve de méme la relation de changement de base des

matrices de souplesse :

S=T,SI; ! (11.10)
Lesrelations inverses sécrivent respectivement :

C=T;ICT, (11.112)

Et S=T71ST, (11.12)
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[1.5 Caractérisation de matériaux

[1.5.1 Matériau triclinique:

Cas généra a matrice compléte 21 constantes d'éasticité

Cu Cp Cy Cu Gy Gy
C21 C:22 C23 C24 C25 CZG
CSl C32 C33 C34 C35 C36 (I . 13)
C4l C42 C43 C44 C45 C46
CSl CSZ C53 C54 C55 C56
_C61 C62 C63 C64 CGS C66 _

[1.5.2 Matériau monoclinique:

Un matériau monoclinique est un matériau qui posséde un plan de symétrie. La forme
de la matrice de rigidité (ou de souplesse) doit étre telle qu'un changement de base effectué
par symétrie par rapport a ce plan ne modifie pas la matrice. Dans le cas ou le plan de
symétrie est le plan (1, 2), I'exploitation des changements de base conduit a une matrice de
rigidité delaforme :[1],[8],[9]

Cp, Gy 0 Gy
CZG

SO .'l’o .':‘O

%O BO

%O %O

o O O
o

(11.14)

o O

0
0
0
o
o
0
.

[1.5.3 Matériau orthotrope

Un matériau orthotrope posséde trois plans de symétrie, perpendiculaires deux a deux.
Il est & noter que I'existence de deux plans de symétrie perpendiculaires implique I'existence
du troisiéme : la forme de la matrice de rigidité est donc obtenue en goutant au matériau
monoclinique un plan de symétrie perpendiculaire au précédent. L'invariance de la matrice
dans un changement de base effectué par symétrie par rapport a ce deuxieme plan conduit a

une matrice derigidité delaforme: [1],[10],[11]
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Ch Cp G O 0 0
Cyu Cp Cy O 0 0
C31 C32 C33 0 O 0 (I I 15)
O 0 0 C, 0 O
0O 0 0 0 C, O
0 0 0 0 0 C4

Figure(l1.1). Couche d' un matériau composite orthotrope

[1.5.4 Matériau unidirectionnel

La cellule élémentaire d'un matériau composite unidirectionnel peut étre considérée

comme constituée d'une fibre entourée d'un cylindre de matrice (figure 11.2). Le matériau se

comporte donc comme un matériau orthotrope possédant de plus un axe de révolution. Le

matériau est alors appelé matériau orthotrope de révolution ou isotrope transverse. Il en

résulte qu'un changement de base effectué par rotation quelconque autour de cet axe doit

laisser inchangée la matrice de rigidité (ou de souplesse). L'exploitation de cette propriété
conduit a[1],[12]

Figure(11.2). Matériau composite unidirectionnel
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C13=C2 , C33=Cy;
1
Cs5=Ces C44:§(C22 -C33) (11.16)
Et S13 = S12 S33= Sy
Ss5 = See Sa4a =2( Sy3 - S33) (11.17)

Lamatrice de rigidité sécrit donc suivant :

C, C, Cy 0 0 0
C, C, Cy 0 0 0
Cy Cy Cy 0 0 0 0118
0 0 0 i(C,-Cx) O 0
0 0 0 0 Ces O
| 0 0 0 0 0 Cg]
Et la matrice de souplesse.
'Sy S, S, 0 0 0]
Sy S» Sy 0 0 0
0 0 0
S— Sy Sy Sp (11.19)
0 0 0 2(822 - S23) 0 0
0 0 0 0 S O
|0 0 0 0 0 Si]|

Les propriétés du matériau unidirectionnel sont déterminées par 5 constantes d'élasticité

indépendantes.

[1.5.5 Matériau isotrope

Un matériau est isotrope s ses propriétés sont indépendantes du choix des axes de
référence. Les matériaux usuels (excepté le bois) répondent généralement a cette modélisation
établie al'échelle macroscopique. Il n'existe alors pas de direction privilégiée, et la matrice de
rigidité (ou de souplesse) doit étre invariante dans tout changement de bases orthonormées.

L'application de cette propriété au matériau unidirectionnel conduit aux relations[1],[3]

1
C2=C1q, Cy3 =Cy2, Ceszg(cn - Cy2)
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Le nombre de constantes d'élasticité indépendantes est donc réduit a 2, et conduit a la matrice

derigidité:
'c, C, Cp, 0 0 0
21 Cll C:12 o 0 0
C, C, C, 0 0 0
0O 0 0 i(c,-C,) 0 0 (11.20)
0O 0 O 0 $(C,-C,) 0
0 0 O 0 0 1(Cu-Cp)

1.6 Matrice de souplesse et derigidité d’un composite orthotrope exprimé dans
L esaxesorthotropes

S les raisonnements éémentaires mentionnés ci-dessus sont étendus aux différentes

sollicitations du matériau, il vient:

31 | ]/ El - V12/ E1 _V13/ El 0 0 0 0y
) -V /B YE, -V, /B, 0 0 0 )
€3 | _ —Vi3/E; —Vu/E,  YE, 0 0 0 O3 (11.21)
&, 0 0 0 1G,, 0 o,
Eg 0 0 0 0 1G, 0 O
&) | O 0 0 0 0 ]/Glz_ O
I ]/EL —Vir /EL _VLT’/EL 0 0 0 |
_VLT/EL ]/ET _VTT'/ET 0 0 0
S— _VLT’/EL _VTI"/ET ]/ET' 0 0 0 (11.22)
0 0 0 1G. 0
0 0 0 0 1/G,+ 0
| 0 0 0 0 0 G |

L es constantes de rigidités sont déduites en inversant la matrice de souplesse
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1-vq,v
C33: 12V21
E,E{A

_V21=V13V23 _ V21—V32V13
C12= =
E,E3A E1E,A

_V31=V21V32 _ V13— V12V23
Cl3_ -
ERE3A E1E;A

_V31—V12V31 _ V23— V21V13
Cl3_ -
E1E3A E1E>A

C44=Cy3
Cs5=Cy3
Ce6=C12

AvVec :

A:1—U12”21—”231732—”311713—21721”32”13
E EjE3
Dans le cas d'un matériau isotrope, les égquations (11.23) se simplifient a:

_ EQ@-v)
117 +v)(1-2v)

_ Ev
127 a+v)(1-2v)

C11=Ci2 __ E
2 2(1+v)

Il existe un lien entre les modules d'é asticité et | es coefficients de Poisson :

Ei _ Ej

Uij Uji

[1.7 Comportement local décrit par laloi des mélanges

(11.23)

(11.24)

(11.25)

Pour déterminer les caractéristiques mécaniques d'un composite, nous étudions un assemblage

de géométrie donné de deux phases (fibre et matrice) de caractéristiques mécaniques

différentes, soumis a des sollicitations simples.
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[1.7.1 Moduled'Young longitudinal

Le module d'Y oung longitudinal est déterminé dans un essai de traction longitudinale

(figure 11.3). L'hypothése simplificatrice est de supposer une déformation uniforme et
identique dans lafibre et dans |a matrice.

T_
AL /2
T

matmx
N 1.L
i fibre >

= — ;
= |
i3 I i je Al

Figure(11.3). Schéma simplifié d'une traction longitudinale

Si I'allongement de la cellule (identique a celui de la fibre et de la matrice), la déformation
longitudinale imposée alacellule est :

81 :T

Ou lalongueur de cellule considérée. L'identité des déformations dans la fibre et dans |a matrice
impose :

&g =&n =g (11.26)

Si la fibre et la matrice ont un comportement éastique, les contraintes dans la fibre et la
matrice sont exprimees par :

Om = EyéL
Lacharge totale appliquée est :

Fl = O'fo + O-mSm
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Ou S et S, sont respectivement |es aires des sections droites de lafibre et de lamatrice. S Sest

I'aire de la section droite de la cellule moyenne, la contrainte moyenne o, =F;/S sécrit :
01 = O'fvf + Om (1'vf) (”28)

Cette contrainte moyenne est liée a la déformation de la cellule par le module d'Young

longitudinal
0-1 = ELgl (”.29)

La combinaison des relations (11.27) a (11.29) conduit a I'expresson du module d'Young

longitudina :

[1.7.2 Moduled'Youngtransverse

Le module d'Y oung transverse est déterminé dans un de traction transverse ou le
composite est chargé suivant la direction normale aux fibres. Une expression ssimplifiée de ce
module peut étre obtenue dans un schéma simpliste a deux dimensions. Dans un tel schéma,
une tranche de matériau composite, d'épaisseur donnée, est considérée comme étant
constituée (figure 11.4) de couches successives, possédant alternativement les propriétés des
fibres et de la matrice. La hauteur des couches doit simplement vérifier :

— hm
" hpthm

i Et 1-v,

U = (11.32)

Lacharge F, imposee suivant la direction transverse est transmise intégralement dans la fibre

et dans lamatrice, imposant des contraintes égales :
Om = 0f = 0, (11.32)

Il en résulte que les déformations respectives de la fibre et de la matrice dans la direction

transverse sécrivent :

=2, gp=2 (11.33)
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fibre by /2| mahiee

Figure(l1.4). Schématisation par couches d'un composite unidirectionnel.

L'alongement transverse d'une cellule éémentaire résulte des alongements fibre et la matrice.
Cumulés dansla Soit :

Aly = erhy + eqhp, (11.34)

Et la déformation transverse s'écrit :

Al hf Rim

&= = +e
2 hpthy T Rpthy ™ hptha

Cette déformation est liée ala contrainte imposée sur lacellule, par le module transverse:
0, = Eng (l | 36)

La combinaison des expressions (11.33) a (11.36) conduit al'expression du module transverse :

1 vr 1—1)f

E_TZE_f-I_E_f (||37)

Cette expression est connue sous le nom de loi inverse des mélanges et peut étre réécrite, en
rapportant le module transverse au module d’Young de la matrice suivant une relation sans
dimension sous laforme:

Er _ 1
E - 1+(i—m—1)vf
f

(11.38)
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[1.7.3 Modulede cisaillement longitudinal

Le module de cisallement longitudinal GLT est déterminé dans un essa de
cisaillement longitudinal schématisé sur la figure I1.5, en utilisant & nouveau la modélisation
par couches du composite unidirectionnel. Les contraintes en cisaillement dans lafibre et dans
la matrice sont égales, du fait des contraintes t imposées sur la cellule. Les déformations en
cisaillement de lafibre et de la matrice sexpriment donc suivant :

T T

]/f = G_f Et Ym = a (“39)
" 2T
| TL.—:-.I f2
-i!m."']| = A malrice i
T - 1.1
I 1 I fibre . -
b2 b matmce
¥ — -
el l! == _'J

Figure(l1.5). Schéma par couches d'un essai de cisaillement longitudinal

Les déformations induites dans lafibre et danslamatrice (figure 11.6) sont :
vr =heyy B 6m = hm¥m (11.40)
Ladéformation totale de la cellule (figure 11.6) est :
8 =6+ 6y = hy + hy¥m
Et I'angle de cisaillement de la cellule est déterminé par |'expression :
y = hm‘s—w = YV +ym(1 = vf) (11.41)

Cet angle est lié ala contrainte de cisaillement par e module de cisaillement
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fl] mll'l Fd
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Figure(11.6). Déformations en cisaillement de la matrice et de la fibre.

Longitudinal GLT suivant larelation :

y=— (11.42)

Grr

En combinant les expressions (11.39) a(11.42), nous obtenons :

I s (11.43)

Gt Gy Gm

Cette expression a une forme identique a celle obtenue (11.37) pour le module d'Young

transverse. Les mémes considérations peuvent étre transposées ici

1.8 Détermination del'équation constitutive du stratifié

11.8.1 Caractéristiques d'une coucherapportées au référentiel du stratifié

Dans le cas général, un stratifié est constitué de plusieurs couches orthotropes,
homogenes ou composites, chacune d'elles pouvant étre orientée différemment par rapport au
référentiel du stratifié.

L'orientation d'une couche est mesurée par I'angle@  (figure 11.7), formé par son axe
principal 1 (L) avec I'axe 1' (x) de référence. La notation (I',2',3") est utilisée dans les relations
matricielles, tandis que la notation (x,y,z) trouve son application pour les relations

tensorielles.
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Figure(11.7). Axes principaux (1,2 ,3) d'une couche et référentiel (I',2',3") ou
(x,y,2) du dtratifié

Lamatrice de passage du systéme (1,2,3) au systéme de référence (x,y,2) est
donnée par
cosf —cosf O
[a] = [sin 6 cosf 0] (11.44)
0 0 1

Larelation de changement de base correspondante pour le tenseur des contraintes sécrit :

[o']=[al[o][a] " (11.45)
Qui apres dével oppement et réecriture en notation matricielle prend laforme :
{o"}=[T;){o} (11.46)
Ou
cos? 6 sn?0 0 0 0 2sinfcosd |
sin’é cos’d 0 O 0 —2sinécosd
0 0 1 0 0 0
[T]= .
0 0 0 cosfé -sng 0
0 0 0 sin@ cosé 0
| —sinfcos® sindcos® O O 0 cos’d-sin’0

Larelation de changement de base pour la matrice de rigidité sécrit alors :
[C=IT1[CIITs] T (11.47)
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Quelque soit 0, la relation entre contrainte et déformation rapportée aux axes du stratifié

possede |a structure suivante :

€11 Cp Ci3 0 0 (6]
oyy| |C'12 C'oz C'23 0 0 C'z ||&yy
O-ZZ C,13 C,23 CI33 O 0 C,36 gZZ

= 11.48
O-yz 0 0 0 CI44 C,12 O )/YZ ( )
L”xz 0 0 0 Clu4s Cy 0 [|Yaz
Gyl C'6 C'y6 C'36 0 0 C'gelay
Ou
Exx [5,11 S'i2 Sz O 0 S'46110xx
Eyy| [S12 S22 S23 O 0 S5 ||oyy
EZZ — 5113 5,23 5,33 0 0 5,36 O-ZZ (” 49)

sz 0 0 0 5144 5,45 0 UyZ
ez | O 0 0 Sy S5 0 L“xz
Yy L5116 S'% S’ 0 0 Sl

sont les constantes de rigidité d’ un composite unidirectionnel, dont la direction des fibres fait

un angle 6 avec ladirection x de référence

C'11 = Cyicos* + Cypsin*@ + 2(Cyp + 2C46)sin?Hcos?6

C'1,=(Cyq + Cyy — 4Cgg)sin?0cos?0 + C1,(sin*0 + cos*)

C'13 = C1,¢052%0 + Cy35in?0

C'14=0 C'5=0

C'16 = (Ciy — C13 — 2Cg6)sin Ocos30 + (Crp — Cyy + 2C4¢)sin30cos 6
C'yy = Cy18in*0 + Cyyc08*0 + 2(Cyp + 2C44)sin?Hcos?6

C'y3 = C;,8in?0 + Cy3c052%0

C'2a=0 C's=0

C'y6 = (C1q — C1p — 2C46)sin30 cosO + (Crp — Cyy + 2C4¢)sinbcos30

C'33 = Cy; C'34 =0 C'35 =0
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C'36 = (C13 — Cy3)sinBcosO
C'ys = %(sz — C3)c0520 + Cggsin?0
C'4s = [Cos =5 (Caz = Cz3)|SinBcost C'ae =0
C'ss = (Coz — Cp3)sin?6 + Cgsc050 C'ee =0
C'e6 = [C11 + Cap — 2(C13 + Cge)]sin?0cos?0 + Cee(sin0 + cos*B)
L es constants de souplesse d’ un composite unidirectionnel, hors de ses axes principaux
S'11 = Sy1c08* + Sy,5in*0 + (25, + S¢¢)sin?6cos?0
S'12=(8S11 + Spp — Seg)sin?0cos?6 + S;,(sin*0 + cos*0)
§'13 = 81,€05%0 + S,3sin?0
5'14=0 S'5=0
S'16 = [2(S11 — S12) — Seelsin 0cos30 + [2(S1, — Sp3) + Seelsin3Ocos 0
S5y = 8115in*0 + Sy,c0s*0 + (28,1, + S¢g)sin?6cos?0
S'5y3 = S1,5in%0 + S,3c052%0
5'24=0 S'25=0
S'56 = [2(S11 — S12) — Seelsin30 cosO + [2(S1; — Sy3) + Seglsinfcos30
S'33 = Sz S'34=0 S35 =0
S'36 = 2(S12 — S,3)sinfcosb
S’ 44 = 2(Sy5 — Sp3)c052%0 + Sgesin?6
S'4s = [Se6 — 2(S22 — S23)]Sincost S'46 =0
S'ss = 2(Sy5 — Sp3)sin?0 + Sgec0s%6 S's6=10

5,66 = 2[2(511 + 522 - 2512) - 566)]Sin2000529 + 566(5in49 + COS49)
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Les constantes de rigidité d’ un matériau orthotrope, dont la direction principale | (ou L) fait
un angle 8 avec ladirection x de référence :

C'11 = Cicos* + Cypsin*@ + 2(C1, + 2Cq6)sin*Ocos?6
C'15=(Cyq + Cyy — 4Cg)sin?Ocos?0 + C1,(sin*0 + cos*B)
C'13 = C13¢052%0 + Cp35in?0
C'14=0 C'i5=0
C'16 = (Ciy — C13 — 2Cg6)sin Ocos30 + (Crp — Cyy + 2C4)sin30cos 6
C'yy = Cy18in*0 + Cyyc08*0 + 2(Cyp + 2C46)sin?Hcos?6
C'y3 = Cy38in?0 + Cy3c05%0
C'2a=0 C's=0
C'y6 = (C1q — C1p — 2C46)sin30 cosO + (Cyp — Cyy + 2C4¢)sinbcos30
C'33 = C33 C'34=0 C'35=0
C'36 = (C13 — Cy3)sinbcosO
C' 44 = C44c08%0 + Cs5sin0
C'4s = (Css — C44)SinfcosH C'se =0
C'ss = C445in?0 + Cs5c052%0 C'se=0
C'e6 = [C11 + Cop — 2(C1p + Cg)]sin?0cos?0 + Cee(sin0 + cos*B)
L es constantes de souplesse d’ un matériau orthotrope, hors de ses principaux
§'11 = Sy1co8* + Sy,5in*0 + (28, + S¢e)sin?6cos?0
S'12=(811 + Spp — Seg)sin?0cos?6 + S;,(sin*0 + cos*0)
S'13 = S13€05%0 + S,35in?0
5'14=0 S'5=0
S16 = [2(S11 — S12) — Seglsin 0cos30 + [2(S1, — Sy3) + Seelsin®0cos 0
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S5, = 8115in*0 + S,,c0s*0 + (28,1, + S¢g)sin?6cos?0

S'53 = S1,5in%0 + S,5c052%0
5'24=0 S'25=0

S'56 = [2(S11 — S12) — Seelsin30 cosO + [2(S1; — Sy3) + Seelsinfcos30
S'33 = Sz S'34=0 S35 =0

S'36 = 2(S13 — S,3)sinfcosb

S’ 44 = S544€05%0 + Sggsin?6

S'4s = (Sss — S44)Sinbcosh S'46=0

S'ss = S445in%0 + Sggc0s%0 S§'s6=10

5,66 = 2[2(511 + 522 - 2512) - 566)]Sin2900529 + SGG(Sin49 + COS49)

1.9 Etat de contraintes planeset constantesderigiditéréduites
Un état de contraintes planes dans une couche est définie par le tenseur des contraintes au

point(M), exprimeé dans le référentiel du stratifié par :

Oxx Oxy 0
(11.50)

o'(M) = [axy gyy 0O
0 0 O

En chague point M du matériau. La direction z est la direction principale avec une valeur
propre nulle. Usuellement, un tel état de contraintes est dit état de contraintes planes. En fait,
il serait nécessaire de faire la distinction entre un état de contraintes planes et un état de
contraintes a deux dimensions. En effet, dans un sens strict, un état de contraintes planes est
un état particulier de contraintes a deux dimensions, pour lequel les composantes du tenseur

des contraintes sont indépendantes de la coordonnée z.
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11.9.1 Equationsd'éasticité pour un éat de contraintes planes

Les contraintes en un point M sécrivent donc (11.50) sous laforme :

(O- 1 [0 11 O xx
o', o'22| |9y
0 0 0
= = 11.51
0 0 0 ( )
0 0 0
La'6_ L0'1,] Lo’y
Soit o'y #£0 i =126
;=0 si i =345

L es déformations sont données par :

(SI{ [S'11 Sz S'is 0

€al [S12 S22 S 0 0 S'% | |0,
€' S't3 S’z S'sz 0 0
g4 0 0 0 S'ys Ss4s O 0
g 0 0 0 Sy Sss O 0
L&"G_ LSIIG S'2% Sse 0 0 Sl

6
D’ou

€1 =5110"1+ 5120 + 51606

€'y =5120"1+ 55,0, + 52606

g3 =8"130"1+S5 30", +S5'500 (11.52)

g,=0

ge=0

€6 =5160"1+5260"2 + 56606
Nous en déduisons que:

£.#£0  si i=1236 (11.53)
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g;=0 si i=,45
Il existe donc une déformation suivant la direction z, donnée par :
77 = €3 =5'130"1 + 8330, + 536076 (11.54)
= 5130 xx + 5,230Jyy + 5,36U,xy

Les deux premiers termes sont des termes de couplage par effet Poisson, et le troisieme est di
a un couplage par cisaillement. Les relations entre contraintes et déformations exprimées a
I'aide des coefficients derigidité sécrivent :

(0"1' [C'11 Cp Ciz 0 0 C'y6res]
oy [€1z Ca Caz 0 0 ('3 ||€,
0_|Cis Ca (335 0 0 ('3 ||€;
0110 0 0 Cu Cus 00
ol{o o o ¢, ¢ ollo
L016- LC116 C% C3 0 0 (46l L‘—Je-

o'y = C'11&1 + Cp8'5 + Ci3e's + Ci68's

o'y =Ce"  +C'y8 5y + Chze’s + Cheéls (11.55)
0=C138+Ch36, +C336" 3 + 366

0'e = C'168"1 + Cr6€y + (3683 + C'g6€'s

Ces relatons montrent que les déformationse’; , €', , &'5 et &'y ne sont pas indépendantes.

Nousentirons:
8,3 = C’_133 (C,13€,1 + C,23€,2 + C’36£’3) (”56)

Cette expression, reportée dans les relations (11.55), permet alors d'exprimer les contraintes

o'1,0', et o'y en fonction des déformations ¢';, &', et €.
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Et des expressions analogues pour ¢’;eto’, Ces trois relations en ¢';,0', et o'y peuvent

alors sexprimer sous laforme matricielle:

! !
01 11 12
’ — !/ !
021=1|¥12 22
! ! !
06 Qs 26
en posant
Cri-Cr;
1 _ oo Yistlys
Q ij — C ij Cras
Avec
A
Qji=0Qy

Les coefficients Q';;

contraintes planes. Lamatrice :

' '
11 12
ro_ ' '
Q - 12 22
' '
16 26

! ’

16||€1
Q’26 &'y (11.57)
Qo6 | |6

i,j =126 (11.58)

sont appelés les constantes de rigidité réduites dans un éat de

(11.59)

[1.9.2 Matricederigiditéréduite danslesaxes principaux

Dans les axes principaux d'un composite orthotrope, les constantes de rigidité sont telles

que:
C'11=Cy C'12=Cy C'13=Ci3
C'22 = Cp C'23 = (23 C'33 = (33
C'66 = Ces C'16 =C'26=C'36=0
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Compte tenu de ces relations, les expressions (11.58) permettent de trouver les constantes de

rigidité réduites exprimeées dans les axes principaux, soit :

c? C43C
Q11 =Cyy — c_::’ Q12 = Cy2 — —1;3323’ Q16 =0
€33
Q22 = Cyy —gy Q26 =0 Q66 = Ceo (”-60)

Avec en outre pour un composite unidirectionnel :
Ciz3 = Cya, C33 = Cy

Lamatrice de rigidité réduite, exprimée dans les axes principaux, sécrit donc :

Qll Q12 O
Q= [le Q2 O ] (11.61)
0 0 Qe

Les matrices [s; ] et[Q;;] étant inverses, nous en déduisons les relations::

Q = —>22 0y, = —22
1 S11S22—S%, 12 S11S22—S%,
(| | .62)
Q _ 511 Q _ 1
22 511522512 66 Se6

L es relations précédentes permettent d'exprimer les constantes de rigidité réduites en fonction

des modules d'élasticité dans les axes principaLx soit :

0y, = E, _ EL
11 — - E
1-ViVy 1-v2.2L
LTEL
Qy = —2 =—fL T 11.63
227 vy 1-virgl EL 1 (1.63)

viTEL
Q = =v Q
12 = 10y, T vire:

Q11 = Gy
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Chapitrelll : Généralitéssur lathéorie des stratifiés

[11.1 Introduction

L’architecture des dstratifiés qui résulte de la conception des piéces en matériaux

composites.
-suivant des plagues ou coques
- par stratification de couches successives

Ce mode de conception justifie I'importance donnée a I’ étude des plaques dans des
structures en composites. En effet, outre les structures de type plaques, I'analyse des plaques
permet également, dans le cadre de calcul par ééments finis, de modéliser les structures

coques

D'une maniére générale, une plague est un solide limité par deux plans parallées, dont
la dimension transverse est petite en comparaison des deux autres dimensions. Il est aors

possible de définir un plan de référence entre les deux plans extrémes qui est pris comme

plan0,,, . L'axe 0z correspond ala direction suivant |'épaisseur.

Une plague est un solide défini par une surface de référence plan (plan xy) que nous
appelé surface moyenne et par une épaisseur petit par rapporte a I’ autre dimension (largeur et

langueur) .elle peut étre constituée d’ un matériau orthotrope.

[11.2. Lathéoriedesstratifiés

Un dtratifié est obtenue par la combinaison de deux ou plusieurs plis ou strates comme
illustre la figure, I'indice des plis k, et I'angle des fibres dans chacun des plis 6, ,sont
également indiqués. Le stratifié global aun total de N plis (k=1,2,....N).
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t@”‘

(a)

Figure (111.1). (a) Vue d’ ensemble, (b) décalée d' un composite stratifié
définition de I’index des plis (k) et I’angle des plis (0 )

Les cordonnées du stratifié sont définies avec un axe z perpendiculaire au plan de
stretifié I’origine de I'axe z est au centre géométrique (plan médian)  du stratifié les
cordonnées dans le plan, xy, sont arbitraires. Il est cependant habituel d’ assigner I’ axe des x
a une direction spécifique de changement ou a une direction principale de la structure. Une
fois le systéme de coordonnées établi, les angles des strates, 8k sont définis comme indiqué a
la figure précédent c'est-a-dire que 6y est I'angle entre la direction des fibres et I’axe X.
pour des raisons d'analyse et de conception du dtratifié, il est pratique de définir les

coordonnées de la strate, Zy, , comme montré sur lafigure suivent :

Az
VAT N , A
N h/2
\ h
/ ] \
\ vZ1 )
l v Zo ] Y
Figure(l11.2). Définition des cordonnées des plis Zy
Les coordonnées de la strate sont calculées selon :
h
Zoz—g K=0 (11.2)
Zy =Zg_q+ hg K=1,2...N, (111.2)
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OU hy est I’ épaisseur de la K €™estrate

La théorie de stratifié a été développée au début des années 1960. Cette théorie est
basé sur les déformations, de cisaillement, de flexion et de torsion que subit un élément de
stratifié fin lors de lamis en charge de la structure.

Les notations utilisées sont reportées sur le Figure (111-2).Le stratifié est constitué de
(n) couches, numeérotées de la face inferieur a la face supérieur. La surface moyenne est
choisie comme plan de référence (Oyy) €t I'axe @ est dirigé dans le sens croissent des
numeéros des couches. Chaque couche k est repérée par les cotes algébriques de sa face

inferieur (hy_,) et de saface supérieur (hy ).

[11.3. Développement limite des déplacements selon la variable x5 [Z]

Les schémas du premier ordre sont basés sur I'hypothese de Kirchhoff qui stipule que
"Les sections droites restent droites aprés chargement”. L'expression mathématique de cette
hypothése consiste a développer les déplacements de tout point M(X, y, 2) de la plaque, notés
u, v et w, en polynémes du premier degré en z, fonctions des déplacements d'un point de
référence du plan moyen Mo(x, y, 2), notés u, , vyetwy.

Dans la théorie de plagues, on ramene le comportement des points de la plague a celui

de la surface moyenne et on suppose un champ de déplacement selon la variable x;.[13],[14]

L e champ des déplacements sécrit alors

u(x,y.z)=u(x,y.0,0)+2¢ (Xy ) +z W, (XY, 0)+2° pr (Xy.1)

V(X,y,Z,t)=v(X,y,0,0)+z,, (X,y ) +z° W, (x,y D) +23 ¢, (X,y.1) (111.3)
W(X,Y,Z,t)=w(X,y,0,t)+z¢, (X,y,)+z2 ¥, (X,y,t)

L'expression (11.3) est un développement en série selon x;. Comme X; reste faible devant les
autres dimensions, on supposera qu'un schéma du premier degré est suffisant (hypothese de
Hencky-Mindlin). D'autre part, on notera  u, (x4, x5, 0)= ud(x, x,)

de méme pour u,(x;, x5, 0)=ud(xy, x;)

L'expression (111.3) devient :

U(X, yl Z, t): uO(X’ y’ O’ t)+Z(px(Xl yl t)
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V(X, ¥, Z, )= v, (X, Y, 0, )+z¢,, (X, ¥, 1) (111.4)
w(X, Y,z t)=wp (X, Y, 0, 1)
Uy, v, . Déplacements en membrane

w, . Déplacement transversal (fleche)

[11.4. Schéma de premier degré

Les schémas les plus simples et les plus utilisé pour décrire le comportement a de

schéma du premier degré delaforme[13],[14],[15]
ux, y, z, )= u(x, y, 0) +zg.(x, y)

V(X, Y, Z, )= (X, Y, 0) +2,, (X, ) (111.5)
W(X, Y, z, )= w(x, y, 0)

ou

u(x, ¥, z, )= uo(X, y) 2@ (X, y)

V(X, Y, Z, D=4 (X, Y) +20, (X, Y) (111.6)

wW(X, Y, z, )= wo (X, y)

------------------------------------------- plan milieu

Figure (111.3). Déformation dans le cas d’un schéma du premier degré,
en l'absence de cisaillement transversal

Dans un schéma du premier degré, la déformée d’un normal AB est donnée par :

u(@b,z)=4, + B,z
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v(a b, z)=A, + B,z (1.7)
w(a b, 2) =4,
Ladéformée A"B" reste dans ce cas un segment de droite :

Les points situés sur une normale au plan mo yen (Oxy) avant déformation

restent sur segment de droit au cours de déformation Figure (111-3).

De plus, dans le cas ou le cisaillement transverse n'est pas modifiés lors de
déformation et la déformée de AB reste normale a la déformée du plan moyen (Oxy)

avant déformation restent sur segment de droit au cours de la déformation.

De plus, dans le cas ou le cisaillement transverse n’est pas pris en compte, les angles
ne sont pas modifiés lors de la déformation et la déformée de AB reste normale ala
déformée du plan moyen. Dans ce cas, la déformée en H (déformée du plan (Oxy) et

déformée delanorma AB)
Pourra étre caractérisee par :

» Les déplacements du point H : déplacement dans le plan (Oxy)
[ u(ab,0)=A u, v(a,b,0)= Av] et déplacement transverse [w(a,b,0)=Aw] ;

> Lesrotations Oxet 6, autour desdirectionsi, j.

Un schéma de premier degré permet de résoudre la plupart de problemes élémentaires.
Dans les cas oUu un schéma de premier degré ne permettrait pas d’approcher
convenablement un probléme donné, il serait alors nécessaire de considérer un schéma du

deuxiéme ordre, voire du troiséme ordre.

[11.5 Champ desdéfor mations

[11.5.1. Expression générale

Le champ des déformations est exprimé en coordonnées cartésiennes. Dans le cas d'une
théorie genérale du troiseme ordre, le champ des déformations se déduit de I'expression

(111.3) du champ des déplacements. Soit :

du du a a a
ou _ Juo 4 ,90x 4 2 0¥x ,300x

Exx = ax ax ox ax ox
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v vy 09y 2 9y 3 00y
=—=—+4+z—+4+z"—+2z°—= II.
yy dy dy + dx + dx + dx ( 8)

ow

€z = 6_2 = (px(xry) + ZZl/)Z(X,y)

=2 —av+aw—< +aW°>+ (2 +a(pz)+2(3 +a¢z)
i P M LA ) R T ) R G

ow Jdu

_ _ _ aWO 6(,02 2 5%)
Yoz = 28 = ax "9z (<Px+ 0x)+z<2¢"+ 6x)+z (3¢x+ dy

g _du

=G5S+ (3 + 2 5+ %)

Ces expressions montrent que la troncature utilisée dans les expressions du déplacement est
consistante, dans le sens que les déformations en cisaillement transverse résultant des
déplacements dans le plan sont du méme ordre en z que les déformations déterminées par le

déplacement transverse w.

[11.5.2 Schémadu premier degré

Dans le cas d'un schéma du premier degré, le champ des déplacements est exprimeé par les
relations (111.6). Le champ des déformations se déduit alors simplement des relations (111.8) et
Sécrit :

_u_du 00

E =
xx dx dx dx

v av, dp
=% _ %% 4 %%

yy—ay ady ox

ow owg
Epg =—=—= 1.9
2z = 5= - (11.9)
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Ce champ des déformations est celui d'un schéma du premier degré avec prise en compte du

cisaillement transverse.

[11.6 Champ des contraintes

Le champ de contrainte d une couche de composite unidirectionnel ou tissus, rapportée
aux axes (0Oyy,) du stratifiés, a eté étudiée au chapitre précédent. Si le point M appartient a

lacouche k du stratifié, le champ des contraintes s écrit donc :

(Uxx' _Clll CIlZ Cll3 0 0 C,16 Exx
oyy| |C'1z2 C'oz ('3 0 0 C'y Eyy
O-ZZ C’13 C’23 C,33 0 O C,36 SZZ
= / / = [11.10
Oyz 0 0 0 C4 Cus O Yyz ( )
fxz 0 0 0 (4 Css O Vaz
eyl |C'16 C'26 C'36 0 0 (gl Moy
[11.7. Résultantes et moments
[11.7.1. Résultantesen membrane
L e champ des résultantes en membrane, noté N(X, y), est définir par [15], [16]
h
N(x, y) =[i2 ox(M)d,, (111.12)
2

Ou gk (M) est lamatrice des contraintes en membrane, noté N(x, y), oxx 0y,, 0x,danela

couche k, soit :
N, h Oxx
N(x, y)=| Ny [ =f Zhlayy] d, (111.12)
Nyy| “2loxy

L es composantes N, N,, N,, sont les résultantes, par unité de longueur de plague
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N N N — A e ———

Figure (111.4). Schématisation des résultantes en membranes des actions
exercées sur un éément de stratifié

[11.7.2. Résultantesen cisaillement

Lesrésultantes en cisaillement sont définies de la méme manier par :

Q(x, y)=[8’y‘]=2%=1 f:k" [i;Z] d, (11.13)

Les résultantes en cisailllement sont défiées par unité longueur du stratifié. Elles sont

schématisées sur lafigure suivent :

Figure (I11- 5). Représentation schématique des résultantes de cisaillement
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[11.7.3. Momentsdeflexion et detorsion

Les relations fondamentales des stratifié font également intervenir les moments
résultants contraintes exercées sur un éément du stratifié. Les moments de flexions et

de torsions sont définis par [15], [16] :

M, Oxx
N(x, y)=| My | =X%-, f z[ yy] (111.14)
Mxy ny

Les composantes Mx et My sont les moments de flexion suivant les directions x ,y

respectivement, et la composante Mxy est le moment de torsion.

Figure (111- 6). Schématisation des moments de flexion et de torsion.

[11.8. Théorieclassique des stratifiés

La théorie classique des stratifiés utilise un schéma de déformation du premier degré.
Elle fait ensuite une hypothése supplémentaire qui consiste a négliger le cisaillement

transverse.

Dans ce schéma, les déformations en cisaillement transverse sont donc nulles,[17],[18] ,[19]

Soit :

Vez =0 ,et Yxy =0 (111.15)
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Cette hypothese implique, d aprés (111.9)

0
(px(x’y) = - BM;O
d
oy (y) = =2 (111.16)

L e champ des déplacements s écrit alors, d apres (111.6)
2
U(X, Y, Z): uO(X’ y) _Z% (X, y)
owg
VX, Y, )=, (x,y) -2 (X, Y) (111.17)

W(X, Y, Z): Wo (X’ y)

La déformée de la normale au plan moyen (Oxy) est alors un segment de droite normal
a la déformée du plan moyen |’ ensemble des notations, utilisées dans le cas du schéma de la

théorie classique des stratifiés, est schématise sue la figure suivant :

b E‘;i : P‘.:
L B, )
- __--"';:_-i? g "/ia:
T 18, M Yy
- A {d‘ H" S .'-.'.... R | {\, - _F-i""H ____________
Y _-T-: ------ Ef ) iy l"-, _-T-: ------- [ M |\J ™ Y 1y
A ) | e E | PSS pl TR
f {H f H I\_f'""f
A s .
dy " "
A }

Figure(l11- 7) . Schématisation des déformations dans le cas
delathéorie Classique stratifiées
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[11.9. Expression du champ des déformations

Le champ des déformations s écrit, d’aprés (111-9) et en tenant compte des ex pressions

(1-16)
6u0 aZWO
Exx T oax dx2
6170
yy E
€2 =0 (111.18)
Vyz = 0, V=0
Buo 6170 aZWO
)/XZ - (E*_ ax) - axay
L es déformations en membrane :
dug
E?cx 0x
)
En(M) = || =| 3 (111.19)
Eryl |1 0%, v
2~ 0x + 6y)
Les déformations en flexion :
_ aZWO
€£x z dx?2
62
Em(M) = €, | = —z?“"; (111.20)
f 2
€ _9,9"Wo
i 2z oxdy

Généralement, les déformations en flexion et torsion s expriment suivant larelation :

Er(M)=2K(x, y) (111.22)
_ 9w
k. dx?
2
k(x,y)=|ky | = —% (111.22)
kxy 92wy
h dxdy
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Laou Matrice (x,y) est appelée matrice d es courbures de la plague e sollicitée flexion. Le

champ des déformationsfinal :

—Syy + z k

€% ky
[ y‘ (111.23)
Ky

[11.10. Champ des contraintes

Le tenseur des contraintes en M est donc delaforme:

oM)=|oyy oy, 0

Oxx Oxy O
(111.24)
0 0 O

[11.10.1. Expression des contraintes

L es contraintes dans la couche k s expriment suivant ,[20] :

=[Q12 Q22 Q' Sgy +2z|Q12 Q2 Q' ky (111.25)

Oyy
Q,16 Q,26 Q,66 Egy Q,16 Q,26 Q166 kxy

[Uxx] Q1 Q12 Qi €3 Q11 Q2 Qe[ ks
Oxy
[11.11. Expression desrésultanteset moments

[11.11.1 Résultant en membrane

L’ expression précédente de la matrice des résultantes peut finalement s écrire sous laforme

N(X,y)= AE,(Xy) + BK(X,y) (111.26)
Avec . A= ;{lzl(hk - hk—l)Q,k (I [ 27)
(111.28)

Aij =X=1(hk — he—1)(Q'ij)= Xk=1(Qi; Drex
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Et
1 '
B= ;cl=15(kli - kl%—1) Q'k

1 ] 2
B=[B;;] avecB;; =3 k=1(hi = he_)(Q"i)) k= Xh=1(Qi;Drcer zk

L’ expression dével oppée des résultants en membrane s écrit donc :

Nyl [Aix Az Ais|[E3x] [Bir Biz Bis|[kx
0

Ny =A12 Azx Ay Eyy +|B12 Bz By ky

Ny Ae Az Aee] |E Bie Bae Bes||kxy

xy
[11.11.2 Momentsdeflexion et detorsion
Larelation de torsion s écrit sous laforme:
My (2, Y)=E01[2Q" m (. Y) + 22Q" e (x, )| dz
Ce que conduit a:
Mp(x,y) = [ Bpoa(hE — h2_)Q'k| e y) + 3 [ER (0 — h3_)Q'lk(x,Y)
La matrice des moments de flexion s écrit donc suivant :
Ms(x,y) = Bey(x,¥) + Dk(x,y)
Avec
D= Y1 5(hE — hi_)Q'x

1

1 ’ ;
D=[Dy;] avec, Dyj = 3 Xy 5k = hi)(Q'y) = Thea(erz + )

L’ expression développée des moments s écrit sou slaforme :
My] [Bix Biz Big|[€xx] [DPun D1z Dig][kx

Myy| =(Bi; Bz By Egy +|D1z Dy Do hy

M, Bis Bzs Bes 823, Dis Dzs Degs||kxy
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111.12 Equation du comportement mécanique d’un stratifié
111.12.1 Equation constitutive

L’ équation congtitutive d'une plague stratifiée exprime les résultantes et moments en

fonction des déformations en membrane et des courbures[20]

N, 1 2 [ET
( x (An A1z A Bix Biz Big (’éx
Ny Az Ay Aze Biz Bz By Eyy

0
= = Ty 111.36
"|Bi1 Biz Bis D11 D1z Dy k., (111-36)

M| LBie Bag Bes Die Das Desl |y,

Avec:
Aij = Ziea (e = b)) (Q'ij) 1 = Zi=1 Qfe"

1 li
Bij = > Xk=1(hf — hi_1)(Q'yj) k = Xi=1 Qfse* 2" (111.37)

Zi

1 !
Dy =3 f=1(hi = hi-)(Q ij) k= Xk=1 Qf‘j [ek(zﬁ + E]

Fij = Xg=1(hy — hk—l)(clij) k = Lie=1 Ci’;ek
Ou

A;;: est lamatrice de rigidité en membrane ;
B;;: est la matrice de couplage membrane-flexion-torsion.
D;; : est lamatrice derigidité en flexion-torsion ;

F;; . est lamatrice derigidite en cisaillement transverse ;
Ce couplage est nul pour une stratification symétrique. Mais méme dans ce cas, ils

subsistent d'autres niveaux de couplage qui font la spécificité du comportement des stratifiés.

Il sagitdu:

- Couplage traction-cisaillement induit par lestermes A, et A, ;
- Couplage flexion-torsion induit par lestermesD,, €t D, ;

- Couplage cisaillement-cisaillement induit par le terme F,s
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[1.13 Formulation du probléme général de dynamique des stratifiés

[1.13.1 Relationsfondamentales des plagques dans un schéma

du premier ordre
Les relations fondamentales ou équations d'équilibre d'un solide éastique sont données par la
forme élémentaire :

aO'ij

. T fi = pa; 1j=1,2,3 (111.38)
xj

Si I'on pose que les efforts de volume exercés sur un solide (champ de gravité, le champ

magnétique...) sont fx, fy et fz et si e repére choisi est galiléen, la Relation Fondamentale de

la Dynamique sécrit localement suivant lesaxesx, y et z

a d d

72 Oxx +£ny +£O-xz + fi = pay

0 0 0 = 111.39
@ayy+£ayz+aaxy+fy—pay (111.39)
a a F)

ao-zz +£ze +£O-yz + fz = pa,
Ou

fx, fy et fz : sont les forces volumiques appliqué au point M.
a,, a,€ta, : sontlescomposantes d un vecteur d’ accélération au point M.
p : lamasse volumique.

L’ expression de |’ accél ération écrire

9%ug %@,
a,= Z—
X 9t + dt?
_0%v, %9y
y_atz +ZF (|||40)
9%w
a,=—"
at2

Dans le cas des plagues multicouches, I'intégration de ces équations suivant I'épaisseur de la

plague permet d'obtenir les relations d'équilibres relatives aux résultantes et moments
[11.13.2 Equilibrepar rapport aux résultantes en membrane

La premiére équation d'équilibre, exprimée dans le référentiel du stratifié (i = x), correspond a

I'équilibre des efforts en membrane dans la direction x et sécrit :
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h/Z aO'X h/2 acxy h/Z aO'XZ h/2 h/
Lhesdz+ [y det [0, o da+ 1, frdz = 1) pay dz (111.41)

La continuité des contraintes dans chagque couche k, et leur discontinuité d'une couche a

|'autre conduisent a écrire:

h/2 00xx hy 60;’2"2 ON,
fh/Z ax dz = Yk- 1fhk ox Zk 1f Uxx = o (111.42)

De méme pour la contrainte de cisaillement plan oy :

h/2 doxy , _ONy
[y 5 dz=52 (111.43)

Ainsi que pour la contrainte de cisaillement transversale oy,

h/2 00y, n  hk 9%, (h) ( h)
Y dz k=1Jn,_. 5, dz = oy, >) ~ Oxz (—3 (111.44)

< h h . N L. P
Ou a,, (5 ) et o,,(— > ) sont les contraintes de cisaillement extérieures exercées

respectivement sur les faces supérieure et inférieure de la plague, notées :

h h
x = Oxz (E) € Tyy = Oxz(— E) (111.45)
L'intégrale de la composante suivant x de la force de volume se note :

h/2
[ Frdz=Fy (111.46)

L'intégration du second terme de I'équation (111.41), compte tenu de la forme du champ des

déplacements (I11.4) nous permet d'écrire :

h/2 ,220x
fh/Z ay dz fh/zp(x y'z)(atz (p S0z )02
_d%uy rh/2 6 ®x rh/2
T at2 fh/Z t o f—h/ZpZdZ
Finalement en posant :
(s B) = [117,p (1L, 2)dlz (111.47)

L'équation d'équilibre en membrane, dans la direction x et de méme pour la direction y dont

I'équation d'équilibre est donnée par :
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Ny , ONxy 9%ug %@,
—2+—+F + = +R—=
ax ay Tix " Tax=Ps 52 at2
Ny, 0N a2v 2%
y Xy 0 y
Y+ F + +
ay  ox By +Toy - Tay=ps 52 at2 R at2
Ou
_ h _ h
T1x = Oxy (5) ) T2x=0Oxy (_ E)
h h
Tay = O-yw(g) ) TZy_Uyz(_ E)
Et Ps—fh/zpdz— 1f _, Prdz=Xk 1f _ Py = hye_)

1

h
Ps =7 k=1 fhkk_l pic(hié — hii_1)

111.13.3 Equilibre par rapport aux résultantes de cisaillement

Laderniere relation d'équilibre pour (i = z) s écrit :

f—h/z 5 2 fh/z ay fh/z oz fh/zfz fh/zpa dz

Laméme démarche précédente conduit a

fh/Z 6sz _%
-h/2 ox T oox
[z 0o g, 00y
h/2 9z 9y
h/2 00,4 hy_ _
55,5 dz =0y, — (- 0, — (D= A(x,Y) =

Ou g est la différence entre les pressions exercées sur les faces de la plague.

Larelation d'équilibre devient alors

an Q 2W

-+ y+q+FZ Ps atz‘)
h/2

Fx! f h/2 (fx'f'fZ) dZ
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111.13.4 Equilibrespar rapport aux moments

L’ expression de I'équilibre des moments, pour un élément de plague, sobtient en
multipliant les deux premieres équations d'équilibre par Z et en les intégrant dans |'épaisseur.

L’ équilibre des moments le long de la direction X sexprime selon I'égquation :

h/2 axx n/2 9oy h/2 axz h/2
[z 5tdzt [, 22 dzt [0, 272 dzt +["2 2f, dz=["]" pza, dz (111.56)

Les deux premiers termes sécrivent :

h/2 Q0xx OMy
Jh2 720 p= 2l (111.57)
J hf{/zzzaa;yd =2 (111.58)

L'intégration par parties du troisiéme terme aboutit a

doy
fhr{/zz Z Xy dZ [Zo-xy] Z;; - f://zz O-xzzg Oxz (g) + %sz (_ g) - Qx

h
= E(Tlx - TZx) - Qx

Finalement en introduisant le moment d'inertie par rapport au plan moyen (x,,) de I'élément

de plaque unitaire situé au point (X, y) :

=f_h,f/22(z, z%)p dz (111.59)
Avec:
Ly =5k peh = hioy) dz (111.60)
En en posant :
P By = [0 (27 f)dz (111.61)

L'équilibre des moments le long de la direction x sécrit :

amMx aNXy _ 6u0 %@y
ax | ay +2 (Tlx Tox) + Py — Qx=R—— 2 Ty 5o (111.62)

De la méme maniére, nous obtenons I'égquation d'équilibre des moments le long de la

directiony :
0My  ONxy 0? vo 2@,
6_y = ay +t (le - TZy) + Py — Qy=R—= 9tz Ixy t2 (I I 63)
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Les relations (111.48), (111.54), (111.62), et (111.63) congtituent les équations d'équilibre ou
équations du mouvement dans le cas de la théorie classique des plaques. Elles sappliquent
aussi bien a des plagues homogenes qu'a des stratifiés

Finalement en obtient les équations d' équilibre suivant :

ONX aNXy 62u0 62(px
—+ —=+F + - = + R—=
9% ay c T T1x ~ T2x=Ps at2 at2
Ny 0N a2v 2%
y Xy —_ g% Yy
2L +—+FE +1,-7 R
ay ax y T Ty " Tey=Ps 52 at2
an aQy 62W0
—= 4 —= F, = II.
ox T oy TAtFz= P75 (111.64)

aMX N Xy _ 6 uo 82<px
Ix dy +- (Tlx TZx)+PX Qx R Ixy 9t2

oM, 0N
ay 0y

%, 9%
(le - TZy) + PY QY‘R >+ Ixy ?zy

La combinaison des trois dernieres relations d'équilibre permet d'écrire une nouvelle
éguation du mouvement indépendante des résultantes de cisaillement :

6 UO 63170
ax at2 dy ot?

62W0
at2

)+ (0 L 20y () g5

92M,  0°M, My,
2 y
+ + + a4 =ps XY\ox ot2 oy at?

ax2 ay? R(
[11.14 Equations du mouvement du stratifié

Les équations du mouvement du stratifié sont obtenues en reportant les expressions
des résultantes et des moments données par I'équation constitutive dans les relations
fondamentales des plagues. Dans le cas ou les faces du stratifié sont libres de toutes
contraintes et les forces de volume sont nulles, les éguations du mouvement du stratifié
sollicité transversalement par une charge g sont données par :

d%u 0%u L) ELY) GRS GRS
A1y aXZO + 2446 Py ao + A66 >+ A aXzo + (45, + Ase) > 26?;
92 (p 92 (p 92 (p 92 (p %@
+311 <+ 2316 X + Bes <+ BlG a ~ 4+ (By, + 366) X + By ayzy
_ 0%y 0%y
=Ps 922 +RF (|||66)
0%u, 9%u 9%u GESY 9%y
Ase aXzo + (A, + Ase) © 4+ Ay ayzo + A66 >+ 2426 3% a(;
9%y, 2%¢ 92 (p %¢ %¢
+A22 -+ B16 x+(312 + Bse) X + By ayzy +Bes axzy
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2

92 92 920,
+2By6 5 (px +Bzz ayy =Ps a:zo +R a;pz (111.67)

6(px %w, 6<px op %w
Fss(—- >) + Fas (- y+2_0)

BXZ X dy
0y 62%.) 2%wq
Faa ( o T2 ) TA=Ps 5z (111.68)
9%u 9%u 9%u 92v, 9%v
Bi1 755+ 2Bis 31 ao + Bos 5 + Bis 532 + (B1z + Bes) axa;i
62
+Bae 5 70 4+ Dy 208 4 2D, T Xt Doo 55 L% 4 Dy 22
92 <,0 0 w
+(D1z + Do) 55+ Das > 55~ Fss (@2 + 5.0 (111.69)
aw 9%u 8%y
'F45(§0y yo)_ R ?20 + XY “gez
a2 a2 a2 a2
Bie a;ZO + (B1z + B66) uo + By 57 uo + Bes 52 vo + 2B26 axa
92 92¢ 92 (p %@y 9%
+Bzz — + Di6 x+(D12 + Dse) X + Dy 2y? +Dge axzy
9? <pX 6 Wo
2D26 +D22 ay2 'F45( Px T 755 ) (111.70)

awo 9%ug 0%,
Faa ((p" ) s TR,

La solution analytique des équations précédentes est difficile a obtenir si I’on tient en
compte de tous les termes de couplage. Elle n’est possible que s certains termes de ces
équations sont négligés, il faut avoir recours aux méthodes numériques vu leur puissance dans
la résolution de tels problémes. L'utilisation de méthodes numériques facilite la solution de
ces équations pour des problemes dimportance pratique. Parmi les méthodes numériques les
plus utilisées, on cite la méthode des éléments finis qui a montré son efficacité dans la
résolution des problémes de la dynamique des structures. La méthode sera utilisée dans le

présent travail pour la recherche des réponses dynamiques des plaques composites stratifiées.

64



Chapitre IV Analyse par éléments finis

ChapitrelV : Analyse par éémentsfinis

V.1 Introduction

Pratiquement tous les phénomenes physiques peuvent étre décrits mathématiquement
par un systeéme déquations aux dérivées partielles applicables dans I'espace modélise
(volume, temps,...), avec des conditions établies aux frontieres (ou limites) de |’ espace
considéré. Pour la résolution de ce systéme, deux voies sont possibles : analytique ou
numeérique.

Les solutions analytiques consistent a résoudre directement les équations
différentielles au moyen des techniques mathématiques habituelles telles que la
séparation des variables, les solutions analogues ou les transformées de Fourier et de
Laplace .A la fin du 19éme siecle, les fonctions d' Airy ont permis la résolution d'un
certain nombre de probléme d'élasticité, en particulier les problémes de champs singuliers
en point de fissures. L’ avantage de ces solutions est qu’ elles restent val ables indépendamment

des valeurs numeériques des paramétres du systéme (géométrie, matériaux et charges).

Aidées par le développement spectaculaire des moyens de calculs (sur tous les
plans : méthodes, machines et logiciels), les solutions numériques consistent a donner
une solution approchée d'un systéme complétement défini. Deux approches sont
envisageables : locales ou globale. Dans I'approche locale, les équations différentielles
sont directement discrétisées (le systéme différentiel d équilibre est appelé formulation
forte) ; atitre d’ exemple, on peut citer laméthode de différences finies. Dans |’ approche
globale, I'équilibre du systeme est exprimé sous une formulation plus générale (appelée
formulation faible), souvent en terme de bhilan énergétique, qui est ensuite discrétisé
dans cette deuxieme approche, |'équilibre énergétique n'est pas assuré localement (‘en
tout point d'un milieu), mais seulement au niveau global d'un élément de volume.
Cette approche présente des avantages considérables pour le traitement des systémes
complexe.

Au début du 20éme siecle, la méthode de Rayleigh-Ritz a permis de poser les
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bases de méthode des éléments fins en introduisant la notion de champs approcheés.
Les trois dernieres décennies ont vu des développements intenses en éléments finies pour
I’analyse des différents types de structures et de comportement complexes. Pour les
structures allongées telles que les ponts, les poutres en caisson, la techniques de bondes
finies a permis d'augmenter |’efficacité des calculs en combinant les principes
d’ approximation par ééments finies et la théorie poutres, ains la discrétisation se fait
seulement pour la coupe droite de la structure (dans le plans perpendiculaire a |'axe
longitudinale). Dans le but de gagner en efficacité, la méthode des ééments de
frontiére constitue un progres considérable en limitant la discrétisation a lafrontiere du
domaine étudié. Récemment, la technique des volumes finis présente une évolution qui reste
adaptée au probléme de champ linéaire. Dans tout le développement, la recherche du
meilleur rapport entre colt de calcul, précision et généralité, a été I'objectif essentiel

permettant d’ aler encore plus dans la représentation des systémes industriels

V.2 Méhode des éémentsfinis
Pour évaluer les états de contraintes, de déformation et les caractéristiques

vibratoires dans la conception des produits, des piéces mécaniques et des structures,
I'ingénieure doit décrire le comportement des systemes physique gréace a des équations
aux dérivées partielles. Et vu ladifficulté de résoudre ces équations on a besoin de
modéle qui permettent de simuler le comportement de ces systémes physiques
complexes. Pour cela, on a recours a plusieurs techniques dont la méthode des ééments
finis. Cette méthode est une technique mathématique
D’intégration des équations aux dérivées partielles. Elle fait appel aux trois domaines
suivants :

» sciences de l'ingénieur pour construire les équations aux dérivees partielles

» méthodes numériques pour construire et résoudre les égquations algébriques

» programmation et informatique pour exécuter efficacement les calculs sur ordinateur
Cette méthode a connu plusieurs développements depuis son apparition en 1956, plus
exactement par |'apparition des publications de Turner, Clough,Martin et Topp qui ont
introduit le concept d'éément fini.
Soulignons également le travail d'Argyrise et Kelesy qui systématise I'utilisation de la
notion d'énergie dans I'analyse des structures.
Dés 1960 cette méthode subit un développement rapide dans plusieurs directions
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» la méthode des ééments finis est reconnue comme un outil général de résolution
d'éguations aux dériveées partielles. Elle est donc utilisée pour résoudre des problemes
stationnaires, non linéaires dans le domaine des ainsi que dans d'autres domaines.

» une base mathématique de la méhode des ééments finis est construite a partir de
I'analyse fonctionnelle.

» la méthode est reformulée, a partir de considérations énergétiques et vibrationnelles
sous laforme générale des résidus pondérés.

Anis on assiste au développement de nouveaux ééments tels que poutre, plaques, coques et

I'établissement de nouvelles formulations telles que la formulation hybride.

V.3 Typesde problémes MEF
La méthode des é éments finis permet 1a résolution de trois types de problémes principaux :

%+ Problemesd’équilibre stationnaire

Dans ce type de probléemes, le comportement est défini en fonction de I’ état du systeme,
de la géométrie, du chargement et des conditions aux limites, sous forme dun systeme
d’ équations linéaires en fonction des variables nodales. On trouve dans cette catégorie
I”équilibre statique et les régimes stationnaires d écoulement, de transfert de chaleur et
d’ électromagnétisme.

+ Problemesaux valeurs propres

Il s'agit des phénomenes de vibration ou d'instabilité d'un état stationnaire. Les modes
propres de vibration, le flambage des structures o u I'instabilité des flux laminaires font
partie de cette catégorie.

% Problemes dépendant du temps

Lorsque I'état du systeme dépend de son histoire ou bien des paramétres de sortie, le
systéme devient interdépendant et la résolution directe n’ est plus possibles. Ce cas inclus le
comportement non linéaire (matériaux et géométrie), la dynamique non linéaire

(amortissement, rigidite,...), lesrégimes transitoires et |a fissuration des pieces.
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Analyse par éléments finis

Résolution des problemes physiques
Par la méthode des élémentsfinis

A 4

-Mécanique du solide
-Mécanique du fluide
-Transfert de la chaleur
-Champ magnétique

o

/Equilibre stationnaire\

)

A 4

/VaJeurs propres
-Dynamique, vibration
-Stabilité des structures
-Flux laminaire
-Acoustique

o

~

)

A 4

/Valeurs propres

-non linéarité
-Dynamique (cas général)
-Thermique transitoire
-Propagation

o

~

)

Figure(lV.1) : Différents types des problémes physiques en démentsfinis
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IV.4 Formulation théorique

1V.4.1 Modée de déplacement

le modéle de déplacement est basé sur la théorie des déformations avec cisaillement [21].
U(X,Y,Z,t)=110 (X,Y,1) +Z8 (X,Y.1)
V(X,Y,2,)=vo (X,y,1)+26, (X,y,1) (IV.1)

w(X, Y, Z, )=wy(X, Y, t)

t C'estletemps

Uy, Vo: Déplacements en membrane

w,: Déplacement transversal

0x, Oy : Rotations des sections droites respectivement dans les plans (x, z) et (y, 2).

Les paramétres u, v et z sont les composantes de déplacement dans les directions X, y €t z,

respectivement, d'un point générique de la espace stratifié.

IV.4.2 Expressions de contrainte
L es tensions associ ées a des déplacements dans équation (1V.1) sont les suivantes:
Ex = Exo + 2k,

&y = &y + 2k,

e, =0
Yxy = Exyo T Zkyy (1V.2)
Vyz = ¢y + Zl/)y
Yaz = Ox + 2y
avec

T
dug dvy du av,
_ T __ 0 0 0 0
€0 = [x0 £y, Exyo] T = ox ' ay ' ay 6x]

T [06, 36y 80, . 36,17

k=lky, ky, oy | = o o oy a—xy] (1IV.3)
T ) awo]T

6= Byl = [0+ 22,0, + 22
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IV.4.3 Les équations du mouvement

Le principe variationnel de Hamilton est utilisé ici pour dériver les équations de mouvement
stratifié. La mathématique I'affirmation du principe de Hamilton dans |’ absence
d'amortissement peut étre écrite comme

[s@—E)dt=0 (IV.4)
IT et E sont I'énergie potentielle totale et lal’ énergie cinétique, respectivement.
L’ énergie potentielle de la plague avec le volume V et de la surface A peut étre écrite comme
n=uv-w
Ou
M= % J,e"odv — [ uTPdA (IV.5)

U est I'énergie de déformation de la plaque; W représente le travail effectué par les forces
appliquées de I'extérieur; P est le vecteur dintensités de force correspondant a stratifié La
direction (x, y, 2); et u = [u, v, w]"est le déplacement selon I'une quelconque point générique
(X, y, 2) dans l'espace. L’expression pour les composantes des déformations données par
I'équation (1V.2) sont substituées dans |'expression d'énergie (1V.5). Une intégration explicite

atravers|'épaisseur stratifiée est ensuite effectuée pour obtenir |'expression suivante:

—T—

1
N=-[5dA- [ d" FdA (1V.6)

F est le vecteur de charge par unité de surface correspondant a la direction de déplacement

généralisé vecteur d et le nouveau vecteur g est défini dans maniére suivante:
=[Ny, Ny, Nyy, My, My, My, Qs Qy, S Sev | 7

Equation (1V.6) définit la forme bidimensionnelle du I'énergie potentielle dans lequel la
relation entre o et € alons maintenant définir les deux dimensions stratifié relations

constitutives. Sur |'intégration des contraintes sur |'épaisseur en stratifie.

h
(Nx rNyi ny) = ;€1=1 fhkk+1 [Gx Gy TxY]dZ

Rie+1
(My, My, My,) = k=1 fhkk+ [Jx Oy Txy]dz (IvV.7)
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(65) = St i ()11 = 2

Les relations ci-dessus peuvent étre concise exprimée en

=Dt (IV.8)
ol
N1 i, b, 0q[f
M k
= |pI D, 0], (1IV.9)
S Lo o pJ[Y

Avec |le modéle de déplacement supposé, la matrice de rigidité différents dérivés sont :
D,,,: membrane; D.: membrane-flexion couplage

D,: Flexion; Dq: cisaillement.

|V.4.4 Energie cinétique
L 'énergie cinétique du corps est donnée par
_1 o7 .
E—Efvu pu dv (1V.10)
u Est la vectrice vitesse d'un point quelconque générique (X, Y, z) dans I'espace et p est la
densité de masse de I'matériau. L'expression de lui est substitué dans équation (1V.10) en
utilisant équation (1V.1) et a la rédisation d'explicite l'intégration a travers |'épaisseur du
stratifié, ce relation peut étre réduit en une forme a deux dimensions comme
_1 1T 7 ]
E_E fA d' md dA (1v.11)

Oum estlamatricedinertie
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V.5 Discrétisation par éémentsfinis

IV.5.1 Discrétisation dans|'espace

(d) = Ye=1 I (d)
(IV.12)
E(d) =Xe=1E. (d)

ou IT etll,, sont les énergies totales potentielles de le systeme et I'éément, E et E,, sont les

énergies cinétiques du systéme et |'élément,

IV.5.2 Fonction de déplacement
d(t) =Xi25 N; (e, y)d; (B) (1v.13)

Ou N; est la fonction d'interpolation correspondant au nceud i, NN est le nombre de noauds
dans|'éément et d; est le vecteur de degrés de liberté nodaux correspondant au noaud i.

d; = [uOi»voiIWOi»Hxiveyi] (1V.14)

Equation (1V.14) peut étre écrite comme suit
d(t)=Na,(t) (IvV.15)

Ou N est lamatrice de fonction de forme donnée par
N=[N;, N, ... Nyy1 (1V.16)

Et a, est le vecteur de déplacement élément qui est écrite comme
a, = [dT,dY ...dly] T (IvV.17)

Connaissant le vecteur de déplacement généralisé d de I'élément, les déformations peuvent

étre exprimées comme suit :
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L'équation (1V.18) est également écrit dans une forme alternative comme

£=Ba, (IV.19)
ou
B=[B,, B, ... Byy] (1V.20)

IV.5.3 Discret éguations du mouvement
L'énergie potentielle pour un élément (e) peut étre exprimée en termes de |'énergie de
déformation U, interne, et le travail extérieur w,.

I, =U,—-W, (1vV.21)

Pour un élément, I'énergie de déformation interne peut étre écrite comme suit
oU, = 6alk,a, (V.22
Ou
k., = fA BT DB dA (1V.23)
Lapremiére variation du travail §W, pour un éément est
SW, = Salf,(t) (IV.24)

Ou I'élément de charge équivalente nodale vecteur.
fe = fANTF dA (1vV.25)
Et
F=[0,0, g, 0,0]” (1V.26)

Ou g est I'intensité de la charge appliquée transversale.

La premiére variation d'énergie cinétique, 6E, pour un élément peut étre écrite sous
forme matricielle.
6E, = —6ay[[, NTm N dA]a, = —6alM.4, (1V.27)
Ou
M, = fANTmN dA (1V.28)
Est la matrice de masse des éléments cohérents, d est le vecteur de I'éément noda

accélération, N est lafonction de forme matrice et m est la matrice d'inertie.
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On applique le principe de Hamilton, on obtient :

f sal [M,a, + k.a, — f,(t)]dt = 0 (1V.29)
Cette relation est valable pour tous les déplacements virtuel §a, on obtient
M.é, + kea, = fr(t) (1vV.30)

Qui est I'équation de mouvement d'un éément du stratifié. Ces équations sont assembl ées par
la suite pour donner les éguations du mouvement de I’ ensemble du stratifié

Md+Ka=f(t) (IvV.31)
Dans laguelle 4 et a sont respectivement la vectrice accél ération et déplacement globaux.
Lamatrice derigidité globale K, la matrice de masse M et le vecteur force f (t) sont calculées

comme suit:
M= NElM
K=yNE (1V.32)
f(t) Z =1 e(t)

IV.5.4 Matricederigidité
Le calcul d'élément de matrice de rigidité K¢ a partir équation (1V.23) est économisé

par multiplication explicite des matricesB;, B; et D, comme suit :

Kg=J" [ BIDB;|J|dédn (IV.33)

IV.5.5 Matrice de masse
Le calcul de la matrice de masse cohérente M€ a partir équation (1V.28) est évalué en utilisant

|’ expression suivante:
Mg = [ [7) NTmN; || dédn (IV.34)

IV.5.6 Vecteur decharges

L e vecteur de chargement est donnée par :

fi® = [,N F dA (1V.35)
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Ou bien sous forme élémentaire :
{F}e = [, [ IN" {q}dédn (1V.36)

V.6 Méhodedirectel'intégration du temps— schéma de Newmark
Dans ce dispositif les vecteurs a et aun alafin d'un I'étape de temps At sont exprimeés sous la

forme

antl = a" + At[(1 — §)a" + da"*1]
a™?1 = a"+ Ata" + (At) ?[(V/2-a)d"+ad" ! (1V.37)

a Et § sont des paramétres qui commandent la précision et |a stabilité du régime et |'exposant
n indique que la solution est évalué ala nieme I'étape de temps. La sélection d'une a = 1/4 et
6=1/2,

On réarrangeant (IV.31) et (1V.36), hous arrivons a

ka1 =f (1V.38)
Ou

k=k+ayM

f=f"+ M(apa™ + a,a™ + a,a")

a, = 1/(a At?) (1V.39)

a, = apAt

1
az—%—l

Unefoislasolution aest connu a t™*?, lavitesse a et I'accélération 4 a t™+peut étre calculée

en expressions de réarrangement dans équation (1V.40).

an+1 — ao(an+1 — an) — alén — azan
én+1 - én + a3én + a4én+1
Ou

a; =At(1—6)et a, =6 At (1V.40)
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EXEMPLESNUMERIQUES

VI.7 ANALYSE LINEAR DE STRUCTURALEA
V1.7.1 Analyse modale:
L es étapes suivantes sont utilisées dans |’ analyse modale par ANSY S Construire le modéle.
» Appliquer les charges et d'obtenir la solution.
» Développer les modes.
» Examiner lesrésultats.
Les résultats comprennent des fréquences naturelles, les formes des modes, et le champ de

contraintes correspondant.

VI1.7.1.1 MODELE:
On va traiter un exemple type, afin de montrer les différentes étapes de I’ analyse dynamique

des plaques par ansys:

Preprocessor

Définir un type d'élément

Il ya plusieurs éléments ANSY S qui permettent le traitement des plaques composites a titre
d'exemple le SHELL181. Cet dément peut étre utilisé pour des applications en couches
stratifiées, pour la modélisation des coques composites ou pour les structures en sandwich. La
précison de la modélisation des coques composites est régie par la théorie de Mindlin-

Reissner.

= Définir lestypes d'ééments en utilisant e chemin de menu suivant :

Main Menu > Preprocessor > Element Type > Add/Edit/Delete
e Cliquessur Add
e Sélectionnez Shell dans la bibliotheque de I'é ément de dialogue . Cliquez sur OK.

e Cliguessur Close
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Library of Element Types
Liorary of Elzment Types Struetural Mass 4 | |Elstic dnodz 63 .

Link fnodz 93 T Defined Element Types:

fen e ] Tvpe 1 sHELLIBT

Fipz Bnodz 251

ol Hyper dnodeld
Shel Bnedz281 v

Conshart v ’T‘
Element type referance number Cl

[Eg5| _optons.| _peete |
0K Lty ‘ Cancel Help
Clo=se Help

Figue(lV.2) Boite de dialogue pour récupérer lesrésultats sur la base d'éléments
numéros de ségquence.

» Spécifiez les constantes réelles (R commande) en utilisant le chemin de menu
suivant :
Main Menu > Preprocessor > Real Constants > Add/Edit/Delete
e Mettez en surbrillance Type 1 SHEL L 181, cliquez sur OK.
e Entrez 0.05 pour TK(l), cliquez sur OK.
e Sortir de laboite de dialogue des constantes réelles en cliquant sur Close
= Spécifier les propriétés des matériaux pour le faisceau (MP commande) en utilisant le
suivre le chemin de menu:
Main Menu > Preprocessor > Material Props > Material Models
Dans la boite de définir un modéle de comportement des matériaux de dialogue, dans la
fenétre de droite, successivement double-cliquez sur structurel, linéaire, élastique, et, enfin.
I sotrope, ce qui fera apparaitre une autre boite de dialogue.
e Entrez 10.920 pour EX et de 0,3 pour PRXY, cliquez sur OK.
e cliquez sur densité et Entrez 1000 sur DENS.

e Fermez laboite de dialogue en utilisant le chemin :

Material > Exit

= Définir la géométrie de la piece est généralement la premiere éape dans le
développement d'un modéle par élémentsfinis.
Main Menu > Preprocessor > Modeling > Create > Areas > Rectangle >By

Dimensions
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Dans la boite de dialogue qui saffiche, entrez les val eurs suivantes:
X;=0, X2=0.25
Y1=0,Y,=0.25

e Click OK.

» Précisez le nombre de divisions sur toutes les lignes de commande (LESIZE) al'aide
le chemin de menu suivant :
Main Menu > Preprocessor > Meshing > Size Cntrls> ManualSize > Global > Size
Tailles ééments sur All boite de dialogue Lignes sélectionnée apparait, entrez 10 pour NDIV,
cliquez sur OK
e Creéer lemaillage (LMESH commande) en utilisant e chemin de menu suivant :
Main Menu > Preprocessor > Meshing > Mesh > Areas >Free

Choisissez le menu apparait; cliquez sur Pick All.

HiEEEEEEE
AN
EEEEEEEEE
EEEEEEEEE
EEEEEEEEE
EEEEEEEEE
HlEEEEEEEE
HlEEEEEEEE
HlEEEEEEEE
ENEEEEEEEE

Figure (1V.3) Plague en mailles
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=  Précisez le nombre de couche al'aide le chemin de menu suivant :

Main Menu >Preprocessor >Sections >Shell >L ay-up >Add/Edit.

[\ create and Modity shelt secbors ==

Section Edit Tools
Layup XSectiun Cuntruls] Summary ]

Layup

Create and Modify Shell Sections Narme 0} | 1 ﬂ
Thickness Material ID Orientation Integration Ptz Pictorial View

4 Joozs 1 |0 3 x| ———

3 0025 1 hd | 3 Tl S

2 [oozs 1 x|l 3 2NN NND

1 |n.ozs 1 |0 3 || — —
Add Layer Delete Layer

Secfon Offset | Mid-Plne -] |

Section Function |None defined j KCN or Nude| j

oK | Cancel ‘ Help

Figure (1V.4) Créer et modifier la boite de dialogue Shell articles

Solution

=  Spécifiez le type danayse que Modae, en utilisant le chemin de menu suivant
(ANTYPE commande), ce qui fera apparaitre la boite de dialogue Nouvelle anayse:

Main Menu > Solution > Analysis Type > New Analysis

e Cliquez sur le bouton modale; cliquez sur OK.

»=  méthode d'extraction en mode :
Main Menu > Solution > Analysis Type > Analysis Options

e Cliquez sur le bouton PCG Lanczos cliquez sur OK, ce qui fera apparaitre une autre
boite de dialogue.

e Entrez 10 pour No. of modesto extract cliquez sur OK

e cliguez sur OK pour PCG
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Spécifiez les conditions aux limites de déplacement en utilisant le suivant chemin de
menu:

Main Menu > Solution > Define Loads > Apply > Structural > Displacement >

On Nodes
UO=WO=9x= éx=0,a
u0=W0=0y= ayzovb

Figure (1V.5) Les conditions aux limites
= Obtenir lasolution en utilisant le chemin de menu suivant :

Main Menu > Solution > Solve> Current LS

e Cliquez sur OK pour lancer la solution.

e Attendez que ANSY Sréponde avec la Solution is done!
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POSTPROCESSING

=  Examiner lesrésultats en utilisant e chemin de menu suivant:

Main Menu > General Postproc > Results Summary

SET,LIST Command EE

File

soieick THOER OF OATA SETS OM RESULTS FILE  obetciow

SET  TIME/FREQ  LOAD STEP  SUBSTEP CUMULATIVE
10,111 1

=
[==1
Lo
=)
Lo
[EC IR Y
L=y g R SRR )
(=Rl g QN O )

Figure (1V.6) Liste des fréquences des modes

» Tracer lesformes de mode

e Définir lasolution de régler d'abord en utilisant e chemin de menu suivant :
Main Menu > General Postproc > Read Results > First

e Tracer laforme de mode en utilisant e chemin de menu suivant:
Main Menu > General Postproc > Plot Results > Defor med Shape

e Cliquez sur Def+ undefedge ; click sur OK.
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KODAL SOLUTION AN

JTEP=1

JUBR =1
TIME=_5C0E-D5
Uz [AVE)
R3¥3=0

X =.15EE-08
A =_I5EE-08

[ -SYTE-05 -F34E-08 -104E-08 - 135E-08
-LT4E-0B -SZ1E-DB . BEEE-0% -1Z1E-08 -156E-08

Figure (1V.7) déformation de premiére mode

V1.7.2 Analysetranstoire

DansANSY S, les étapes suivantes sont utilisées pour une analyse transitoire:
» Préciser les conditionsinitiales.

Spécifiez les contrdles de solutions.

Appliquer les charges.

Ecrire dans un fichier Etape charge

vV V VYV V

Appliquer / modifier des charges et des contréles solution pour la phase de

charge suivante (s) et écrire Charger lefichier Etape (S).

Y

Obtenir une solution a partir de fichiers échelon de charge.
» Examiner les résultats.
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VI1.7.2.1 MODELE:

Preprocessor
Le modéle éémentsfinis de Plaque carrée été créé ala section (Analyse modale)
Par conséquent, le modéle ne sera pas régénéréici.
Pour Créer le modele par la lecture du fichier d'entrée de Plaque carrée en utilisant le chemin

de menu suivant:

Utility Menu > File> Read Input from
e Parcourir pour le Plaque carrée a partir du dossier ci-dessus; cliquez sur OK.
e Attendez que le modéle soit généré.

Solution
= Spécifiez letype d'analyse que transitoire en utilisant le chemin de menu suivant:

Main Menu > Solution > Analysis Type > New Analysis

e Cliquez sur Transient, cliquez sur OK

e Une nouvelle boite de dialogue apparait; cliquez sur OK
= Spécifier des contraintes de déplacement en utilisant le chemin de menu suivant:

Main Menu > Solution > Define Loads > Apply > Structural > Displacement >

On Nodes
Vo =Wy =06, = ax=0a
uO—Wo—gy: ay:O’b

Chargeuniforme:
=  Appliquer la charge uniforme sur la surface de plaque en utilisant le chemin de menu

suivant:
Main Menu > Solution > Define Loads > Apply > Structural > Pressure > On Areas

e Sélectionnez la surface; cliquez sur OK.
e Entre 1000 (VALUE Load PRES value); cliquez sur OK.

Char ge sinusoidalement:
= Appliquer la charge sinusoidalement sur la surface de plaque en utilisant le chemin de
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menu suivant;

Par ameter s > functions >define/Edit

Parameter s > functions >Read from file

Ecrivel’ éguation g=q, Sin (x x/a)sin (1 y/a)

Enregistre |’ équation

m Function Editor

Function ]

Function

Type

{*+ Single equation

(XY, Z) interpreted in C5Y'S: | 0

{” Wultivalued function based on regime variable

El

= [10000%sin(12.56*0G =i (12.56%V3)

(" Degrees (* Radians

LIST
( ) GRAPH El
MIN ASIN e"x
MAX SIN LN 8 g i CLEAR
RCL ACOS 10°%
5TO cos LOG 5 5 : s
INS MEM  ATAN SORT
ABS TAN P 2 3 - E
PI x*(1fy) ?
NV ATANZ xhy s E

Figure (1V.8) utilisation de I'outil fonction

Oeuvre lefiche

Saisissez un nouveau nom pour le fiche
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Comments
Table parameter name
|ec|uar|uri
Local coordinate system id for (x, v, x) interpretation
[o =l
Funection ]
Equation
Fesult = 10000%5in(12.56=(+}"sin(12.56"{}1 J
Consztant Walues
Mone J
(u]8 | Cancel | Help |

Figure (1V.9) Téécharger I'éguation

e Cliquez sur OK.

Main Menu > Solution > Define Loads > Apply > Structural > Pressure > On Areas
e Sélectionnez la surface; cliquez sur OK.

e [SFA](Apply PRES on areas as a) sélectionner Existing table; cliquez sur OK.

Apply Table Loads
Exizting table
EQUATION
oK Lpphy Cancel Help

Figure (1V.10) application del'équation
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s AN

BEEB
1111 3333 5555 7777 3353

Figure (1V.11) application dela charge

= Définir les options de solution pour |'aide le chemin de menu suivant:

Main Menu > Solution > Analysis Type > Sol'n Controls.

e Entre 360 e-6 dans(Time at end of loadstep) ,5e-6 dans(Time increment)
e cliquez sur (write every Nth substep) dans le menu déroulant Fréquence

menu, cliquez sur OK.
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Solution Controls ,_—E[

Basic ] Transient ] Soln Dptiuns] Monlinear ]Advanced NL]

Analysis Options Write tems to Results File
| Small Dizplacement Transient j & All=olution tems
[N Calculate prestress effects ¥ DBasic quantities

& User selected

Time Control i‘
Time at end of loadstep 0.00035
Automatic time stepping Prog Chosen j j

& MNumber of substeps Frequency:

& Time increment |Wr'rte every substep ﬂ

Time step size S5e-006 I
Hinimum tims step 0
Maximurn time 2tep 0

n] 4 Cancel Help

Figure (1V.12) contrdle du temps

= QObtenir la solution en utilisant e chemin de menu suivant :

Main Menu > Solution > Solve> Current LS

e Cliquez sur OK pour lancer la solution.

e Attendez que (ANSYS) réponde avec la Solution is done!
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Postprocessing
= Examen des déplacements au milieu dépendant du temps en utilisant le chemin de

menu suivant:

Main Menu > TimeHist Postpro

(RLO4*-T)

Z.
z.z8
2
1.75
1.8
VAL 4 =
1
75
c
.25

0 (Rl04*-d)

0 F 8 1.2 1.6 2
2 & 1 1.4 1.8
TIME

Figure (1V.13) Variation dans le temps de la z-déplacement au point milieu

88



Chapitre V RESULTATS ET DISCUSSIONS

ChapitreV : Résultats et discussions

V.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, des applications portent sur I'influence des caractéristiques
géomeétriques et mécaniques des plaques composites sur leurs réponses dynamiques seront
présentées. L'éément de référence utilisé est celui le Layer 99 qui est bien adapté aux
structures composites. Sa formulation est basée sur lathéorie Mindlin qui permet le traitement

des plagques minces et épaisses
V.2 ANALYSE VIBRATOIRE

V.2.1 Etude comparative

Avant de passer aux applications numeériques, il est souhaitable de faire une éude
comparative afin de valider le modéele éément fini utilisé. Pour cela, nous alons considérer

les cas de stratifiés suivants ;

> Stratifié isotrope.

» Stratifié orthotrope.

» Stratifié croisé antisymétrique.
V.2.2 Convergence de maillage:

Dans le but d’examiner I'influence de maillage. Nous considérons une plague

carrée de cOté a,Les conditions alafrontiére:
UOZW():Gx: aX:O,a
u0=W0=9y=0 ay:O,a

Les caractéristiques mécaniques du matériau sont données, pour les deux types de plaques,

comme suit :

» Moduled’Young : E=10.920 N/m’
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> Module du cisaillement : G=4.2 N/m?
» Coefficient de Poisson : v=0.3
> Masse volumique : p=1000 Kg/m’

La variation de la solution numérique en terme de la fréquence propre de vibration en
fonction du maillage est illustrée sur la figure (V.1), sur la méme figure on trace la solution
exacte, on faisant la comparaison des deux courbes, on constate que la solution numérique se

stabilise lorsque le maillage dépasse 6 X 6 ééments.

— solusion exact
— présente Eude

0.5

0.0

Figure(V.1) : Influence de maillage sur la premiere fréguence propre adimensionnelle o *

V.2.3 Validation avec le casde stratifié isotrope :

Dans cette comparaison deux types de plaques sont examinées :
-Plague carrée mince Longueur et largeur (1m) et épaisseur (h=0.01m).
-Plague carrée épaisse Longueur et largeur (1m) et épaisseur (h=0.1m).

Les caractéristiques mecaniques ainsi que les conditions de fixations sont celles utilisées

précédemment.
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(a)Plague mince:

Dans le cas d'une plague mince, les valeurs exactes des fréquences propres de
vibration peuvent facilement étre obtenues a partir de I’ expression mathématique suivante
[21]:

_m 2 2 /D
wmn—;(m +n ) ; (Vl)
Ou:
m et n sont respectivement les numéros de demi-onde suivant les directionsx y.

Eh3
12(1-v2) ’

D estlarigidité flexionnelle de laplaque, D =

pz €st ladensité par unité de surface.

Les valeurs des fréguences propres adimensionnellesw;,,, = Wmn (ﬁ ) /2 obtenues par

le ANSYS et ceux calculées par la relation mathématique (V.1) sont reportées dans le
tableau(V.2). On remarque que les résultats du programme sont tres satisfaisants en les
comparants aux résultats exacts. On note que I’erreur est estimée par rapport aux valeurs

exactes par |’ expression suivante :

valeur numérique—valeur exacte

Erreur= * 100

valeur exacte

Tableau (V .1) : Frégquences propres adimensionnelles w,,,,,d’ une plague carrée en appuis simples
constituée d’ un matériau isotrope avec v = 0.3, h/a=0.01

Wimn
m n Présente étude(ANSY S) Solution exacte Erreur (%)
1 1 0.9623 0.9632 -0.09
2 1 2.4054 2.4080 -0.10
2 2 3.8478 3.8529 -0.13
3 1 4.8140 4.8161 -0.04
3 2 6.2580 6.2604 -0.03
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(b)Plaque épaisse :

2
La comparaison entre les fréquences adimensionnelles w;,,, = wmn(% Y2 [21]

obtenues par ANSYS est présentée sur le tableau (V.2). On constate que I’ erreur maximale

est apeut présdel’ ordre 0.5%,

Tableau (V.2). Fréguences propres adimensionnelles w,,,,, d’ une plaque carrée en appuis simples
constituée d’ un matériau isotrope avec v= 0.3, h/a=0.1

Wmp
m n Présente éude Solution exacte Erreur (%)
1 1 0.09298 0.09315 -0.18
2 1 0.22188 0.22260 -0.32
2 2 0.34051 0.34207 -0.45
3 1 0.41542 0.41714 -0.41
3 2 0.52100 0.52391 -0.55

V.2.4 Validation avec le cas de stratifie orthotrope:

Un stratifié orthotrope est obtenu, soit a partir d'une seule couche de matériau
orthotrope, soit a partir d’'un stratifie symétrique constitué de couches orthotropes dont les

axes principaux coincident avec les axes de référence du stratifié.

Nous considérons une plaque carrée de cété a, constituée d’un stratifié orthotrope [0°/90°]s

dont les caractéristiques mécaniques sont données comme suit :
E; =40N/m?, E,=E;=1N/m?
Gip = G;3 = 0.6 N/m? , G,3 = 0.5 N/m?
Uiy = Vy3 = 0.25,v,3 = 0.01
p = 1000 Kg/m?3
Les conditions aux limites:
Vo=wy=86,=0 a x=0,a
Ug=wy=6,=0 ay=0,a

Ces caractéristiques sont typiques a celles du composite Graphite/Epoxyde. Le choix de E, et
p est arbitraire a cause de I’addimensionnalité des résultats. L’ expression des fréguences

propres, pour une plaque orthotrope simplement appuyée, S écrit, [21] :
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2
Wpn = % i[Dnm4 + 2(Dy5 + 2Dgg)m?n? + Dy,n?| (V.2
2
Les six premiéres valeurs w;y,, = wmn(%)w/p/Ez obtenues par larelation (V.2) ainsi
gue les résultats de ANSY S sont reportés dans le tableau (V.3). On note que pour un stratifié

orthotrope, |es fréquences propres ne sont pas symétriques. (o12£m21) .

Tableau (V.3) : Fréquences propres adimensionnelles w,,,, d une plagque carrée en appuis simples
constituée d’ un stratifié orthotrope de séquence d’ empilement [0°/90°] s,

avec h/a= 0.01
m n Wonn Erreur (%
Présente étude Solution exacte (%)
1 1 18.827 18.891 -0.33
1 2 33.681 33.823 -0.41
1 3 65.614 66.079 -0.70
2 1 67.804 68.637 -1.21
2 2 74.700 75.565 -1.14
2 3 95.319 96.363 -1.08

V.25 Validation avec le casde stratifié croisé antisymétrique :

Un stratifié antisymétrique est constitué de couches en nombre pair, dont la répartition
des épaisseurs est symétrique, et celle des orientations des fibres est antisymétrique par
rapport au plan moyen du stratifié.

L’ alternance [0°/90°] rest souvent désignée par stratifier croisé

Nous considérons une plague rectangulaire de dimension a=1 m, b=0.5 m et h=0.01m
L es caractéristiques mécaniques du matériau sont données

E;=40 N/m? ,E,=E;=1 N/m?

G1,=G13=0.6 N/m? , G,3=0.5 N/m?

vy, =1,3=0.25,1,5 =0.01, p=1000 Kg/m3

Les conditions alafrontiére:

Vo=Wwy=86,=0 a x=0,a

Uy =W =6, =0 a y=0,b
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Les valeurs des fréquences propres adimensionnelles )y, = wmn (%Z)M , pour un
rapport épaisseur sur longueur égal a 0.01, sont reportées dans le tableau (V.4). Un écart de
3% au maximum peut étre remarqué en comparant les six premiéres valeurs de ANSY S avec
celle de la solution exacte.

Tableau (V.4) : Fréquences propres adimensionnelles w;,,,, d’ une plague carrée en appuis simples
constituée d’ un stratifie croisé de séquence d’ empilement [0°/90°] + avec h/a= 0.01

Wmp
m N Présente éude Solution exacte Erreur (%)
1 1 49.034 49.479 0.89
2 1 68.613 69.366 -1.08
3 1 117.508 119.521 -1.68
1 2 183.782 189.590 -3.06
2 2 191.870 197.916 -3.05
3 2 217.040 223.796 -3.01

V.3 APPLICATIONS

Dans cette section, I’ensemble des types de stratifiés étudiés congtitue une bonne
référence des stratifiés usuels. Assez souvent la réalisation des stratifiés est faite a partir des
couches qui ont les mémes caractéristiques (mémes congtituants, mémes configurations
géomeétriques, mémes épaisseurs, etc.), mais ont des orientations différentes de leurs axes

principaux par rapport aux axes des références du stratifié.

V.3.1 Influence du rapport épaisseur sur longueur h/a

Nous considérons une plague carrée de cOté a, congtituée dun dtratifié équilibré

antisymeétrique [45°/-45°] <.

L es caractéristiques mécaniques du matériau sont données
E;=40N/m? E, = E3=1 N/m?

Giy = G13=0.6 N/m? , G,3=0.5 N/m?

vy, = 1,3=0.25,v;5 =0.01, p=1000 Kg/m?

Les conditions alafrontiére:

Ug=wo=0,=0 a y=0,a
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Lafigure(V.2) illustre la variation des quatre premieéres fréquences propres adimensionnelles
W™ = w+/ph?/E, * 100 en fonction du rapport h/a (h/avarie de 0.01 a 0.2). On remarque

gue la fréguence propre augmente avec |’augmentation du rapport h/a. cette augmentation
passe par deux zones différentes :

Zone 1 : caractérisée par une variation parabolique des fréquences adimensionnelles pour des

valeurs de h/a appartenant a[0.01 0.1] (cas des plaques minces).

Zone 2 : caractérisée par une variationodepresque ligaire pour des valeurs de h/a

appartenant a[0.1 0.2] (cas des plagues épaisses).

—Mode 1 B —Mode 3
—— Mode 2 —Mode 4

- 100)

20

&)
20

80|
40

ww (radis)
we (radis)

e 40
20 .
bl

o'gn Bl K [1] Ti% )] ] 005 010 018 00
hia(m} b/afm)

Figure(V.2) : Influence du rapport h/a sur les quatre premiéres fréguences propres adimensionnelles
w* d’une plaque carrée en appuissimples constituéed un stratifié équilibré
antisymétrique [45°/-45°] ¢

V.3.2 Influence del’anisotropie du matériau E//E,

Dans le but d’ examiner I"influence de I’ anisotropie du matériauE, /E,. Nous considérons une
plague rectangulaire de dimension a=2 m, b=1 m et h=0.4, constituée d’'un stratifié équilibré

antisymétrique [30°/—30°],, de caractéristiques mécaniques.
Glz = 613:0.6 N/‘/’n2 y 62320.5 N/‘/’n2
vy, = 1,3=0.25,v;5 =0.01, p=1000 Kg/m?

L’ effet de |’ anisotropie du matériau sera examiné pour un rapport EJ/E2 varie de 3a40. Ainsi,
les conditions aux limites utilisées sont les conditions d’ appuis simples, elles sont données

comme suit ;
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Lavariation des quatre premiéres fréquences propres adimensionnelles

w* = wy/ph?/E2 en fonction du rapport E, /E,,

Mode 1 Mode 2

?: // /

EVE2 EVE2

i Mode 3 i I Mode 4
- E
14
I 7 T oo ‘ !
EI/E2 EL/E2

Figure (V.3) : Influence de I’ anisotropie du matériau E,/E; sur les quatre premiéres fréquences
propres adimensionnelles w * d 'une plaque rectangulaire constituée d un stratifié

équilibré antisymétrique [ 30°/-30°] 47
V.3.3 Influence du nombre de couches

Pour cette application, nous considérons le cas d’'une plague carré d’ un rapport h/a=0.2 et

congtituée d'un stratifié antisymétrique. Nous examinons deux types de ségquences
d’ empilement différentes :
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» couches équilibrées [45°/-45°] it
» couches croisées [0°/90°] it
ou n représente le nombre de pairs de couches constituant le stratifié.

Pour chague couche, les caractéristiques suivantes du composite verre—epoxyde sont

utilisées:

E; = 46 GPa E, =E3; =10 GPa
G, =G;3=4.6GPa G,3 =3.27GPa
v =0.31

p = 2040kg/m3
Les conditions alafrontiére :

U0=W0=0x= é X:O,a

Uy = Wy = =0 a y=0, b

wirad/s)

00 d I [ - T

nombre de couches

Figure (V.4) : Influence du nombre de couches sur la premiere fréquence propre w d’une plague
carrée simplement appuyée (a) : couches équilibrées antisymétriques [45°/-45°] ot
(b) : couches croisées antisymétriques [ 0°/90°] it

La courbe de la premiére fréquence propse  qui en résulte est reportée sur la
figure(V.4). On constate que |I'augmentation du nombre de couches, sauf pour le cas de

passage de deux couches a quatre, ne crée pas un grand changement sur la valeurle  (de
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I’ordre de 3%). Lafigure (V.4) indique également que les stratifiés équilibrés sont plus rigides
gue les stratifiés croises. Ainsi, larigidité obtenue par un stratifié équilibré constitué de quatre
couches est supérieure a celle obtenue par un stratifié croisé d’ un nombre de couches élevé.

Cependant, il est important de noter que les coefficients de rigidité en membrane A;j ainsi que
les coefficients de rigidité en flexion et en torsion Dj; sont indépendants du nombre de
couches et du type de stratifié. Par contre, le couplage membrane—flexion/torsion qui provient

des termes B;; décroit lorsque |e nombre de couches augmente.

V.3.4 Influencedes orientations desfibres

Nous considérons une plaque rectangulaire d’ une longueur a et d'une largeur b,
constituée d’ un stratifié antisymétrique de séquence d empilement [8/-6/6/-0], ou 6 est I’angle
entre la direction des fibres est la direction du stratifié x, varié de 0° a 90°. Pour ce type de

stratifié nous avons ;

Ass=Aos=0 B11=B1o=B2,=Bes=0
D16=D26=0 Fas=0

L es caractéristiques mécaniques du matériau sont données
E;=40 N/m? ,E,=E;=1 N/m?

G12=G,3=0.6 N/'m? , G,3=0.5 N/m?

V1, =V,3=0.25,v;5 =0.01

p=1000 Kg/m3

Les conditions alafrontiére:

Vo=Wwy=86,=0 a x=0,a

Uy =Wy =0y = a y=0,b

L’influence de I’angle 0 sur les fréquences propres de vibration sera examinée pour un rapport
a/lbégal a0.5, 1et 2
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Figure (V.5) : Influence de I’ orientation des fibres 6 sur la premiére fréquence propre
adimensionnelle o * d’un stratifié équilibré (6 /—0 /0 /—0].

La variation de la premiére fréquence propre adimensionnelle w* = w,/ph’/E,.10 en

fonction des orientations des fibres, pour les différents rapports a/b, Est illustrée sur la figure
(V.5). On remarque que la fréguencen* passe par un maximum pour 6=45° dans le cas de
a/b=1 et par 6=90° dans le cas de a/b=2, et sa variation est Symétrique de part et d’ autre de ces
valeurs. Par contre, dans le cas de a/b=0.5, I’allure de ®* passe par un maximum pour 6=0° et
prend une forme symeétrique de part et d’ autre de cette valeur. Lafigure montre également que
les valeurs extrémales de* so nt atteintes pour des orientations confondues avec les
directions principales (0° et 90).

En outre, lafigure (V.5) indique que les fréquences les plus élevées sont obtenues pour
un rapport a/lb=2, les fréquences les plus basses sont obtenues pour un rapport a/b=0.5. En
effet, la fréguence propre augmente avec I’ augmentation du rapport a/b, ceci peut étre illustré
sur la figure (V.6). On remarque d apres cette figure que la fréguence propre croit

paraboliquement pour un rapport a/b varie de 0.5 a 4.
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D’ apres ce qui vient d’ étre dit précédemment, on peut faire les conclusions suivantes :
*Pour un comportement plus rigide, on opte pour des plaques rectangulaires d’ un
rapport a/b >1 et 6=90°.

*Pour un comportement plus flexible, on opte pour des plaques rectangulaires d un
rapport a/b< 1 et 6=90°.

— (2)
— ()
10 =

r
L]

i
£
L
e
{
B
pi
[

Figure (V.6) : Influence du rapport a/b sur la premiére fréquence propre adimensionnelle w * pour
troistypes de stratifies. (@) : [45°/-45°] 7, (b) : [30°/-30°] r, (C) : [60°/-60°] .

Enfin, on peut dire que le contrdle de la géométrie des plaques stratifiées et I’ orientation des
fibres permet d augmenter la rigidité de ces plaques et par conséquent leur durée du

fonctionnement.
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V.3.5 Influence des conditions aux limites

Nous considérons une plague rectangulaire de dimension : a=1m, b=0.5m et h=0.3m

congtituée d'un dratifié équilibré antisymétrique [45°/-45°] (r. Les caractéristiques
mécaniques de ce stratifié sont typiques a celles du composite carbone—epoxyde :

E,=230GPa  E, = E;=14.4GPa
Gy, = G3=4.9GPa ,G,; =4GPa
1,,=0.32 | v,5 = 0.32 ;3 =0.31
p =1650 kg/m?3

Extrémités simplement appuyées :

vo—W():Hx: a y:0
vo—W0=6x: é. y:b
uo—W():Hy:O a X:0
uO—Wo—ey: é. X=a

Extrémités encastrées :
Uy = Vg =Wy =0, =6, =0. sur les quatre cotés

Tableau(V.5) : Fréquences propres w et déformées modales d’ une plaque rectangulaire constituée
d'un stratifié équilibré antisymétrique [45°/-45°] ¢

Typede wrd/s

condition

aux limites Mode 1.1 Mode 1.2 Mode 2.2 Mode 1.3
SSSS w = 0.047843 w = 0.060584 w = 0.077252 w = 0.095779
ESES w = 0.0479 w = 0.060587 w = 0.077257 w=0.095795
SSSE w = 0.048013 w =0.060646 w = 0.077333 w = 0.095827
SSEE w = 0.047896 w = 0.060564 w = 0.077236 w = 0.095791
SEEE w=0.047971 w = 0.060627 w=0.077300 w=0.095832
EEEE w = 0.047878 w = 0.060557 w = 0.077268 w = 0.095794
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E : Extrémitéencastrée.  S: Extrémité simplement appuyée.
ESES : Plaque (i) : encastrée suivant x=0, (ii) : simplement appuyée suivant y=0,

(i) : encastrée suivant x=a, (iv) : simplement appuyée suivant y=Db.

Mode 1
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Mode 2

Mode 3
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Mode 4

V.3.6 Influencedel empilement des couches

L’étude de I'influence de I'empilement des couches permet d appréhender les
phénomenes de couplages entre membrane, flexion, cisaillement et torsion. Divers couplages
peuvent étre observés et mis en évidence. Le couplage traction — cisaillement provient des
termes Ay €t Ags.Le couplage membrane — flexion résulte des termes B;1, Bi, €t By, alors que
le couplage membrane — torsion résulte des coefficients Byg €t Bys. ENfin, le couplage flexion
—torsion résulte des termes D¢ €t Dos.
Pour cette application, nous considérons une plague carrée de caractéristiques géométriques
a=1m, b=1m, h=0.4m

Nous étudions |l es sequences d’ empilement suivantes :

= Stratifié croisé symétrique (SCS) [0°/90°/0°/90°/90°/0°/90°/0°] pour lequel il n’existe
aucun type de couplage (A1s=A2s=0, B;j=0, D16=D26=0).
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= Stratifié croisé antisymétrique (SCAS) [0°/90°/0°/90°/0°/90°/0°/90°] qui est
caractérisé par la présence de couplage membrane—flexion (A;s=A2s=0,
B12=B16=B26= Bes=0 , D16=D26=0).

= Stratifié équilibré symétrique (SES) [45°/-45°/45°/-45°/-45°145°/-45°/45°] qui

présente un couplage flexion-torsion (A=Ax=0, B;j=0).

= Stratifié équilibré antisymétrique (SEAS) [45°/-45°/45°/-45°/45°/-45°/45°/-45°] qui

présente un couplage membrane-torsion (A;s=Ass=0, B11=B2>=B1,=Bgs=0, D16=D26=0)

= Stratifié équilibré quelconque (SEQ) [0°/30°/45°/60°/0°/-30°/-45°/-60°] qui est

caractérisé par un couplage membrane—flexion/torsion (A1s=Ax6=0).

= Stratifié quelconque (SQ) [0°/15°/30°/45°/60°/70°/80°/90°] ou nous avons la présence
simultanée de tous | es types de couplages.
Les couches des dtratifiés étudiés ont les mémes caractéristiques mécaniques, ces
caractéristiques sont typiques a celles du composite K evlar—epoxyde :
E;=125GPa  E, =E3=8.5 GPa
G12=G13 =4.5 GPa, G,3 = 3.27GPa
Vi2=v43 =0.3 ,v,3 =0.31

p=1550 kg/m®

D’ aprés les résultats présentés dans le tableau (V.10), on constate que la présence
simultanée des couplages entre membrane, cisaillement, flexion et torsion réduit la fréquence
propre de vibration. Par contre, |’ absence des couplages membrane flexion, flexion torsion et
traction cisaillement (cas d'un dratifié équilibré antisymétrique), permet d'avoir un
comportement plus rigide de la structure. Les résultats montrent également que les stratifiés
symeétriques sont plus flexibles que les stratifiés antisymétriques. Cependant, il est intéressant
de noter qu'une dtratification symétrique garantira une bonne planéité du stratifié aprés

démoulage.
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Tableau (V.6): Fréguences propres w et déformées modales d’ une plaque carrée avec différentes
séquences d' empilement

Type de stratifie Model. 1 Mode 1.2 Mode 2. 2 Mode 1. 3

SEQ

SCS

SCAS

SES
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SEAS

o
w =615.83

V.4 COMPORTEMENT EN VIBRATION FORCEE

Dans cette section, le comportement des plaques composites en vibration forcée est
traité. Le schéma de newmark est utilisé pour la résolution de I’ équation d’équilibre. Les

résultats ont été obtenus avec un maillage 10x 10

V.4.1 VALIDATION
Nous considérons le cas d’ une plagque carrée de dimensions a=0.25m, b=0.25m et h=0.05m,
Deux cas de stratifiés sont traités :
e Stratifié isotrope de caractéristiques mécaniques :
E=2.1e10 N/m? p=800Kg/m> v =0.25

e Stratifie orthotrope d’ empilement [0°/90°/0°] dont les caractéristiques mécaniques

sont comme suit :
E1/Ex=25, E,=2.1x10" N/m?,
G12=G13=G=0.5 E>
v,,=0.25

Les conditions aux limites utilisées sont les conditions d appuis simples, elles sont données

comme suit :
Vo=wy=0x=0 a x=0,a
Uy =wo=0y =0 a y=0,b.
La plaque est soumise & une charge répartie sinusoidale d’ intensité go=10000 N/m?
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V.4.2 Convergence du maillage et applications

Cette étape est tres importante dans le début de chaque analyse afin de choisir le maillage
optimal qui permet de minimiser le colt du calcul. Les résultats présentés sur les (V.7) pour la
déflexion centrae et la contrainte montrent que la solution est stable lorsgue le maillage
dépasse e nombre 6x6 ééments

Tableau (V.7): Convergence de la déflexion centrale pour différents pas du temps,

schéma de Newmark
. At(u.sec)
Maillage 10 20 40 80
2%2 0135x 105 0505x 10>  0.168x 10-*  0.407x 10~*
4x4 0594x 10~6  0.300x 105  0.126x 10~*  0.359x 10~*
6x6 0625x 1076 0.274x 105  0.116x 10~*  0.343x 10~*
8x8 0631x 1076 0270x 105  0.113x10~*  0.337x 10~*

10x10 0.632x 10~° 0.268x 10~° 0.112x 10~* 0.335x 10~*

Tableau (V.8): Convergence de la contrainte normale g, pour différents pas du temps, schéma de

Newmark.
. At(u.sec)

Maillage 10 20 40 80
2X2 24688.8 144346 558941 0.141x 107
4x4 24167.7 191616 902848 0.262x 107
6Xx6 -6684.31 80397 736661 0.259x 107
8x8 65953.9 685110 0.256x 107
10x10 61990.5 663437 0.255x% 107

Le tableau (V.8) présente les résultats de la fleche centrale en fonction de I’incrément du
temps pour différents types de stratifiés, ces résultats sont comparés a ceux de I’ analytique ou
une bonne concordance est observée.
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Tableau (V.9): comparaison de la déflexion centrale d’ une plaque carrée sur appuis simples sous une
charge répartie sinusoidalement pour différents types de matériaux

isotropic Orthotropic 2 couche 2couche
temps [00] [00/900] [450/_450]
(nsec)  Présente  Solution  Présente  Solution  Présente  Solution  Présente Solution
étude exacte étude exacte étude exacte étude exacte
(ANSY'S) [22] (ANSY'S) [22] (ANSYS) [22] (ANSYS) [22]
10 0.0078 0.0079 0.0078 0.0079 0.0079 0.0079 0.0078 0.0079
20 0.0391 0.0399 0.0395 0.0398 0.0401 0.0404 0.0393 0.039%6
40 0.1885 0.1855 0.1861 0.1939 0.1894 0.2065 0.1769 0.1929
60 0.5487 0.5339 0.3863 0.4303 0.3131 0.3876 0.2627 0.3337
80 0.9314 0.9249 0.4188 0.5531 0.2534 0.4094 0.1615 0.2901
100 1.2297 1.2278 0.3104 0.5264 0.1367 0.3420 0.0514 0.1799
120 1.4737 1.4591 0.1259 0.3705 -0.0005 0.1449 -0.0135 0.0202
140 1.6627 1.6537 0.0131 0.1779 0.0091 0.0039 0.0791 -0.0140
160 1.6482 1.6667 0.0089 0.0353 0.1547 0.0182 0.2234 0.1206
180 1.4325 1.4604 0.1135  -0.0395 0.2695 0.1173 0.2310 0.2478
200 1.1632 1.1728 03314 0.1105 0.3032 0.3239 0.1452 0.3371
220 0.8545 0.8669 0.4273 0.3296 0.1730 04314 0.0090 0.2680
240 0.4859 0.5410 0.3518 0.4781 0.0236 0.3646 0.0003 0.0767
260 0.1421 0.1711 0.1991 0.5548 0.0062 0.2495 0.1359 0.0116
280 0.0130 -0.0041 0.0487 0.4797 0.0854 0.0473 0.2251 0.0226
300 0.0112 0.0009 -0.0171 0.2006 0.2547 -0.0182 0.2291 0.1653
320 0.1038 0.1045 0.0717 0.0840 0.3071 0.0082 0.0939 0.3300
340 0.3297 0.2958 0.2570  -0.0302 0.2115 0.2263 -0.0130 0.3024
360 0.7154 0.6295 0.4168 0.0459 0.0801 0.4007 0.0445 0.1963

La Figure (V.7) présente la déflexion centrale pour différents pas du temps. Il est évident que
la fleche est maximale lorsgue le pas du temps est trés serré. On constate aussi que la fleche

est fortement affectée par |e pas du temps utilises
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Figure (V.7): déflexion centrale maximale en fonction du temps pour une plaque carrée isotrope
simplement appuyée soumise & un chargement repartie sinusoidalement (maillage 10 x 10)
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Figure (V.8): déflexion centrale maximale en fonction du temps pour une plague carrée isotrope
simplement appuyée soumise & un chargement repartie sinusoidalement (maillage 70 x 10).
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Tableau (V.10): contraintes en fonction du temps pour une plaque carréeisotrope simplement
appuyée soumise a un chargement repartie sinusoidalement (maillage 10x 10, t =5u. sec).

At (p.sec) 0, 103(N/m?)
10 0.00123
20 -0.10516
40 6.96781
60 46.5516
80 82.6721
100 102.433
120 121.883
140 146.566
160 146.362
180 119.291
200 95.875
220 75.394
240 40.919
260 1.2317
280 -2.4462

300 1.3204
320 3.1055

V.43 Casd'un stratifie orthotrope:

Nous considérons une plagque carrée de coté a, constituée d’un stratifié orthotrope avec deux
configurations de séquence dempilement [0°/90°/0°] et [0°/90°/90°/0°] dont les

caractéristiques mécani ques sont données comme suit :
EJ/E,=25, E, = 2.1 x 10" N/m?,
G12=G13=G23=0.5 E;
V1,=0.25
40=10000 N/m?
Dansle cas ou la plague est en appuis simples, les conditions aux limites s écrivent :

u0=W0=9x= a X:O:a-
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Figure (V.9): déflexion centrale maximale en fonction du temps pour une plaque carrée simplement
appuyée constituée de trois couches [0%/90%0°%) et soumise & un chargement repartie
sinusoidalement (Maillage 10x 10)

400 —Ar=5(nsec)

g, 103 (MNim™)
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Figure (V.10): contrainte maximale en fonction du temps pour une plague carrée simplement appuyée
constituée de trois couches [0%/90°/0°%) et soumise & un chargement repartie sinusoidal ement
(Maillage 10x 10)
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Figure (V.11): déflexion centrale maximale en fonction du temps pour une plague carrée simplement

appuyée constituée de quatre couches [ 0%/90%90%0°] et soumise & un chargement repartie
sinusoidalement (Maillage 10x 10)
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Figure (V.12): contrainte maximale en fonction du temps pour une plague carrée simplement appuyée
constituée de quatre couches [0°/90%/90%0°] et soumise & un chargement repartie
sinusoidalement (Maillage 10x 10)
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CONCLUSION GENERALE

L'objectif assigné a ce travail est I'étude du comportement dynamique des plaques
Composites Multicouche. Pour atteindre cet objectif nous avons commencé par une éude
bibliographique détaillée sur les composites multicouches de nombreux travaux sont
consacrés a |'éude du comportement dynamique des structures multicouches dans le souci

d’avoir une meilleure compréhension et maitrise des problémes dynamiques.

Le travail de mémoire est une étude des vibrations libres et forcées des plaques
stratifiées en matériaux composites possédant un comportement mécanique anisotrope
dlastique par I'approche numérique. Dans ce cadre, un code de calcul (ANSYS) aété
utilisé pour déterminer les réponses dynamiques des plagues. Le probléme en déformation
linéaire a été discrétisé par |la méthode des éléments finis pour décrire le systéme d’ équations

algébriques linéaire.

Dans chague analyse par ééments finis, I’éément de référence, le nombre des
éléments utilisés, le type de I’intégration numérique sont des parametres tres importants et
doivent étre soigneusement choisies car ils influent d’ une maniére directe sur la convergence

des solutions et par conséquent sur la précision des résultats.

Une étude sur I’ influence du rapport épaisseur/longueur de la plaque sur les fréquences
propres de vibration a été effectuée. Cette étude nous a montré I’importance des déformations
en cisaillement transverse dans le cas des plagues épaisses. L’ effet du nombre de couches sur
les fréquences propres a été également examinég, il a été constaté que la rigidité de la plague
est |égérement affectée par la variation de ce nombre. L’influence de (i) I’ anisotropie du
matériau (ii) I’ orientation des fibres, (iii) I’empilement des couches et (iv) les conditions aux

limites, sur les fréquences propres de vibration ont été compl étement examinées.

Au-dela des résultats numériques, il est certain que le comportement dynamique des
plaques stratifiées ne doit pas dépendre uniquement d’une seule analyse. Il est alors conseillé,
pour un travail futur, de mener plusieurs tests d expérimentations, puis effectuer une

corrélation calculs-essais afin de valider le modéle numérique.
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