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Résumé

Dans ce mémoire, nous introduisons et caractérisons la continuité des opérateurs
multilinéaires entre espaces asymétriques normés. Nous étudions en particulier
les propriétés de complétude de semi-espace vectoriel asymétrique normé de ces

opérateurs.

Abstract

In this memory,we introduce and characterize the continuity of multilinear
mappings between asymmetric normed spaces. In particular, we study the
completeness properties of the asymmetric normed semi-vector space of these

mappings.
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Introduction

Le but de ce mémoire est d’étudier et caractériser les opérateurs multilinéaire
continus entre les espace asymétrique normés, ainsi que donner les propriétés de
complétude de ces espaces.

Notre travail se divise en trois chapitres. Le premier chapitre consacré a I’étude
des espaces asymétrique normés, et de donner des résultats et quelques exemples
des asymétrique normes.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie les opérateurs multilinéaires entre espaces
vectoriels normés.

Le troisiéme chapitre représente les opérateurs multilinéaires entre les espaces asy-

métriques normés.



Chapitre 1

Espaces asymétrique normés

1.1 Espaces quasi-métriques

Définition 1.1 Soit X un ensemble arbitraire non vide, une quasi-semi-métrique

sur X est une application p: X x X — Ry tel que pour tout z,y,z € X on a
i) p(z,x) =0,
i) p(z,y) < p(x, 2) + p(2,9).

De plus si p satisfait la propriété suivante

p(z,y) =ply,z) =0=z =y, (1.1)

alors p est appelé quasi-métrique. Un espace quasi-métrique est un ensemble arbi-
traire non vide X muni d’une quasi-métrique p. Il est clair que toute métrique est

une quasi-métrique.

Définition 1.2 Soit (X, p) un espace quasi-semi-métrique.

1. Le conjugue de p est la quasi-semi-métrique p définie par
p(z,y) = p(y, z) pour tout z,y € X. (1.2)

2. La quasi-semi-métrique associe de p est Uapplication p® : X x X — R4
définie par
p*(x,y) = maz{p(z,y), p(x,y)}



Exemple 1.1 L’application p: R x R — Ry définie par

ple,y) =y—x si <y
plz,y) =1 si x>y

est une quasi-métrique sur R. En effet, pour tout x,y et z € R on a
i) p(z,y) = p(y,x) =0 si et seulement siy —x =0, c-a-d x = y.
ii) Pour l'inégalité triangulaire, on a les cas suivants :

1) Six<yety<z Alorsona :
plz,y)=y—z<z—z=p(z) <p(z,2)+p(z,9).
2) Six<yetx<zetz<y. Alors
plry)=y—x=z-x+y—2z=pz2)+p(zy).
3) Six<vyetz<x. Alors
plz,y) =y—x<y—=z=p(zy) <plx,2)+p(zy)
4) Siy<axetx <z Alors
p(x,y) =1 < p(x,2) + p(z,y) = p(x,2) + 1.
5) Siy<zety<zetz<uxz. Alorsona
p(x,y) =1 < p(x,2) + p(z,y) =1+ p(z,y).
6) Siy<xzetz<y. Alors
plz,y) = 1< p(x,2) + p(z,y) = 1+ p(z,9).
Dans la suite on donne une condition pour que p° est une métrique.

Proposition 1.1 Soit (X, p) un espace quasi-semi-métrique. Alors, la quasi-semi-
métrique p° associe de p est une métrique st et seulement si p est une quasi-

métrique.

Preuve . Supposons que p est une quasi-métrique sur X. Soit z,y et z € X.



i) p®(x,y) = 0 si et seulement si

maz{p(z,y), p(x,y)} = maz{p(z,y), p(y,x)} =0,

p(x,y) = p(y, ) =0,
et ceci équivalent & = = y.
ii) On a
p*(z,y) = maz{p(z,y),p(z,y)}
=maz{p(y,x),p(y,x)} = p*(y, v).
iii) On a
p*(z,y) = maz{p(z,y),p(z,y)}
< maz{p(z,z) + p(z,y), p(z, 2) + p(z,y)}
< maz{p(,z), p(x, )} + maz{p(z,y),p(z y)},
ce qui donne
P (z,y) < p°(x,2) + p°(2,y)-

Donc, p est une métrique sur X.
Inversement, supposons que p est une métrique sur X. Soit z,y € X avec p(x,y) =

p(y,z) =0 . Alors

p*(x,y) = maz{p(z,y), p(y,x)} = 0,
ce qui implique que = = y. Donc, p est une quasi-métrique sur X. m

Définition 1.3 (Les boules dans (X, p)) Soient (X, p) un espace quasi-métrique,
o€ X etr > 0.

1. La boule ouverte de centre xg et de rayon r, noté Bx ,(xo,7), et la boule
fermée de centre xq et de rayon r, noté Bx ylxo,r|, de (X, p) sont définit,

respectivement par :
BX79($0,T) = {.’IJ €X: p(xo,:):) < 7"},

et
Bx plzo, 7] = {z € X : p(xo,z) <7}



2. La boule unité ouvert noté B/Xp et la boule unité fermé noté Bx , de (X, p)

sont définit respectivement par :
By, = Bx,(0.1) et Bx,, = Bx,,[0,1].

3. La sphere de centre xg et de rayon r noté Sx ,(xo,7) et la sphére unité noté

Sx,p de (X, p) sont définit respectivement par :

Sx p(xo,7) ={x € X : p(xo,x) =71} et Sx, = Sx,(0,1).

Définition 1.4 (Convergence d’une suite dans un espace quasi-métrique)

Soit (X, p) un espace quasi-métrique et (), une suite dans X, on dit que (y)n

est convergente vers x et on écrit x, — T, St

lim p(z,z,) =0.

n——+oo

Dans ce cas on dit que (x,,)n est p-convergente vers x.

Proposition 1.2 Soit (z,)y, une suite dans un espace quasi-métrique (X, p). Alors

on a :

1. Si(xy)n est p-convergente vers x et p-convergente vers y, alors p(z,y) = 0.

2. Si (zn)n est p-convergente vers x et p(y,x) = 0, alors (xy)n est aussi p-

convergente vers .

Preuve

1) Par l'inégalité
p(x,y) < p(z, ) + p(Tn,y), pour tout n € N,
et comme
Jm p(z,an) =0et lm p(zn,y) = lm py,n) =0,

on obtient

p(z,y) = 0.
2) Par l'inégalité
p(y,xn) < p(y,x) + p(x, zy,) , pour tout n € N,
on obtient

p(y, zn) < p(x, ), pour tout n € N.

10



Et ceci implique que

n—-4o00 n—-4o0o
alors

lim p(y,z,) = 0.

n—-4o0o

Donc, (x,)n est p-convergente vers y.

1.2 Espaces asymétrique normés

Définition 1.5 Soit X un espace vectoriel réel, une asymétrique semi norme sur
X est une fonction q : X — Ry telle que pour tout x,y € X et A € Ry on a

i) a(\z) = Aq(a),

it) q(z +y) < q(z) +q(y).
De plus si q satisfait la propriété suivante

q(x) =q(—2) =0=2 =0,

alors on dit que q est une asymétrique norme sur X . Un espace asymétrique normé

est un espace vectoriel réel X muni d’une asymétrique norme q.
Définition 1.6 Soit (X,q) un espace asymétrique normé.
1) L’asymétrique semi-norme q conjugué de q est défini par
q(z) = q(—=x), pour tout x € X.
2) La semi-norme q° associe de q est définie sur X par
¢*(z) = max{q(z),q(x)}, pour tout x € X.
Remarque 1.1 [l est claire que q° est une norme sur X, si q est une asymétrique

norme sur X. En effet, si q est une asymétrique norme sur X, alors pour tout

z,2ye X et A€ Rona:
)
¢*(z) = 0 & maz{q(x),q(x)} = maz{q(z),q(—x)} =0
< q(z) =q(-2)=0

< x=0.
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ii) On a deuz cas.

1. SiA>0,0na

¢°(Az) = maz{g(Az),
= Amaz{q(z),
= [Ag*(=).

(Az)}
()}

q
q

2. SiA<0, ona

¢*(Az) = maz{q(Az),q(Az)}
= maz{q((=A)(=2)),q((=A)(=2))}
= —dmaz{q(—x),q(—x)}
= [Alg*(x).

ii1)
¢*(z +y) = max{q(z + y),q(x + y)}
< max{q(z) + q(y), q(z) +q(y)}
< max{q(x),q(x)} +max{q(y),q(y)}
=¢*(x) +¢°(y).
Exemple 1.2 On considére sur R l'asymétrique norme u définie par

* = max{r, 0}. (1.3)

u(z) =z
Alors, pour x € R, on a
u(x) =2~ = max{—=z,0}

et
u*(z) = max{z ", 2"} =z | .
En effet pour tout z,y € R et A€ R4 on a
i)
u(z) = u(—z) = 0 < maz{zr,0} = max{—xz,0} =0

< =0.
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u(Az) = max{Az,0} = Amax{z,0} = Au(x).
iii)
u(z + y) = max{z + y,0}
< max{z, 0} + max{y, 0}
= u(z) +u(y).

Remarque 1.2 Toute asymétrique norme q sur un espace vectoriel réel X induite

une quasi-métrique pg sur X donnée par la formule

pq(z,y) = q(y — x), pour tout x,y € X. (1.4)

C’est-a-dire tout espace asymétrique normé est un espace quasi-métrique. En effet,

soit (X, q) un espace asymétrique normé, donc pour x,y et z € X on a :

i)
pq(z,y) = pg(y,2) =0 qy —z) = q(—(y —x)) =0
Sy—x=0
Sr=y.

pe(r,y) =qly — 2+ 2 —x)
<q(z—z)+q(y—=2)
= plI(l" Z) + pQ(Z)y)'

Donc, pq est une quasi métrique sur X.

Définition 1.7 Soient (X, q) un espace asymétrique normé, xo € X et r > 0.

1. La boule ouverte de centre xq et de rayon r, noté Bx 4(xo,r) et la boule

fermée de centre xq et de rayon r, noté Bx q4xo,r] de X sont définit (res-

pectivement) par :

Bx ¢(zo,7) ={z € X : q(z — x9) <1},
et

Bx glzo,r] = {z € X : q(x — z0) <1}

13



2. La boule unité ouverte noté B;(q et la boule unité fermée noté Bx , de X

sont définit (respectivement) par :
B;(aq = BX7q(07 1) 6t BX,(] - BX7q|:0, 1].

3. La sphere de centre xq et de rayon r noté Sx 4(xo,r) et la sphére unité noté

Sx,q de X sont définis (respectivement) par :

Sxq(xo,m) ={r € X : q(x —x¢) =71} et Sx 4= Sx,4(0,1).

Définition 1.8 (Convergence d’une suite dans un espace asymétrique normeé)
Soit (X, q) un espace asymétriqgue normé et soit (xy), une suite dans X. On dit
que (xy)n est convergente vers T si
li —z)=0.
i 10 = 2) =0

Dans ce cas, on dit que (xy,), est q-convergente vers x.

1.3 Complétude des espaces asymétriques normés

Dans un espace métrique (X, d) si (z,), est de Cauchy on dit simplement :

(n)n est d-Cauchy.

Définition 1.9 Une suite (zy,), dans un espace quasi-métrique (X, p) est dite

1. p-Cauchy a gauche (respectivement & droite) si pour tout € > 0, il existe

x € X et ng €N tel que

plz,x,) < e, pour tout n > ng

(respectivement

p(xn,x) <e, pour tout n > nyg).

2. p®-Cauchy si pour tout € > 0, il existe ng € N tel que
P°(Tn, Tm) < € pour tout n,m > ny.

3. K-Cauchy a gauche (respectivement a droite) si pour tout ¢ > 0 il existe

ng € N tel que

Vn,m € Nyng <m <n= p(xm,x,) <€

14



(respectivement
Vn,m e N,ng <m <n=p(ry,Tm) <Ec.)

4. Faiblement K-Cauchy a gauche (respectivement a droite) si pour tout € > 0

il existe ng € N tel que

P(Tng, Tn) < €, pour tout n > ng

(respectivement
(X, Tny) < €, pour tout mn > ng).
Dans la proposition suivante on trouve la relation entre ces notions.

Proposition 1.3 [2/ Soient (X, p) un espace quasi-semi-métrique et (), une

suite dans X. On a

(xn)n est p® — Cauchy

4
(Tn)n est K-Cauchy a gauche

\
(Tn)n est faiblement K-Cauchy a gauche

4
(xn)n est p-Cauchy a gauche,

avec mémes implications si on remplace "gauche” par "droite”.

Proposition 1.4 [6] Soit (X, p) un espace quasi-semi-métrique. Une suite (zp)n
dans X est de Cauchy a gauche (dans certains sens) par rapport a p si et seulement

si elle est de Cauchy a droite (dans le méme sens) par rapport a p.

Dans la proposition suivante on trouve une caractérisation des suites de Cauchy

dans Pespace métrique (X, p®).

Proposition 1.5 [6/ Soit (X, p) un espace quasi-semi-métrique. La suite (zp )y
est de Cauchy dans (X, p®) si et seulement si elle est a la fois K-Cauchy & gauche

et a droite.

15



Dans la suite on donne la relation entre les suite de Cauchy dans (X, p) et la

convergence de ces suites.

Proposition 1.6 [2/ Toute suite p-convergente est p-Cauchy a gauche et toute

suite p-convergente est p-cauchy & droite.

Proposition 1.7 [2] Dans un espace quasi-métrique régulier (X, p), si chaque
suite convergente (xy,,)n admet une sous-suite K-Cauchy a droite, alors X est mé-

trisable.

16



Chapitre 2

Opérateurs multilinéaires entre

espaces vectoriels normés

2.1 Opérateur multilinéaire

Définition 2.1 Soient X1, --- , X, et Y des espaces vectoriels sur le corps K

(=R ou C). Une application
T: X1 X..xX, =Y

est dite opérateur (ou application) multilinéaire (ou m-linéaire) si

T($1,$2,~-- 7a$k+ﬁyk7"' wxm) = OéT(IL’l,ZL’Q,‘-' s Ly * 7$m)+/BT(‘T17‘T27”' s Yks ot

pour tout T, yp € Xg,1 <k <m et o, € K (c-a-d T est linéaire pour chaque
composante).

o SiY =K, T est dit forme multilinéaire.

o Sim=2,T estdit bilinéaire (ou 2-linéaire).
On note par L(Xy, ..., X;n, Y) Uensemble des opérateurs multilinéaires de X1 X ... X
X, dans Y.

Exemple 2.1 1) L’application

T:-RxR >R
(z,y) = xy

est une application bilinéaire.

17

) T



2) L’application

T:RxR—-R

(z,y) = zy +1
n’est pas une application bilinéaire. En effet, pour z,z',y € R, on a :
T(x+2',y) =2y+a'y+1#T(z,y)+ T, y).

Remarque 2.1 L’ensemble S de tout les vecteurs de'Y de la forme T(x1, -+ , Tm)
n’est pas, en général, un sous espace vectoriel de'Y .

En effet, on considére X1 = X9 et Y des espaces vectoriels tels que dim X1 =
dim Xy = 2 et dimY = 4. Soient {a1,as} une base de X et (e;)i_; une base de

Y. On considére application bilinéaire T' définie par :

T(x1,22) = Cimuer + Cimaez + Camies + (aneea,

ot x1 = (ra1 + Ceaz et wy = nray + neaz. On a
4
S = {Z = Z)\iei; )\1)\4 — )\2)\3 = 0} .
i—1

Soient z1 = 2e1 + 2e9 + e3 + eq4 et z9 = e1 + eg. C’est claire que 21,20 € S, mais

z1— 22 &S, d'ou S n’est pas un sous espace vectoriel de'Y (voir [3]).

2.2 Continuité d’un opérateur multilinéaire

Définition 2.2 Un m-linéaire opérateur T : X1 X --- X X,;,, = Y est continu, s’il

est continu comme une fonction entre deuz espace vectoriel normé.

Théoréme 2.1 PourT € L(X1, -, X.n;Y), les affirmations suivantes sont équi-

valentes
1. L’opérateur T est continu.
2. L’opérateur T est continu en (0,--- ,0).

8. 1l existe une constante C' = 0 telle que :

1T (1, - xm) || < Cllaall - [lemll, V(@ - 2m) € Xax - X X (21)

18



Dans ce cas, on dit que T est borné et on pose

1T = sup [T (2, )]
zell<1,k=1,m

1l est facile de voir que
|T|| = inf{C : C vérifiant l'inégalité (2.1)}.

On note £(X1,- -+, X;m;Y) I'ensemble des opérateurs continus de X; x - -+ x X,
dans Y.

Remarque 2.2 Les applications multilinéaires continues ne sont pas, a priori

uniformément continues. En effet, ’application

ARXxR—R

(z,y) — xy,

est bilinéaire continue, mais n’est pas uniformément continue.

Théoréme 2.2 SoitT : X1 X---xX,;, — Y une application m-linéaire. Supposons

que X1 X --- X Xy est de dimension finie. Alors T est continue.

Preuve Il est préférable de la faire dans le cas ot m = 2, dans le but d’alléger

au maximum les notations, ce qui permet d’étendre ensuite cette démonstration

au cas m quelconque. Supposons que Y est menu de la norme ||.||. Supposons
que dimX; = r et dim Xy = s, et que X; est menu de la norme Nj définie
par Ni(z1,---,2) = supj<;<, |7i| et Xo est menu de la norme Ny définie par

No(y1,- -+ ,ys) = supi<j<s |yj| - On appelle alors (ey, ..., e), une base de X et
(f1,--+, fs) une base de X .

Soit z € X1 x X9. Alors z s’écrit sous la forme

T S
z= (> Nei Y uifs
i=1 j=1
Il s’ensuit que

T(x)=>_ > XipT(es fy).

i=1 j=1
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On a alors

IT@) < D2 PasllIT (s, i)l < Nu(wa)Nawz) Y D IIT (e )l

i=1 j=1 i=1 j=1

En posant £ =371, >>2_ [ T(es, f;) |, on obtient :
Vr € X1 X Xo, HT(%)H < €N1(w1)N2(:c2).

On retrouve la caractérisation de la continuité d’une application linéaire. T est

donc continue. ®m

Théoréme 2.3 Soient X1, ..., X, des espaces vectoriels normés et Y est un espace
de Banach. Alors L(X1, -+, Xn;Y) est un espace de Banach.

2.3 Adjoint d’un opérateur multilinéaire

Définition 2.3 Soient X, ..., X,, et Y des espaces de Banach. SiT € L(X1, -+, Xm;Y),
on définit adjoint de T par :

T Y = L(Xq, -, X K), y" = T (y") : X1 x - x Xppy = K|

avec
T*(y*)(xlv T ,:Cm) = y*(T(wlv T ,.fm))
Proposition 2.1 Pour T € L(X1,--- , X3 Y), on a :
1. T* est linéaire, continu et | T*|| = ||T||.

2. Siue L(Y;Z), alors (woT)* =T* ou*.

Preuve

1. C’est claire que T™ est linéaire et continu. Par les conséquences de Théoréme

de Hahn-Banach (Brezis [1]), on a :

177 = sup [|T"(y")]l

lly*[<1

= sup sup [y (T(21, - zm))|
ly*[[<1 f|log |<1,1<k<m

= sup  |T(z1,- 20|l
[|zk||I<1,1<k<m

= [I-

20



2. Pour tout z* € Z* et 2, € Xy, k=1,--- ;m,on a

(wo T) ("N T (21, s wm)) = 2" (W(T (21, -+, 2m)))

w ()T (1, 2m)

T (u* (")) (@1, - 2m)
=(T* ou™)(2")(z1,- , Tm)-

Donc (uoT)* =T* ou*.
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Chapitre 3

Opérateurs multilinéaires entre

espaces asymétriques normeés

3.1 Caractérisation des opérateurs multilinéaires conti-

nus

Définition 3.1 Une N-asymétrique norme est une asymétrique norme p sur l’es-
pace vectoriel réel X, telle que : si p(x) =0, alors x = 0. Nous disons que la paire

(X,p) est un espace N -asymétrique normé.
Exemple 3.1 L’application p : R — RT définie par

p(z) = |x| + max{x,0} (3.1)
est une N-asymétrique (appelle N -asymétrique norme).

Définition 3.2 Une application m-linéaire T : X1 X -+ x X, —> Y est continue,

st elle est continue comme une application entre deuz espaces asymétriques normes.

Théoréme 3.1 Soient (X1,p1), -, (Xm.pm) et (Y,q) des espaces asymétriques
normés et T : X1 X -+ X Xy, = Y un opérateur multilinéaire. Les affirmations

sutvantes sont équivalentes :
1. T est continu.

2. T est continu en (0,---,0).
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3. 1l existe une constante M > 0 telle que :

q(T(z1,-- 2m)) < Mpi(z1) - Pm(Tm), (3.2)
pour tout x; € Xj,j=1,--- ,m.
4.
T \(pl,..,,pm;q):: sup q(T (1, ,xm)) < 0 (3.3)

Exemple 3.2 Soit Uapplication bilinéaire T : (R,p) x (R,p) — (R, u), définie
par
T(x,y) = zy,

ot u est l'asymétriqgue norme usuelle sur R définie par (1.3) et p la N-asymétrique

norme définie par (3.1). On a

u(T(z,y)) = max(zy, 0) < [z|[y| < p(z)p(y),

pour tout z,y € R.
Proposition 3.1 Soit T' € L, ... pig)(X1,-++, X3 Y), on a

q(T(x1, - yzm)) < T ’(pl,---,pm,q) p1(z1) - Pm(Tm), (3.4)

pour tout x; € Xj,7 = 1,--- ,m. De plus ||T |, ... p,..q Peut étre calculer égale-

ment par la formule :
1T [(py,-e spmsqy= IDf{M = 0 : Mwérifiant l'inégalité (3.2)} (3.5)

Corollaire 3.2 Soit m € N. Les affirmations suivantes sont équivalentes pour

Uopérateur m-linéaire T : X1 X -+ X Xopy1 — Y
1. T est continu de (X1,p1) X -+ X (Xom+t1,P2m+1) dans (Y, q)
2. T est continu de (X1,Dp1) X -+ X (Xom1, Pony1) dans (Y, Q)

Donc

E(p1,~~~7p2m+1;q)(X1’ s Xomy13Y) C Efpi7~-~7p§m+1;qs)(

Xla T 7XQM+1;Y)7
et

1T = 1T s,

P 13d%) < [T ’(pl:"'7p2m+1§(I)’

pour toutTe.C( )(X1,"'  Xomi1;Y).

P, sP2m+1:59
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Preuve L’équivalence (1) < (2) découle de

sup Q(T(xh sy x2m+1)) = sup Q(T(_:Bl, ) _$2m+1))
By (@) <Lj=1,...2m+1 py(—2;)<1j=1,....2m+1
= Sup q(T(z1, .., T2m+1))

pj(z;)<1,5=1,....2m+1

Avee el o 8 17 L= 1T 1.yt -
Soit T' € Lp,.... poms1iq) (X1, Xams1;Y). Pour tout z; € Xj telle que p?(:rj) <

1,j=1,....2m+ 1, 0on a

Q(T($17 ’$2m+1)) S HT |(p17~--,p27n+1;Q)

et
AT (21 s w2m41)) < |IT |(§17---7§2m+1§§) )

Cela implique que

HTH = sup qS(T(‘Th -‘-7$2m+1)) < HT ‘(p1,..-,p2m+1;q)< S
pi(w;)<1,j=1,....2m+1

et la preuve suit. m

Proposition 3.3 Le nombre ||. |( .q) est une asymétrique semi-norme sur le
P1yesPmid

cone de tout les opérateurs multilinéaires continus entre les espaces N -asymétriques

normés X1 X -+ x X, et Y.

Comme dans le cas linéaire, on considére une norme asymétrique erpansée sur

l’espace [,‘(9 s

s ,qs)(Xl, vy X3 Y), par la méme formule
1 Fmo

”T |(p1,...,pm;q): Sup q(T(fﬂl,,Im))
pj(z7)<1

avec la possibilité que || T |(p, ... p..q)= 00

Avec l'asymétrique norme ||. |(p1,...,pm;q) O aSSOCIONS une morme erpansée Sur
E?pijw’p%;qs)(Xl, ey X3 Y') définie par :

1T G psy= TOZENT 1, pmia)s | = T oo ipmia) }-
Corollaire 3.4 Pour tout T € ﬁfpi---vpin;qs)(Xl’ ey X3 YY), on a -

17| <|T ’fpl,.~7pm;q) )
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Preuve Afin d’établir (3.6), on peut supposer ||T’ ‘fpl )< 00 Alors on obtient,

y-Pmid

1T [(pr,...opmiq) < 00 €t || = T | )< 0o. Pour tout z; € X;,j=1,...,m ,on a

P1--sPmiq

Q(T(xlv vxm)) < HT |(P1,...,pm;Q) pl(lil)"'pm(xm)

ST (G, o) PLED) D0 ()
et
AT, am)) < | =T |py,...pms) P11 D (Tm)
< HT ‘fpl,...,pm;q) pi(wl)pfn(wm)

Par conséquent,

¢ (T (1, wm)) ST [Ty ppuig) PLED)- D (Tm)

et | T < ||IT ‘fp1,~~~,pm;q) - .

3.2 Complétude des espaces des opérateurs multili-

néaires continus

Lemme 3.5 Pour toutT € LF

. p%;qs)(Xl,...,Xm;Y) on a

T )= sup ¢ (T(x1, vy Tm)).- 37
| |(p17...,pm,q) ps (@) <Lt (T'( m)) (3.7)

Preuve Soit a le membre de droite de I’égalité (3.7). Alors

|| =T |(P1,-~~,Pm§‘]) = sup q(_T(xla ceey xm))a
< sup C(T(x1.xm)) = A,
pj(z;)<l,j=1,...m
et
1T |ps,...spmsa) = Sup q(T(21, ey Tm)),
pj(xj)SL‘j:l,...,m
< s PT(rm) =a

pj(z;)<l,j=1,...,m

Cela implique ||T |fp1,...,pm;q)§ a. Aussi, pour tout z; € X telle que

p](l']) < 17] = 17"'7m7
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on a

Q(T(wlv 7xm)) < HT |(p1,~--,pm;¢1)S HT ‘fp1,~~-,pm;q)’

et
A(=T@1, s 2m)) < | =T [y, pmi< I T |fp1,---,pm;q)
Donc a < ||T |fp1,...,pm;q) .
Proposition 3.6 Soit m un nombre naturel impair. L’ensemble L, . p...q) (X1, .., X3 Y)

est fermé dans [’espace

(cs (X1, X3 Y)

(PS5, sD5050°) oI ’fpl,--~,pm;q))

Preuve Soit (77,), une suite dans L, X1, ..., Xm;Y) qui converge vers

~-7pm;Q)(

T e L] (X1, ..., X;n; Y) par rapport a la norme ||. \fp On montre

(PT5---P5039°) 1resPm3q)”
que T € ﬁfps o ,qs)(Xl, ey X3 Y). En effet, il existe ng € N telle que
10 Fmo
HT ’(p1,~--7pm;Q) < HT ‘?pl,...,pm;q)
< | Tno =T |€p1,~-~,pm;q) +[|Tng |fp1,~--7pm;q)
<14 [T, |fp17---,pm;q)< 00-

Théoréme 3.2 Pour (X1,p1), ..., (Xm,pm) des espaces N-asymétriques normés

et (Y,q) un espace asymétrique normé, on suppose que (Y,q) est bi-Banach. Donc

E?(pi,...,pfn;qs)(Xl’ wey X3 Y') est un espace bi-Banach par rapport a la norme ||. |, poa)-
Par conséquent, si m est impair, alors (L, pmia) (X1 o Xis Y)5 [l oy pmsa)

est un cone bi-Banach.

Preuve Soit (T,,), C 'C?(Pi s _qs)(Xl,...,Xm;Y) par rapport & la norme

B ‘?pl,..,,pm;q)' Donc pour tout £ > 0, il existe no € N telle que
1T — T || < [|Tn — T |fp1,...,pm;q)< &

pour tout n, k > ng, alors (7,), est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach

(L7 (X1, o0, X3 Y, I -

((p5,---05030%) H(piw.,pﬁq;qs))'

Dong, il existe T € ﬁ?(i’i ot .qs)(Xl, ey Xm; Y) telle que ||T;, — T'|| — 0. Comme
T, — T est continue on obtient

¢ (To(z1, oy m) — T(x1, ooy ) < [T — TIPS (1), oy D5, (Tm)
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et (Tn(x1, -+ ,2Tm))n est convergent vers T'(zy,...,x,,) dans 'espace de Banach
(Y,¢®) pour tout z; € X;,j = 1,..,m. Alors il existe k > ng telle que ¢*((T" —
Ti)(x1,...,2m)) < €. En utilisant la formule ( 3.7 ), pour tout n > ng et z; € X;

avec pj(z;) <1,7=1,..,m, on a

(T = Te) (@1, s 2m)) = (T (21, oy 2m) — Tn(@1; o0y Tm)))
< @(T(x1y ey Tm) — T(21, ooy Ti)))
+ ¢ (Tr(21y oy i) — T, ooy T)))
<&+ 1Tn =T [(ps,...cpmia)
< 2e.

En prenant le sup sur tout z; € X; avec p;j(x;) < 1,5 =1,...,m. On obtient

T = To [ )< 2e, pour toutn > ng.

ye-sPms3q

La deuxiéme affirmation est une conséquence de la premiére et de la proposition

ci-dessus. m

3.3 Opérateur adjoint d’'un opérateur multilinéaire

Définition 3.3 Soient (X1,p1), -, (Xm,pm) et (Y, q) sont des espaces N -asymétriques
normés. St T € LCyp, ... p.. (X1, , X0n,Y), on définit Uadjoint de T' par

T :Y* — LCp, .. pru(X1,-+ , X, R)
f=T(f): Xi x-- X, —R

()@, om) = f(T(@1,- - 2m))-

Proposition 3.7 Soit (X,p) un espace a asymétrique semi-norme. Si rg € X

avec p(xg) > 0, alors il existe une fonction linéaire continue ¢ : X — R telle que
lo[=1 et (zo) = p(xo). (3.8)

Théoréme 3.3 L’application T* est bornée et (| T* |= [T |y, pmig),s 0% 1T |

est la plus petite constante bornée pour T™.
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Preuve Pour tout f € Y* on écrit

IT*CF) o pms), = sup — u(f(T (21, -, 2m)))

pj(z;)<lj=1,...m

<q'(f) sup (T (1,0 Tn))
pj(z;)<lj=1,..,m

=q (NHIT ‘(101,..-,17771;@7

ce qui signifie que T est bornée et [T |< ||T [, ... pmiq) -

Pour établir I'inverse inégalité, supposons que z; € X telle que p;(z;) < 1 pour
tout j =1,....m et T(x1,...,2ym) # 0.
Par la proposition ci-dessus, il existe f € Y™ telle que ¢*(f) =1 et

f(T(x1,.c,zm)) = ¢(T(x1, ooy Tim))-
D’ou
IT* ) Loy = 0T (@1, s ) = W@(T (@1 0y 8m)) = AT (@1, s 20)),
a partir de lequel il s’ensuit que

T 2T ) lropmy= 590 @(T (@1, 20)) = T |y, i) -

pj(z;)<1j=1,...m
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