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Résumé

Dans ce mémoire, nous introduisons et caractérisons la continuité des opérateurs

multilinéaires entre espaces asymétriques normés. Nous étudions en particulier

les propriétés de complétude de semi-espace vectoriel asymétrique normé de ces

opérateurs.

Abstract

In this memory,we introduce and characterize the continuity of multilinear

mappings between asymmetric normed spaces. In particular, we study the

completeness properties of the asymmetric normed semi-vector space of these

mappings.
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Introduction

Le but de ce mémoire est d’étudier et caractériser les opérateurs multilinéaire

continus entre les espace asymétrique normés, ainsi que donner les propriétés de

complétude de ces espaces.

Notre travail se divise en trois chapitres. Le premier chapitre consacré à l’étude

des espaces asymétrique normés, et de donner des résultats et quelques exemples

des asymétrique normes.

Dans le deuxième chapitre, on étudie les opérateurs multilinéaires entre espaces

vectoriels normés.

Le troisième chapitre représente les opérateurs multilinéaires entre les espaces asy-

métriques normés.
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Chapitre 1

Espaces asymétrique normés

1.1 Espaces quasi-métriques

Définition 1.1 Soit X un ensemble arbitraire non vide, une quasi-semi-métrique

sur X est une application ρ : X ×X → R+ tel que pour tout x, y, z ∈ X on a

i) ρ(x, x) = 0,

ii) ρ(x, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y).

De plus si ρ satisfait la propriété suivante

ρ(x, y) = ρ(y, x) = 0⇒ x = y, (1.1)

alors ρ est appelé quasi-métrique. Un espace quasi-métrique est un ensemble arbi-

traire non vide X muni d’une quasi-métrique ρ. Il est clair que toute métrique est

une quasi-métrique.

Définition 1.2 Soit (X, ρ) un espace quasi-semi-métrique.

1. Le conjugue de ρ est la quasi-semi-métrique ρ définie par

ρ(x, y) = ρ(y, x) pour tout x, y ∈ X. (1.2)

2. La quasi-semi-métrique associe de ρ est l’application ρs : X × X → R+

définie par

ρs(x, y) = max{ρ(x, y), ρ(x, y)}
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Exemple 1.1 L’application ρ : R× R→ R+ définie par{
ρ(x, y) = y − x si x ≤ y
ρ(x, y) = 1 si x > y

est une quasi-métrique sur R. En effet, pour tout x, y et z ∈ R on a

i) ρ(x, y) = ρ(y, x) = 0 si et seulement si y − x = 0, c-à-d x = y.

ii) Pour l’inégalité triangulaire, on a les cas suivants :

1) Si x ≤ y et y ≤ z. Alors on a :

ρ(x, y) = y − x ≤ z − x = ρ(x, z) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y).

2) Si x ≤ y et x ≤ z et z < y. Alors

ρ(x, y) = y − x = z − x+ y − z = ρ(x, z) + ρ(z, y).

3) Si x ≤ y et z < x. Alors

ρ(x, y) = y − x ≤ y − z = ρ(z, y) ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y).

4) Si y < x et x ≤ z. Alors

ρ(x, y) = 1 ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) = ρ(x, z) + 1.

5) Si y < x et y ≤ z et z < x. Alors on a

ρ(x, y) = 1 ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) = 1 + ρ(z, y).

6) Si y < x et z < y. Alors

ρ(x, y) = 1 ≤ ρ(x, z) + ρ(z, y) = 1 + ρ(z, y).

Dans la suite on donne une condition pour que ρs est une métrique.

Proposition 1.1 Soit (X, ρ) un espace quasi-semi-métrique. Alors, la quasi-semi-

métrique ρs associe de ρ est une métrique si et seulement si ρ est une quasi-

métrique.

Preuve . Supposons que ρ est une quasi-métrique sur X. Soit x, y et z ∈ X.
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i) ρs(x, y) = 0 si et seulement si

max{ρ(x, y), ρ(x, y)} = max{ρ(x, y), ρ(y, x)} = 0,

c-à-d

ρ(x, y) = ρ(y, x) = 0,

et ceci équivalent à x = y.

ii) On a

ρs(x, y) = max{ρ(x, y), ρ(x, y)}

= max{ρ(y, x), ρ(y, x)} = ρs(y, x).

iii) On a

ρs(x, y) = max{ρ(x, y), ρ(x, y)}

≤ max{ρ(x, z) + ρ(z, y), ρ(x, z) + ρ(z, y)}

≤ max{ρ(x, z), ρ(x, z)}+max{ρ(z, y), ρ(z, y)},

ce qui donne

ρs(x, y) ≤ ρs(x, z) + ρs(z, y).

Donc, ρ est une métrique sur X.

Inversement, supposons que ρ est une métrique sur X. Soit x, y ∈ X avec ρ(x, y) =

ρ(y, x) = 0 . Alors

ρs(x, y) = max{ρ(x, y), ρ(y, x)} = 0,

ce qui implique que x = y. Donc, ρ est une quasi-métrique sur X.

Définition 1.3 (Les boules dans (X, ρ)) Soient (X, ρ) un espace quasi-métrique,

x0 ∈ X et r > 0.

1. La boule ouverte de centre x0 et de rayon r, noté BX,ρ(x0, r), et la boule

fermée de centre x0 et de rayon r, noté BX,ρ[x0, r], de (X, ρ) sont définit,

respectivement par :

BX,ρ(x0, r) = {x ∈ X : ρ(x0, x) < r},

et

BX,ρ[x0, r] = {x ∈ X : ρ(x0, x) ≤ r}.
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2. La boule unité ouvert noté B′X,ρ et la boule unité fermé noté BX,ρ de (X, ρ)

sont définit respectivement par :

B
′
X,ρ = BX,ρ(0, 1) et BX,ρ = BX,ρ[0, 1].

3. La sphère de centre x0 et de rayon r noté SX,ρ(x0, r) et la sphère unité noté

SX,ρ de (X, ρ) sont définit respectivement par :

SX,ρ(x0, r) = {x ∈ X : ρ(x0, x) = r} et SX,ρ = SX,ρ(0, 1).

Définition 1.4 (Convergence d’une suite dans un espace quasi-métrique)

Soit (X, ρ) un espace quasi-métrique et (xn)n une suite dans X, on dit que (xn)n

est convergente vers x et on écrit xn → x, si

lim
n→+∞

ρ(x, xn) = 0.

Dans ce cas on dit que (xn)n est ρ-convergente vers x.

Proposition 1.2 Soit (xn)n une suite dans un espace quasi-métrique (X, ρ). Alors

on a :

1. Si (xn)n est ρ-convergente vers x et ρ-convergente vers y, alors ρ(x, y) = 0.

2. Si (xn)n est ρ-convergente vers x et ρ(y, x) = 0, alors (xn)n est aussi ρ-

convergente vers y.

Preuve

1) Par l’inégalité

ρ(x, y) ≤ ρ(x, xn) + ρ(xn, y), pour tout n ∈ N,

et comme

lim
n→+∞

ρ(x, xn) = 0 et lim
n→+∞

ρ(xn, y) = lim
n→+∞

ρ(y, xn) = 0,

on obtient

ρ(x, y) = 0.

2) Par l’inégalité

ρ(y, xn) ≤ ρ(y, x) + ρ(x, xn) , pour tout n ∈ N ,

on obtient

ρ(y, xn) ≤ ρ(x, xn), pour tout n ∈ N.
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Et ceci implique que

lim
n→+∞

ρ(y, xn) ≤ lim
n→+∞

ρ(x, xn) = 0,

alors

lim
n→+∞

ρ(y, xn) = 0.

Donc, (xn)n est ρ-convergente vers y.

1.2 Espaces asymétrique normés

Définition 1.5 Soit X un espace vectoriel réel, une asymétrique semi norme sur

X est une fonction q : X → R+ telle que pour tout x, y ∈ X et λ ∈ R+ on a

i) q(λx) = λq(x),

ii) q(x+ y) ≤ q(x) + q(y).

De plus si q satisfait la propriété suivante

q(x) = q(−x) = 0⇒ x = 0,

alors on dit que q est une asymétrique norme sur X. Un espace asymétrique normé

est un espace vectoriel réel X muni d’une asymétrique norme q.

Définition 1.6 Soit (X, q) un espace asymétrique normé.

1) L’asymétrique semi-norme q conjugué de q est défini par

q(x) = q(−x), pour tout x ∈ X.

2) La semi-norme qs associe de q est définie sur X par

qs(x) = max{q(x), q(x)}, pour tout x ∈ X.

Remarque 1.1 Il est claire que qs est une norme sur X, si q est une asymétrique

norme sur X. En effet, si q est une asymétrique norme sur X, alors pour tout

x, y ∈ X et λ ∈ R on a :

i)

qs(x) = 0⇔ max{q(x), q(x)} = max{q(x), q(−x)} = 0

⇔ q(x) = q(−x) = 0

⇔ x = 0.
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ii) On a deux cas.

1. Si λ ≥ 0, on a

qs(λx) = max{q(λx), q(λx)}

= λmax{q(x), q(x)}

= |λ|qs(x).

2. Si λ < 0, on a

qs(λx) = max{q(λx), q(λx)}

= max{q((−λ)(−x)), q((−λ)(−x))}

= −λmax{q(−x), q(−x)}

= |λ|qs(x).

iii)

qs(x+ y) = max{q(x+ y), q(x+ y)}

≤ max{q(x) + q(y), q(x) + q(y)}

≤ max{q(x), q(x)}+max{q(y), q(y)}

= qs(x) + qs(y).

Exemple 1.2 On considère sur R l’asymétrique norme u définie par

u(x) = x+ = max{x, 0}. (1.3)

Alors, pour x ∈ R, on a

u(x) = x− = max{−x, 0}

et

us(x) = max{x−, x+} =| x | .

En effet pour tout x, y ∈ R et λ ∈ R+ on a

i)

u(x) = u(−x) = 0⇔ max{x, 0} = max{−x, 0} = 0

⇔ x = 0.
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ii)

u(λx) = max{λx, 0} = λmax{x, 0} = λu(x).

iii)

u(x+ y) = max{x+ y, 0}

≤ max{x, 0}+max{y, 0}

= u(x) + u(y).

Remarque 1.2 Toute asymétrique norme q sur un espace vectoriel réel X induite

une quasi-métrique ρq sur X donnée par la formule

ρq(x, y) = q(y − x), pour tout x, y ∈ X. (1.4)

C’est-à-dire tout espace asymétrique normé est un espace quasi-métrique. En effet,

soit (X, q) un espace asymétrique normé, donc pour x, y et z ∈ X on a :

i)

ρq(x, y) = ρq(y, x) = 0⇔ q(y − x) = q(−(y − x)) = 0

⇔ y − x = 0

⇔ x = y.

ii)

ρq(x, y) = q(y − z + z − x)

≤ q(z − x) + q(y − z)

= ρq(x, z) + ρq(z, y).

Donc, ρq est une quasi métrique sur X.

Définition 1.7 Soient (X, q) un espace asymétrique normé, x0 ∈ X et r > 0.

1. La boule ouverte de centre x0 et de rayon r, noté BX,q(x0, r) et la boule

fermée de centre x0 et de rayon r, noté BX,q[x0, r] de X sont définit (res-

pectivement) par :

BX,q(x0, r) = {x ∈ X : q(x− x0) < r},

et

BX,q[x0, r] = {x ∈ X : q(x− x0) ≤ r}.
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2. La boule unité ouverte noté B′X,q et la boule unité fermée noté BX,q de X

sont définit (respectivement) par :

B
′
X,q = BX,q(0, 1) et BX,q = BX,q[0, 1].

3. La sphère de centre x0 et de rayon r noté SX,q(x0, r) et la sphère unité noté

SX,q de X sont définis (respectivement) par :

SX,q(x0, r) = {x ∈ X : q(x− x0) = r} et SX,q = SX,q(0, 1).

Définition 1.8 (Convergence d’une suite dans un espace asymétrique normé)

Soit (X, q) un espace asymétrique normé et soit (xn)n une suite dans X. On dit

que (xn)n est convergente vers x si

lim
n→+∞

q(xn − x) = 0.

Dans ce cas, on dit que (xn)n est q-convergente vers x.

1.3 Complétude des espaces asymétriques normés

Dans un espace métrique (X, d) si (xn)n est de Cauchy on dit simplement :

(xn)n est d-Cauchy.

Définition 1.9 Une suite (xn)n dans un espace quasi-métrique (X, ρ) est dite

1. ρ-Cauchy à gauche (respectivement à droite) si pour tout ε > 0, il existe

x ∈ X et n0 ∈ N tel que

ρ(x, xn) < ε, pour tout n ≥ n0

(respectivement

ρ(xn, x) < ε, pour tout n ≥ n0).

2. ρs-Cauchy si pour tout ε > 0, il existe n0 ∈ N tel que

ρs(xn, xm) < ε pour tout n,m ≥ n0.

3. K-Cauchy à gauche (respectivement à droite) si pour tout ε > 0 il existe

n0 ∈ N tel que

∀n,m ∈ N, n0 ≤ m ≤ n⇒ ρ(xm, xn) < ε

14



(respectivement

∀n,m ∈ N, n0 ≤ m ≤ n⇒ ρ(xn, xm) < ε.)

4. Faiblement K-Cauchy à gauche (respectivement à droite) si pour tout ε > 0

il existe n0 ∈ N tel que

ρ(xn0 , xn) < ε, pour tout n ≥ n0

(respectivement

ρ(xn, xn0) < ε, pour tout n ≥ n0).

Dans la proposition suivante on trouve la relation entre ces notions.

Proposition 1.3 [2] Soient (X, ρ) un espace quasi-semi-métrique et (xn)n une

suite dans X. On a

(xn)n est ρs − Cauchy
⇓

(xn)n est K-Cauchy à gauche

⇓
(xn)n est faiblement K-Cauchy à gauche

⇓
(xn)n est ρ-Cauchy à gauche,

avec mêmes implications si on remplace "gauche" par "droite".

Proposition 1.4 [6] Soit (X, ρ) un espace quasi-semi-métrique. Une suite (xn)n

dans X est de Cauchy à gauche (dans certains sens) par rapport à ρ si et seulement

si elle est de Cauchy à droite (dans le même sens) par rapport à ρ.

Dans la proposition suivante on trouve une caractérisation des suites de Cauchy

dans l’espace métrique (X, ρs).

Proposition 1.5 [6] Soit (X, ρ) un espace quasi-semi-métrique. La suite (xn)n

est de Cauchy dans (X, ρs) si et seulement si elle est à la fois K-Cauchy à gauche

et à droite.
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Dans la suite on donne la relation entre les suite de Cauchy dans (X, ρ) et la

convergence de ces suites.

Proposition 1.6 [2] Toute suite ρ-convergente est ρ-Cauchy à gauche et toute

suite ρ-convergente est ρ-cauchy à droite.

Proposition 1.7 [2] Dans un espace quasi-métrique régulier (X, ρ), si chaque

suite convergente (xn)n admet une sous-suite K-Cauchy à droite, alors X est mé-

trisable.
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Chapitre 2

Opérateurs multilinéaires entre

espaces vectoriels normés

2.1 Opérateur multilinéaire

Définition 2.1 Soient X1, · · · , Xm et Y des espaces vectoriels sur le corps K
(= R ou C). Une application

T : X1 × ...×Xm → Y

est dite opérateur (ou application) multilinéaire (ou m-linéaire) si

T (x1, x2, · · · , αxk+βyk, · · · , xm) = αT (x1, x2, · · · , xk, · · · , xm)+βT (x1, x2, · · · , yk, · · · , xm)

pour tout xk, yk ∈ Xk, 1 ≤ k ≤ m et α, β ∈ K (c-à-d T est linéaire pour chaque

composante).

• Si Y = K, T est dit forme multilinéaire.

• Si m = 2, T est dit bilinéaire (ou 2-linéaire).

On note par L(X1, ..., Xm, Y ) l’ensemble des opérateurs multilinéaires de X1× ...×
Xm dans Y .

Exemple 2.1 1) L’application

T : R× R→ R

(x, y)→ xy

est une application bilinéaire.
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2) L’application

T : R× R→ R

(x, y)→ xy + 1

n’est pas une application bilinéaire. En effet, pour x, x′, y ∈ R, on a :

T (x+ x′, y) = xy + x′y + 1 6= T (x, y) + T (x′, y).

Remarque 2.1 L’ensemble S de tout les vecteurs de Y de la forme T (x1, · · · , xm)
n’est pas, en général, un sous espace vectoriel de Y .

En effet, on considère X1 = X2 et Y des espaces vectoriels tels que dimX1 =

dimX2 = 2 et dimY = 4. Soient {a1, a2} une base de X1 et (ei)4i=1 une base de

Y . On considère l’application bilinéaire T définie par :

T (x1, x2) = ζ1η1e1 + ζ1η2e2 + ζ2η1e3 + ζ2η2e4,

où x1 = ζ1a1 + ζ2a2 et x2 = η1a1 + η2a2. On a

S =

{
z =

4∑
i=1

λiei; λ1λ4 − λ2λ3 = 0

}
.

Soient z1 = 2e1 + 2e2 + e3 + e4 et z2 = e1 + e3. C’est claire que z1, z2 ∈ S, mais

z1 − z2 /∈ S, d’où S n’est pas un sous espace vectoriel de Y (voir [3]).

2.2 Continuité d’un opérateur multilinéaire

Définition 2.2 Un m-linéaire opérateur T : X1 × · · · ×Xm → Y est continu, s’il

est continu comme une fonction entre deux espace vectoriel normé.

Théorème 2.1 Pour T ∈ L(X1, · · · , Xm;Y ), les affirmations suivantes sont équi-

valentes

1. L’opérateur T est continu.

2. L’opérateur T est continu en (0, · · · , 0).

3. Il existe une constante C > 0 telle que :

‖T (x1, · · · , xm)‖ ≤ C‖x1‖ · · · ‖xm‖, ∀(x1, · · · , xm) ∈ X1×· · ·×Xm. (2.1)
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Dans ce cas, on dit que T est borné et on pose

‖T‖ = sup
‖xk‖≤1,k=1,··· ,m

‖T (x, · · · , xm)‖.

Il est facile de voir que

‖T‖ = inf{C : C vérifiant l’inégalité (2.1)}.

On note L(X1, · · · , Xm;Y ) l’ensemble des opérateurs continus de X1 × · · · ×Xm

dans Y .

Remarque 2.2 Les applications multilinéaires continues ne sont pas, a priori

uniformément continues. En effet, l’application

A :R× R→ R

(x, y) 7→ xy,

est bilinéaire continue, mais n’est pas uniformément continue.

Théorème 2.2 Soit T : X1×· · ·×Xm → Y une application m-linéaire. Supposons

que X1 × · · · ×Xm est de dimension finie. Alors T est continue.

Preuve Il est préférable de la faire dans le cas où m = 2, dans le but d’alléger

au maximum les notations, ce qui permet d’étendre ensuite cette démonstration

au cas m quelconque. Supposons que Y est menu de la norme ‖.‖. Supposons
que dimX1 = r et dimX2 = s, et que X1 est menu de la norme N1 définie

par N1(x1, · · · , xr) = sup1≤i≤r |xi| et X2 est menu de la norme N2 définie par

N2(y1, · · · , ys) = sup1≤j≤s |yj | . On appelle alors (e1, ..., er), une base de X1 et

(f1, · · · , fs) une base de X2 .

Soit x ∈ X1 ×X2. Alors x s’écrit sous la forme

x =

 r∑
i=1

λiei,
s∑
j=1

µjfj

 .

Il s’ensuit que

T (x) =
r∑
i=1

s∑
j=1

λiµjT (ei, fj).
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On a alors

‖T (x)‖ ≤
r∑
i=1

s∑
j=1

|λiµj |‖T (ei, fj)‖ ≤ N1(x1)N2(x2)

r∑
i=1

s∑
j=1

‖T (ei, fj)‖.

En posant ` =
∑r

i=1

∑s
j=1 ‖T (ei, fj)‖, on obtient :

∀x ∈ X1 ×X2, ‖T (x)‖ ≤ `N1(x1)N2(x2).

On retrouve la caractérisation de la continuité d’une application linéaire. T est

donc continue.

Théorème 2.3 Soient X1, ..., Xm des espaces vectoriels normés et Y est un espace

de Banach. Alors L(X1, · · · , Xm;Y ) est un espace de Banach.

2.3 Adjoint d’un opérateur multilinéaire

Définition 2.3 Soient X1, ..., Xm et Y des espaces de Banach. Si T ∈ L(X1, · · · , Xm;Y ),

on définit l’adjoint de T par :

T ∗ : Y ∗ → L(X1, · · · , Xm;K), y∗ 7→ T ∗(y∗) : X1 × · · · ×Xm → K,

avec

T ∗(y∗)(x1, · · · , xm) = y∗(T (x1, · · · , xm)).

Proposition 2.1 Pour T ∈ L(X1, · · · , Xm;Y ), on a :

1. T ∗ est linéaire, continu et ‖T ∗‖ = ‖T‖.

2. Si u ∈ L(Y ;Z), alors (u ◦ T )∗ = T ∗ ◦ u∗.

Preuve

1. C’est claire que T ∗ est linéaire et continu. Par les conséquences de Théorème

de Hahn-Banach (Brezis [1]), on a :

‖T ∗‖ = sup
‖y∗‖≤1

‖T ∗(y∗)‖

= sup
‖y∗‖≤1

sup
‖xk‖≤1,1≤k≤m

‖y∗(T (x1, · · · , xm))‖

= sup
‖xk‖≤1,1≤k≤m

‖T (x1, · · · , xm)‖

= ‖T‖.

20



2. Pour tout z∗ ∈ Z∗ et xk ∈ Xk, k = 1, · · · ,m, on a

(u ◦ T )∗(z∗)(T (x1, · · · , xm)) = z∗(u(T (x1, · · · , xm)))

= u∗(z∗)(T (x1, · · · , xm)

= T ∗(u∗(z∗))(x1, · · · , xm)

= (T ∗ ◦ u∗)(z∗)(x1, · · · , xm).

Donc (u ◦ T )∗ = T ∗ ◦ u∗.

21



Chapitre 3

Opérateurs multilinéaires entre

espaces asymétriques normés

3.1 Caractérisation des opérateurs multilinéaires conti-

nus

Définition 3.1 Une N -asymétrique norme est une asymétrique norme p sur l’es-

pace vectoriel réel X, telle que : si p(x) = 0, alors x = 0. Nous disons que la paire

(X, p) est un espace N -asymétrique normé.

Exemple 3.1 L’application p : R→ R+ définie par

p(x) = |x|+max{x, 0} (3.1)

est une N -asymétrique (appelle N -asymétrique norme).

Définition 3.2 Une application m-linéaire T : X1×· · ·×Xm −→ Y est continue,

si elle est continue comme une application entre deux espaces asymétriques normés.

Théorème 3.1 Soient (X1, p1), · · · , (Xm, pm) et (Y, q) des espaces asymétriques

normés et T : X1 × · · · × Xm → Y un opérateur multilinéaire. Les affirmations

suivantes sont équivalentes :

1. T est continu.

2. T est continu en (0, · · · , 0).
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3. Il existe une constante M > 0 telle que :

q(T (x1, · · · , xm)) ≤Mp1(x1) · · · pm(xm), (3.2)

pour tout xj ∈ Xj , j = 1, · · · ,m.

4.

‖T |(p1,··· ,pm;q):= sup
pj(xj)≤1,j=1,··· ,m

q(T (x1, · · · , xm)) <∞ (3.3)

Exemple 3.2 Soit l’application bilinéaire T : (R, p) × (R, p) −→ (R, u), définie
par

T (x, y) = xy,

où u est l’asymétrique norme usuelle sur R définie par (1.3) et p la N -asymétrique

norme définie par (3.1). On a

u(T (x, y)) = max(xy, 0) ≤ |x||y| ≤ p(x)p(y),

pour tout x, y ∈ R.

Proposition 3.1 Soit T ∈ L(p1,··· ,pm;q)(X1, · · · , Xm;Y ), on a

q(T (x1, · · · , xm)) ≤ ‖T |(p1,··· ,pm,q) p1(x1) · · · pm(xm), (3.4)

pour tout xj ∈ Xj , j = 1, · · · ,m. De plus ‖T |(p1,··· ,pm,q) peut être calculer égale-

ment par la formule :

‖T |(p1,··· ,pm;q)= inf{M > 0 :Mvérifiant l’inégalité (3.2)} (3.5)

Corollaire 3.2 Soit m ∈ N. Les affirmations suivantes sont équivalentes pour

l’opérateur m-linéaire T : X1 × · · · ×X2m+1 −→ Y

1. T est continu de (X1, p1)× · · · × (X2m+1, p2m+1) dans (Y, q)

2. T est continu de (X1, p1)× · · · × (X2m+1, p2m+1) dans (Y, q)

Donc

L(p1,··· ,p2m+1;q)(X1, · · · , X2m+1;Y ) ⊂ Ls(ps1,··· ,ps2m+1;q
s)(X1, · · · , X2m+1;Y ),

et

‖T‖ := ‖T‖(ps1,··· ,ps2m+1;q
s) ≤ ‖T |(p1,··· ,p2m+1;q),

pour tout T ∈ L(p1,··· ,p2m+1;q)(X1, · · · , X2m+1;Y ).
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Preuve L’équivalence (1)⇔ (2) découle de

sup
pj(xj)≤1,j=1,...,2m+1

q(T (x1, ..., x2m+1)) = sup
pj(−xj)≤1,j=1,...,2m+1

q(T (−x1, ...,−x2m+1))

= sup
pj(xj)≤1,j=1,...,2m+1

q(T (x1, ..., x2m+1))

Avec cela, on a ‖T |(p1,...,p2m+1;q)= ‖T |(p1,...,p2m+1;q)
.

Soit T ∈ L(p1,...,p2m+1;q)(X1, ..., X2m+1;Y ). Pour tout xj ∈ Xj telle que psj(xj) ≤
1, j = 1, ..., 2m+ 1, on a

q(T (x1, ..., x2m+1)) ≤ ‖T |(p1,...,p2m+1;q)

et

q(T (x1, ..., x2m+1)) ≤ ‖T |(q1,...,q2m+1;q)
.

Cela implique que

‖T‖ = sup
psj(xj)≤1,j=1,...,2m+1

qs(T (x1, ..., x2m+1)) ≤ ‖T |(p1,...,p2m+1;q)<∞

et la preuve suit.

Proposition 3.3 Le nombre ‖. |(p1,...,pm;q) est une asymétrique semi-norme sur le

cône de tout les opérateurs multilinéaires continus entre les espaces N -asymétriques

normés X1 × · · · ×Xm et Y .

Comme dans le cas linéaire, on considère une norme asymétrique expansée sur

l’espace Ls(ps1,...,psm;qs)(X1, ..., Xm;Y ), par la même formule

‖T |(p1,...,pm;q)= sup
pj(xj)≤1

q(T (x1, ..., xm))

avec la possibilité que ‖T |(p1,...,pm;q)= +∞.

Avec l’asymétrique norme ‖. |(p1,...,pm;q) on associons une norme expansée sur

Ls(ps1,...,psm;qs)(X1, ..., Xm;Y ) définie par :

‖T |s(p1,...,pm;q)= max{‖T |(p1,...,pm;q), ‖ − T |(p1,...,pm;q)}.

Corollaire 3.4 Pour tout T ∈ Ls(ps1,...,psm;qs)(X1, ..., Xm;Y ), on a :

‖T‖ ≤ ‖T |s(p1,...,pm;q) . (3.6)
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Preuve Afin d’établir (3.6), on peut supposer ‖T |s(p1,...,pm;q)<∞. Alors on obtient,

‖T |(p1,...,pm;q)<∞ et ‖ − T |(p1,...,pm;q)<∞. Pour tout xj ∈ Xj , j = 1, ...,m , on a

q(T (x1, ..., xm)) ≤ ‖T |(p1,...,pm;q) p1(x1)...pm(xm)

≤ ‖T |s(p1,...,pm;q) p
s
1(x1)...p

s
m(xm),

et

q(T (x1, ..., xm)) ≤ ‖ − T |(p1,...,pm;q) p1(x1)...pm(xm)

≤ ‖T |s(p1,...,pm;q) p
s
1(x1)...p

s
m(xm).

Par conséquent,

qs(T (x1, ..., xm)) ≤ ‖T |s(p1,...,pm;q) p
s
1(x1)...p

s
m(xm)

et ‖T‖ ≤ ‖T |s(p1,...,pm;q) .

3.2 Complétude des espaces des opérateurs multili-

néaires continus

Lemme 3.5 Pour tout T ∈ Ls(ps1,...,psm;qs)(X1, ..., Xm;Y ) on a

‖T |s(p1,...,pm;q)= sup
pj(xj)≤1,j=1,...,m

qs(T (x1, ..., xm)). (3.7)

Preuve Soit α le membre de droite de l’égalité (3.7). Alors

‖ − T |(p1,...,pm;q) = sup
pj(xj)≤1,j=1,...,m

q(−T (x1, ..., xm)),

≤ sup
pj(xj)≤1,j=1,...,m

qs(T (x1..., xm)) = λ,

et

‖T |(p1,...,pm;q) = sup
pj(xj)≤1,j=1,...,m

q(T (x1, ..., xm)),

≤ sup
pj(xj)≤1,j=1,...,m

qs(T (x1..., xm)) = α.

Cela implique ‖T |s(p1,...,pm;q)≤ α. Aussi, pour tout xj ∈ Xj telle que

pj(xj) ≤ 1, j = 1, ...,m,
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on a

q(T (x1, ..., xm)) ≤ ‖T |(p1,...,pm;q)≤ ‖T |s(p1,...,pm;q),

et

q(−T (x1, ..., xm)) ≤ ‖ − T |(p1,...,pm;q)≤ ‖T |s(p1,...,pm;q)

Donc α ≤ ‖T |s(p1,...,pm;q) .

Proposition 3.6 Soitm un nombre naturel impair. L’ensemble L(p1,...,pm;q)(X1, ..., Xm;Y )

est fermé dans l’espace

(Ls(ps1,...,psm;qs)(X1, ..., Xm;Y ), ‖. |s(p1,...,pm;q))

Preuve Soit (Tn)n une suite dans L(p1,...,pm;q)(X1, ..., Xm;Y ) qui converge vers

T ∈ Ls(ps1,...,psm;qs)(X1, ..., Xm;Y ) par rapport à la norme ‖. |s(p1,...,pm;q). On montre

que T ∈ Ls(ps1,...,psm;qs)(X1, ..., Xm;Y ). En effet, il existe n0 ∈ N telle que

‖T |(p1,...,pm;q) ≤ ‖T |s(p1,...,pm;q)

≤ ‖Tn0 − T |s(p1,...,pm;q) +‖Tn0 |s(p1,...,pm;q)

≤ 1 + ‖Tn0 |s(p1,...,pm;q)<∞.

Théorème 3.2 Pour (X1, p1), ..., (Xm, pm) des espaces N -asymétriques normés

et (Y, q) un espace asymétrique normé, on suppose que (Y, q) est bi-Banach. Donc

Ls((ps1,...,psm;qs)(X1, ..., Xm;Y ) est un espace bi-Banach par rapport à la norme ‖. |(p1,...,pm;q).

Par conséquent, si m est impair, alors (L((p1,...,pm;q)(X1, ..., Xm;Y ), ‖. |(p1,...,pm;q))

est un cône bi-Banach.

Preuve Soit (Tn)n ⊂ Ls((ps1,...,psm;qs)(X1, ..., Xm;Y ) par rapport à la norme

‖. |s(p1,...,pm;q). Donc pour tout ε > 0, il existe n0 ∈ N telle que

‖Tn − Tk‖ ≤ ‖Tn − Tk |s(p1,...,pm;q)< ε,

pour tout n, k > n0, alors (Tn)n est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach

(Ls((ps1,...,psm;qs)(X1, ..., Xm;Y ), ‖ . ‖(ps1,...,psm;qs)).

Donc, il existe T ∈ Ls((ps1,...,psm;qs)(X1, ..., Xm;Y ) telle que ‖Tn − T‖ → 0. Comme

Tn − T est continue on obtient

qs(Tn(x1, ..., xm)− T (x1, ..., xm)) ≤ ‖Tn − T‖ps1(x1), ..., psm(xm),
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et (Tn(x1, · · · , xm))n est convergent vers T (x1, ..., xm) dans l’espace de Banach

(Y, qs) pour tout xj ∈ Xj , j = 1, ..,m. Alors il existe k > n0 telle que qs((T −
Tk)(x1, ..., xm)) < ε. En utilisant la formule ( 3.7 ), pour tout n > n0 et xj ∈ Xj

avec pj(xj) ≤ 1, j = 1, ...,m, on a

qs((T − Tk)(x1, ..., xm)) = qs((T (x1, ..., xm)− Tn(x1, ..., xm)))

≤ qs((T (x1, ..., xm)− Tk(x1, ..., xm)))

+ qs((Tk(x1, ..., xm)− Tn(x1, ..., xm)))

< ε+ ‖Tn − Tk |s(p1,...,pm;q)

< 2ε.

En prenant le sup sur tout xj ∈ Xj avec pj(xj) ≤ 1, j = 1, ...,m. On obtient

‖T − Tn |s(p1,...,pm;q)< 2ε, pour toutn ≥ n0.

La deuxième affirmation est une conséquence de la première et de la proposition

ci-dessus.

3.3 Opérateur adjoint d’un opérateur multilinéaire

Définition 3.3 Soient (X1, p1), · · · , (Xm, pm) et (Y, q) sont des espaces N -asymétriques

normés. Si T ∈ LCp1,··· ,pm,q(X1, · · · , Xm, Y ), on définit l’adjoint de T par

T ∗ :Y ∗ −→ LCp1,··· ,pm,u(X1, · · · , Xm,R)

f 7→ T ∗(f) : X1 × · · ·Xm −→ R

avec

T ∗(f)(x1, · · · , xm) = f(T (x1, · · · , xm)).

Proposition 3.7 Soit (X, p) un espace à asymétrique semi-norme. Si x0 ∈ X

avec p(x0) > 0, alors il existe une fonction linéaire continue ϕ : X → R telle que

‖ϕ |= 1 et ϕ(x0) = p(x0). (3.8)

Théorème 3.3 L’application T ∗ est bornée et ‖T ∗ |= ‖T |(p1,...,pm;q),, où ‖T ∗ |
est la plus petite constante bornée pour T ∗.
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Preuve Pour tout f ∈ Y ∗ on écrit

‖T ∗(f) |(p1,...,pm;u), = sup
pj(xj)≤1j=1,...,m

u(f(T (x1, ..., xm)))

≤ q∗(f) sup
pj(xj)≤1j=1,...,m

q(T (x1, ..., xm))

= q∗(f)‖T |(p1,...,pm;q),

ce qui signifie que T ∗ est bornée et ‖T ∗ |≤ ‖T |(p1,...,pm;q) .

Pour établir l’inverse inégalité, supposons que xj ∈ Xj telle que pj(xj) ≤ 1 pour

tout j = 1, ...,m et T (x1, ..., xm) 6= 0.

Par la proposition ci-dessus, il existe f ∈ Y ∗ telle que q∗(f) = 1 et

f(T (x1, ..., xm)) = q(T (x1, ..., xm)).

D’où

‖T ∗(f) |(p1,...,pm)≥ u(f(T (x1, ..., xm))) = u(q(T (x1, ..., xm))) = q(T (x1, ..., xm)),

à partir de lequel il s’ensuit que

‖T ∗ |≥ ‖T ∗(f) |(p1,...,pm;u)≥ sup
pj(xj)≤1j=1,...,m

q(T (x1, ..., xm)) = ‖T |(p1,...,pm;q) .
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