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non constants - Existence de solutions






Titre : Equation différentielle de Riccati a coefficients non constants - Existence

de solutions

Résumé : On s’intéresse dans ce qui suit a une classe d’équations différentielles
de Riccati dans le cas scalaire et a coefficients non constants. On montre que sous
une hypothese toute équation de cette classe admet une solution définie en tout
temps positif. La forme générale de la solution d’une équation différentielle de
Riccati n’est pas connue seulement si on connait une solution particuliére. Dans
le cas ou on connait pas une solution particuliere il existe seulement quelques
cas ou on peut intégrer ces équations. Dans ce qui suit I’étude de ces équations

différentielles de Riccati de cette classe sera une étude qualitative.

Mots clés : Equation différentielle de Riccati, solution locale et maximale, principe
de comparaison d’équations différentielles, solution périodique, nombre de

rotation
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Chapitre 1

Introduction

On va étudier dans ce manuscrit une classe d’équations différentielles de Riccati
(EDR) en étudiant I'existence de solutions. Les équations de cette classe vérifient une
hypothése qui permet d’avoir I'existence de solution pour tout temps positif. On va voir
dans le Chapitre 2 un cas particulier d’ EDR ou les coefficients sont constants. L’étude
montre que dans certains cas ces EDR admettent une solutions pour tout temps posi-
tif et dans d’autres cas la solution n’existe pas. Cela motive donc de voir le cas ou les
coefficients sont non constants. La difficulté de I'’étude de ces équations est qu’a notre
connaissance il n’existe pas une forme générale de la solution sauf dans le cas ol on
connait une solution particuliere. Dans I'absence de cette solution particuliere il y a
certains cas particuliers ot on peut intégrer I’équation. L’étude d’éxistence de solutions
pour des EDR est un probleme ouvert actuel et plusieurs travaux ont étés réalisés, on
cite [1, 2, 3, 4, 6]. Dans le dernier Chapitre on va voir des exemples d’applications pour
montrer I'existence de solution périodique d’une équation différentielle de Riccati a co-
efficients périodiques et on étudie dans un autre exemple I'application aux équations

différentielles scalaires non linéaires en étudiant le comportement du nombre de rota-
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tion.
Les EDR peuvent étres matricielles [5] . Dans notre cas on considére uniquement le cas

scalaire de ces équations. Plus précisément on considére des équations de la forme

y' = a(t)+b(t)y +ct)y?, t>tg (EDR)

outy € Reta,b, c: R — R sont des fonctions continues.
On rencontre les équations différentielles de de Riccati en physique quantique dans
des probleémes portant sur I'équation de Schrodinger, dans I'équation des ondes, en
filtrage optimal (filtre de Kalman), en commande optimale linéaire quadratique, en
commande LQG, ou bien encore dans 'équation de la propagation de la chaleur en
régime sinusoidal.

On les rencontre également en mathématiques financieres, notamment dans le cadre
du modele de Heston et dans des problemes portant sur la modélisation des taux d’in-

térét (par exemple le modele Cox-Ingersoll-Ross). [ Source Wikipédia].
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Chapitre 2

Motivation

On va étudier dans ce Chapitre les équations différentielles de Riccati a coefficients
constants. Dans ce cas on peut intégrer ces équations et par conséquent on trouve la
forme explicite de la solution. La forme explicite des solutions montre qu’il y a des
cas ou la solution n’existe pas sur [t, + oo avec t, € R. Ces équations a coefficients
constants sont le cas le plus simple d'une équation différentielle de Riccati. Cela donne
une motivation d’étudier le cas de coefficients non constants. Avant d’entamer cet étude
on rappelle quelques résultats d’existence de solutions d’équations différentielles dans

le cadre la théorie qualitative.

2.1 Quelques rappels d’équations différentielles

Dans la théorie des équations différentielles il existe des théorémes qui montrent
'existence de solution sur un intervalle donné. On cite le théoreme de Cauchy-Lipshitz

qui est une condition suffisante d’exietence de solution. Plus précisément si on considere
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2.1. QUELQUES RAPPELS D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

le probléeme de Cauchy suivant

(PC) X’:f(t,X),

X(to) = Xo.
avec (o, Xo) € I xR et I un intervalle de R, alors lorsque la fonction f est uniformément
lipshitzienne par rapport a la deuxiéme variable le probleme admet une solution sur
tout /. Dans notre cas d’équation différentielle de Riccati donnée par 'équation (EDR)
la fonction

(t,2) = a(t) + b(t)x + c(t)z?,

n’est pas uniformément lipschitzienne par rapport a la variable x. Donc le théoreme
de Cauchy-Lipshitz n’est pas applicable. Par contre il existe des résultats partiels qui

montrent 'existence locale de solution comme on va voir ci-dessous :

2.1.1 Existence locale et unicité

On note dans ce qui suit f € C'(I x D,R) 'ensemble des fonctions continues de I x D

dans R ou [ et D sont deux intervalles de R.

Théoreme 2.1. [Solution locale] Soient I et D deux intervalles de R. Soit f € C'(I x D,R).

Soit le probléme de Cauchy

(PC) X/:f(th)a

X(to) = Xo.

avec (to, Xo) € I x D. Supposons que f es localement lipschitzienne par rapport a la

deuxiéme variable sur I. Alors pour tout (to, Xo) € I x D il existe un intervalle J C I

13



2.1. QUELQUES RAPPELS D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

contenant t tel que le probléme de Cauchy (P.C) admet une unique solution définie sur J.

Le théoreme précédent affirme I'existence d’une solution sur un intervalle J inclue
dans [ mais pas forcément égale a [/ c’est a dire il affirme I'existence d’une solution

d’une maniere locale.

Définition 2.1. La solution xz(t) définie sur J du probléme de Cauchy (P.C) du théoréme

précédent s’appelle “solution locale” et on note (x(t), J).

2.1.2 Solution maximale
Théoréeme 2.2. [Solution maximale] Soient I et D deux intervalles de R. Soit
f € C(I x D,R). Soit le probléme de Cauchy

(PO) X’:f(t,X),

X (to) = Xo.
avec (to, Xo) € I x D. Supposons que f es localement lipschitzienne par rapport a la
deuxiéme variable sur I. Alors pour tout (to, Xo) € I x D le probléme de Cauchy (P.C)
admet une unique solution définie sur un intervalle I, inclue dans I tel que toute solution

locale (y, J) du probléme (P.C) vérifie J C I.

Le théoréme précédent affirme I'existence d’une solution sur un intervalle ouvert
maximal /, inclue dans /. Intuitivement I'intervalle /; est le plus grand intervalle dans

I contenant ¢, ou la solution du (P.C) est définie.

Définition 2.2. La solution X (t) définie sur I, du probléme de Cauchy (P.C) du théoréme

précédent s’appelle “solution maximale” et I, s’appelle “intervalle maximale”.
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2.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE RICCATI A COEFFICIENTS CONSTANTS

Remarque 2.1. Si f est définie de [ x E dans E et si Uintervalle maximale 1, d’une solution

X () est de la forme | — 00, b|, ]Ja,+oo| ou |a,b[ et a,b € I alors

lim | X ()| = +o0 et lim | X ()| = +o0
t—b

t—a

2.2 Equations différentielles de Riccati 4 coefficients
constants

On va étudier dans cette section les équations différentielles de Riccati a coefficients
constants. Soit donc I'équation différentielle de Riccati suivante

v =a+by+cy?, t>to,
2.1)

y(to) = Yo,
ol (ty,y0) € R x R et (a,b,¢c) € R x R x R* des constantes, On supposera que ¢ # 0
car sinon on revient a 'étude d’'une équation différentielle affine ce qui n’est pas notre
but. Pour 'étude dans le cas a coefficient constant on distingue trois cas et on va voir
dans chaque cas une condition nécessaire et suffisante pour I'existence de solution sur

[to, —I—OO[

On va étudier I'équation différentielle précédente selon le signe du discriminant du

polynome du deuxiéme degré en x suivant

a+ bx + cx’. (2.2)
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2.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE RICCATI A COEFFICIENTS CONSTANTS

2.2.1 Discriminant nul

Dans le cas ou le discriminant de I’équation (2.2) est nul c’est a dire * — 4ac = 0,
alors il existe une racine double x, de 'équation (2.2). On remarque que la solution
constante

y(t) = Xo, vt 2 th

est solution de I'équation suivante

Y =a+by+cy’

Donc dans le cas ot yg = 7 le probleme (2.1) admet un solution sur R qui est

y(t) = xy, VteR.

Donc le cas ou yy # x( on a le théoréme suivant

Théoréme 2.3. On considére I'équation (2.1). Supposons que b> — dac = 0 et soit x, la

racine double du polynéme de deuxiéme degré suivant
a+ br + cx?

Dans le cas ou yy = x alors U'équation différentielle de Riccati (2.1) admet une solution
constante et définie sur Uintervalle [t(, 00|
Dans le cas ou yy # x alors Uéquation différentielle de Riccati (2.1) admet une solution

définie sur Uintervalle [t(, +oo] si et seulement si

c(yo — xp) < 0.

16



2.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE RICCATI A COEFFICIENTS CONSTANTS

Remarque 2.2. Sous les hypothéses du théoréeme 2.3 et dans le cas ot yy # xo et

c(yo — xo) > 0 alors

1
li ) |= 400, ol t,=-— 1t
Py [y(t) |= oo c(yo — o) o

Démonstration. Dans cette preuve on va intégrer I’équation différentielle (2.1). Comme
a+bx + cx? = c(x — xp)?

Donc de (2.1) on a
Alors

Par intégration on obtient

/t:ﬁds =c /t ds.

Ce qui implique que

Comme y(tg) = yo on a alors

—1 1
y(t) —xo Yo — xo

On déduit par conséquent que

Lo — Yo
C(yo — $0)(t — to) —1

On remarque que la fonction y(t) n’est pas définie uniquement en ¢ € R satisfaisant

y(t) = X9+

c(yo —xo)(t —tp) —1=0

17



2.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE RICCATI A COEFFICIENTS CONSTANTS

C’est a dire

1
t=— 4t
c(yo — o) 0

Donc y(t) est définie sur l'intervalle [ty, +o0[ si et seulement si

1

— < 0.
C(?Jo — )

2.2.2 Discriminant strictement positif

Dans le cas ol b? — 4ac > 0 alors le polynéme de deuxiéme degré (2.2) admet deux
racines réelles distinctes x; et x. On remarque que si yo = z; avec i = 1 ou ¢ = 2 alors
'équation (2.1) admet une solution constante y(¢) = x; pour tout ¢t > t,, avec i = 1 ou
i = 2 respectivement, qui sont définies sur l'intervalle [ty, +oco[ . Dans le cas ol yy # 1

et yo # x2 on a la théoreme suivant

Théoréme 2.4. On considére l'équation (2.1). Supposons que b*> — 4ac > 0 et soient x, et

x9 les deux racines réelles et distinctes du polynome de deuxiéme degré suivant

a+ b + cx?.

Dans le cas oll yy = x1 ou yg = x5 alors U'équation différentielle de Riccati (2.1) admet une
solution constante définie sur Uintervalle [tq, +oo|
Dans le cas yo # o1 et yo # xo Uéquation différentielle de Riccati (2.1) admet une solution

définie sur Uintervalle [t(, +oo] si et seulement si

< 0.

1 1 Yo — X2
n ]
c(xg —x)  ‘yo— 11
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2.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE RICCATI A COEFFICIENTS CONSTANTS

Remarque 2.3. Sous les hypothése du théoréme 2.4, si yy # x; avec 1 < i < 2 et si de plus

1 _
1n<?/0 4]

> 0,
c(zg — 1) y0—$1>

alors

1 _
lim |y(t) |= 400, ol  t. = In(22—"2)

+ i € [to, ‘|—OO[
t—t, (g —x1) Yo — 11

Démonstration. Supposons que b* — 4ac > 0 et soient z; et z, les deux racines réelles et

distinctes du polynéme de deuxiéme degré suivant
a+ br +
On integre I'équation différentielle (2.1) comme suit. On a
a+br +cx? = c(x — x1)(x — 1)

Donc de ’équation (2.1) on a

Ce qui implique

y'(t) _ .
(y(t) = 21)(y(t) — x2)
On factorise en éléments simple on obtient
"t "(t
VO A0

y(t) —x1 y(t) — a9

19



2.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE RICCATI A COEFFICIENTS CONSTANTS

On integre

/t:%ds B /t:%ds = /t :C(Il — x3)ds.

Ce qui implique que

[In(y(s) — 1), — Mn(y(s) — 22)];, = clar — 22)(t — to).

Comme y(t) = yo et yo # x; pour 1 < i < 2 alors

In {%} “In {%} = c(z1 — 22)(t — o).

Ce qui entraine que

(y(t) — 1) (yo — 72) _ eclmi—2)(t—t0)
(y(t) — 22)(yo — 71) '

Equivalente 2

y(t) — T o yo — 21 ec(xlfxz)(t*to)‘

y(t) — a2 yo— a2

Donc finalement y(¢) est donnée par la fonction suivante

CCl(?JO - xz) - xg(yo — xl)ec(l“lfxz)(tfto)
Yo — T2 — (yo — xq )ecl@r—2)(t—to)

y(t) =
On remarque que la fonction y(t) n’est pas définie uniquement en ¢ € R satisfaisant
Yo — To — (yo — 1 )ec@r—m2)t—t) —
C’est a dire

1 _
t = to -+ ln(yo 2 .
C(iUl - $2) Yo — 1

On remarque alors que y(t) est définie sur l'intervalle [tq, +o0] si et seulement si

1 _
1n(yo T2

c(xy —x2)  yo— 11

) < 0.
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2.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE RICCATI A COEFFICIENTS CONSTANTS

2.2.3 Discriminant strictement négatif

Dans le cas b* — 4ac < 0 ’équation (2.1) n’admet pas de solution sur [ty, +oo[ pour
toute condition initiale y, et tout ¢, dans R. Pour pouvoir montrer ce résultat on va
utiliser la forme canonique suivante

b A
2c 4¢2

a+br+cr?=c {(m—i——)z—
Plus précisément on a le théoreme suivant :

Théoréme 2.5. On considére I'équation (2.1). Supposons que b* — 4ac < 0 alors pour tout
to et xo dans R Uéquation différentielle de Riccati (2.1) n’admet pas de solution. Autrement

dit il existe t, > t, tel que thntq | y(t) |= +o0
4) *

Démonstration. Soit ’'équation (2.1) et supposons que b* — 4ac < 0. On alors pour tout

r €R
b A
) = ~)2
cx®+br+a c{(:c—irzc) 462],

ou A = b? — 4ac.
On va chercher la forme explicite de la solution y(¢) de '’équation (2.1) et on montre

que y(t) n’est pas définie sur [ty, +00[. On a

Ce qui implique

y/(bt> AT
oo+ 50 - 5]

21



2.2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DE RICCATI A COEFFICIENTS CONSTANTS

Par conséquent on obtient

y'(t) _—A
2c b - e
t)+——)*+1
(50 + )
Par changement de variable posant
2c b
t) = t) + ——.
A1) = =zl + =%
On alors
2c
/ t — / t
#(1) = =/ (1)
L’équation (2.3) et donc équivalente a
Z(t) VA
2t +1 2 7

Donc

t / t. / A/ —
/ %ds = / 2Ads — [arctan z(t)]io = TA(t — to),
to to

sachant que

+(tg) = 2c (o) + b 2 . b
0) — \/Iy 0 m - _Ayo m
Et donc
arctan z(t) — arctan(\/%yo + \/E_A) _V ;A(t —to)
Comme :
2c b
t) = t —_
(0 = )+
Donc
2 b 2 b vV—A
arctan(\/_C_Ay(t) + ﬁ) = arctan(\/_c_Ayo + m) +— (t —to),

22
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2.3. CONCLUSION

équivalente a

\/Q_C_Ay(t) + \/%_A = tan(arctan(\f_c_Ayo + \/E_A) + \/;_A(t —1p)).
Finalement la fonction y(t) est donnée par
y(t) = —% + \/Q_C_A tan(arctan(\/%yo + \/E_A) + \/;_A(t —t9)).
Comme :
Io arctan( 2 Yo + b ) < Ul
2 V=A V=A" 2
Alors lorsque t — ¢, ou t, vérifie
arctan(iyo + b )+ 2 (te —to) = Z;
VAT VAT VA 2

on obtient | y(t) |— +oo .

2.3 Conclusion

On a vu dans ce chapitre que les équations différentielles de Riccati a coefficients

constant présentent des cas ou la solution n’existe pas sur [y, +oo[. On a utilisé le signe

du discriminant et la factorisation en éléments simples pour pouvoir intégrer ces équa-

tions. Cette variété d’état d’existence de solution dans le cas constant nous motive de

voir le cas non constant comme on va voir dans le prochain Chapitre.
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Chapitre 3

Equation différentielle de Riccati a
coefficients non constants - Existence

de solutions

On a vu dans le Chapitre précédent que dans le cas ou les coefficients de I’équation
différentielle de Riccati sont constants alors il existe des cas ou la solution n’existe pas
sur [ty,+oo[ ou ¢, est le temps initial. On va voir maintenant le cas ou les coefficients
ne sont pas constants. La complexité de ’étude réside dans le fait que dans le cas de
coefficients non constants il n’existe pas de forme générale explicite de la solution et
qu’on peut pas intégrer ces équation contrairement a ce qu’on a procédé dans le Chapitre

précédent.
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3.1. INTRODUCTION ET THEOREME PRINCIPAL

3.1 Introduction et théoreme principal

La classe d’équations différentielles de Riccati a coefficients non constants qu'on va

étudier dans ce Chapitre est donnée par les équations de la forme
Y =a(t) +b(t)y +ct)y’, t=to (EDR)

outy € Reta,b, c: R — R sontdes fonctions continues bornées.

On considere '’hypothése H suivante
1
H <= b est une fonction 1-périodique telle que / b(t)dt < 0.
0

Théoreme Principal 3.1. On considére l’équation différentielle de Riccati EDR. Supposons
que la fonction b satisfait Uhypothése H. Alors pour toute fonction c il existe r > 0 tel que
pour toute fonction a satisfaisant ||a|| < 7 il existe une fonction A, strictement positive,
C' et 1-périodique tel que pour tout yo €] — A,(ty), A, (t)[ la solution de Uéquation EDR

de condition initiale y, est définie sur [ty, +oo[ de plus

y(t) €] — A1), A ()], V> to.

3.2 Fonction de controle A,

Notre stratégie pour montrer le théoréme principal 3.1 précédent est d’utiliser le
théoréme de comparaison des équations différentielles, pour cela on introduit une "sur-

solution" qui est périodique et qui vérifie quelques propriétés. On appelle cette sur-
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3.2. FONCTION DE CONTROLE Ay

solution périodique la fonction de contréle. Plus précisément on a besoin du lemme

suivant

Lemme 3.1. Soit w € R%. Soit A : R — R une fonction scalaire C", 1-périodique et
vérifiant

/01 A(s)ds < 0.

Alors pour tout (a, 3) € R x R%. I'équation différentielle suivante

d%Z(S) = a+wh + A(s)z(s), (3.1)

admet une solution z(s) positive, C' et 1-périodique qu’on note A, z(s) et il existe
D, a € R tel que pour tout D €]0, D, A] il existe r > 0 tel que la solution A, := A, p
veérifie

max A,(s) < D.
s€[0,1]

Démonstration. Remarquons que pour tout (o, 3) € R% x R%, I'équation différentielle

(3.1) admet une solution A, 4(s) positive C? et 1-périodique de la forme

szs exp (ftHS A(v)dv> dt
1 —exp <f01 A(U)dv)

Anp(s) = (a+wph?)

Posons
1 1+s
A1 :—/ A(s)ds etsoit Ay > max / A(v)dv.
0 0<s,t<1 ¢
Donc on a
exp(A2)
A, < R PR S VA
max 5(8) < (a+wb”)— exp(— )
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3.2. FONCTION DE CONTROLE Ay

Pour montrer le lemme il suffit d’avoir pour (o, 5) = (r, D) € R% x R* I'égalité suivante

exp(Aq)

(r + wD2)Tp(—)\1)

=D. (3.2)

Qui est vérifiée pour tout » > 0 et D > 0 tels que

exp(~Xs)(1 = exp(=A))

w

r < D[exp(=X2)(1 —exp(—A1)) —wD], et D<

Donc pour tout D €]0, D,, 5] ou

il existe > 0 donné par

r = D[exp(—X2)(1 — exp(—A1)) —wD].

tels que I'équation (3.2) est vraie. Autrement dit pour tout D €]0, D,, 4] il existe r > 0

tels que
exp(A2)
A, p(s) < D})——2"2___p
ce qui prouve le lemme. O

Définition 3.1. Sous les hypothése du lemme 3.1, posons

1 1+s
A = —/ A(s)ds etsoit Ay > max / A(v)dv.
0 ¢

0<s,t<1

27



3.2. FONCTION DE CONTROLE Ay

Soit D €]0, D,, 5] ot

Dor = exp(—A2)(1 — exp(—)\l))’

On appelle la fonction de contréle associée a D la solution

Ar = AT7D(S)7

de Uéquation différentielle (3.1) du lemme 3.1 ou r est défini par la formule

r = D[exp(—X2)(1 — exp(—X1)) — wD]. 3.3)

Définition 3.2. Soit D €]0, D, »|. On appelle ouvert de contréle associé a D et on note C,

["intervalle dans R défini par

Or ::] - Ar<t0)7 Ar(tO)[7 (34)

ou A, est la fonction de contréle associée a D.

Exemple 3.1. On va voir un exemple d’une fonction de contréle. Soit pour cela 'équation

différentielles suivante

—2(s) = a+ 8% — (1 + cos(s))2(s), (3.5)

Dans ce cas

w=1 et A(s)=—(1+cos(s)), Vse][0,2n]
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3.2. FONCTION DE CONTROLE Ay

On a bien

2m 2m
/ A(s)ds = —/ 1+ cos(s)ds = =27 < 0.
0 0

On a de plus

1+4+s
M =27 et M =0> max / A(v)dv.
t

T 0<s,t<1

Dans ce cas on
1 —exp(—2m)
- or ’

Dw,A

1—exp(—27)

Donc pour tout D €]0, ==

| la fonction de contréle associée a D et solution de l’équa-

tion différentielle affine (3.5) est

Ar — AT,D(3)7
ou
. D[l —exp(—2m) D]
a om ’

Cette fonction de controle vérifie donc

max A, p(s) < D,
s€[0,1]

On voit par exemple dans la Figure 3.1 le graphe de la fonction de contréle A, associée a

D = 0.15 €]0, %}r*%)] et dans ce cas

r = 0.15[(AL2OPE2T)) g g

27
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3.3. PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL ??

C’est a dire A, est la solution périodique de U'équation différentielle affine

@5 = 14 015 — (1t cos(s)z(s).

On remarque bien que la fonction 27-périodique A, ne dépasse pas Uaxe ¢g(t) = 0.15 pour

tout s > 0.
0.2
D=0.15
=
~ 041
<
OIOSM/\/\/\/\/\/\N\/V\/\/VV\
0 : : : :
0 20 40 60 80 100
1
FIGURE 3.1 -On fixe dans Iéquation différentielle (3.5) D = 0.15 et

ro= 0.15[(:=2221) _ (.15]. On voit dans cette figure le graphe de

la fonction de contrdle A, associée a D = 0.15. On remarque que la
fonction de contrdle est majorée par la constante D = (.15.

3.3 Preuve du théoreme principal 3.1

D’apres la Section 2.1 du Chapitre précédent pour tout yy € R I'’équation (EDR)

admet une solution locale sur un intervalle de la forme [t(, ¢y + €[, ¢ << 1 car la fonction
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3.3. PREUVE DU THEOREME PRINCIPAL ??

suivante est localement lipschitzienne par rapport a x

x — a(t) + b(t)x + c(t)x*.

En effet cela vient du fait quelle est de classe C' par rapport a la variable z et les
fonctions a, b et ¢ sont continues.

On va montrer maintenant le théoreme principale 3.1

Preuve du théoréme principal 3.1. Soit D, , la constante définie dans le lemme 3.1 telle

que w et A sont définies par

w=dls, et A(t) =b(2).

Posons D, := D, . Soit D € (0, D,] et soit la fonction de controle A, associée a D (voir
définition 3.1). La fonction de contrdle vérifie '’équation différentielle scalaire affine et

1-périodique suivante

d
ZA() = 7+ wD? + MDA = 1+ [[el|o D + bHA, (1),

et vérifie la majoration suivante

max A, (t) < D.
t€[0,1]

Soit C, I'intervalle de contrdle associé a D, ainsi défini dans la définition 3.2.
Pour toute fonction a vérifiant ||a||1o < r, ot 7 est donné par la formule (3.3), soit y(¢)

solution du systeme (EDR) de condition initiale y € C,., par continuité il existe ¢ > 0 tel
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3.4. CONCLUSION

que

()] < A(s), VtE [to, +e.

Posons

T = sup{t € [to, +oo[: Vg < s <t, |y(s)| < A,(s)}.

La proposition est prouvée si on montre que 7* = +oo. Supposons par contradiction

que 7" < +00.On a

d *
() < llalloe + [lellocD* + b(D)y(2), Yt € [to, T"].

%(—y(t)) <|lalloe + llellooD* + b(t) (—y(1),  Vt € [to, T].

Par définition de 7™ on a |y(7*)| = A,(T*). Sans perte de généralités, supposons que

y(T*) = A, (T*),on a

d * * *
79T <llalleo + llellooD? + b(T™)y(T")

* * d *
= [lallso + [lellow D + B(T")A(T") = — A(T").

Alors il existe ¢y < s < T* tel que y(s) > A,(s). On obtient donc une contradiction. Par

conséquent pour tout 7* = +oo. 0

3.4 Conclusion

On a vu dans ce Chapitre une condition suffisante pour qu'une équation différentielle

de Riccati admet une solution définie sur [¢, +-00[ avec ¢, est le temps initial. On a utilisé
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3.4. CONCLUSION

le principe de comparaison d’équations différentielles en introduisant une “sur-solution”
qu’ on a appelé Fonction de Controle. La technique utilisée dans la preuve est le fait
que sous certaines conditions la solution de I'’équation de Riccati ne peut pas traverser
la fonction de contréle ce qui implique qu’elle ne tends pas vers l'infini en un temps

t. > to, d’'un autre terme elle est définie sur [ty, +o0o] tout entier.
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Chapitre 4

Quelques résultats d’application

Dans ce Chapitre on va voir des résultats d’application du théoréme principal 3.1.
On va étudier dans la premiere Section I'existence de solutions périodique pour une
équation différentielle de Riccati a coefficients périodiques. Dans la deuxieme Section
on va voir une application aux équations différentielles non-linéaires en étudiant le

comportement du nombre de rotation.

4.1 Solution périodique

On va voir dans cette Section une condition suffisante pour qu'une équation dif-
férentielle de Riccati de coefficients périodiques admet une solution périodique. Plus

précisément on montre le théoréme suivant

Théoréme 4.1. On considere 'équation différentielle de Riccati EDR suivante

Y =a(t)+ bty + ct)y’, t>to. (EDR)
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4.1. SOLUTION PERIODIQUE

On considere Uéquation différentielle de Riccati EDR. Supposons que la fonction b est 1-

périodique et que

/01 b(s)ds < 0.

Alors pour toute fonction ¢ 1-périodique il existe r > 0 tel que pour toute fonction a
1-périodique et satisfaisant max,cpoq|a(s)| < r Uéquation EDR admet une solution 1-

périodique définie sur [ty, +ool.
Pour montrer le théoréme précédent on a besoin du lemme et du corollaire suivants

Lemme 4.1. On considére 'équation différentielle de Riccati EDR. Supposons que la fonc-

tion b est 1-périodique et que

/01 b(s)ds < 0.

Alors pour toute fonction ¢ 1-périodique il existe r > 0 tel que pour toute fonction a 1-
périodique satisfaisant maxc(1) |a(s)| < r il existe un intervalle I telle que la fonction P

suivante (fonction de Poincaré)

Py) = y(to + 1),
est de classe C'! et définie de I dans lui méme ot y(t) est la solution de équation (EDR) de
condition initiale y € 1.

Démonstration. D’apres le théoreme 3.1 du Chapitre précédent pour toute fonction ¢
1-périodique il existe » > 0 tel que pour toute fonction a 1-périodique satisfaisant

allee = maxsep 11 la(s)| < r il existe une fonction A, strictement positive, C' et 1-
||al] elo,1] la(s)| p
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4.1. SOLUTION PERIODIQUE

périodique telles que pour tout y €] — A,.(¢y), A(tp)[ on a

y(t) €] — Ap(t), A ()], YVt > to.

ol y(t) est la solution de ’équation EDR de condition initiale y . Posons alors

I :] - Ar<t0>7 Ar(tO)[

Soit y(t) solution de 'équation (EDR) de condition initiale y € I.

Posons P(y) := y(to + 1). Par le théoreme 3.1 on a

IP(y)| = [y(to + 1)] < Ap(to + 1) = A, (to).

Car A, est 1-périodique. On a par conséquent montré que P est une fonction de / dans

lui méme. O

Corollaire 4.2. La fonction de Poincaré P définie dans le lemme 4.1 admet un point fixe

X, € I ot I est Uadhérence de U'ensemble I.

Démonstration. On a I est un intervalle fermé donc compact et convexe et par continuité
par rapport au conditions initiales la fonction P : I — I est continue. Par le théoréme

du point fixe de Brouwer, la fonction P admet un point fixe dans I qu’on note y,. O

Preuve du théoréme 4.1. Le corollaire 4.2 montre I'existence d’un point fixe 3, € I. Soit

y.«(t) la solution de '’équation (EDR) de condition initiale y.. Donc

y*(tO + 1) =Ys = y*(to)'
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4.2. NOMBRE DE ROTATION LOCALEMENT CONSTANT

Par la propriété d’unicité de solution d’équations différentielles, on a

Yu(to +1+1) =y (to +1), VL>0.

autrement dit

y*(S + 1) = y*(S)a Vs Z tO-

Ce qui implique donc l'existence de solution 1-périodique de ’équation EDR. O

4.2 Nombre de rotation localement constant

Dans cette section on va voir une application du théoreme 3.1 du Chapitre précédent
aux équations différentielles scalaires non-linéaires. On va étudier le comportement du

nombre de rotation qui est défini par la limite suivante

si elle existe et ot z(t) est 'état d'un systéme. Plus précisément on s’intéresse dans ce

qui suit a des équations différentielles scalaires de la forme

T, =w+ f(t,z,), t>ty “4.1)

ol w € R est un paramétre et f une fonction de classe C? et 1-périodique par rapport

a chaque variable. z,(t) est '’état du systeme (4.1). La proposition suivante montre que
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4.2. NOMBRE DE ROTATION LOCALEMENT CONSTANT

s'il existe une solution du systeme (4.1) qui s’écrit sous la forme
pt+6(t), > to,

ol ¢ est une fonction bornée alors le nombre de rotation p est indépendant de la condi-

tion initiale. Remarquons que 'écriture d’une solution x(¢) sous forme
pt+0(t), t>to,

ol ¢ est une fonction bornée implique que le nombre de rotation existe est égale a

Proposition 4.3. Soit w € R fixé. On considere le systéme (4.1) et supposons qu’il admet

une solution x.(t) de la forme de
pt+68(t), t>to,

ol § est une fonction bornée. Alors pour toute solution x(t) du systéme (4.1) il existe n € Z
tel que

(1) +n<z(t) <z.(t)+ (n+1), Vt>t,.

autrement dit : lim;_, | o @ = p.

Démonstration. On considere le systeme (4.1) et supposons qu’il admet une solution
z.(t) de la forme de
pt+6(t), t>to,
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4.2. NOMBRE DE ROTATION LOCALEMENT CONSTANT

ol § est une fonction bornée. Pour toute condition initiale z(¢y) € R il existe n € Z tel
que z(ty) € [x.(to)+n,z.(to)+(n+1)]. Par périodicité de la fonction f les deux fonctions
z.(t) +n et z,(t) + (n+ 1) sont solutions de '’équation (4.1). Par I'unicité de solution on
a

r(t)+n<z(t) <z (t)+ (n+1), Vt>ty
On déduit donc la proposition. O

On montre dans le théoréme suivant que sous certaines hypotheses et dans le cas ou

il existe wy telle que la solution z,,(¢) de 'équation (4.1) s’écrit sous la forme

pwot + 5w0 (t)> 13 Z tO; (42)

ou p,, € R est une constante et J,,, une fonction bornée, alors il existe un voisinage V'

de wy telle que pour tout w € V' la solution z,,(t) de I'’équation (4.1) s’écrit sous la forme

Puot + 0u(t), t> 1y, 4.3)

ou 4, est une fonction bornée. D’un autre terme p, = p,, est localement indépendant

du parametre w.

Notons Oy f(t, 2) := 2 f(t,z) et par D3 f(t,z) = ;—;f(t, z). Comme f est une fonction

scalaire et périodique par rapport a chaque variable alors |95 f|| < +oc.
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4.2. NOMBRE DE ROTATION LOCALEMENT CONSTANT

Théoréme 4.2. Soit w, et p dans R et supposons que 'équation (4.1) admet une solution
Ty, (t) de la forme

Lwg (t> = pt + 5w0 <t>

ol 4, une fonction bornée. Supposons de plus que la fonction s — f(s, ps) est T-périodique
et que

T
/ Do f (s, ps)ds < 0.
0

Alors il existe r > 0 tel que pour tout w €] — r + wy, T + wy| toute solution x,,(t) de (4.1)
est de la forme

Tuy (1) = pt + 0o, (1)
ol 4, une fonction bornée.

Démonstration. Posons

2u(t) = pt + 8,(t)

Le théoreme est prouvé si on montre que ¢, est une fonction bornée. Posons
Y, (t) = 6,(t) — d,,(t). Par hypotheses du théoreme §,,, est une fonction bornée, donc il

suffit qu’on montre que Y,, est une fonction bornée. De I'équation (4.1) on a

Ywu) = Sw(t> - Swo (t) = jcw(t) — Ty, (t)

=w—wo+ f(t,z,) — f(t,2y,) =w—wo + f(t, pt +d,) — f(t, pt + buy)-
Par le développement de Taylor on obtient
Yo(t) =w —wo + Oaf (£ p)Yu(t) + g(H)Y (1): (4.4)
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4.2. NOMBRE DE ROTATION LOCALEMENT CONSTANT

ou g(t) est fonction qui satisfait |g(¢)| < ||03 f||- Cette derniére équation est une équa-

tion de Riccati. Par hypothese la fonction s — f(s, ps) est T-périodique et que

T
/ O f (s, ps)ds < 0.
0

Donc d’apres le théoréme 3.1 du Chapitre précédent il existe » > 0 tel que pour toute w
satisfaisant |w — wy| < r il existe une fonction de controle A, strictement positive, C'! et
1-périodique tel que pour tout Y €] — A, (o), A, (to)[ la solution Y,, de I’équation (4.4)

de condition initiale Y est définie sur [ty, +oo[ de plus
Yo (t) €] — A (), An ()], Vit > to,

ce qui montre que pour tout w satisfaisant |w — wy| < r 'équation (4.4) admet au moins
une solution z* sous la forme

2, (t) = pt + 05,(t)

ou ¢ une fonction bornée. D’apres la proposition 4.3 toute solution '’équation (4.4) est
de la forme

Ty (t) = pt + 6,(2)

ou J,, une fonction bornée. O

4.2.1 Exemple d’application

On considére I'équation différentielle scalaire suivante

T =w — (1+ cos(t))sin(x) (4.5)
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4.2. NOMBRE DE ROTATION LOCALEMENT CONSTANT

Dans cet exemple f(y,z) = —(1 + cos(y))sin(z). Pour wy = 0 la fonction constante et
nulle est une solution de I'’équation (4.5) et qui admet donc un nombre de rotation nul

p = 0. De plus la fonction s — 0y (s, ps) est 2r-périodique et satisfait

2m 2m 2w
Oaf (s, ps)ds = O2f(s,0)ds = —/ (14 cos(s))ds = —2m < 0.
0 0 0

Donc il existe un voisinage V' de wy, = 0 tel que pour tout w € V toute solution de

I'équation (4.5) est bornée et admet comme nombre de rotation p = 0.
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Conclusion générale

On a vu dans ce manuscrit une condition suffisante pour qu'une équation diffé-
rentielle de Riccati a coefficients non constants admet une solution sur des intervalles
du type [to, +oo[ ou £, est le temps initial. Dans le cas simple ou les coefficients sont
constants ces équations peuvent ne pas admettre de solutions sur ce type d’intervalles.
La difficulté rencontrée réside dans le fait que la forme explicite de la solution d’une
équation différentielle de Riccati a coefficients non constants n’est pas connue sauf dans
le cas o1 on connait une solution particuliere ou dans quelques cas ot ’équation est inté-
grable. Donc contrairement au cas de coefficients constants ou I’équation est intégrable
et que la forme de la solution est explicite I’étude dans le cas a coefficients non constant
était dans le cadre de la théorie qualitative en introduisant une sur-solution qu’on a
appelé solution de contréle. On a vu en dernier l'utilité mathématiques de ce résultat
pour déduire quelques propriétés particulieres des solutions d’équation différentielle de
Riccati a coefficients périodiques et des solutions de quelques équations scalaires non

linéaires.
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