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Résumé

Résumé

Combien y a-t-il de nombres premiers plus petits qu'un nombre x donné?
Désignons par 7r(x) la fonction de comptage de nombres premiers inférieurs a x,
7(20)=8.

Existe-t-il une fonction simple f(x) qui constitue une (meilleure approximation ) dern(x)?

. . N . X
Le célébre théoréme des nombres premiers répond a cette question 7t(x) ~ 1 , lorsque
0og x

X — 0Q).

Abstract

How many prime numbers are there smaller than a given number x ?
Let us denote by 7(x) the function for counting prime numbers less than x, 7(20) = 8.

Is there a simple function f(x) that is a (best approximation) of 7(x)?

The famous prime number theorem answers this question(7(x) ~ , When x — oc0).

log x
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Notations

N,Z,Q,R,C: dénotent les ensembles des nombres naturels,entiers,

rationnels, réels, complexes, respectivement.

m(x)=card(PN[0, x]): le nombre des nombres premiers inférieurs ou égaux a x.
P: ensemble des nombres premiers.
logx : dénote le logarithme naturel de x.

|x|=max{neZ:n<x}: leplusgrand entier inférieur ou égal a x.

p: dénote toujours un nombre premier.

|x|: la valeure absolue d'un nombre x.

f=0(g): si f/g est bornée au voisinage de a.
x—a

f=o(g): si limé =0 au voisinage de a.

n'=n(n—1)(n—2).....21: nfactorielle

n'=+v2nn(2)": formule de Stirling.



Ref: partie réel de f.

imf: partie imaginaire de f.

Li(x): le logarithme intégral.

0(x): Fonction théta de Tchebychew.
l(z): Fonction zéta de Riemmen.
ie: c’est-a-dire.

f~g(x—o00): f estéquivalente a g ou voisinage I'infini.
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Introduction

La distribution des nombres premiers est un sujet fascinant et complexe dans les ma-
thématiques. Bien qu’il n’existe pas de formule simple pour prédire exactement ou1 se
trouvent tous les nombres premiers, il existe des modeles et des résultats mathéma-

tiques qui nous donnent une idée générale de leur distribution.

Un résultat important est la célébre conjecture des nombres premiers jumeaux: il existe
une infinité de nombres premiers jumeaux, mais n’est pas encore prouvée (deux nombres
premiers jumeaux sont deux nombres premiers qui ne different que de 2 tels que 3 et 5,

et7,11et13....

D’un autre coté, il existe des écarts arbitrairement grands entre les nombres premiers,
par exemple : n!+2, n!+3,...,n!4+n est une chaine de n-1 nombres composés (pas pre-

miers) puisque 7!+ k divisible par k pour k =2,3,4,...

Depuis Euclide, on sait qu'il existe une quantité infinie de nombres premiers. A la fin
du XVIIIe siécle, Gauss et Legendre ont conjecturé que cette quantité était proche de
n(x)logx )

x/log(x), ot1In est la fonction logarithme népérien. Plus précisément, lim
X—00 X

lorsque x — oo.

C’est la théorie des nombres premiers (I'un des résultats les plus célebres de la théorie
analytique des nombres), qui a été prouvée indépendamment par Hadamard et La Val-

lée-Poussin, en 1896, grace a la fonction zéta de Riemann.



Plan de travaill

Ce mémoire se compose de quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous introduisons le matériel de base nécessaire : un bref rap-
pel sur certains concepts de théorie des nombres et quelques propriétés des fonctions

holomorphes.

Le deuxieme chapitre est consacré a la preuve des résultats de Tchebychey, il a notam-

m(x)log x

ment prouve que s1 X

admet une limite lorsque x — 00, alors cette limite vaut 1.

Dans le troisieme chapitre, apres avoir introduit la fonction zéta de Riemann, c’est I'ou-
til essentiel de la démonstration d’Hadamard (définition, propriétés, 'holomorphie..),
et on donné le lien entre la fonction zéta de Riemann et les nombres premiers (produit

eulérien).

Le dernier chapitre est sur la démonstration du théoreme des nombres premiers.
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CHAPITRE

Résultat préliminaires

1.1 Les nombres premiers

1.1.1 Divisibilité des nombres entiers

» Les nombres {...,—3,—2,—1,0,1,2,3,...} sont appelés nombres entiers.
» Les nombres {0, 1,2,3,...} sont les entiers positifs.

» Nous disons qu'un nombre entier a est divisible par un entier non nul b, s’il existe un

troisieme entier ¢ telque a=bc.

Définition 1.1.1 Un nombre p est dit premier si :
1. p>1.

2. p wadmet aucun autre diviseur positif que 1 et p.

Remarque 1.1.1 .
o Un nombre strictement plus grand que 1 est dit composé s'il n'est pas premier.
o Les nombres premiers :2,3,5,7,11,13,....

Les nombres composés : 4,6,8,9,10,12,14... .

©

o 1 n'est pas considéré comme premier, au composeé.

Théoreme 1.1.1 Voir/1] (Second théoréme d’Euclide)

Il existe une infinité de nombres premiers.



1.1. Les nombres premiers 2

Preuve. Supposons que P I’ensemble des nombres premiers est fini, soit P = {py, p», ..., px}
posons

m=p;-py-..-pnt+1. (1.1)

Alors p; { m pour tout j € {1,..., N}.Donc soit m est premier, soit il est divisible par un
nombre premier compris entre py et m .dans les deux cas,il existe un nombre premier plus
grand que py .Ce qui démontre le théoréme. m

Remarque 1.1.2 Il y a des cas ot m est composé, m admet au moins un diviseur premier.
ie:

m=p-..-Py+1

my, =2+1 premier

m,=2-3+1 premier

mg=2-3-5-7-11-13+1=59-509 = 30031 — nombre composé

Théoreme 1.1.2 Voir[1] (théoreme fondamental de Uarithmétique )
Tout entier supérieur ou égal a 2 possede une décomposition en produit de facteurs premiers
unique.
Exemple 1.1.1 :
0 792=23.3%2.11
o 2100=2%.3.5%2.7
Crible d’ératosthéene
Il est facile de construire une table des nombres premiers inférieurs a un nombre entier fixe

N, par une procédure appelée "crible d’Eratosthéne" nous avons remarqué que si n < N

et si n n'est pas premier, alors n est divisible par un nombre premier inférieur ou égala v N.

* Nous écrivons les nombres 2,3,4,5,6,7,...., N et nous barrons successivement :
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1.1. Les nombres premiers 3

1. 4,6,8,10,i.e: 22 et tous les nombres pairs qui le suivant.
2. 9,15,21,27,...., i.e : 3% et tous les multiples de 3 non encore barrés qui le suivant.

3. 25,35,55,65,...., i.e :5% le carré du premier nombre non barré restant apreés 3, puis

tous les multiples de 5 non encore barrés ....

La procédure se poursuit jusqu’a ce que le nombre restant, apres avoir barré les derniers

multiples soit plus grand de v N, Les nombres qui n'ont pas été barrés sont premiers.

Remarque 1.1.3 Toutes les tables de nombres premiers dont nous disposons a I’heure ac-

tuelle ont été obtenues en utilisant des versions améliorées de cette procédure.

® 2 3 @ s ® 7 ® O© W
SO ORONOR A ORNE)
@) @ = @ @ @ @ @
3 () () @) (9 (o) 37 (9 (Y @
1 @) 8 @ @ @ 7 @ 6@ 6
G) @ s G 6 6o G 68 5
o () @) 6@ & 6@ 7 6@ 6 @
n @ s @ © @@ o
G) @ s @) @) @) 6 @) o
o) () ) 61 @) (5 97 (8 @) (0

Le crible d’Erathosthéne pour N=100
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1.2. Fonctions holomorphes 4

1.2 Fonctions holomorphes

Définition 1.2.1 (Dérivation)

z)—flz
Soit f : (D — C) une fonction complexe pour zy € D si lim M existe, alors on
272 < — 2y

note f’(z,) cette limite.(le nombre dérivée de f en z;)
Définition 1.2.2 (Fonction holomorphe)

Si f'(z,) existe pour tout z, € D, alors la fonction f est dite holomorphe dans D.

Théoreme 1.2.1 Voir[5] (Condition de Cauchy-Riemann)

Soit f une fonction complexe définie sur un ouvert D deC tellequeP =Re f etQ=Im f.
Pour que f soit dérivable en z, sur D, si et seulement si que f soit différentiable en z, et que
sa différentielle vérifie les conditions de Cauchy-Riemann en ce point :

oP_2q  2q__av

- = = 1.2
ox 0y’ dx 0y (1:2)

Théoreme 1.2.2 Voir[5] (Théoréme de Cauchy) Soit f une fonction holomorphe dans un

ouvert D etT une courbe fermée simple orientée incluse dans D ainsi que son intérieur,

alors J f(z)dz=0.
T

Théoreme 1.2.3 Voir/5] (Formule de Cauchy) Soit | une fonction holomorphe dans un do-
maine D contenant une courbe simple fermée I dont l'intérieur A est inclus dans D alors .

pour tout pointade A, Ona

1
fla)= —f /(2) dz. (1.3)
2int J.z—a
Théoreme 1.2.4 Voir[5] (Formule intégrale de Cauchy)
Si f est holomorphe dans un domaine D contenant une courbe fermé simple ' dont

Uintérieur A est inclus dans D, ses dérivées successive en un point a de A sont données par

f(n)(a)_ n! J( f(Z) dz (1.4)
T

2w z—a)n+l

Définition 1.2.3 (Fonction entiere) Une fonction holomorphe dans tout le plan complexe

est dite une fonction entiere .
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1.2. Fonctions holomorphes 5

Propriété 1.2.1 Lensemble des fonctions entieres est identique a celui des séries entieres dont

le rayon de convergence est infini.

Théoreme 1.2.5 Voir[5](Théoréme de Cauchy-Hadamard) Le rayon de convergence R d'une
oo
série entieére a coefficients complexes Z a,z" estdonné par:

n=0

—=li altm 1.5
R imsup|a,| (1.5)

n—oo

Théoreme 1.2.6 Voir[6] (Théoreme de Liouville) Si f est une fonction définie et holomorphe

sur tout le plan complexe, alors f constante deés lors qu’elle est bornée.

Points singuliersisolés Etudionsles points en lesquels est violée I’holomorphie des fonc-

tions. Commencons par les plus élémentaires de ces points.

Définition 1.2.4 On dit qu'un point z, € C est un point singulier isolé d’'une fonction f s'il
existe un voisinage pointé de z, (i.e. un ensemble{0 < |z — z,| < r} si z, est fini ou un ensemble

{R < |z| < 00} si 2y = 00 ) dans lequel f est holomorphe .

On distingue trois types de points singuliers selon le comportement de f lorsque z tend

vers un tel point .

Définition 1.2.5 On dit qu'un point singulier z, d’'une fonction f est:
1. artificiel ou éliminable si lim |f(z)|=A<+00;
Z—>2

2. unpolesi lim |f(z)|=+00;
zZ—2

2

3. essentiel si f ne posséde ni une limite finie, ni une limite infinie lorsque z — z,,.

sinz

Exemple 1.2.1 Le point z = 0 est un point singulier éliminable pour la fonction >= ceci

découle du fait que pour z # 0 on a le développement suivant :
sinz z?  z*

=1-=+=—.,
z 3! 5!

. . . sinz
d’oui il sS'ensuit que lim =1.
z—0 Z

Université Yahia Fares Médéa 2023-2024 A.Labiod A.Bayou



1.2. Fonctions holomorphes 6

1
Exemple 1.2.2 Les fonctions f(z) = — ot n > 0 est un entier, présentent un pole au point
z

z=0.

Exemple 1.2.3 Le point z = 0 est un pont singulier essentiel de la fonction f(z) = ez, car
lorsque, par exemple, z = x tend vers 0 suivant l'axe réel, les limites a droite et a gauche sont
distinctes (la limite a droite est égale a l'infini, la limite a gauche a 0); la fonction

ez =cos %— isin %, n'admet pas de limite lorsque z = iy tend vers 0 suivant l'axe imaginaire

Théoreme 1.2.7 Voir[6] Un point singulier isolé a € C d’'une fonction f est un pole si et
seulement si la partie principale de la série de [ dans un voisinage pointé de z, ne contient

qu'un nombre fini de termes non nuls :

+00

@)= az—z)", m>0 (1.6)

n=—m

Théoreme 1.2.8 Voir[7] Un point singulier isolé z, d'une fonction f est essentiel si et seule-
ment si la partie principale de la série de Laurent de f dans un voisinage pointé de z, contient

une infinité de termes non nuls.

Lemme 1.2.1 Supposons que {a,} est une série. Si Za < 00 alors le produztl_[ (1+a,)

n=1 n=1

converge. De plus, le produit converge vers 0 si et seulement si l'un de ses facteurs est nulle.

Théoréme 1.2.9 Voir[7] Soit D un domaine dans C, et soient (f;) une suite des fonctions
(o]

holomorphes dans D. Supposons que Z |f;| converge uniformément dans D, Alors f(z) =

j=1
[}

1 + f](z converge uniformément sur D.
j=1

Théoreéme 1.2.10 (Critere de Weierstrass) Voir[7] (Convergence uniforme ) Soient (f;) une
suite des fonctzons holomorphes dcms D c C ersi|fj(z)| < M; oit M; est indépendant de z

dans D etz M; converge, Alors Z fi(z) est unifomément converge dans D.
=1 =1
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CHAPITRE
Fonction théta de Tchebychev et
TNP

2.1 Introduction

Soit P={2,3,5,...} 'ensemble des nombres premiers. Pour x > 0 nous posons
m(x)=card(PN[0, x]) 2.1)

Ainsi, 7t(x) est le nombre des nombres premiers inférieurs ou égaux a x. Nous nous inté-

resserons au comportement de 7t(x) lorsque x — 00. Le résultat principal est le suivant

Théoreme 2.1 Voir[8][2]/3] (théoreme des nombres premiers). pour x — oo

X

m(x)~ 2.2)

logx’
Ce résultat a été déja conjecturé par Gauss et Legendre vers 1800.11 a été prouvé pour la
premiere fois en 1896 indépendamment par Hadamard et de la Vallée-Poussin, en utilisant
des méthodes d’analyse complexe. Nous prouverons ce résultat dans le chapitre (3.5) apres
avoir introduit les outils nécessaires a ’analyse complexe dans le chapitre (2.2) Bien que
certaines idées clés des preuves originales soient toujours présentes, nous pouvons nous
appuyer sur un certain nombre de simplifications et de modifications qui ont été obtenues
depuis lors .

Dansla présente section, nous discutons de certaines propriétés élémentaires des nombres
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premiers qui sont en partie des préparatifs pour a la preuve du théoréme (2.1)
Nous supposons que nous sommes familiers avec certains faits fondamentaux de la théorie
élémentaire des nombres, tels que la factorisation unique des nombres naturels en nombres

premiers.

2.2 Fonction théta de Tchebychev:

Il s’avere qu’au lieu de considérer 7t(x), il est souvent plus facile de considérer

0(x)=> logp (2.3)

peP

p<x

Sommes de tous les p € P satisfaisant p < x ou une autre restriction se produiront fré-
quemment. Nous omettrons la condition p € P dans ce qui suit, mais nous n’utiliserons

que la variable p sil’on additionne les nombres premiers. Ainsi, nous écrivons simplement

0(x)=> logp (2.4)

p<x

et on a le résultat suivant :

Lemme 2.2.1 Voir/8][2][3] Il existe une constante positive b telle que
O(x)<bx (2.5)

Preuve.

. . 2n! iy . .
Sin < p < 2n alors p divise C! = —— puisque p divise le numérateur mais pas le
2 nln!

dénominateur.
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2.2. Fonction théta de Tchebychev: 9

Le théoreme du bindbme implique :

2n

22n — (1 + 1)2n — z Canlk . 12n—k > Czkn
k=0
> [] p=1] e (2.6)
n<p<2n n<p<2n

= exp( > logp)zexp(B(Zn)—H(n))

n<p<2n

Donc 8(2n)—0(n)<2nlog2,
posons n = 257! et en déduire (2%)— 0(25!) < 2¥log2.
Puisque 0(1) =0, un argument de série télescopique et la formule de sommation pour une

série géométrique finie donnent

k
0(25)=0(25)-0(2°) = Z -0(2" ™)
%
< D 2llog2<(1+2+2”+...+2")log2 2.7)
i=1
< 2K1]og2.

log x
Si x > 1, alors on pose 2F < x < 2k+! (i.e k= { lozZJ ) alors

0(x) < 0(2k1) <2k 2]og2 = 4-2Flog2

IA

x (4 log2)<3x (2.8)
(b=3)

Nous introduisons ici une somme importante qui nous utilisons dans les résultats suivants :

Université Yahia Fares Médéa 2023-2024 A.Labiod A.Bayou



2.2. Fonction théta de Tchebychev: 10

Lemme 2.2.2 Voir/8][2][3]pour x > 2, on a

1
Z °gp =logx+0(1)

p<x

Preuve. Soit n € N, on écrit

n! :ﬂ pe®) 2.9)

p<n

Pour k€N, e(p)= Z {EJ est I'exposent de la puissance la plus élevée de p que divise n!,
p*

k>1
(exemple: 12!=12-11-10---2=210.3%.52.7.11, alors : e(2) = | 2|+ |35] +| 35|+ |35 |+ 0 = 10)

donc

logn! = log (l_[ p“’”)

ps<n

= > e(p)logp
p=n (2.10)

-S|

p<n k>1
= Z[ Jlogp+ZZ[ Jlogp.
p<n p<n k>2

Ona

n n 11 n 1 n
prlT&ipk preipl pr1-L o plp

k>2

et donc

logp o logj
3 e fowr <n 35 <3 212

p<n k>2 p<n

. . . . : log j Vi 2
Pour j grand la derniére série converge car log j < , donc — < — < —.
78 e carlog j </, done 57 < 505 < o

ZZ{ Jlogp =0(n) (2.13)

p<n k>2

Alors
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2.2. Fonction théta de Tchebychev: 11

La formule de Stirling donne que

logn! = log((1+o(1))(§)n 27m)

1
= nlog(g) + Elog(Zﬂn)+ o(1)

(2.14)
1
= nlogn—n+ Elogn—i—ﬁ(l)
= nlogn+0(n)
Nous concluons d’apres (2.10), (2.13) et (2.14) que Z {leogp =nlogn+ 0(n).
p<n
Puisque
1ogp
0<ny. Z logp < Y logp =0(n)=0(n) (2.15)
p<n p<n p<n
Cela donne
1
Z ng——Z[ Jlogp+@’ 1)=logn+0(1) (2.16)
psn p<n
et donc le résultat, aprés en remplacant n par x eR. =
Lemme 2.2.3 Voir/8][2][3] Il existe une constante positive a telle que
ax <0(x) (2.17)
Preuve. Pour ce faire, soit 0 < @ < 1. Puis, parce que nous venons de prouver,
logp 1
> =logx —log(ax) + 0(1)=log — +0(1) (2.18)

ax<p<x

Ici, le terme 0(1) ne dépend ni de x ni de @, tant que ax > 2. Choisir a suffisamment petit,

nous obtenons

]
Z %8P -1 (2.19)

ax<p<x p

pour x >2/a.
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2.2. Fonction théta de Tchebychev: 12
D’un autre coté,
lo
D gp Z logp < 2 (2.20)
ax<p<x ax<p<x
Douf(x)>ax.m
Le lien entre 7t(x) et 8(x) est donné par le résultat suivant
Lemme 2.2.4 Voir/8][2][3] Lorsque x — o0
0(x
(x) ~ (%) (2.21)
log x
Remarque 2.2.1 Le théoreme des nombres premiers est donc équivalent a l'énoncé que
0(x)~ x lorsque x — 00 .
Preuve du lemme (2.2.4)
Notons tout d’abord que
:Zlogp leogx =mn(x)logx (2.22)
p<x p<x
Pour obtenir une estimation dans la direction opposée, soit € > 0. Alors
0(x) = > logp
x17€<psx
> Z log(x'™)
xi-e<psx (2.23)
= Zlog(xl_e)— Z log(x'™*
p<x p<xl-e
= (1—¢)logx(m(x)—m(x'~¢))
Le lemme(2.2.1) donne que
x O0(x
m(x")<x T ==< ( ) (2.24)
xe axe
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2.2. Fonction théta de Tchebychev: 13

En combinant les deux derniéres estimations, nous trouvons que

0 1 1 0 1+e¢ 6
m(x) < _ 0 +7(x'7) S( + ng) ) <€, ) (2.25)
(1—e€)logx l—€e ax¢ Jlogx 1—e€ logx
Pour un grand x.
Comme c’est le cas pour tout € > 0, nous voyons que
0 0
W < +o) 2l (2.26)
log x log x

lorsque x —» 0o. m
La combinaison de les lemmes (2.2.1) (2.2.3) et (2.2.4) donne le résultat suivant obtenu par
Tchebychev Vers 1850. 1l est plus faible que le théoreme des nombres premiers, mais elle

montre que la fonction x/log x donne le bon ordre de grandeur pour 7(x).

Théoreme 2.2.1 Voir/8][2][3] 1l existe des constantes positives c et d telles que

<n(x)<d-

. (2.27)
log x logx

c

Pour x > 2.
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CHAPITRE

Fonction zéta de Riemann

3.1 Introduction

Loutil principal pour prouver le théoreme des nombres premiers est une fonction ho-
lomorphe introduite par Riemann. Pour le définir, on rappelle que poura >0et z €C, la

puissance complexe a* est définie par :
a® =exp(zloga) 3.1)

Pour a fixé, 1a fonction z — a* est entieére, c’est-a-dire qu’elle est holomorphe dans C.
On note que
|a®| = exp((Re z)-loga) = a®¢* (3.2)
Cela implique que la série
— 1
> — (3.3)
nZ
n=1

Converge pour Rez > 1.

Définition 3.1.1 La fonction

o 1
§(Z)=Z—Z, pour Rez>1
n
n=1

est appelée la fonction zéta de Riemann.

La série définissant { converge en effet localement uniformément pour Rez > 1 et donc,

14



3.2. Prolongement analytique de la fonction Zéta

15

par théoreme de Weierstrass (1.2.10), la fonction zéta est holomorphe pour Rez > 1.

3.2 Prolongement analytique de la fonction Zéta

Nous prouvons maintenant que la fonction zéta de Riemann peut étre prolongée ana-

lytiquement pour Rez > 0, saufa z =1, ou {(z) a un pole simple.

Théoreme 3.2.1 Voir/2] La fonction

2= d(e)-——

1
—1

a une prolongement holomorphe pourRe z > 0

Preuve. Pour Rez >1,0na

1
Z —_——
d(e)-——
Soit x €[n,n+1]. Alors
1 1
ne  xz

IA

IA

xd(l)
Lodr\tz
f = dt‘
" tz+1

(x —n) max
teln,x]

—Z
tz+l

(x —n)|z| max
te[n,x] tRez+1

||
nRez+1
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3.3. Produit eulérien 16

Il s’ensuit que

n+l 1 1 |Z|
——I<
n: Xxz

n

~ nRez+l

1

Ainsi, la série pour z — {(z)— p— donnée ci-dessus converge localement uniformément
Z —

pour Rez > 0 et donc, par le théoreme de Weierstrass (1.2.10), il représente une fonction

holomorphe pour Rez > 0.m

Remarque 3.2.1 Voir/8] Le théoreme (3.2.1) donne que { a une prolongement méromorphe

pour Re z > 0 avec seulement un pole a 1. Ce pole est simple et le résidu de  a ce pble est 1.

Le résultat suivant indique déja un lien entre la fonction de Riemann et les nombres pre-

miers.

3.3 Produit eulérien

Théoreme 3.3.1 Voir/5] SiRez > 1 Alors

(=[] — (3.4)

1
pep 1~ 5z

le produit infini converge localement uniformément pour Re z > 1 et {(z) # 0.

1
= <1lpourRez>1.

pRez

Preuve. Puisque

p*

La formule des séries géométrique implique :

IV /1Y) &1
=) =26 =2 )

dans lequel la convergence est absolue.
Puisqu’'un nombre fini de séries absolument convergentes peut étre multiplié terme par

terme, il s'ensuit que

1\ 1\ 1 1 1 1
I_Z_Z 1_3_z = 1+2—Z+22+... 1+3—Z+32+...
(3.6)

1 1 1 1 1 1 1 1
= l+—+—F+—+—+—+—+—+
2¢ 222 3z 4z 62 8 9z 122

+...
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3.4. Le logarithme de (z) 17

dans lequel seuls les nombres naturels divisibles par les nombres 2 ou 3 apparaissent.

De la méme maniere,

~
[—
|
=
e —
N———
L
I

1 1 1 1 1 11
Ittt —t—t — o [ 1 o+
(3.7)
1 1 1 1 1 1 1 11 1

+—+ +—+——+
2z 32 42 5z 6z 8% 9z +10z 12z

Il
—
+

|
+

|
+
|
|
|
+
|
|

+...

dans lequel seuls les nombres naturels divisibles par les nombres premiers 2,3 et 5 appa-
raissent.

Puisque les facteurs premiers de chaque n < N sont au plus N, il s’ensuit que pour Rez > 1

g(Z)_LlV(l_i)_l < ;V i < zni 0 3.8)

Lorsque N — o0. Ceci établit (3.4) et preuve que la convergence est uniforme pourRe z > 1.
Puisque chaque produit partiel ne s’annule pas pour Rez > 1, on a {(z) # 0 pour Rez > 1.

ce qui conclut la preuve. m

3.4 Lelogarithmede {(z)

Dans cette section, nous établissons une représentation en série du logarithme de la
fonction zéta.
Nous utilisons ce résultat dans la section (3.5) pour établir la non annulation de {(z) pour
Re z =1 et dans le chapitre (3.5) pour obtenir un prolongement analytique d’'une fonction

étroitement liée.

Lemme 3.4.1 Voir[6]SiRez > 1, alors

log{(z)= Z p = i c,n”* 3.9)

m
p,m n=1

Pour certains c,, > 0.
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3.4. Le logarithme de (z) 18

Preuve.
Tout d’abord, nous allons considérer le cas ou Im(z) =0 . Nous observons d’abord que, par

un développement de Taylor,

1 , 1 (e0) ; B oo B oo X
f—log(m)—logl—log(l—x)bf —l_x—Zx :>f—zn+1_zﬁ

Pour0<x<1.

En combinant ce fait avec le lemme(2.2.2) et une propriété du logarithme, nous voyons que

log(z)=log] | 1_1,9—z :Zlog(l_lp_z)zz p;m.
p p

p.m

Nous allons maintenant montrer que la somme double ci-dessus converge absolument.

—mz —mz
Il suffit de montrer que Z P et Z P convergent absolument quand m,p > 1.
p m

m m
—mz
Pour montrer que Z converge absolument, nous appliquons le test du ratio
P
—(m+1)z m
lim —— = lim p~~°
m—co m+1 p—mz m—oco 111+ 1 (3.10)
= p7#<1comme p>1et z>1.
p—mz
Pour montrer que Z converge absolument, on observe que la quantité mz est su-

p
périeure a 1 puisque m est au moins égal a 1 et que z est plus grand de 1.

Puisque la double somme converge absolument, I'ordre de la sommation n’a pas d’impor-
tance.
La double somme converge absolument, donc il converge chaque fois que Re(z) > 1, ce qui

nous donne une autre fonction analytique.
—mz

Par prolongement analytique, nous avons maintenant log(z) = Z p

p.m

chaque fois que

Re(z)> 1.

Maintenant si nous laissons ¢, = — si n = p™ et ¢, = 0 sinon, nous avons complété la
m

preuve. m
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3.5. Non annulation de {(z) sur la droite Rez =1 19

3.5 Non annulation de {(z) sur ladroite Rez =1

Le théoreme (3.2.1) fournitla prolongement analytique de {(z) pour Re z > 0. Le résultat
important suivant nous indice que la fonction zéta prolongée ne s’annule pas sue la droite
verticale Re z = 1.(Cet énoncé est équivalent au théoreme des nombres premiers),bien que
nous nous concentrons uniquement sur la dérivation du théoreme des nombres premiers

a partir de ce résultat.

Théoreme 3.5.1 Voir/8] La fonction zéta n'a pas de zéros sur la ligneRe(z)=1.

Pour preuver ce théoreme on a besien le lemme suivant :

Lemme 3.5.1 Six >1ety #0 alors
log|Z*(x)¢"(x +1y)¢(x +2iy) > 0. 3.11)

Preuve. On peut laisser z = x + i y et observer

Re(n %) = Re(n *¥)=Re(el*i)logn)
= Re(e—xlogne—iylogn)
(3.12)

= Re(e *!°8"(cos(y logn)+ i sin(—y log n)))

— e—xlogn COS(y ]Og n) =n* COS(J/ log I’Z)

Il s’ensuite que log|f(x)| = 0 pour x > 1, ce qui contredit la relation | f(x)| = —oo Comme

X — 1 obtenu ci-dessus..

log|Z3(x)*(x +iy)l(x +2iy)l 3log|l(x)|+4log|l(x +iy)l+log|l(x+2iy)

3Re(logl(x))+4Re(logl(x+iy))+Re(logl(x+2iy))

= Z c,n “(3+4cos(ylogn)+cos2ylogn)>0.
n=1
(3.13)
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3.5. Non annulation de {(z) sur la droite Rez =1 20

La positivité découle d’apres le lemme (3.4.1) et la relation cos(2t) =2cos? t —1 Pour t € R
etdonc:

3+4cost+cos(2t)=2+4cost+2cos’t=2(1+cost)*>0

Preuve du theoréme (3.5.1)

D’apres la relation (3.13), Il résulte que |{3(x){*(x +iy){(x +2iy)| =1, donc pour x > 1
on obtient

1
2iy)| =2 —— 3.14
X+ zy)|_x_1 (3.14)

. 4
o=z [ e

Supposons que z =1+ iy est un zéro de {(z),c’est-a-dire : supposons {(1+iy)=0.

Puisque {(z) n'est pas définie a z =1, il est clair que y #0.

» Comme {(z) est analytique sur le demi plan x > 0, {(z) est analytique aux point
z=1+iyetz=1+2iy.

Ainsi, comme 'analyticité en un point implique la continuité,

linll+§(x+2iy):l(l+2iy) (3.15)
1+iy+h)—C(1+i
» Aussi, par I'analycité de {(z) en1+1iy, hlr% Uiy }3 citiy) existe.
1+iy+h
Puisque {(1+iy)=0, il en résulte que %Hg % existe.
En d’autre termes,
+i
lim S+ 1)) (3.16)
h—1+  x—1
Existe.
» De plus, {(z) a un podle simple en z =1 avec la résidu 1. Par conséquent
lim(x—1){(x)=1 (3.17)

x—1+
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3.5. Non annulation de {(z) sur la droite Rez =1 21

D’apres (3.15),(3.16) et (3.17), le co6té gauche (3.14) doit converge vers une limite finie lorsque
x — 1%, ce qui nest pas le cas.

Par conséquence z =1+ iy ne peut pas étre un zéro de {(z).

Mais cela contreditle lemme (3.5.1) car le logarithme d'un nombre inférieur a un est négatif

et en concluant la preuve ]

Remarque 3.5.1 Puisque le théoreme (3.3.1) garanti déja que {(z) # 0 pour Re > 1 le théo-

reme (3.5.1) implique que {(z) ne sannule pas dans le demi-plan ferméRe z > 1.
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CHAPITRE

Preuve du théoréeme des nombres

premiers

4.1 Lafonction ® et dérivée logarithmique de {

Tout d’abord, nous utilisons la représentation en série de log{ obtenue dans le lemme
(3.4.1) pour trouver une telle représentation pour ¢ /. Notez que (log¢) = ¢ /. Ainsi, '/

est également appelée la dérivée logarithmique de .

Théoreme 4.1.1 Voir/8] PourRe z > 1 nous avons

/

O =
{(2) ‘Z

1 1
o _5S-logp

peP k=1

Preuve. L'équation (log{) (z) = ¢ (2)/¢(z) déja mentionné suit pour z € R, z > 1, par la régle
de chaine standard de l'analyse (réelle). Mais aussi il vaut pour Rez > 1 par le théoreme

d’identité. Puisque

d (1 d logn
Tz (;) = exp(—zlogn)=—logn -exp(—zlogn)=— . 4.2)

La premiere équation découle du lemme (3.4.1) et du théoreme de Weierstrass (1.2.10). Si

n=p* avec p €P avec k €N, alors
1 k
a,logn= T log(p”)=1logp (4.3)

Puisque a,, =0, sinon la deuxieme équation suit également. m

22



4.1. Lafonction ® et dérivée logarithmique de 23

. . , s . / .
Pour nous, il sera commode de ne considérer que ces termes de la série pour ¢ (z)/{(z) qui

correspondent a k = 1. On considére donc la fonction ® pour Rez > 1:

o2)= logp (4.4)

z
peP P

Nous avons donc

ey S

pEP k=2

Lemme 4.1.1 La fonction®+ ' (z)/{(z) a une prolongement holomorphe pourRe z > 1/2.

Preuve. Pour Rez >0,0n a

o0

gpiz:i( ) :( )ZJZ( ) ( )21—1i:p2(p12—1) (46)

pZ

Ainsi la série ci-dessus pour @ + ¢'(z)/{(z) peut étre réécrit sous la forme

B(z)+ 2 —Z logp 4.7)

pelP’ pZ—l

Soit £ > 0. Pour un grand p, on alogp < p®/? et pY/?t¢ > 2pl/2+¢/2 > pl/2+¢/2 + 1 Pour Re z >

3 +¢donc
logp - logp - pe/? 1
pz(pz — 1) - pRez(pRez — 1) - 2p1/2+£p1/2+5/2 - 2p1+s

(4.8)

Ainsi la série pour ® + ¢’/ converge localement uniformément en Re z > 1/2. Il est donc

holomorphe par le théoreme de Weierstrass(1.2.10). m

D’apres le théoreme (3.2.1), { a un podle simple en 1. Cela implique que la fonction h don-
née par h(z)=(z—1){(z) se prolonge holomorphiquement jusque’a un voisinage de 1 avec

h(1) #0. puisque
Wz) 1 N (2)
h(z) z—1 (z)

(4.9)
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et puisque {(z)# 0 si Rez =1 on voit que la fonction donnée par

/

1 ()
T -1 @)

(4.10)

Peut étre continuée analytiquement sur certains domaines contenant la fermeture Rez > 1

de Rez > 1. Par Lemme (4.1.1) il en va de méme pour la fonction

1
z2—®(z)— (4.11D)
z—1
Nous résumons cela comme suit.
lo
Lemme 4.1.2 Soit ®(z)= Z 08P pour Rez>1,
peP pz
Alors, la fonction définie par :
1
z2—®(z)— (4.12)
z—1
a une prolongement holomorphe a un domaine contenantRez > 1.
4,2 Lien entre la fonction ® et 0
Le lemme suivant relie la fonction ® de ce lemme a la fonction 6 définie par
0(x)= ) logp (4.13)
Examinés a la section (2.2) .
Lemme 4.2.1 pourRez >1
+00 9(1_)
®(z)=2z J dt (4.14)
. 12+l
Preuve.
» On va commencer par montrer que 'intégrale est bien définie on a:
Vt>1,YRez>1.
A0] P lel
1| S Tres par le lemme (2.2.1) (4.15)
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b
Comme o est intégrable sur [1,4+00[ pour Re z > 1, I'intégrable est bien définie.

o Comme O(t)=0sur[1,2[,onaVRez>1:

o), S (7 0
Jl tz+1dt - ZJP Z[z+1dt

J

Pj+1 z
- Ze(p]f e
= 0(p;) ( )
Z / ] p]+1

Z) 9(19] 9(191 1)
JZ

1 > log p;
2 = Pj

= ®(z)

4.3 Théoreme taubérien auxiliaire(Newman)

Pour prouver le théoreme des nombres premiers, nous avons également besoin du ré-
sultat suivant.Cette théoreme est un tour de force d’analyse complexe. dans ce qui suit,
notons que g est la transformé de Laplace de f. Les hypotheses sur f garantissent que

nous pourrons appliquer le théoreme a la fonction théta de tchybyshev.

Théoreme 4.3.1 Voir/8] Soit f : [0,00) — C bornée et mesurable. Soit g la transformation
oo

de Laplacede f, g(z)= f f(t)e™*'dt pourRez > 0.
0

Supposons que g ait une prolongement analytique au domaine contenant le demi plan

(o) T
J f(t)dt:TlggoJ f(ndt
0 0
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4.4. Achevement de la preuve du TNP 26

existe et

J f()dt=g(0)=limg(z).
0

Remarque 4.3.1 Depuis|e*'|= e 'R% pourt €R etz € C et puisque f est borné, il s'ensuit
d’apres le test de comparaison, il existe un intégrale définissant g pour Re z > 0. C'est aussi 1l
n'est pas difficile de voir que g est holomorphe . Lhypothese essentielle est que g peut étre se

prolonge holomorphiquement.

Remarque 4.3.2 Un "théoreme taubérien"est un résultant dans lequel un résultant de conver-
gence plus faible et d'une hypothése supplémentaire. L'expression trouve son origine dans les

travaux de G.H Hardy et ].E.L Littlewood,qui ont inventé le terme en 'honneur de A. Tauber.

4.4 Achevement de la preuve du TNP

D’aprés Lemme (2.2.4) la conclusion est équivalent a
O(x)~x (4.16)

lorsque x — oo.

Il découle du lemme (4.2.1) avec une substitution qui

t = e* changement de variable .

o0
d(z)= zJ O(e®)e**ds (4.17)
0
Pour Rez > 1.
Ainsi
d(z+1 o
( ) = O(e’le e *ds (4.18)
z+1 0
PourRez>0.
Puisque
1 oo
—= e **ds (4.19)
Z 0
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Pour Rez > 0,

On obtient

e+l 1_ J (B(e)e —1)e>ds (4.20)
z+1 z 0

D’autre part

dz+1) 1 1 1
——:—((I)(z+1)———1). @4.21)
z+1 z z+1 Z

On déduit dulemme (4.1.2) que la fonction définie par le membre de gauche a un prolonge-

ment holomorphe pour Re z > 0. Le théoréme (4.3.1) implique maintenant que I'intégrale

°° - ®ro(1) dt
(0(e’)e s—l)dS:J ——1]—. (4.22)
fo 1 ( t ) t

Converge. Ici, nous avons utilisé que l'intégrande est borné puisque 0(x) = 0(x) d’apres

Lemme (2.2.1).

La convergence de cette intégrale implique maintenant que 6(x) ~ x lorsque x — oo.

En fait Si 6(x) > (1+2¢)x pour € >0, alors

WY ro1)  Ndt  ((1+26)x e g e
(——1)—2(——1) = =" log(l+¢)>0. (4.23)
. t t (1+e&)x . r l+4e¢

Puisque I'intégrale converge, cela ne peut pas se produire pour un x arbitrairement grand.

De méme, si 0(x) < (1—2¢&)x, alors

o) dt ((1—2€)x Todr e
f( (T_l)Tg(m—l)ﬁ 7_mlog(1—€)<0. (4.24)

1—¢)x 1—¢)x

D’ou (1—2¢)x < 0(x)<(1+2¢)x pour tout x assez grand et 8(x)~ x pour x — 0O.

4.5 Quelques compléments
Nous avons prouvé le théoréme des nombres premiers qui dit que

X
log x

m(x)~
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lorsque x — oo.
On peut se demander quelle est la qualité de 'approximation de 7(x) par x/log x en réalité

est réellement bonne. Il s’avere préférable de considérer le logarithme intégral

X

) dt
Li(x)= —_— (4.25)
, logt
Au lieu de x/log x.
Notez que
X
Li(x)~ (4.26)
log x
lorsque x — 00,Ceci découle directement de la regle de I'Hospital.
Alternativement, I'intégration par parties donne que
Li(x)= —— — 2 4 T _ds 4.27)
i(x)= —— .
logx log2 ), (logt)?

Et puisque

X Vx X
ar_ _ dt dt VX—2 x—4x 4x
fz (logt)? _L (logt)? +ffx (log )2 = (log2)2 * (log /X2 <4+ (log x)2 (4.28)

On obtient donc

Li(x) = — +0( * )—(l+ﬁ( ! ) x ) (4.29)
e ~logx (logx)2) logx /logx '

lorsque x — oo.

En utilisant a nouveau 'intégration par parties, on obtient

L) = X 2 4 oodr
~ logx log2 , (logt)? (4.30)

_x 2 N x 2 N oodt
- log x log2 (logx)? (log2)? , (logr)3

Conduisant a

Li(x)= al + al +0’( al ) (4.31)
i ~logx  (logx)? (log x)3 )
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lorsque x — oo.

Le théoreme des nombres premiers est donc équivalent a
m(x)~ Li(x) (4.32)

lorsque x — oo.
Cette méthode a été améliorée en estimant la différence entre 7(x) et Li(x).

Par exemple, on sait que

m(x)=Li(x)+ ﬁ(x exp (—c \/logx)) (4.33)

Pour une constante positive. Cela avait déja été démontré par la Vallée Poussin en 1899.
Quelques (1égeres) améliorations ont été obtenues depuis lors.

Au lieu de Li(x), on considére également la valeur principale
, At dr (Y ar
li(x)= —— :=lim —+ — . (4.34)
, logt &0\ | logt [ logt

Li(x)=1i(x)—li(2) =1i(x)—1.0451.... (4.35)

Ainsi

Les données numériques suggerent que 7t(x) < li(x) pour tout x. Cependant, Littlewood a
montré en 1914 que 7t(x)—li(x) change de signe infiniment souvent. Il n’a pas donné d’es-
timation ou se produit le premier changement de signe, mais son éleve Skewes a montré

en 1955 que cela se produit pour certains x inférieurs a

£7.705

e® 10101
e <10 (4.36)

Depuis lors, ce nombre a été amélioré pour atteindre environ 1.398103'6, et I'on suppose

que le premier changement de signe se produit a peu pres a ce moment-la.
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Conclusion

Les preuves présentées par J.Hadamad et C. de la vallée Poussin s’appuient sur la straté-

gie de Riemann, qui relie la distribution des nombres premiers.

Lélément clé de ces preuves est'absence de zéros de la fonction zéta surladroite Re(z) =1,

ol s’arréte la convergence du produit eulérien.

Le théoreme des nombres premiers est en effet équivalent a la non-annulation de la

fonction zéta sur la droite Re(z) = 1.

Pendant longtemps, On a cru qu'une preuve du théoréeme des nombres premiers sans
utiliser de variables complexes était impossible, mais en 1948, P. Erdos et A.Selberg ont

réussi a fournir une telle preuve.

Cette prouesse a Valu a A. Selberg la médaille Fields en 1950.
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