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Résume

Dans cette mémoire, nous avons mentionné premiérement les groupes de Lie ainsi que les algébres
de Lie. On a relié ces deux notions 'une avec l'autre en utilisant ’application exponentielle qui permet
le passage d'une algébre de Lie vers son groupe de Lie. Deuxiémement on a introduit qu'une algébre
de Lie semi-simple g est celui qui n’a pas d’idéaux abéliens non-zéro. Cela équivaut & I’absence d’idéaux
résolubles. En effet, si g avait un idéal résoluble h, on pourrait considérer la suites dérivées de b, c’est-a-dire
b =[p,p], H™ = [H=V H=D]. Ce sont des idéaux car, selon I'identité de Jacobi, le produit de Lie de
deux idéaux est un idéal. Ces h™ finalement réduit & {0} par 'hypothése de la résolubilité, et le dernier
non nul est abélien. Soit un unique idéal résoluble de g qui contient tout idéal résoluble de g. Cet idéal est
le radical de g noté par rad(g). Une algébre de Lie g est dit semi-simple si rad(g) = {0} (ou, ce qui revient
au méme, si elle ne contient pas d’idéal commutatif non réduit a {0}. On définit d’autre part sur toute
algebre de Lie réelle (resp. complexe) g une forme bilinéaire symétrique réelle (resp. complexe) dite forme
de Killing qui est noté : x par la formule : kK(X,Y) = tr(ad(X) o ad(Y)) ; cette forme est étroitement liée
a la structure de g par les trois critéres de Cartan ce qui est bien défini dans cette mémoire.
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Introduction

Les algebres de Lie ont été introduites pour étudier le concept de transformations infinitésimales par
Marius Sophus Lie dans les années 1870, et découverte indépendante par Wilhelm Killing dans les années
1880. 8 ans plus tard ;les algébres de Lie semi-simples ont été d’abord classées sur les nombres complexes
(1888-90), bien que sa preuve manque de rigueur. Cette preuve a été par Elie Cartan (1894) dans sa thése
de doctorat, qui a également classé les algébres de Lie réelles semi-simples. Cela a été ensuite affiné.

Les algebres de Lie interviennent dans de nombreux domaines, largement en physique, notamment en
mécanique quantique et en physique des particules.

Cependant pour bien illustrer notre travail, on a élaboré un plan de travail composé d’une introduction
et de trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré d’étudier I'application exponentielle et le groupe linéaire GL(n, K)
(ot K=R ou C) quinécessite une connaissance des variétés différentiables. Celle-ci permet d’associer
a un sous-groupe fermé de GL(n,K) son algebre de Lie. Nous nous limitons aux groupes de Lie linéaires,
c’est a dire aux groupes de matrices.Dans Le deuxiéme chapitre on a présenté l'algebre de Lie qui est
étroitement liée aux groupes de Lie, Cette correspondance entre eux permet d’étudier les groupes de Lie
en termes d’algebres de Lie. Tout groupe de Lie donne lieu & une algébre de Lie. Inversement, a toute
Algébre de Lie a dimension finie sur des nombres réels ou complexes.

Une algebre de Lie est "simple" si elle n’a pas d’idéaux non triviaux et n’est pas abélienne. (C’est-a-dire
qu’'une algébre de Lie & une dimension, nécessairement abélienne, n’est pas simple par définition, méme si
elle ne posséde pas d’idéaux non triviaux.) Une algébre de Lie g est appelé semi-simple s’il est isomorphe
a une somme directe d’algebres simples. Il existe plusieurs caractérisations équivalentes des algébres semi-
simples, telles que 'absence d’idéaux résolubles non nuls. Donc le concept de semi-simplicité pour les
algebres de Lie est étroitement lié a la réductibilité compléte (semi-simplicité) de leurs représentations.
Lorsque le champ fondamental F a le zéro caractéristique, toute représentation en dimension finie d’une
algeébre de Lie semi-simple est semi-simple (c’est-a-dire somme directe des représentations irréductibles).
En général, une algébre de Lie ainsi, une algébre de Lie semi-simple est réductrice. C’est ce que nous avons
discuté dans le troisiéme chapitre, et on a utilisé le théoréme de Lie - démontré en 1876 par Sophus Lie -
qui porte sur la structure des algebres de Lie résolubles. On ajoute ainsi, toute algébre de Lie nilpotente
est un algebre de Lie résoluble, mais I'inverse n’est pas vrai. Les algebres de Lie résolubles et les algébres
de Lie semi-simples forment deux grandes classes généralement complémentaires.



Chapitre 1

Groupe de Lie

1.1 Sous-variété de R"”

Soit V un sous-ensemble de R" et 1 < d < n.

Définition 1.1.1. Difféomorphisme

Soit W et U sont deux ouverts de de R™,on dit que Uapplication f de U dans W est C*-difféomorphisme
si f est bijective et si f et f~1 sont de classe Ck. On emploie souvent le terme difféomorphisme pour parler
de C-difféomorphisme.

Définition 1.1.2. On dit que V' est une sous-variété de R™ de dimension d si chaque point de V admet
un voisinage U dans R™ sur lequel est défini un C*-difféomorphisme ¢ : U — R™ envoyant V NU sur un
ouvert de RY.

Théoréme 1.1.3. [3] Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) Définition. V est une sous-variété de R".

(ii) Graphe. Tout point de V admet un voisinage U dans R™ sur lequel sont définies des coordonnées
(11, ...,2z,) et une application f = (fay1,..., fn) définie sur un ouvert Q de R? et & valeurs dans
R4 tels que V NU est le graphe de f:m € U, de coordonnées (x, ..., x,), appartient o V NU ssi
Tar1 = far1(@1, ooy q), ooy T = fr(T1, oy ).

(iii) Paramétrage. Tout point a de V admet un voisinage U dans R"™ auquel on peut associer un

homéomorphisme 1 : 8 — V NU de classe C* d’un voisinage ouvert connexe 2 de 0 dans R sur
VU, tel que ¥(0) = a et Do) est injective.

(iv) Description implicite. Tout point a de V admet un voisinage U dans R™ sur lequel est défini
une fonction g : U — R telle que V NU = g~1 ({0}) et D,g: R® — R4 est surjective.

Noter que dans la caractérisation a ['aide d’un paramétrage local, on demande a ce paramétrage d’étre
un homéomorphisme : deux points de V woisins dans R™ doivent donc avoir des paramétres voisins. La
démonstration de ce théoreme repose entierement sur le théoréeme d’inversion locale .

Exemple 1.1.1. Le graphe d’une fonction f : Q C R — R ¢ est une sous-variété. Etant donné la des-
cription d’une sous-variété donnée par lassertion (ii), posons p(m) = (21, ..., Xa, Tar1 — far1(Mm), ..., @y — fr(m))
pour m € U. On vérifie directement sans mal que @ est un Ct-difféomorphisme envoyant V NU sur Q.
Cela prouve Uimplication (ii) = (i).

Exemple 1.1.2. Sous-variétés de GL(R"). L’ensemble SL(R™) des matrices de déterminant 1 est une
sous-variété de GL(R™). Posons g : GL(R") — R, A — det A — 1; l’ensemble SL(R") = g~' ({0}).
Calculons sa différentielle en un point A quelconque A de SL(R™). On a det(A + M) = (det A) det(Id +
ATIM). Pour obtenir un développement limité de det(Id + A~'M) au premier ordre en M, notez que



’ensemble des applications linéaires M telles que A=*M est diagonalisable est dense dans L(R") ; voyez-
vous pourquoi ? Pour de telles applications le calcul de det(Id+ A~'M) se fait trivialement dans une base
ot la matrice de A~ M est diagonale, d’ot I’on tire : det(Id+ A7'M) = tr(A~'M) +o(|M|), ce qui donne
(Dag)(M) = (det A)tr(A=1M) = tr(co(A)*M), ot co(A)* désigne la transposée de la comatrice de A. La
continuité de l’application déterminant permet d’étendre cette relation a toute M € L(R™). On lit sur cette
formule la surjectivité de l'application Dag : L(R™) — R. Le groupe spécial linéaire SL(R™) est donc une
sous-variété de GL(R™) de dimension n® — 1.

Exemple 1.1.3. Le groupe orthogonal O(R™) = {A € L(R"); A*A = Id}. Notons S l’ensemble des

matrices symétriques et définissons g : L(R™) — S par la formule g(A) = A*A — Id. On voit sans mal

sur Uexpression (Dag)(M) = A™*M + (A M)* de Dag qu’elle est surjective, comme (Dag)(3AS) = S

pour toute matrice symétrique S. Le groupe orthogonal est donc une sous-variété de GL(R™) de dimension
2 n(n+1) _ n(n—1)

=5 ="73

1.2 Variété différentiable

Définition 1.2.1. Homéomorphisme
Sotent X et'Y deux ensembles muni d’une topologie. Une application f de X dans Y est un homéo-
morphisme si f est bijective, et que les applications f et f~1 sont continues.

Définition 1.2.2. Variétés topologiques
On dite que M est une Variété topologique si :

1 M est un espace topologique séparé ;

2 Pour tout p € M, il existe U un voisinage ouvert de p , et un homéomorphisme

¢:U—W CR", (ou W est un ouvert de R"™).

Définition 1.2.3. Carte

Une carte de M est un couple (U, ) constitué d’une partie U de M appelé domaine de la carte, et
un homéomorphisme ¢ de U sur un ouvert de R™. Les coordonnées X; de ¢(x) sont appelées coordonnées
locales de x associées a la carte (U, ).

Définition 1.2.4. Atlas
Un atlas de dimension n et de classe C? sur M est un ensemble A de cartes (U;, ¢;) de dimension n de
M tel que :

1 Les domaines U; recouvrement M.
2 Pour chaque couple (i, ) € 1%, p;o¢; " est un isomorphisme de classe CP de ¢;(U;NU;) sur ¢;(U;NU;)

Définition 1.2.5. Variété différentiable
Une variété différentiable M de classe CP(p > 1) de dimension n si :
1 M est une variété topologique ;
2 1l existe un atlas {(U;, ¢i) }ier de M tel que pour tous 1,5 tels que U; NU; # 0,
¢j0 (Ui NU;) = ¢;(Ui N U)
est de classe CP.

Exemple 1.2.1. L’espace R™ Muni de ’application Idg» : x — x, l'espace R™ est une variété différen-
tiable de dimension n et de C*.



1.3 Groupes topologiques et Groupe de Lie

Définition 1.3.1. Un groupe topologique est un groupe muni d’une topologie telle que les applications

GxG— G
(g, h) = gh,

et

G—G

g— g,

sotent continues, ce qui est équivalent a dire que [’application

GxG—=d
(g,h) — gh™,

est continue.

Définition 1.3.2. (Groupe de Lie) Un groupe de Lie G est une variété différentiable munie d’une
structure de groupe (ou un groupe muni d’une structure de variété différentiable) telle que

GxG =G
(g, h) = gh,

et

G—G
g9t
sotent des applications différentiables.

Donnons quelques exemples de groupes de Lie (donc de groupes topologiques) :

Exemple 1.3.1. S' = {e?? € R}, C’est le groupe du cercle est une groupe de Lie.

Exemple 1.3.2. Les groupes matriciels réels :
Groupe linéaire réel :

GL(n,R)={M € M(n,R) | detM # 0}, dimension n?.
Groupe linéaire complezxe :
GL(n,C)={M € M(n,C) | detM # 0}, dimension 2n>.

ou M(n,K) est l’algébre complexe des matrices n x n sur K= (R ou C).

1.4 Le groupe GL(n,R)

On note M (n.R) I'algébre des matrices n x n a coefficients dans R, et GL(n,R) le groupe des matrices
inversibles de M(n,R) i.e

GL(n,R)={X € M(n,R) | detX #0}.

10



C’est 'exemple de base d'un groupe de Lie. On va le considérer du point de vue de sa structure topologique
et de sa structure différentiable.
On considére sur R” la norme euclidienne et sur M (n,R) la norme

1Al = sup [[Az]].

zeR™ [[z]|<1

Rappelons que sur un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équivalentes. Notons que
la norme que nous considérons posséde la propriété d’étre une norme d’algebre,

|AB[| < [[A[| [|B]l.
On vérifie que la multiplication dans M (n,R) est une application continue.

Proposition 1.4.1. [}/ Le groupe GL(n,R) est un ouvert de M (n,R). L’application g — g~*, de GL(n,R)
dans lui-méme, est continue.

Démonstration. On peut démontrer cette proposition en utilisant les formules de Cramer. Nous allons en
donner une démonstration différente qui a I’avantage d’étre valable en dimension infinie.

(a) Soit A € M(n,R). Si ||A]| <1, alors I + A est inversible et

I+ A < =
En effet
(I+ A7 =) (-1)FA"
k=0
De plus

(1 + Al 1<Z||A’“II<ZI|A|I'“ ||A||

(b) Soit A une matrice inversible. Si B est une matrice telle que
1B = All < [IA7HI7,
alors B est inversible et, si |[|B — A]| <e < ||A7Y| 7Y,
- - [lA= ]2
1B~ = A7 < 1
On peut écrire
B=A(I+AY(B - A)),

et on applique (a) & U = A7'(B — A). Notons que ||U|| < ||[A7Y]e. Ainsi, si € < ||[A7Y|7!, alors
I + U est inversible et

-1
Bl=({I+U)tA B < %Al\lé
De plus
_ _A—l — B_l(A— B)A_l
donc

- - A2
1B~ = A7Y| < 5

11



Nous pouvons donc énoncer :

Théoréme 1.4.2. [}] Le groupe GL(n,R), muni de la topologie induite par celle de M(n,R), est un groupe
topologique. Pour cette topologie les ensembles

E={geGLmR) | |lg7'[<C [lgll <C}

(C est une constante) sont compacts, et tout compact de GL(n, R) est contenu dans un ensemble de cette
forme.

1.5 Exemples de sous-groupes de GL(n,R)

a) On note SL(n,R) le groupe spécial linéaire défini par
SL(n,R)={g9 € GL(n,R) | detg=1}.
C’est un sous-groupe fermé de GL(n,R) qui est distingué car c’est le noyau de ’homomorphisme
det : GL(n,R) — R*.
b) On note O(n) le groupe orthogonal défini par
O(n) ={g € GL(n,R) | vz eR", [[gz]] = [lz[|}.
Par polarisation on montre que g in O(n) si et seulement si
Va,y € R, (gzlgy) = (zy),

ce qui se traduit matriciellement par

glg=1,g"=4g"

ou ¢! désigne la matrice transposée de g.
Les vecteurs colonnes sont unitaires et deux & deux orthogonaux, de méme pour les vecteurs lignes.
Le sous-groupe O(n) est un sous-groupe compact de GL(n,R). En effet, pour tout g de O(n),

gl =1, llg7M Il = 1.
Le groupe spécial orthogonal SO(n) est le groupe des matrices orthogonales de déterminant un :
SO(n) = O(n) N SL(n,R).

c) Plus généralement considérons une forme bilinéaire b non dégénérée sur R”, et le groupe O(b) défini
par

O(b) ={g € GL(n,R) | Vu,y e R", blgz,gy) = b(z,y)}.
Soit B la matrice de la forme bilinéaire b,
b(z,y) =y’ Bx.
La condition g € O(b) s’écrit
¢"'Bg = B.
Le groupe O(b) est un sous-groupe fermé de GL(n,R), et, pour g € O(b),
g =B 14"B.

Si b est la forme bilinéaire symétrique définie par

12



p q
b(z,y) =D Tl — Y Tpeilprin  PHG=n,
=1 =1

on note O(b) = O(p, q),
O(p,q) ={9 € GL(,R) | ¢"Lp49 = Ly},

I 0
Ipq:(éj _[q)

Le groupe O(p, q) est appelé groupe pseudo-orthogonal.

ou

d) Un autre exemple important est le cas d’une forme bilinéaire antisymétrique non dégénérée. Une
telle forme n’existe que si n est pair, n = 2m, et il existe une base par rapport a laquelle

m m
b(xv y) = - Z TilYm+i + Z Tm+iYi-
1=1 =1

0o I,
(%)
Dans ce cas le groupe O(b) est le groupe symplectique défini par
Sp(m,R) ={g € GL(n,R) | ¢"Jg=J},

e) Mentionnons le groupe des matrices triangulaires supérieures,

T(n,R)={9ge€ GL(n,R) | ¢;=0 si i>j}.

La matrice de cette forme est

aussi appelé groupe triangulaire supérieur, et le groupe triangulaire supérieur strict,
To(n,R)={9g € GL(n,R) | ¢;;=0 si i>j, et gy =1}

f) Considérons sur C" le produit scalaire hermitien

(zly) = Ziﬁ'i?i
=1

Le groupe unitaire U(n) est le sous-groupe de G L(n, C) qui conserve ce produit scalaire, ce qui peut
s’écrire
Un)={g € GL(n,C) | g'g=1I}.

Le groupe spécial unitaire SU(n) est le groupe des matrices unitaires de déterminant un. Le groupe
pseudo-unitaire U(p, ¢) est défini par

O(p,q) ={9 € GL(n,R) | g¢* p,qd = Ip,q}v

13



1.6 L’application Exponentielle

Définition 1.6.1. (Exponentielle d’une matrice)
L’exponentielle d’une matrice X € M(n,K) (K=R ou C) est définie par la série

exp(X) = T
k=0

Puisque || X*|| < ||X||*, la série converge normalement pour toute matrice X, et uniformément sur tout
compact de M (n,K). Si X et Y commutent, XY =Y X, alors exp(X +Y) = exp X exp Y. Ainsi exp(X)
est inversible, et (exp X)™! = exp(—X). De plus det(exp X) = exp(tr(X)). En effet posons

f(t) = det(exptX).
Alors

ft+s) = f(t)f(s), F(0) =1, f'(0) = trX,
donc f'(t) = "X, Pour g € GL(n,K),

gexpXg~' =exp(gXg').
Si X est diagonalisable
A1
X=g g,
An
alors
eM
expX =g : g9
ern

Théoréme 1.6.2. [4] L’application exponentielle est un homéomorphisme de Sym(n,R) sur P,.

Démonstration. (a) Surjectivité. Soit p € P, et Ay > 0,..., A, > 0 ses valeurs propres. Il existe
k € O(n) telle que
A1
p=k kY,
An
Posons
log A\
X =k kL
log A\,

14



Alors exp X = p.

(b) Injectivité. Soient X et Y € Sym(n,R) telles que exp X = exp Y. Diagonalisons X et Y,

A1
X =k : k= k€ O(n),
An
eM
expX =k . kL
et
21
Y =nh . h=', h e O(n)
[in
enul
expY =h . h=t,
e/'[“n,

Montrons que X et Y commutent. Soit f un polynéme en une variable tel que
f(ell«i) - :ulal = lv ey 10,
alors f(expY) =Y, donc

YX = fexpY)X = fexp X)X = X f(expX) = X f(expY) = XY Il en résulte que X et Y sont
diagonalisables dans une méme base : on peut prendre h = k, et alors e* = e#, donc \; = ;.

(c) Continuité. L’application exponentielle est continue. Pour o« > 0 soit E la boule fermée

E={X e Sym(n,R) | ||X]|| <a}.
L’image de E par 'application exponentielle est ’ensemble F défini par
F={peP, | lpll<e*, |lp7 <e}.

L’application exponentielle est une bijection continue du compact F sur le compact F', donc est un
homéomorphisme de F sur F'. Il en résulte que c’est un homéomorphisme de Sym(n,R) sur P,,.
m

Corollaire 1.6.3. [}/ Toute matrice g € GL(n, R) s’écrit g = kexp X, k € O(n), X € Sym(n,R), et
l'application

(k, X)— kexp X, O(n) x Sym(n,R) - GL(n,R),

est un homéomorphisme. L’application exponentielle est analytique réelle, donc de classe C*.

Théoréme 1.6.4. [}/ La différentielle de l’application exponentielle en 0 est l'application identique, i.e

15



Démonstration. On peut écrire

avec

et
[|R(X)]| = [[X]le(X),

lim ¢(X) = 0.

X—0

]

Théoréme 1.6.5. [l existe un voisinage U de 0 dans M (n,R) tel que la restriction de 'application expo-
nentielle a U soit un difféeomorphisme de U sur expU.

Cette théoréme est conséauence du théoréme d’inversion locale.

Nous allons calculer la différentielle de I'application exponentielle en tout point X. Introduisons les
notations suivantes, pour A, X € M(n,R),

LaX = AX, Ry X = XA et adAX = [A, X]| = AX — XA.
Les applications L4, R4, adA sont des endomorphismes de l’espace vectoriel M (n,R). Notons que
LARA = RALA7(ICZA = LA — RA.

Théoréme 1.6.6. [4] La différentielle de l’application exponentielle en A est égale

(=DF
m (adA)*X.

(Dexp)aX :eprZ ]
k=0 '

En notant, pour z € C,

. (=1)k g l—e”
@(Z)ZZ(IE;+)1>!Z: .

k=0

le résultat peut s’écrire

<D eXp>A = Lepr o @(adA) = Lepr o I_E+(A_ad‘®7

ou ExpT désigne l’exponentielle d’un endomorphisme T de l’espace M(n,R).

Démonstration. (a) Considérons les applications
Fi: M(n,R) = M(n,R), X — X*.
Calculons la différentielle de F}, en A,

16



On peut écrire

car L et adA commutent, d’ ot

(DFp)4X = ZLk =Y Z( 1)i<‘Z)LQi(adA)")X

=0 1=0

I
|
—_
S~—
=
VR
. O,
~_
e~
e
<
=
Q
=

Ainsi

(b) Puisque
[(DFy)all < KIJAJF,

la série des différentielles

Z% (DF}) 4

00
k=0

converge uniformément sur toute boule de M (n,R). Par suite la différentielle de I'application ex-

ponentielle est donnée par



j=0 J' k=0 (k+1)!
o (—DF K
= A X
(c) Démontrons maintenant 'identité
k=1 .
> (1) =4
, 7 1+ 1
j=i
Pour k fixé posons
k—1 j
0
j=i
Ainsi
k—1 k—1 k—1 k=1 3§ . k-1
a;2" = (j)z’ = Z (‘7)2Z =) (z+1)
1=0 =0 j=1 ¢ 7=0 =0 g 7=0
2D =1 1k, ~~( k
( ) Z i i
— = - z = z
z = 1 — 1+1
Donc

1.7 Logarithme d’une matrice

On veut définir une application inverse de ’application exponentielle dans un voisinage de I. On sait
que la boule

B(I,1) ={X € M(n,R) | [[X —1I][ <1}
est contenue dans GL(n,R). Si ||g — I|| < 1, on pose

18



Proposition 1.7.1. [//
(1) Pour g € B(I,1), alors exp(logg) = g.
(2) Pour X € B(0,log2),alors log(exp X) = X.

Soit

o0

flz) = Z apz®

k=0

une série entiére de rayon de convergence R > 0, et soit X € M(n,R). Si || X|| < R on peut définir

o0

FX) =) apXx*

k=0

L’application qui & f associe f(X) € M(n,R) est un homomorphisme d’algébre. Soit

g(z) = Z by 2™
m=1

une autre série entiére, avec g(0) = by = 0. La fonction f o g est développable en série entiére au voisinage
de 0,

[e.9]

fog(z)= Zcbzb
p=0
Lemme 1.7.2. [/] Si
(*) D bal lIX]™ <R,
m=1

alors g(X), f(g(X)) et (fog)(X) sont bien définis, et
(f 0 9)(X) = f(9(X)),

c’est a dire que

f: cpXP = f: ak(i by X™)*
p=0 k=0  m=1
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Démonstration. Nous pouvons écrire

00

m

= E bm,kz )
m=k

et

Z | b [r™ < (Z |bm|rm)k
m=k m=1

Nous avons

m
fog(z) = cnz™,
m=0
avec
m
Cm = E akbm,ku
k=0
et

Z eamlr™ <Y O lagl b i )r™ Zlakl Z b )™

m=0 k=0

o0

<3 laul( lombyr ™)

k=0

Supposons que

> lbwl [IX]™ < R,
m=1

alors la série

> leml 11X
m=0
est convergente et
(fog)X) =) enX™ = "> arbup) X"
m=0 m=0 k=0



Puisque

DD lal Jbml [1X™]] < oo,

m=0 k=0

on peut intervertir les sommations et

(fog)(X)= Zak(z bk X™)

k=0 m=k
0
Démonstration. du proposition 1.7.1.  Pour démontrer (1) on pose
f(z) = exp(z),  g(z) = log(1 + z).
‘La condition (x) est alors équivalente a ||X|| < 1.
Pour démontrer (2) on pose
f(z) =log(1+ 2),9(2) = exp(z) — 1,
Puisque R = 1, la condition (*) s’écrit
o X m
S
m!
m=1
i.eexp(||X]]) =1 <1, ou || X]|| <log2. O
Proposition 1.7.3. [/ Pour X,Y € M(n,R)
(i) exp(tX)exp(tY) = exp(t(X +Y) + £[X,Y] + O(t*)),
(ii) exp(tX)exp(tY)exp(—tX)exp(—tY) = exp(t*[X, Y] + O(t?)).
Démonstration. Posons F(t) = exp(tX)exp(tY),
2 2
F(t)=(I+tX + 5X? +20(t3))(f +1Y + 5Y? + O(t%))
=T+tX+Y)+5(X2+2XY + Y2+ O(t%).
Pour t assez petit ||F(t) — I|| < 1, et
log F(t) = t(X +Y) + 2(X2 + 2XY + Y2) = 3(X + Y)? + O(t3)
=X +Y)+ E[X, Y]+ O(#).
Ceci démontre (i), et pour montrer (ii) posons
G(t) = exp(tX) exp(tY') exp(—tX) exp(—tY)
= (T +HX +Y)+ E(X24+2XY + Y2+ O()).(I + X +Y) + E(X2 +2XY + V2 + O(t%)))
= I +2[X, Y]+ O(),
et (ii) s’en déduit en considérant log G(t). O

Corollaire 1.7.4. [/] Pour X,Y € M(n,R),

X Y
(i) lim (exp — exp —)F = exp(X +Y),
g : X Y X Y 2
(i3) ]}Lrgo(expzexpzexp—? exp—z) = exp([X,Y]),
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Démonstration. De la proposition précédente on déduit
exp % exp % = exp(%(X +Y)+ O(k%)),
(exp % exp 1)F = exp((X +Y) + O(1))

ce qui démontre (i). De méme
(exp 3 exp ¥ exp —3 exp — ) = exp([X, Y] + O(3),

ce qui démontre (ii). O

1.8 Groupe de Lie linéaire

Un groupe de Lie linéaire est un sous-groupe fermé de GL(n,RR).Nous en avons vu plusieurs exemples
au chapitre 1, section 5. Observons que GL(n,C) est groupe de Lie linéaire car il peut étre considéré
comme un sous-groupe fermé de GL(2n,R). En effet & une matrice Z = X + Y de M (n,C) on associe la

matrice
~ X -Y
2=(v V)

de M(2n,R), et I'application Z — Z est un homomorphisme d’algebre.

1.9 Sous-groupes a un parameétre

Soit G' un groupe topologique. Un sous-groupe & un paramétre de GG est un homomorphisme continu
de groupes,

v:R—= G,
R étant muni de la structure additive.

Théoréme 1.9.1. [4] Soit v : R — GL(n,R) un sous-groupe a un paramétre de GL(n,R), Alors v est de
classe C*, méme analytique réel, et

(1) = exp(tA),
avec A =~'(0).

Démonstration. Supposons que 7 soit de classe Ct. Alors

V(1) = lim Yt +s) — ()
() lim 10 = 20)

Posons A = +'(0). Alors
v (t) = Ay(t).

Il nous reste & montrer que v est de classe C!. Soit o une fonction de classe C* sur R & support compact,
et considérons la convolution
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+o0
f@z/awww®@

o0

La fonction f: R — M(n,R) est de classe C*, et

+oo
f6 = [ alt=sn(o)s

o0

=4[wmww@@mw.

o0

Nous allons choisir la fonction a de telle sorte que la matrice

B= [ alon-os

[e.e]

soit inversible. Il en résultera que « est de classe C*. Pour cela il suffit que ||B — I|| < 1. Soit a < 0,
d’intégrale égale a un. Alors

Bz[wM@me@—mw

o0

Puisque 7 est continu en 0, pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que, si |s| < n,||v(s) — I|| < e. Si le support
de « est contenu dans [—n, )], alors ||B —I|| <e. O

1.10 Algébre de Lie d’un groupe de Lie linéaire

Soit G un groupe de Lie linéaire, c’est a dire un sous-groupe fermé de G L(n, R). On lui associe I’ensemble
g=Lie(G)={X €e M(n,R) | VteR, exp(tX) e G}.
Proposition 1.10.1. /4/
On a les résultats suivants
(1) g est un sous-espace vectoriel de M (n,R).
(2) Si X,Y €g,alors [X,Y]=XY -YX €g.
Démonstration. (1) Si X,Y € g, alors
(exp ;X expiY) € G,
et, puisque G est fermé, a la limite quand £ — oo
exp(t(X +Y)) € G,

d’apres le corollaire 1.7.4, donc X +Y € g.
(2) De la méme fagon, pour t > 0,

t t t t
klim (exp %X exp %Y exp —\/?_X exp —%Y)k2 =exp(t[X,Y]) € G,
—00

donc [X,Y] € g. O
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Une algébre de Lie réelle (resp. complexe) est un espace vectoriel g sur R (resp.C) muni d’une application
bilinéaire

gxg—g (X,)Y)—[X Y]
telle que

(1) [X, Y] =Y, X],
(2) [X,[V, 2] + [V, [2, X]] + [Z,[X, Y]] = 0.

La relation (2) s’appelle identité de Jacobi.
L’espace M (n,R) muni du produit

(X,)Y]=XY -YX,

est une algebre de Lie. Si G C GL(n,R) est un groupe de Lie linéaire, alors g = Lie(G) est une sous-algébre
de Lie de M (n,R), c’est l'algébre de Lie de G.

Exemple 1.10.1. Lie(GL(n,R)) = M(n,R),
Lie(GL(n,R)) ={X € M(n,R) | trX =0},
Lie(SO(n)) ={X € M(n,R) | XT=-X},

Soient GG un groupe de Lie linéaire, et g = Lie(G) son algébre de Lie. Par définition de 'algébre de Lie
de G, I'application exponentielle applique g dans G,

exp:g— G.
Pourge G, X € g,t € R,
gexp(tX)g! = exp(tgXg™)
Ainsi gXg~! € g. L’application Ad(g) : X — Ad(g)X = gXg~' est automorphisme de I’algébre de Lie g,
Ad(g)[X,Y] =[Ad(g) X, Ad(g)Y], X,Y € g.
De plus
Ad(g192) = Ad(g1) o Ad(g2).

Proposition 1.10.2. [}/ Soit g une algébre de Lie
(i) Pour X € g, alors

d
EAd(exp tX)|i=o = adX

(ii) Notons Exp Uapplication exponentielle de End(g) dans GL(g).
Exp(adX) = Ad(exp X), X € g.
Démonstration. (i) % Ad(exptX)|i—o = % exp(tX)Y exp(—tX)|;—o = [X,Y]. (ii)Posons
n(t) = Exp(tadX),
Y2(t) = Ad(exptX),
Ce sont deux sous-groupes & un paramétre du groupe GL(g). De plus
%(0) = adX,
v,(0) = (DAd); o (D exp)oX = adX,
donc 7 (t) = 1 (t), Vt € R. O
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Chapitre 2

Définitions et exemples

2.1 Algébre de Lie

Dans ce chapitre K= (R OU C)

Définition 2.1.1. Une algébre de Lie g de dimension n sur K est un espace vectoriel de dimension n sur
K muni d’une application bilinéaire [.,.] : g X g —> @, appelée crochet de Lie , qui possédé les propriétés :
(1) VX € g, [X, X]| =0 (antisymétrique).
2) VXY, Zeg, [ X[V, Z]| + [Y.|Z,X]] +Z,[X,Y]] =0 ("identité de Jacobi").

Exemple 2.1.1. Tout espace vectorielle E peut étre muni d’une structure d’algebre de Lie en posant
VX,Y € E [X,Y] =0 une telle algébre de Lie.

Exemple 2.1.2. a partir d’une algébre associative sur un corps (A, *) on peut construire une algébre de
Lie de fagon suivante on pose

VX, Y € A, [X,Y]|=Xx%xY =Y x X (c’est le commutateur des deuz élément X etY ) il facile vérifier que
l’on défini ainst sur A une structure d’algébre de Lie.

Exemple 2.1.3. Considérons M(n,K) lespace de matrice n X n a coefficients dans K c’est une algébre
associative pour la produit matriciel usuel, On peut donc également lui donner une structure d’algébre de

Lie avec croche
[A,B] = AB— BA VA,B e M(n,K)

On note gl(n,K) Cette algebre lorsque 'on considéré sa structure d’algébre de Lie.

Exemple 2.1.4. Soient R,, R, et R, les "rotations infinitésimales" de R® autour des axes x, y et z
respectivement, i.e

00 0 0 01 0 -1 0
R,=(00 —1],R,=[0 00|],R.=[1 0 0
01 0 ~10 0 0 0 0

En utilisant le crochet défini par le produit matriciel , on vérifie que [R;,R,)] = R, [R,,R.] = R, et
R.,R.] = R,. Ainsi l’espace vectoriel réel de dimension 3 engendre par les trois matrices R, R, et R,
est une algebre de lie réelle de dimension 3 , appelée 'algebre de Lie des "rotations infinitésimales” de
Uespace, et notée o(3).

Exemple 2.1.5. L’algebre de Lie Aff(R) des transformations affines de la droite réelle est l’espace vectoriel

réel de dimension 2 engendre par les matrices X = ((1) 8) etY = (8 (1)) muni du crochet [X,Y] =Y.

Exemple 2.1.6. [’espace vectoriel sl(n,K) de matrice n x n a coefficients dans R et de trace nulle est
muni du crochet [X,Y] = XY — Y X, est une algébre de Lie sur K de dimension n* — 1.
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Définition 2.1.2. Une algébre de Lie g est abélienne si [X,Y] =0 Pour tout X etY dans g.

Exemple 2.1.7. Tout espace vectoriel V sur K est muni d’une structure d’algébre de Lie, en posant
VX,Y € F [X,Y] =0 est une algébre de lie abélienne sur K.

Exemple 2.1.8. Tout algébre de Lie g de dimension 1 sur K est abélienne.

2.2 Constantes de structure

Soit g une algébre de Lie de dimension n sur K .Soit {X,}i1<;<, une base de g ,en tant qu’espace
vectoriel sur K. Nous avons donc

)

(X, Xi] = chkXi, avec " € K.
i=1

Par bilinéarité, la structure d’algébre de Lie g est complétement déterminée par la valeur des cfk,l <
i,j,k < n. Notons que ¢/ =0 et ¢/* = —cM .

(2

Définition 2.2.1. Les scalaires c{k , 1 <14,75,k < n, sont appelés les constantes de structure de g relative-
ment a la base {X;}1<j<n.

Exemple 2.2.1. Si g est une algébre de Lie abélienne ,alors ses coefficients de structure sont tous nuls
relativement a la base de g.

Exemple 2.2.2. Pour l'algébre de Lie Aff(R), notons X; = X et Xo = Y. Alors les constantes de
structure cette algébre, relativement a la base { X, X} , sont données par :

12 _ 12 _

¢ =0¢etc” =1.

Exemple 2.2.3. Reprenons l’algébre de Lie o(3) considérée dans l'ezemple 2.1.4 et posons X1 = R,, Xy =

R, et X5 = R,. Les constantes de structure de o(3) relativement a la base {X;, Xo, X35} sont données
2 23 31

par :c5” =ci° =c; = 1.

Exemple 2.2.4. Soit E;; la matrice carrée d’ordre n dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient

situe a la © éme ligne et j éme colonne,lequel vaut 1. L’ensemble {E;;}1<ij<n forme évidemment une base

de Ualgébre de Lie gl(n,R), des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels : Un calcul direct montre

que [Eij, En] = 6;Eq — 04Ex;, désigne de Kronecker,i.e §,s = 1 siT = s et §,s = 0 sinon. En notant
[Eij, Ex] = Y ¢9¥E,, nous obtenons que ¢ = 6. et cgjkl = —0;.

2.3 Centre d’une algébre de Lie

Définition 2.3.1. Soit g une algébre de Lie sur K. Le centre de g est
Z(g) ={X €g|[X,Y] =0,VY € g}.

Exemple 2.3.1. Si g est une algébre de Lie abélienne,alors Z(g) = g.

Exemple 2.3.2. Le centre de gl(n,K) est l’ensemble des matrices scalaires,i.e
Z(gl(n,K)) ~K
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2.4 Centralisateurs et normalisateurs

Définition 2.4.1. Soit E un sous-ensemble d’une algebre de Lie g.Le normalisateur (resp centralisateur)
N (E) (resp Z4(E) ) de E dans g est défini par {X € g|[X, E] C E} (resp {X € g|[X, E] =0}).

En particulier si E est un sous-espace vectoriel de g alors Z4(E) C N(E).

Exemple 2.4.1. Si E = {0} ou st E = g alors Z,(FE) = g.Quant au centralisateur, il est égal a g si
E ={0} et au centre de g si E = g.

Exemple 2.4.2. Si E est le sous-espace vectoriel de g = gl(2,K) engendre par la matrice
01 a b

(0 O),alorsZg(E)—{(O )\a bEK} {< )\a,b,cEK}.

Exemple 2.4.3. Si E est un sous espace vectoriel de g = K) engendrée par la matrice

((1) _01> alors Z4(E) = Ny(E) = {(g _a> ac K}_

2.5 Idéaux dans les algébres de Lie

Définition 2.5.1. Une sous-espace vectoriel s d’une algebre de Lie g est un idéal de g si
l9,5] C 5.

Exemple 2.5.1. L’algébre de Lie sl(n,R) est un idéal de gl(n,R).

Exemple 2.5.2. L’espace vectoriel des matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) dont tous
les termes diagonauz sont nuls est un idéal de ’algébre de Lie matrice triangulaires supérieures (resp.
inférieures).

Exemple 2.5.3. Le sous-espace vectoriel [g, g| engendre par les crochets [X,Y], X,Y € g, est une idéal de
g,appelé commutant de g ou idéal dérive de g. En particulier ’algébre de Lie quotientg/[g, g] est abélienne.

Exemple 2.5.4. Le centre Z(g) d’une algébre de Lie g est un idéal abélien de g.

2.6 Sous-algébre de Lie

Définition 2.6.1. Une sous-algébre de Lie d’une algebre de Lie g est un sous-espace vectoriel s de g est
stable par la crochet de Lie de g, i.e [s,8] C s.

Exemple 2.6.1. Tout idéal d’une algébre de Lie g est une sous-algébre g.En particulier ’idéal [g, g] est
une sous-algebre de Lie de g, appelée [’algébre de Lie dérivée.

Exemple 2.6.2. Le centralisateur d’un sous-ensemble de g est une sous-algebre de Lie de g.

Exemple 2.6.3. Le normalisateur d’une sous-algébre de Lie s de g est une sous-algébre de Lie de g qui
contient s comme idéal.

Exemple 2.6.4. L’algebre de Lie Aff(R) est une sous-algébre de Lie de gl(2,R).

Exemple 2.6.5. L’algébre de Lie 0(3) des "rotations infinitésimales” de [’espace est en fait une sous-
algebre de Lie gl(3,R).

Exemple 2.6.6. L’algebre de Lie sl(n,K) est une sous-algébre de Lie de gl(n,K).

Exemple 2.6.7. L’espace vectoriel réel des matrices carrées d’ordre n triangulaires supérieures (ou infé-
rieures) est une sous-algébre de Lie de gl(n,R).
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2.7 Morphismes d’algébre de Lie et représentation adjointe

Définition 2.7.1. Un morphisme d’algébre de Lie est une application linéaire T qui respecte les crochets
de Lieyi.e T([.,.]) =[T(.),T(.)].

Il est clair que le noyau (resp. l'image) d’un morphisme g — b d’algébre de Lie est un idéal (resp.
une sous algebre de Lie) de g (resp. b).

Exemple 2.7.1. Soient M et N deux variétés différentiables de classe C*, et f : M — N un difféomor-
phisme. Soit Z(M) (resp. Z(N)) Ualgébre de Lie de champs vecteurs de classe C* sur M (resp. N ). Alors
Uapplication f, : Z(M) — Z(N), définie par (f.X)(f(x)) = T.f(X(x)), est une isomorphisme d’algébre
de Lie.

Définition 2.7.2. La somme directe de deux représentations (¢1, V1) et (¢p2,Va) de g est la représentation
(61 @ ¢2,V1 @ V2) de g définie par (¢1 ® ¢2)(X)(v1 + v2) = ¢1(X)v1 + 92(X)ve pour tous X € g, v1 € V)
et vy € V5.

Définition 2.7.3. La produit tensoriel de deux représentations (¢1, V1) et (¢, Vo) de g est la représentation
(¢1 @ ¢2, VI @ Vo) de g définie par (¢1 @ ¢2)(X)(v1 ® va) = (91(X)v1) ® vg + v1 @ (2(X)v2) pour tous
Xeg, veV)etv el

Exemple 2.7.2. L’algébre de Lie gl(n,R) agit naturellement sur l’espace vectoriel R* @R™ : X.(v1 ®@vq) =
X0 Quy 411 ® X.wg ot X.v; désigne l'action naturelle d’une matrice réelle carrée d’ordre n sur un vecteur
de R".

Définition 2.7.4. Le morphisme d’algébre de Lie g — gl(g) defini par X — [X, .| est appelé la représen-
tation adjointe de g et est note ad.

Exemple 2.7.3. Pour l'algébre de Lie Aff(R) nous avons ad(X) = (8 (1)) et ad(Y) = (_01 8)

Exemple 2.7.4. Considérons l’algébre de Lie o(3) des "rotations infinitésimales” de ’espace. Nous avons
, dans les notations de l'exemple 2.1.4, ad(R,) = R;, ad(R,) = R, et ad(R,) = R,.

2.8 Forme de Killing

Soit V' un espace vectoriel sur K. nous désignons par V* le dual vectoriel de V', i.e I'espace vectoriel
des formes linéaires sur V soient b : V' x V' — K une application bilinéaire et U un sous-espace vectoriel

de V.
Définition 2.8.1. Le radical de b est le sous-espace vectoriel de V' :
rad(b) ={veV | bva)=0, Y'eV}
Nous dirons que b est non-dégénérée (resp. dégénérée) si le radical de b est trivial (resp non trivial).
Définition 2.8.2. L’orthogonale de dans V' est le sous-espace vectoriel de V' :
Ut={veV | bvrv)=0, W eV}
Nous noterons blyxy la restriction de b a U x U.
Proposition 2.8.3. [6/
On a les résultats suivants

(i) rad(blyxy) = U NU*. Si, de plus, b est non-dégénérée alors
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(ii) dim(U) + dim(U*) = dim(V).
(iii) U@ U+ =V & blyxy est non-dégénérée.

Démonstration. L’assertion (i) est une simple reformulation des définitions. La preuve de (ii) est standard,
nous rappelons pour le plaisir. Considérons les applications linéaires ¢ : V' — V* et ¢ : U — U* définies
par v — b(v,.). En particulier, ker(¢)) = U=, et ¢ est un isomorphisme si, seulement si, b est non-dégénérée,
soit U’ un sous-espace vectoriel de V tel que V- = U@ U’. Tout élément u* de U* définit un élément v* de V*
tel que v*|y = u* et v*|,» = 0. Puisque ¢ est un isomorphisme, alors il existe v dans V tel que ¢(v) = v*, de
sorte que ¥ (v) = u*, i.e ¥ est surjective, et donc dim(im(v)))+dim(ker(¢))) = dim(U)+dim(U+) = dim(V).
L’assertion (iii) est maintenant une conséquence directe de (i) et (ii). O
Remarque 2.8.4. [l se peut que b soit non-dégénérée mais que sa restriction a U x U soit dégénérée.

L’exemple classique d’'une telle situation est le suivant : K =R, V =R?* U = {(x,y) € R? | z = y},
b((x,y), (o', ) = a2’ —yy et Ut ={(z,y) eR* | at—yt=0, VteR}=U.
Considérons le cas o1 V' est une algébre de Lie g sur K. Alors il est facile de montrer que I'application x
définie par k : g x g = K, (X,Y) = Tr(ad(X) cad(Y)) est :

(1) bilinéaire,

(2) symétrique,

(3) ad-invariante, i.e k(ad(X)(Y),Z) + k(Y,ad(X)(Z)) = 0 pour tous X, Y et Z dans g, avec

(4) K(X,Y)=3(k(X +Y,X +Y) — k(X,X) — k(Y,Y)) pour tous X, Y dans g.

Définition 2.8.5. L’application bilinéaire k est appelée la forme de Killing de g.

Proposition 2.8.6. [6/ Soient g une algébre de Lie sur K est k sa forme de Killing. Si s est un idéal de
g alors :

(i) lorthogonal st de s est un idéal de g,
(ii) la forme de Killing ks de s est la restriction a s de la forme de Killing de g, i.€ ks = Ksxs,

(iii) si de plus k est non-dégénérée, alors ks est non-dégénérée.

Démonstration. (i)découle de ad-invariance de x qui implique que :

k([A, B],C) = k(A,[B,C]) € k(st,5) = {0} pour tous A € s, B € get C € s, alors [A, B] € s pour
tous A € st et B € g. Pour (ii), soit V un sous-espace vectoriel de g tel que g = s + V. Alors pour
tous X et Y dans g, nous avons : (ad(X) o ad(Y))(s) C (s) et (ad(X) o ad(Y))(V) C (s), de sort que
Tr((ad(X)oad(Y)|sxs) = Tr(ad(X)oad(Y)). Finalement, soit X € s tel que ks(X,Y) = k(X,Y) = 0 pour
tout Y € s. Rappelons que, d’aprés (ii), ks = Ksxs par ad-invariance de la forme de Killing, cela implique
que (X, [Y,W]) = k([X,Y],W) = 0 pour tout W € g. Ainsi, puisque  est non-dégénérée, nous obtenons
que [X,Y] = 0 pour tout Y € s. L’endomorphisme (ad(X) o ad(W))? de g est trivial pour tout W € g. En
effet, nous avons : (ad(X)oad(W))(A) =0si A€ get (ad(X)oad(W))(A) € ssi A€ V. Autrement dit,
(ad(X) o ad(Y)) est un endomorphisme nilpotent de g et donc Tr(ad(X) o ad(W)) = 0. Cela entraine que
K(X,W) =0 pour tout W € g, soit X = 0 puisque k est non-dégénérée. O

Exemple 2.8.1. Pour tout A et M dans gl(n,R), nous avons ad(A)*(M) = A>M — 2AMA — M A? de
sorte que k(A, A) = 2nTr(A?) — 2Tr(A)%

Exemple 2.8.2. En utilisant ’exemple précédent, nous trouvons que k(A, A) = 2nTr(A?) pour tout A
dans l'algébre de Lie sl(n,R).

Exemple 2.8.3. Pour l’algébre de Lie Aff(R), nous avons, dans les notations de l’exemple 2.1.5, k(X, X) =
1, 5(X,Y) =0 et 5(Y,Y) =0,

Exemple 2.8.4. Le radical de la forme de Killing de Aff(R) est trivial, donc k est non-dégénérée.

Exemple 2.8.5. Le radical de la forme de Killing de gl(n,R) n’est pas trivial, donc k est dégénérée. En
effet, rad(k) contient les matrices scalaires.
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2.9 Dérivations, sommes directes et sommes semi-directes d’al-
gébres de Lie

Définition 2.9.1. Une dérivation de g est un endomorphisme D de g tel que D([X,Y]) = [D(X),Y] +
(X, D(Y)] pour tous X etY dans g. On notera Derk(g) l’ensemble des dérivations de g.

Exemple 2.9.1. §i g =V est un espace vectoriel muni d’une structure d’algebre de Lie abélienne, alors
Derg(g) est l’espace vectoriel de tous les endomorphisme de V.

Exemple 2.9.2. D’apres lidentité de Jacobi, l’endomorphisme ad(W) est une dérivation de g pour tout
W eg.

Définition 2.9.2. Une dérivation D de g est dite intérieure si D = ad(X) pour un élément X de g.

Remarque 2.9.3. Réciproquement, si V' est un espace vectoriel muni d’une application bilinéaire antisy-
métrique [ telle que A — B(W, A) soit une dérivation de V', pour tout W € V', alors V' est une algeébre de
Lie et B est un crochet de Lie.

Proposition 2.9.4. [6] L’espace vectoriel Derk(g) muni du crochet : [Dy, Ds] = D10 Dy — Dyo Dy est un
algebre de Lie, de plus U'application ad : ¢ — Derg(g), X — ad(X) est un morphisme d’algébre de Lie.

Démonstration. En effet il est facile de vérifier que, pour tout élément X, Y dans g, et D;,D, dans

Derg(g) : [Dy, Dof([2,Y]) = [[D1, Do) (X), Y] + [X, [Dy, Do](Y)] et ad([X,Y]) = [ad(X), ad(Y)]. u

Définition 2.9.5. Soient g et b deux algébres de Lie sur K. La somme directe de g et by est l’algébre de
Lie g b définie par la somme directe des espaces vectoriels g et b muni de crochet de Lie [a+b,a’ + V'] =
la,d’] + [b,V], pour tous a,a’ € getb, b/ € .

Définition 2.9.6. Soient g et b deux algebres de Lie sur K telle qu’il existe un morphisme ¢ : g — Derg(h)
La somme semi-directe de g et by, relativement a ¢, est lalgebre de Lie g ©y b définie comme la somme
directe des espace vectoriels g et by muni de crochet de Lie [a+b,a' + V] = [a,d’]| + [0, 0] + ¢(a)t/ — ¢(a’)b,
pour tous a,a’ € g et b, €h.

Exemple 2.9.3. Soit o(3) l'algébre de Lie des "rotations infinitésimales” de ’espace et soit o(2) l'algébre
de Lie des "rotations infinitésimales” du plan, i.e l'algebre de Lie réelle abélienne engendrée par la matrice

R = ( 0 1). La somme directe o(3) ®0o(2) est sous-algebre de Lie de dimension 4 de gl(5,R) engendrée

-1 0
par les matrices
00 0 00O 0 0100 0 -1 0 00 000 0 O
00 -1 00 0 0000 1 0 000 000 0 O
o1 0 0O0),|]-100O0O0],]0 O OOGO]let]lOOO O O
00 0 00 0 00O0O0 0 0 000 000 0 1
00 0 00 0 0000 0 0 000 000 —-10

Exemple 2.9.4. Soient ) une algébre de Lie sur K et D une dérivation de by, L’espace vectom’elf) =KD®h
est muni d’une structure d’algébre de Lie. En effet, soit s l'algebre de Lie abélienne engendrée par D, i.e
s = KD. Il existe donc un homomorphisme d’algébre de Lie ¢ : s — Derg(h) défini par ¢(D)(Y) = D(Y),
pour tout Y € b. Ainsi, b est la somme semi-directe s Dy b des algebres de Lie s et by.

Exemple 2.9.5. Soit V un espace vectoriel sur K muni de sa structure d’algebre de Lie abélienne. D’apres
Uezemple 2.9.1, nous avons que ’algébre Derg (V') des dérivations de V' est exactement l'algébre gl(V') des

endomorphismes de V. Fixons une application bilinéaire 5 sur'V et désignons par s l’algébre des dérivations
de B, i.e:

{Degl(V) | B(DX,Y)+B(X,DY)=0 VX,Y €V}
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de sorte que s C Derg (V). En particulier, l'inclusion i : s — Derg (V') est un morphisme d’algébre de Lie,
ce qui définit la somme semi-directe s B; V.

Exemple 2.9.6. Reprenons l’exemple précédent avec V- =R" et :

5((1‘1, ...,iL‘n), (yb 7yn)) = Z?:l LYj

le produit scalaire usuel. Alors s est l'algébre de Lie o(n) des "rotations infinitésimales” de R™ et R™ peut
étre identité a l’algébre des translations dans R"™. Ainsi la somme semi-directe o(n) &; R™ est l'algébre de
Lie des déplacements dans [’espace euclidien R™.

Exemple 2.9.7. Reprenons l'ezemple 2.9.5 avec V =R" et :

B(("'ElJ "'7xn)7 (yla 7yn>> = Z;L:_ll TiYj — Tnln

le produit scalaire lorentzien. Alors s est lalgébre de Lie o(n — 1,1) des "pseudo-rotations” de R™. De
plus, comme précédemment, R™ peut étre identifie a ['algébre des translations dans R™. Ainsi le produit
semi-directe o(n — 1,1) @; R™ est l'algébre de Lie des déplacements dans l’espace pseudo-euclidien R™.
Lorsque n = 2 ou n = 3, cette algébre de Lie est plus connue sous le nom d’algébre de Poincaré. Par
exemple, sin =2 :

010
o(1,1) est engendrée par la matrice A= [1 0 0], et l’espace vectoriel R? s’identifie a l'algebre de Lie
000
0 01 000
abélienne engendrée par les deux matrices X = |0 0 0] et Y = [0 0 1]. Le morphisme d’algébre
000 000

de Lie ¢ : o(1,1) — gl(R?) défini par
H(A)X = AX =Y et ¢(A)Y = AY = X est tel que ¢(A) est une dérivation de R%. La somme semi-directe
o(1,1) @y R? est l'algébre de Poincaré, notée P!

2.10 Extensions du corps de base, complexification et formes réelles

Soit K < K une extension de K. Si V est un espace vectoriel sur K, nous noterons V¥ 'espace vectoriel
sur K défini comme le produit tensoriel VoxK avec ki.(v®ky) = v@kiky et k.(vQk;) = (kv)Qk; = v (kk;)
pour tous k € K, ki, ky € Ket v € V. Si {vi} est une base de V' sur K alors {v; ® 1}, que nous noterons
également {v;}, est une base de VE sur K. Réciproquement si W est un espace vectoriel sur K alors on
peut restreindre la multiplication a des scalaires dans K. Cela défini alors un espace vectoriel sur K que
nous noterons WX,

Définition 2.10.1. L’espace vectoriel VE est Uextension de V. sur K, l’espace vectoriel WX est la restric-
tion de W a K.

Il est clair que dimg (V) = dimg (V) et dimg(W%) = [K : K] dimg (W), ou [K : K] désigne le degré
de lextension K — K. Considérons le cas particulier ot K = R et K = C, i.e V est un espace vectoriel
réel et W est un espace vectoriel complexe. W& est simplement ’espace vectoriel W vu comme un espace
vectoriel réel, de sorte que dimc((W®)€) = 2dime(W). D’autre part dimg((VE)®) = 2dimg(V). En
particulier, les opérations (.) + ()®et(.) + (.)€ ne sont pas inverses 'une de I'autre. En fait nous avons
(VOE = (Ve1)®(1®iV), ot i désigne la multiplication par v/—1, Nous écrirons simplement V¢ = V@iV

Définition 2.10.2. Soient V' un espace vectoriel réel et W un espace vectoriel complexe VC est la com-
plezification de V. Si WR =V @iV alors on dit que V est une forme réelle de W. De plus lapplication
R-linéaire qui vaut 1 surV et —1 suriV est la conjugaison de l’espace vectoriel compleze V© relativement
a la forme réelle V.
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Exemple 2.10.1. SiV =K =R et W =K = C, alors V€ = C, WE = R?, (VO = R? et (WF)C = C2.
De plus C =R + iR ou ¢ est la conjugaison complexe usuelle, i.e R est une forme réelle de C.

La conjugaison d'un espace vectoriel complexe W relativement & une forme réelle est un isomorphisme

de WE,

Soient g une algébre de Lie sur K et gK~l’espace vectoriel g®KK L’espace vectoriel g]K est naturellement
muni d’une structure d’algebre de Lie sur K, a I'aide du crochet [., .J* défini par : [X @z, Yoy* = [X, Y]®xy

pour tous X ® x et Y ® y dans gK. Nous désignerons par ok gK ® g< — K la forme de Killing de g*

Définition 2.10.3. L’algebre de Lie g]K est Uextension de g a K.

Remarque 2.10.4. Comme nous l'avons remarqué précédemment, toute base de g sur K est également
une base de g¥ sur K, et donc HQK|QX9 = k. De plus, en identifiant g

avec le sous-espace g 1 de gk, nous avons [g, g]]K = [gK,g |. En effet, il est clair que [g, g] C g%, g%
puisque g C gK.~L’inclusion lg,0] D [g%, g% provient du fait que [X @ z,Y @ y]¥* = [X, ] Ty €

[9,0] © K = [g, g]*.

Définition 2.10.5. SiK = R et K = C, alors gC est la complezification de g. Une forme réelle d’une
algebre de Lie complexe s est une algébre de Lie réelle b telle que s* = b @ ib. En particulier toute algébre
de Lie réelle est une forme réelle de sa complezification.

Remarque 2.10.6. La conjugaison d’une algébre de Lie complexe s relativement a une forme réelle est
un isomorphisme de s*.
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Chapitre 3

Algébres de Lie semi-simples

3.1 Algebres de Lie nilpotentes

Dans ce section le corps K est quelconque, en particulier sa caractéristique n’est pas nécessairement
nulle et il n’est pas nécessairement algébriquement clos.

3.1.1 Définitions et exemple

Définition 3.1.1. Soit g une algebre de Lie sur K. On pose, pour tout entier j > 0, g(j11) = (8, 8(j)], avec
8(0) = 9. La suite décroissante d’idéaur gy 2 gy 2 ... 2 () 2 ... est appelée la suite centrale descendante
de g.

Définition 3.1.2. Soit g une algébre de Lie sur K est nilpotente si la suite centrale descendante s’annule
a partir d’un certain rang, i.e s’il existe un entier k > 1 tel que gy = {0}. En particulier, si g—1) 7 {0}
et gy = {0}, on dit que g est nilpotente de cran k.

Exemple 3.1.1. Toute algébre de Lie abélienne est nilpotente.

Exemple 3.1.2. L’algébre de Lie réelle des matrices triangulaires supérieures (ou inférieures), dont les
éléments diagonaux sont nuls, est nilpotente.

Le cas le plus simple d’une algebre de Lie nilpotente non abélienne, i.e g;) # {0} et gy = {0}, est
l’algébre de Heisenberyg.

Exemple 3.1.3. Soit n un entier naturel non-nul. L’algébre de Heisenberg est l’algébre de Lie réelle de
dimension 2n—+1 engendrée par 2n—+1 éléments X;, Y; et Z, 1 =1, ...,n, soumis aux seuls crochets non-nuls
[X;,Y;] = Z. Cette algébre de Lie nilpotente de cran 2 et son centre engendré par Z.

3.1.2 Structure des algébres de Lie nilpotentes
Proposition 3.1.3. [6] Soit g une algébre de Lie sur K.

(i) Si g est nilpotente, alors le centre de g n’est pas trivial.

(ii) Si g est nilpotente, alors tout élément X de g est ad-nilpotente, i.e ad(X) est un endomorphisme
nilpotente de g.

(iii) Si lUalgébre de Lie ad(g) = {ad(W) | W € g} est une algébre de Lie nilpotente alors g est
nilpotente.

(iv) Tout sous-algebre ou tout quotient d’une algébre de Lie nilpotente est nilpotent.

(v) Sib est un idéal de g contenu dans le centre de g et si l'algébre de Lie quotient g/b est nilpotente,
alors g est milpotente.
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Démonstration. (i) est une immédiate de la définition d’un algébre de Lie nilpotente. Pour (ii), nous avons
ad’(X)Y € g(j) pour tous X et Y dans g, et j > 1. D’autre part, puisque g est nilpotente, il existe un
entier k tel que gy = {0}, et donc ad*(X) = 0 pour tout X € g, ce qui démontre (ii). Pour (iii), puisque
ad(g) () = ad(g(;)), alors nous avons ad(g);) = {0} = g¢+1) = {0}. D’autre part, si s est une sous-algebre
de g, alors s¢;) € g(;) pour tout j. Si h est un idéal de g et 7 : g — g/b la surjection canonique, on
a (g/b)) € m(g)), de sorte que si g est nilpotente alors les algebre s et g/bh sont nilpotentes, ce qui
démontre (iv). Pour (v), soit h un idéal nilpotente de g contenu dans le centre dans g. Si g/ est nilpotente
alors il existe un entier k& pour lequel (g/h)x) C b, ie g C b, Alors g1y = [8,94)] C [g,b] = {0}
puisque b est contenu dans le centre de g. O

Théoréme 3.1.4. [6] (Théoréeme de Engel)
Soient g une algébre de Lie sur K et p: g — gl(V') une représentation de g dans un espace vectoriel V de
dimension r > 1 sur K. Si p(X) est un endomorphisme nilpotent de V', pour tout X € g, alors :

(i) il existe un vecteur non nul v de V' tel que p(X)v =0, pour tout X € g,

(ii) il existe une chaine de sous-espaces vectoriels Vo = {0} C V4 C ... C V., =V tels que dim(V}) = j et
p(8)V; C Vi1 pour tout j. Autrement dit, il existe une base de V' dans laquelle tout endomorphisme
p(X) de V, X € g, est une matrice triangulaire supérieure dont tous les éléments diagonaux sont
nuls,

(iii) si ad(X) est un endomorphisme nilpotent de g pour tout X € g , alors g est nilpotente.

3.2 Algébres des Lie résolubles

Dans ce section, sauf mention contraire, le corps K est arbitraire.

3.2.1 Définitions et exemple

Définition 3.2.1. Soit g une algébre de Lie sur K. On pose, pour tout j > 0, gu+h = [g\) g¥)] avec
g0 = g. La suite décroissante d’idéauz g D gt D ... D gl) D ... est appelée la suite dérivée de g.

Définition 3.2.2. Une algebre de Lie non-triviale g sur K est résoluble si la suite des commutateurs
s’annule & partir d’un certain rang, i.e s’il existe un entier k > 1 tel que g®) = 0.

Exemple 3.2.1. Toute algébre de Lie nilpotente est résoluble, puisque g9 C g(;) pour tout j.

L’exemple le plus simple d'une algébre de Lie résoluble non abélienne, i.e g™ # {0}etg® = 0, est
I’algébre de Lie des transformations affines de la droite définie dans I'exemple 2.1.5.

Exemple 3.2.2. L’algébre de Lie des transformations affines de la droite est résoluble.

Exemple 3.2.3. L’algebre de Lie réelle de dimension 3 engendrée par trois éléments A, X et'Y soumis
auzx seuls crochets non-nuls [A,Y] =X =Y et [A,Y] =X +Y est résoluble.

Exemple 3.2.4. L’algébre de Lie réelle des matrices triangulaires supérieures (ou inférieures) est résoluble.

3.2.2 Structure des algébres de Lie résolubles

Proposition 3.2.3. [6/ Soient g une algébre de Lie sur K.
(i) Si g est résoluble alors g # [g, g].
(ii) Si g est résoluble alors g contient un idéal de codimension 1.

(iii) Si g est résoluble, toute sous-algebre de g est résoluble. En particulier un idéal dans une algébre
de Lie résoluble est résoluble.

34



(iv) Si b est un idéal de g, alors l’algébre quotient g/b est résoluble.
(v) Sib est un idéal de g tel que b et g/b sont résolubles, alors g est résoluble.

(vi) La somme de tous les idéauz résolubles de g est l'unique idéal résoluble de g contenant tous les
idéauz résolubles de g.

Démonstration. Pour (i), si g est résoluble alors g® = {0} pour tout k > 1, on pose k = j + 1 on a
gl = [gW) g = [g,g] = {0} # g, pour tout j > 0. Pour (ii) comme g est résoluble alors [g,g] # g
d’apre (i), de sorte qu’il existe un sous-espace vectoriel V' de codimension 1 de g contenant [g, g]. On a
alors [V, g] C [g, g], ce qui montre que V' est un idéal de g. Soient 7 : g — g/b la surjection canonique et s
est une sous-algébre de Lie de g. Il est clair que 7(g")) = (g/h)¥) et s C g pour tout j > 0. Cela prouve
(iv) et (v), supposons que (g/h)*) = {0} and h* = {0}. On a 7(g®) = (g/h)*® = {0} et g¥) C b de sorte
que g+t c h. Finalement, il reste a établir la propriété (vii). Pour cela, il suffit de montrer que si b; et
b, sont deux idéaux résoluble de g alors b; + by est un idéal résoluble de g. Evidemment la somme de deux
idéaux de g est un idéal de g. Pour la résolubilité de by + b2, nous appliquons (v) et (vi) a I'isomorphisme

(b1 +b2)/b2 = b1 /(b1 N by). . O

3.2.3 Corps algébriquement clos et Caractéristique d’un corps

Définition 3.2.4. On dit qu’'un corps K est algébriquement clos si tout polynéme non constant de K[ X|
a une racine dans K.

Exemple 3.2.5. Le corps des nombres complexes C est algébriquement clos. Les corps des rationnels Q
et des réels R ne sont pas algébriquement clos, de méme les corps finis (si F est un corps fini, alors le
polynome 1+ [ ,cp(X — X) n’a pas de racine dans F).

Soient K un corps et ¢k : Z — K le morphisme qui a ’entier n associe nlg € K, o 1x est I’élément
unitaire de K. Comme K est intégre, le noyau de ¢ est un idéal premier de Z, c’est a dire que 'on a
ker ¢x = {0} ou ker ¢px = pZ, p étant un nombre premier.

Définition 3.2.5. Soient K un corps et ¢ox : Z — K comme précédemment,

- si ker ¢pg = {0}, on dit que le corps K est de caractéristique 0 (ou parfois infinie) ou d’exposant caracté-
ristique 1,

- st ker ¢ = pZ, ou p est un nombre premier, on dit que K est de caractéristique p ou d’exposant carac-
téristique p.

Les corps de caractéristiques les nombres premiers sont dits de caractéristiques positives.

Exemple 3.2.6. Les corps Q, R et C sont de caractéristique 0, si p est un nombre premier, le corps Z/pZ
est de caractéristique p.

Exemple 3.2.7. Le corps des nombres complexes C est algébriquement clos de caractéristique nulle.

Théoréme 3.2.6. [6] (Théoréme de Lie)
Supposons que K soit un corps algébriquement cols de caractéristique nulle. Soient g une algébre de Lie
sur K et p une représentation de g dans un espace vectoriel V' non trivial sur K. Si g est résoluble alors :

(i) il existe un vecteur propre v non nul commun a tous les p(X), X € g i.e il existe une fonction
scalaire X : g — K telle que p(X)v = A(X)v pour tout X € g,

(ii) 4l existe une suite Vo = {0} C Vi C ... C V., = V de sous-espace vectoriels de V telle que
dim(V;) = j et p(g)V; C V; pour tout j. Autrement dit, il existe une base de V' dans laquelle tous
les endomorphismes p(X), X € g, prennent la forme de matrices triangulaires supérieures.

Corollaire 3.2.7. [6/ Soit g un algébre de Lie sur K soit un corps algébriquement cols de caractéristique
nulle.
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(i) g résoluble si, seulement si ,[g,g] nilpotente.

(ii) Si g est résoluble alors il existe une suite go = {0} C g1... C g, = g d’idéauz de g telle que pour
tout j : dim(g;) = j, g; est un idéal dans gj11 et g;+1/9; est une algébre de Lie abélienne, i.e
[9j+1,8j+1] C ;-

Démonstration. Si g est résoluble alors, d’aprés le théoréme de Lie, il existe une base de g dans la-
quelle ad(X), X € g, prend la forme d'une matrice triangulaire supérieure, de sorte que ad([X,Y]) =
l[ad(X),ad(Y')] est une matrice triangulaire supérieure dont tous les termes diagonaux sont nuls. Ainsi
tous les endomorphismes ad([X,Y]), X,Y € g sont nilpotents, Le théoréme de Engel implique alors que
g, g] est une algebre de Lie nilpotente. Réciproquement si [g, g] est nilpotente alors elle résoluble et donc
g est résoluble puisque g = [g, g]V~Y. Cela démontre (i). Pour (ii), il suffit d’appliquer le théoréme de
Lie a la représentation adjointe de g, i.e V =g et p = ad. [

Remarque 3.2.8. Il est clair que si le corps K est de caractéristique nulle, mais n’est pas algébriqguement
clos (par exemple K = R) alors le théoréeme de Lie reste vrai a condition que toutes les valeurs propres
de,chaque endomorphisme ad(X), X € g, appartiennent a K. Si le corps K n’est pas de caractéristique
nulle, le théoréme de Lie n’est pas vrai.

Remarque 3.2.9. Evidemment si T est un endomorphisme d’un espace vectoriel V sur un corps algébri-
quement clos, alors il existe une base B de V dans laquelle T prend la forme d’une matrice triangulaire
supérieure. Plus généralement, si T, ...,'T,, sont des endomorphismes de V', on peut trouver pour chaque
T;, une base B; de V' dans laquelle l'opérateur T} est une matrice triangulaire supérieure dont les termes
diagonauz sont nuls. Les bases B; sont a priori distinctes. Le théoréme de Lie montre que si la famille
{T1,...,T,,} engendre une algébre de Lie résoluble, alors il est possible de choisir une méme base B pour
tous les opérateurs Tj.

3.2.4 Critére de résolubilité de Cartan

Théoréme 3.2.10. [6] Soit K un corps de caractéristique nulle admettant une extension K dans C, e
K C C. Soient g une algébre de Lie sur K et x la forme de Killing de g. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) g est résoluble.
(i) #(g,[g,0]) = {0}.
(iii) [g,9] C rad(k).

3.2.5 Radical d’une algébre de Lie

Dans ce paragraphe le corps K est un corps de caractéristique nulle qui admet une extension dans C
et g une algébre de Lie sur K.

Définition 3.2.11. D’apres la proposition 3.2.3(vi), il existe un unique idéal résoluble de g qui contienne
tout idéal résoluble de g. Cet idéal est appelé le radical de g et est note rad(g).

Proposition 3.2.12. [6] Supposons que K est un corps de caractéristique nulle. alors le noyau de la forme
de Killing de g est un idéal résoluble de g qui contient le centre de g, i.e Z(g) C rad(k) C rad(g).

Démonstration. Si X appartient au centre de g alors I’endomorphisme ad(X) s’annule sur g, de sorte que
k(X,Y) = 0 pour tout Y € g. D’autre part, si Y € rad(k) et X € galors (W, [X,Y]) = —r([X,W],Y) =0
pour tout W € g. Ainsi rad(k) est un idéal de g qui contient le centre de g. Il nous reste & montrer qu’il
est résoluble. Soit & la forme de Killing de rad(k). Alors, puisque rad(x) est un idéal de g, nous avons,
pour tous X et Y dans rad(x) :k(X,Y) = Tr(ad(X)ad(Y)|adam)xradx)) = Tr(ad(X)ad(Y)) = £(X,Y). On
en déduit que & = 0, et donc, d’apres le critéres de résolubilité de Cartan (théoréme 3.2.10), rad(g) est
résoluble. O
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Exemple 3.2.8. Le radical de 'algebre de Lie o(3,R), définie dans l'ezemple 2.1.4, est trivial.
Exemple 3.2.9. Le radical de l’algébre de Lie sl(n,R), définie dans 'exemple 2.1.6, est trivial.

Exemple 3.2.10. Le radical de l’algébre de Lie gl(n,R), définie dans l’exemple 2.1.3, est n’est pas trivial,
puisqu’il contient les matrices scalaires.

3.3 Algeébres de Lie semi-simples

Dans ce section le corps K est un corps de caractéristique nulle qui admet une extension dans C.

3.3.1 Définitions et exemples

Définition 3.3.1. Une algéebre de Lie sur K est simple si elle est non abélienne et si elle ne contient pas
d’tdéaux propres non triviau.

Définition 3.3.2. Une algébre de Lie sur K est semi-simple si elle ne contient pas d’idéaux résolubles non
triviauz, i.e si rad(g) = {0}.

Exemple 3.3.1. L’algébre de Lie o(3,R), définie dans l'exemple 2.1.4, est semi-simple.

Exemple 3.3.2. L’algébre de Lie sl(n,R), définie dans l’exemple 2.1.6, est simple pour tout n > 2.

3.3.2 Structure des algébres de semi-simples

Proposition 3.3.3. [6/ Soit g une algébre de Lie sur K.
(i) L’algébre de Lie quotient g/rad(g) est semi-simple.
(11) Si g est simple alors [g,9] = g.
(11i) Si g est simple alors g est semi-simple.
(iv) Si g est semi-simple, alors le centre de g est trivial.
(v) Si g est semi-simple, alors tout idéal de g est semi-simple.
(vi) Si g est semi-simple alors g est la somme directe de deuz idéaux semi-simples.

Démonstration. Soient 7 : g — g/rad(g) la surjection canonique et b un idéal résoluble de g/rad(g). Alors
a = 7 1(b) est un idéal de g, de sorte que m(a) = b est résoluble. D’autre part le noyau ker(n|,) de la
restriction de 7 & a est un idéal résoluble de g, puisqu’il contenu dans rad(g). D’aprés la proposition
3.2.3(v), on en déduit que a est résoluble, et donc ¢(a) = b = {0}, ce qui démontre (i). Pour (ii), [g, g]
est un idéal de g et donc [g,g] = g puisque g n’est pas abélienne. D’aprés (ii), on a [g,g] = g. D’autre
part rad(g) est un idéal dans g, de sorte que rad(g) = {0} ou rad(g) = g. Si rad(g) = g alors g est
résoluble, en particulier [g, g] # g ce qui contredit (ii). On en déduit que rad(g) = {0}, i.e g est semi-
simple, ce qui démontre (iii). Pour (iv), d’aprés la proposition 3.2.12, si Z(g) # {0} alors rad(g) # {0}
alors rad(g) # {0},ce qui contredit la semi-simple de g. L’assertion (v) est une conséquence immédiate de
la proposition 2.8.3(iii). Pour (vi), d’aprés la proposition 2.8.6(i), si s un idéal de g alors I'orthogonal s+
de s est un idéal de g. Par ailleurs, d’aprés la proposition 3.2.12, sN s+ est un idéal résoluble de g, puisque
rad(ks) = rad(ksxs) = 5 N s+, L'intersection s N gt est nécessairement trivial, g étant semi-simple. Or,
d’aprés (v), s est semi-simple et donc k|sxs est non-dégénérée. La proposition 2.8.3(iii) implique alors que
g=5®5". O
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3.3.3 Ceritére de semi-simplicité de Cartan

Théoréme 3.3.4. [6] Soient g une algebre de Lie sur K et k la forme de Killing de g. les assertions
suivantes sont équivalentes :

(i) ~ est non-dégénérée.

(ii) g est semi-simple.

(iii) g est une somme directe g = @;9; d’idéaux simple de g. Cette décomposition est unique, et tout
wdéal de g est une somme de ces g;.

Démonstration. ()= (ii) :supposons que g ne soit pas semi-simple, alors le radical rad(g) de g est un idéal
résoluble non trivial de g. D’aprés la définition 3.1.1, il existe donc un entier r > 2 tel que (rad(g)"?) = {0}
pour tout j > r et (rad(g)"" # {0}. L’identité de Jacobi montre qu’en fait (rad(g)”~" est un idéal
abélien non trivial de g. Soit V' un sous espace vectoriel de g tel que g = (rad(g)" " @ V. Pour tout élément
X € (rad(g)"Y et tout élément Y € g, 'endomorphisme de ad(Y) o ad(X) de g est nilpotent. En effet,
(ad(Y) oad(X))? = 0 sur g, puisque :(ad(Y) o ad(X))(A) = 0si A € (rad(g)"V et (ad(Y) o ad(X))(A) €
(rad(g)"" si A € V. Autrement dit Tr(ad(Y) o ad(X)) = 0 pour tout X € (rad(g)" Y et Y € g, i
(rad(g)"" C rad(x). on en déduit alors que rad(x) # {0}, et k est dégénérée.

(ii)= (iii) : si g est simple I'implication est triviale. Supposons donc que g ne soit pas simple. On fait une
récurrence de g. D’aprés la (preuve de la) proposition 3.3.3(v)-(vi), s et 'orthogonal s+ de s sont deux
idéaux semi-simples de g tels que g = 5 @ s+ et [5,5°] C s st = {0}. On applique alors I'hypothése de
récurrence a s et a s+

(iii)= (i) : supposons que g soit une somme directe g = @;g; d’idéaux simples g; de g. En particulier,
pour tous ¢ # j, nous avons : [g;,g;] = {0}, puisque [g;,9;] C g; N g, et donc k(g,,g;) = {0} d’apres la
ad-invariance de la forme de Killing de g et la proposition 3.3.3(ii)-(iii). Soit X € g tel que x(X,Y;) =0
pour tout Y; € g;. En écrivant X = &,X;, X; € g;, on obtient, d’aprés la proposition 2.8.6(ii), que
/fg].(Xj,Yj) = 0 pour tout j et tout Y; € g;. Cela entraine que X; = 0, pour tout j, puisque rg, est
non-dégénérée, On a donc (k(X,Y) =0, VY €g)= X =0, i.e k est non-dégénérée. O
Corollaire 3.3.5. [6] Soient g une algebre de Lie sur K et g€ Ueatension de g o K. Alors g est semi-
simple si, et seulement si, g& est semi-simple. En particulier si s est une forme réelle d’une algebre de Lie
complezxe h,alors b est semi-simple si, seulement si , § est semi-simple.

Démonstration. D’aprés la remarque 2.10.4, o lg X g = Kq, de sorte que les formes de Killing de gK et de g
sont toutes deux non-dégénérée ou toutes deux dégénérée. Le résultat découle alors du théoréeme 3.3.4. [

Corollaire 3.3.6. [6] Si g est semi-simple alors toute dérivation de g est intérieure.

Démonstration. Comme nous lavons déja remarque dans 'exemple 2.9.2, ad(g) C Derk(g) pour tout al-
gébre de Lie g. Il nous faut donc montrer que si g est semi-simple alors ad(g) = Derg(g). Pour tous X et
Y dans ad(g) C Derg(g), et D dans Derk(g), nous avons :

[ad(X), DI(Y) = [X, D(Y)] — D([X,Y])
— ad(DX)(Y),

de sorte que ad(g) est un idéal de Derg(g). D’aprés la proposition 2.8.6(i), 'orthogonal de (ad(g))* de
ad(g) dans Derg(g) est également un idéal dans Derg(g), et donc [ad(g), (ad(g))t] C ad(g) N (ad(g))*.
D’autre part, d’aprés la proposition 2.8.6(ii), la forme de Killing de ad(g) est la restriction a ad(g) de la
forme de Killing de Dergk(g). Comme g est semi-simple alors son centre est trivial (proposition 3.2.3(iit)),
de sorte que le morphisme d’algébre de Lie ad : g — ad(g) est injective, et donc ad(g) est semi-simple.
Le critére de semi-simplicité de Cartan (théoréme 3.3.4) implique alors que ad(g) N (ad(g))* = {0}. On
en déduit que, pour tous X € g et D € (ad(g))*, ad(D(X)) = 0, i.e D(X) = 0. Ainsi nous obtenons que

(ad(g))* = {0}, i.e ad(g) = Derg(g). O
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