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Résumé

Dans ce travail, nous avons résolu I’équation DKP
en présence d’'un potentiel de type Coulombien, nous avons
déterminé les fonctions d’ondes de maniére analytique
pure, qui était sous la forme de la fonction de Whittaker,
ou nous avons utilisé les conditions de continuité pour
obtenir le spectre d’énergie, puis nous avons déterminé le
niveau d’énergiefondamentale et le représenté graphiquement

pour différentes valeurs des facteurs (a, Vj).
Summary

In this work, we solved the DKP equation in the presence of a
Coulomb-type potential, we determined the wave functions
in a pure analytic way, which was in the form of the Whittaker function,
where we used the conditions of continuityto obtain the energy
spectrum, then we determined the fundamental energy level and

represented graphically for different values of the factors (a, Vp).
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Introduction:

Au début du 20 "¢ siecle, la physique connaissait une révolution , lorsque les chercheurs
pensaient que les sciences physiques sont mortes et finis, et le scientifique anglais William
Thomson (Baron Kelvin) disait qu’il ne reste rien a inventer dans la physique sauf des
calculs plus précises, [I]. Albert Einstein, et en 1905 ,inventait la relativité restreinte
avant la relativité générale en 1915. Quelques années plus tard, Bohr et autres chercheurs
inventaient la mécanique quantique. Il était nécessaire de trouver une relation entre ces deux
théories et la mécanique quantique relativiste était parmi ces éssaies .

La mécanique quantique relativiste unifie les postulats de la mécanique quantique non-relativiste
et le principe de la relativité restreinte [2]. Dans la mécanique quantique, I’équation de
Schrodinger est une équation de base. Elle a été inventée par Erwin Schrodinger (1887-1961)
en 1926. Cette équation satisfait la fonction d’onde associée a une particule quantique
ponctuelle non- relativiste pour une particule de masse m plongée dans un potentiel V' [2].

Dans la mécanique quantique relativiste, ’équation de Klein Gordon définit les particules
de spin 0, elle est de premier ordre pour le temps et de deuxiéme ordre dans I’espace. Oskar
Klein (1894-1977), Walter Gordon (1893-1939) et Vladimir Fock (1898-1974) sont les
fondateurs de cette équation, mais Schrodinger était le premier qui la dérivait dans sa quéte
de I’équation qui porte désormais son nom [2], en 1925.

En 1928, Dirac a introduit une équation d’une forme linéaire pour traiter les problémes
posés par I’équation de Klein-Gordon. Comme ’a fait remarquer Dirac en 1927, la source
des problémes de I’équation de KG était due & la présence de dérivées du second ordre par
rapport au temps. L’idée de Dirac a été de reformuler I’équation de Klein-Gordon de telle
sorte qu’elle fasse apparaitre une dérivée du premier ordre a la fois pour le temps et les
coordonnées d’espace.

Le succes qui a connu 1’équation de Dirac [3] dans la déscription relativiste des particules
de spin 1/2, motivais certains chercheurs pour tenter de trouver une équation d’onde du
premier ordre similaire a celle de Dirac et décrit les particules de spin 0 et 14 la fois. Cette

équation est appelée I’équation DKP. Elle a été adaptée d’apres I’équation de Klein-Gordon-Fock



et I’équation de Proco qui décrit les particules de spin 1.

Cette équation a été inventée dans les années 30. Elle a été adaptée son nom d’apres
trois scientifiques qui 'ont développée pendant des périodes différentes, I’américain Richard
James Duffin (1909-1996), le russe Nicholas Kemmer (1911-1998) et le frangais Gelbert
Petiau (1935-2020).Cette équation posséde une forme covariante similaire a celle de Dirac
ou les matrices v sont remplacées par les matrices  de Kemmer. Ces matrices peuvent étre
de dimension (5 x 5) lorsque la particule est scalaire et de dimension (10 x 10) s’il s’agit
d’un boson vectoriel massif.

D’aprés V.Ya Fainberg et B.M.Pimentel [4], le développement de 1’équation DKP par
rapport a son équivalence avec I’équation de Klein Gordon connait trois périodes, la premiére
depuis 1939 jusqu’a 1970, dans cette période la plupart des travaux concernant 1’équation
DKP ont été concentrés sur le développement du formalisme de DKP et a I'enquéte de
I'interaction des particules chargées avec le champ électromagnétique. Pendant la deuxiéme
période qui est les années 70, les chercheurs découvraient la violation de la parité et la théorie
de modele standard, sous cette information, la formalisme DKP donne dans certains cas
des résultats différents a celles de Klein-Gordon [3] [6, [7]. Dans la troisiéme période, depuis
1980 jusqu’au début du 21 ™€ siécle. La majorité des scientifiques pensent qu’ il n’ya
aucune équivalence entre 1’équation DKP et I’équation KG.Portant il y’a quelques autres

chercheurs qui pensent de cet équivalence dans certains cas spéciaux pour un spin 0.



Partie 1

Présentation de I’équation DKP et
son Algébre
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0.1 Notations et conventions

Toutes les éxpressions figurantes dans ce manuscrit seront écrites en considérant

h=c=1

Tenseur métrique, indices covariants et contravariants:

La métrique dans I’éspace-temps est une métrique pseudo-euclidienne, définie au moyen

du tenseur métrique g de signe (+ — ——):
1 0 0 0
0 -1 0 O
g = (1)
0 0 -1 0
0o 0 0 -1

Le quadrivecteur champ électromagnétique s’écrit: A = (V; A) avec V = V (r;t) désigne le

potentiel scalaire, et A = A(r;t) désigne le potentiel vecteur.
0 0
0,=—=|= :
o Qo (8t’ V)

0o 0 0
V_ (%7a_ya§>7

D, =0, +ieA, = (0t +ieV,V —iecA).

L’opérateur gradient s’écrit:

Avec

et

0.2 L’équation DKP

L’équation DKP est une extension du formalisme covariante de Dirac [§], aux particules
scalaires de spin 0 et véctorielles de spinl., le systéme qui décrit I’équation DKP et ’équation

de Dirac , est appellé le systéeme de Bhabha, qui est sous la forme suivante:

(10,0 = x)¥(x,t) = 0. (2)

Avec x représente la masse , et o sont quatre matrices décrivants les propriétés de spin de

la particule[§]

11



I’équation DKP décrivant les particules de spin 0 et 1 intéragissant avec un champ
électromagnétique A" est décrite par I’équation suivante :
[i6"(0, +ieA,) —m](x,t) = 0. (3)

Les matrices  possédent trois représentations irréductibles, la triviale de dimension 0; et
celles de dimensions [(5 x 5) et (10 x 10)]; respectivement les représentations de spin s = 0
et s = 1[8, 9, [10]

Elles générent ’algebre DKP

BUBY BN+ BABT M = g BN + g B (4)

Ces matrices sont trouvés pour satisfaire les identités suivantes [4, 8, [9] [10]

(B =4, (5)
BB+ (B7)28" = B0 # J, (6)
B'EBY+ B BB =0,i# j,k#]. (7)

Et contrairement aux matrices des algébres de spin %, tel que lalgebre de Dirac, elles

possédent la propriété des algebres de spin entier, celle d’étre non inversible.On choisit une

représentation pour les 37 dans laquelle 857 = —5%; et %7 = 8°; et on écrit pour le spin 0
0 0 . 0 :
80 = et gi=| P )i=123 (8)
00 —pr 0
Avec
0 1 -1 00 0 —1 0 0 0 -1

7p ?p
10 0 00 0 0 0 00 O

0.3 Vérification de quelques propriétés des matrices ﬁi

Pour

p=v=XA=0, (10)

12



donc

5060ﬂ0+505050 — QOOBO+QOOB0:>

0 =1.

28" = 28° car

Vérification
0100
1000
B=1]000 0
0000
0000
1000
0100
B%*=1]000 0
0000
0000
et
10000 01 0
01000 1 0 0
208 =2{ 00000 |=x[0 0 0
00000 0 0' 0
00000 0 0 0
01000
10000
=21 0000 0
00000
00000
Alors
(8) ="
Pour
p=v=A=1,

13

o o o o O

o O o o O

o O O o O

o O o o O

9

26°,

o O O N O

o O O O N

o o o o O

o o o o O

o O o o O

(14)

(15)

(17)

(18)



donc

B'B'st + BB g B+ gt =,
2(8°)° = —28' car g"=-1,
00 -1 00
0 . 10 0 00
P
gt = =loo o oo,
—pr 0
00 0 00O
00 0 00O
00 -1 00 00 -1 00 00 O
10 0 00 10 0 0O 00 -1
(51)2200000 00 0 OO ]|=|00M0
00 0 00O 00 0 00O 00 O
00 0 00O 00 0 0O 00 O
00 0 00O 00 -1 00 00 -1
00 -1 00O 10 0 00 1 0 O
2(51)322 00 0 00 00 0 O0O0O(1=2100 0
00 0 00O 00 0 0O 00 O
00 0 00O 00 0 00O 00 O
Alors
(8)" = -#'
Pour
p=0vr=1\=2,
606162 + 626160 — 90162 + 912607
BOB'3% + BB R0 = BBt B + BOpPpt = BB 8% — BB B = 0.
On a
901291220
Pour

14

o o o o O

o o o o O

o o o o O

o o o o O

(19)

(20)

(22)

(23)

(24)
(25)

(26)

(27)

(28)



BB+ BB°8° = g5 + g*' 7, (29)

626061 — _616062 car 920 — 901 =0. (30)

0.4 La densité de caurant

A partir de L’équation de continuité de DKP [I1], on peut tirer I’éxpression de la densité

de courant suivante:

On
St =B, (32)
ou
o= Pr(2s-1), (33)
@L = ¢+770~ (34)
Avec
o = (265 — 1). (35)
10000 10000 10 0 0 0
01000 01000 01 0 0 0
nw=028-1)=2fo0o0000]|-f00100]|=l00-10 0 |,
00000 000T10 00 0 -1 0
00000 00001 00 0 0 -1
(36)

Lorsque le potentiel est selon I'axe z, I’éxpréssion de la densité de courant devient:

J? = 2. (37)

15



Donc la densité de courant s’écrit:

10 0 0 O
01 0 0 O
v=(ot o300 ¢ )f o0 -1 0 o |=(¢f 00 —g5) B3
00 0 -1 0
00 0 0 -1
0000 -1
0000 O
0= (i 6 00 —05)[ 0000 0 |=(-65000 —6f) (9
0000 O
1000 0
¢1
2
P=dgtv=( g 000 )| 0 | (40)
0
2
Alors
T = ~($56n + 6100). (41)

0.5 Reésolution de I’équation DKP de spin 0 en présence

d’un potentiel scalaire V (2)

Soient des particules de spin 0 intéragissants avec un poentiel v (z), 'équation DKP est

unidimensionnelle (1 4 1) pour les bosons se déplacent dans un potentiel scalaire s’écrit:
zﬂo(g +iev (2)) + iﬁ?’g —m|Y(z,t) =0. (42)
ot 0z
La solution stationnaire de I’équation 42| est de la forme suivante :

U(z,t) = eo(2). (43)

16



L’équation [42] devient:

{iﬁo(% +iev (2)) + iﬁ?’% — m} e Flp(z) =0,

= [ iB°(E — ev (2)) + 2'53% - m] 3(2) = 0.

(44)

Décomposant la fonction d’onde ¢ (z) selon un vecteur de dimension(5 x 1) comme suit

¢(Z)T:<¢1 Gy O3 P4 (/55)

0z

o o O O

On aura:
0 (E—ev) 0 0 0 0 000
(E — ev) 0 000 0 000
0 0 000 [+ 0O 000
0 0 000 0 000
I 0 0 0 0O Z% 000
[ 0 E-ev(z)) 00 i\ [
0z 1
(E—ev(z)) 0 00 O by
0 0 00 O R
0 0 00 O o
i i% 0 00 0 s
On obtient le systéme d’équations suivant:
( 0
(B —ev)g, — @agbs —m¢; =0
(£ —ev)dp, —mep, =0
—meps =0
—meo, =0

.0
Z&le —meps =0

17
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o
b3
P4
s

1
Pa
b3
P4
s

(45)

(46)

(47)



Alors

[ (B~ ev(2))0s — i 05— moy =0
z
5 =00
2 m ! =, (49)
b3 = @4; 0
)
\ b5 = E&%
ol 1
by | = (E;fV) ® 1 - (50)
i 0
s -

(B —ev) — — i&(ag%) —m¢; =0=, (51)
E — 2 1 02
( < (2)) ¢+ E@(bl me, = (52)
Ot bien:
o 2 2
(@ +(E—ev(2)—m)¢p, = 0, (53)
= OKg¢1 = 0.

Tel que Ok est 'opérateur de Klein-Gordon.

0.6 Les conditions de continuité:

Dans cette section, nous allons déterminer les bonnes conditions aux limites de marche
de potentiel pour z = 0 [II]. Pour trouver les conditions adéquates, nous choisissons la
condition qui satisfait ’équation KG 1’équation . Ensuite, nous devons I'imposer et sa

dérivée comme des conditions de continuité qui suivent

61(0)* = 0,(0) et 220 _ 400 (54)

18



En utilisant les conditions I’équation et I’équation 50|, on obtient

¢1 (04) 1 0 0 ¢1 (0-)
G (04) | =10 2 0 ¢ (0-)
¢5 (0+) 0 0 1 ¢5 (0-)

19
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Chapitre 1

Résolution de I’équation DKP de spin
0 en présence d’une marche de

potentiel et une masse constante :

1.1 Introduction

Le choix de ce potentiel en raison de qu'il soit le plus simple possible [10] [11], il permet de
décrire divers systémes physiques en premiére approximation. Alors, il permet de résoudre

I’équation DKP sous sa forme la plus simple.

1.2 Reésolution de I’équation DKP de spin O:

Ce potentiel est décrit mathématiquement comme suit:

v(z){vo si 2<0 (11)

si z>0

Nous pouvons le représenter graphiquement comme suit

21



Viz)

Viz)
Vo

>

Figure-1- Evolution de I'nergie potentiellle lectrique v (z)

en fonction de z.

e Les solutions de I’équation DKP pour la région I (v; = 0)

L’équation [53] devient: )
9]
(5 + (B* = m)), =0. (1.2)

Cette équation est une équation différentielle d’ordre deux de la forme
y 41y =0. (1.3)

Elle admet une solution de la forme ¢, (z) = cexp (ik;z), son équation caractéristique

est de la forme

=k =VE2—m2 (1.4)
Alors , la solution générale prend la forme:
6, = 1617 | gpemthz, (1.5)
Telles que c¢q, ¢ sont des constantes réelles.

22



Et les autres spineurs s’éxpriment comme suit:

E E ] —iky1z
br = 0= 6= (e 4 e,

¢5:EE¢IZ>¢5:_E [c1e™% — cpe™?] .
La solution générale donc s’écrit:

0, . .

?, m . m |

o= o5 | =] 0 [ce™+] 0 [ce™*

b4 0 0
é h k
i m m

e solutions de I’équation DKP dans la région II (v;; = vp).

62
(@ + (B —evg)? —m?)¢p, = 0.

La solution générale de cette équation différentielle s’écrite comme suit:

¢1 — Cgezkgz + 046711432,2'

Tels que

(ky)? = (E — evg)®> = m? = ky = \/(E — evy)? — m2.

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

Est comme 'onde se propage de (—oo) vers (+00), I'onde réflichie n’éxiste plus dans

la deuxieme région donc la solution générale s’éxprime comme suit

b, = cze™??,
Et les autres composants sont de la forme:
E E—evy
¢y = E(ﬁl = ¢y = cze™??,
= ——¢; = ¢5 = ——c3e"".
¢5 mdz¢1 ¢5 m 3

23
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La solution génerale de I’équation DKP s’écrit

é 1
! E — evg
by m
o= o5 | = 0 cse™? (1.14)
4 0
k
s -2
m

1.3 Coéflicients de transmission et de réflexion

Pour calculer les coéfficients de transmission et réflexion T et R, il faut appliquer les
conditions de continuité au borne du potentiel c-a-d & z = 0, pour la fonction d’onde
99, (0-) _ 99, (04)
0_) = 0 ) et sa dérivée =
¢1 ( ) (bl ( +) v 92 9z
le chapitre 1 I’équation |54l

.Comme nous ’avons vu au paravantdans

Donc on obtient le systéme d équations suivant:

C1 + o = c3,

(1.15)
?:kl(Cl — Cg) = iszg.
Qui est reécrit en fonction de ¢3 comme suit:
o = ko + ky .
1= T
ki — ko
Cco = c
2 ST
D’aprés la défénition des coéfficients de transmission et de réflexion nous écrivons:
Jtran
T = , 1.16
Jinc ( )
Jref
R = —. 1.17
Jinc ( )
A partir de I’équation [41] la densité de courant s’écrite:
Jtran = _(¢;¢1 + ¢T¢5) = (1'18>

- <——2€3> e~ 2% 5 czet®® 4 (c3)" €72 x (——203) ef2r = — 2 e? . (1.19)
m m m

24



De la meéme fagon on tire les valeurs de la densité de courantJ,.; et Ji, :

k

e = —af, (1.20)
k

Jinc = —%1‘61|2. (121)

Alors, les expressions finales des coéfficients de transmission et réflexion sont données comme

suit:

JTef C2 2 k1 — ko 2

R = — |2 1.22
Jine C1 - (kl + k2) ’ ( )
Jtran kQ C3 2 4]{32]{1

T = —=|— —_ . 1.23
Jine ki (ko + k1)? ( )

On remaque toujours que la charge est conservée parceque

ky — k2)2 4koky
(

R+T = =
(k:l + k2 ko + kr)?

1.4 Reésultats numériques

On peut tracer ’évolution des coéfficients de transmission et de réflexion pour différentes
valeurs de I’énrgie totale £ , ou bien pour une valeur constante de E et un potentiel V; varié.

On obtient les graphes suivants:
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10—~

08

06—

04

02

Figure-2- Le graphe illustre le comportement des coefficients de transmission et de

rflexion (7, R) pour diffrentes valeurs de I'nergies F avec e = 1,v5 = 3,m = 1.

On observe deux pics de transmission par effet tunnel a100% , pour E > v, on observe
) 0

aussi I’absence de transmission au début, et & partir d’'une certaine valeur de 1’énergie, le

coefficient de transmission augmente sous la forme d’une fonction exponentielle et attent

une valeur max qui est 1.
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| | | |
5 10 15 20 VO
Figure-3- Le graphe illustre le comportement du coefficients de transmission est de

rflexion (T, R) pour diffrentes valeurs d’nergies vy avec e =1, E =2, m = 1.

On observe un pic de transmission par effet tunnel 4100%, pour vy > E Le coefficient de

transfert diminue a partir de son maximum sous la forme d’une fonction exponentielle
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Chapitre 2

La solution de I’équation DKP de spin
0 pour un potentiel sous forme

coulombien

2.1 Introduction

Le but de choisir ce potentiel est qu'il est trés similaire au l'intérét du potentiel Morse[12,
13, 14, 15]. Ce dernier est une fonction empirique qui décrit 1’énergie potentielle de la
liaison covalente dans une molécule diatomique. Puisque nous pouvons obtenir une version

quantique explicite en 'intégrant dans 1’équation de Schrodinger.[16]

2.2 Résolution de I’équation DKP de spin 0

Ce potentiel est définit comme suit

_0 exp (g) si z2<0
v(z) = 2
_0 exp (_—Z) si z2>0
2 a

28



Ou a est une constante qui modifie la forme de la courbe de potentiel v (z2), et (V5/2 > 0)

représente la hauteur du potentiel , nous pouvons le représenter graphiquement comme suit:

V (2)

Figure-4- Le graphe reprsente la variation d’un potentiel sous forme coulombien pour

differentes valeurs de a.
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Energie

Distance internucléaire (r)

Figure-5- Le graphe reprsente le potentiel de Morse

https://fr.wikipedia.org/wiki/Potentiel de Morse

e La solution pour z >0

D’apres I’équation [b3| dans le chapitre 1 on a:

s+ B (o) ] 6= 0= (21)
{86_,:2 + E* — 2Eeuv(2) + (ev(2)?) — m2] ¢, =0. (2:2)
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On fait le changement de variable suivant , y = exp (——) tel que:
a

o0 09y 1 8¢
2: "oy a:~ d’oy
9 00 T 282(/5 ' (2:3)
027" @ Yoy TV 9y
L’équation [2.2] devient:
0? €2
022 + (E)2 — Eevoy + TyQ - m2] ¢, =0, (2.4)
:>a—2¢ + (E* = m?) ¢, — Eev ¢+2—2¢ =0 (2.5)
9,21 0YP1 1 yo=v. :

Remplagant ’équation [2.3] dans 1’équation [2.2] on obtien le résultat suivant:

1 ,0? 1 0
?gf 8;1 + — (‘31;/1 + [€:0y2 — Bevyy + E* — m2] ¢, = 0. (2.6)

On vas essayer d’écrire la fonction d’onde sous la forme ¢, (y) = y"®(y), tel que r est un réel

bien diterminé:

Tel que
0 9, - 8
a—yczﬁl(y) = a7 D(y) = Q+y o> (2.7)
0 . 0 p 0 2 r—2
8—y2gb1(y) 6 5P+ 2ry" a—yfb + (r* —r)y" T o. (2.8)

Remplagant 1’équations [2.7] et 2.§ dans 1’équation [2.6] qui s’écrit comme suit:

82
=Y {y’"a—yﬂ} +2ry T g+ (% - r)y?"-zw}

- , (2.9)
iy [y vy 8] + [ Sy - Bevay + B2 — m2| yru(y) = 0
et qui devient:
82
L, | a2y gy e (0 =y
Loy y =0. (2.10)

+ry=2 + a2# — a?Fevgy ' + a*(E?* —m?)y 2| ¢
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Le terme a%yQyT n’est pas toujours nul, alors.

F5+ 2y o+ y T g+ (12— )y

, (2.11)
+ry~2 + aQ% — a2Eev0y + a?(E?* — m?)y )

2

0202
= —+y ((2r+1) g@/} + (r?y? +a? ¢ % —a’Bevoy ' 4+ a*(E* — m?)y 2 | (2=12)
0y? dy 4

. . ) 0
Cherchant la valeur de r qui conduit & ’annulation du coéfficient de la premieére dérivée—

dy
dans I’équation [2.12
Donc
1
(2r+1) :0:>r:—5. (2.13)
L’équation devient
0? 1 e2v?
a_wa + {?/2 + GQTO —a*Bevgy ™" + a*(E? — m2)921 v=0, (2.14)
0? L a2(B?—m?)  a2Fev e2v?
¢—2¢+[4 (2 ) _ 4+ a? °]¢:0, (2.15)
dy y y 4
0? L a?(m? — E? Sa’Fev o o€%02
:—2¢+[4 (2 ) i 0—22—0}¢:0. (2.16)
Ay Y y 4

On utilise la notation suivante pour simplifier:

=V E?—m?2, g=ivae. (2.17)

On obtient
0? i —a*¢* iaEg ¢
't Ty T d
Yy Yy Yy

= 0. (2.18)
On fait un autre changement de variable tel que w = gy , telque

o 0 dw _ 0

- = = 2.1
dy Ow’ (9y Gw (2.19)
P D, L0

—_— = —_—. 2.2
oy? 8y( &,u) I 8w (2.20)
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L’équation [2.18| s’écrit:

o2 L a?¢®*l iEa 1
92&55 e 3 > ] - 1] v=0=, (2.21)
0% i —q¢%a® iEa 1
Ow? + {4 w? + w Z_J w(W) =0 (2.22)

On obtient une équation différentielle de la forme suivante

[8(12 iy g - i)}w(w) — 0. (2.23)

Avec

uw=uaq, k=1iak.
Cette équation appellée I’équation de Whittaker,.admet deux solutions indépendentes linéaires

, et elles sont éxprimées comme suit, [17]

—w 1
Mk,w(w) = eTwlﬁ_%M(M —k+ §a 1+ 2,&, w)a (224)

w 1
Wi w(w) = eTw“JF%U(,u —k+ 2 1+ 2p,w). (2.25)

La solution générale de cette équation s’éxprime comme suit

—w 1 —w 1
v = AleTw“Jr%M(u —k+ 2 14 2u,w) + AQGTw“’L%U(,u —k+ o1 1+ 2p,w), (2.26)

_ —w 1 1 — —w 1 1
O = AwzeT WM —k+ 5,14 20) + Ay T e T WU (u— kot 5 1+ 22)

La solution en fonction de la variable y s’écrit:

1
—9Y  wrg 1 9y

3 1 b T
or=2e 2 (9) y Mp—k+o,1+2u,9y) + A2(9) ye 2 Ulp—k+5.1+2ugy).

Le comportement de la fonction d’onde au borne du potentiel, lorsque(z — 400 ou y — 0),
on a

1
lin%U(u —k+ 2’ 1 + 2p, gy) = infinité complexe (2.28)
y—)
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Comme la limite est imaginaire, la solution n’a aucun aspect physique, alors

uniquement la deuxiéme solution

¢1:A16 2 (g)

—gy

ptd

. 1
y M(p—k+ 5,1+ 24, gy).

La solution générale de ¢, (z) en fonction de la variable z s’écrit

D1t

Doy

¢5+

e Pour z <0

1

. M+§

A, (ivpa)

. 1 —
exp <_®§0ae; — qZ) M(p—k+ 2 1+ 24, ivgae a ),
jop +%
ﬂA—i— (Z'U()CL)“ i

_1 —z 1 =
[exp < Z;JOCL@T - qZ) M(p—k+ 2’ L+ 2p, ivgae™ )|

wtg
iA (ivpa) (—z’voa = >
exp €s —qz
m 2

(fe= — @M (p—k+ 3,1+ 2, ivgae ™ )

=z

—Givoe s M(p—k+ 3.2+ 2p,ivpae )

en garde

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

A cause de la symétrie du potentiel en peut tirer la solution generale de ¢_ (2)a partir

de la solution précédente, nous changerons seulement z par —z

Pa-

b5

n+d

¢, = A_(ivga)

z z
i Z 1 Z
exp < Z;)ana —i—qz) M(p—k+ 5,1 + 2p, ivgaea) |

1
ntd

(E—cv) , +(ivpa)

_' z 1 p
[exp ( Z§°“ea + q2> M(u—k+ 5,1+ 2 ivoaee) |

ptd
iA_(ivpa) <—z’voa : )
—exp €a +qz
m 2
(FLea +q)M(pu— k+ 3,1+ 2u, ivgaes)
—l—%ivoef]\/[(u —k+ 3,2+ 2, ivoaea)
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2.3 Le spéctre de ’énergie:

Pour déterminer le spéctre de I’énergie on va appliqué les conditions de continuitié de la

fonction d’onde et sa dérivée que nous avons vu au premier chapitre & z = 0

¢1+(0) - ¢1—(O>

u-&-% — /H-% —

= Ailg) ew(5) =A(g) ew(5). (2:36)

Alors
A+ = A*?
d¢,, (0) _ d¢, (0)
= 2.
dz dz (2:37)
D’apres la référence [17] on a:
dM (e, B,2)  «
—=-=-M 1 1, z|. 2.

R 5 (a+1,8+1,2] (2.38)

Donc
do, pE g -2 —g —= P2 =
dZ - A(.g) (26 a)exp(2ae a>M(a7/87g€ )
nt — 2z — —z —z
+A(g) " exp(re —E)(GDeT Mla+ LA+1,ge%),  (239)
2 a B a
Wi~ 49)" e EN(LeF L) M (0, 5,907 ) - ST Mo, B+1,907)].
dz 2a a o Ba ’ ’

(2.40)

Avec

De la méme fagon pour ¢,_(2) :

do,_ nty —9 = PR TG = H =z ag = z
i Alg)  exp( 5 ¢t ;)[( 5, ¢ T E)M(Oéaﬁ,ge =)+ BEG“M(OZ +1,8+1,gea)].
(2.41)
Donc a z =0
Alg) " el ~ DM (e pg) - SIM 1B L=, (242)
Alw) e IGE + s + SO 151 1) (243)
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= (L M, 8,9) — 2IM(a+1,8+1,9) =, (2.44)

2a  a ba
(;—C‘?Jrg)M(a,ﬁ,g)Jr%gM(aH,ﬁH,g). (2.45)

Qui conduit & I'expression suivante:

a—g g K

QETM(Q+1’ﬁ+1’g) 22(%"'5)]\4(04,5,9) ; (2.46)
N %gM(anLl,ﬁJrl,g) _ (%—FS)M(@,B,g). (2.47)

Alors

M(a+1,/3+1,g):(%—\/M)(MFQGM) o)
Mfe. 5.9) ivolavn? — B iaE+1) |

2.4 Niveau d’énergie de I’état fondamental n =0 :

L’expréssion génerale de la fonction confluente Hypérgeométrique [17] est

M(a,b,z)zz(l()glj:ﬂznzl—i-%z—i—%z?—i—...-k ala+1)...... (a‘l‘n)‘zn‘ (2.49)

Pour l'état fondamental n =0
M(a+1,8+1,9) = M(a,B,9) =

Alors

(% _JmZo Eg) (1 + 2ay/mZ — Eg>
g (a\/m2 — B¢ — iFya + %)

Pour obtenir les valeurs d’énergie en utilisant le programme Mathématica , 1’évolution

=1 (2.50)

de I'énergie fondamentale Fy en fonction des parameétres (vg,a)est présentée sur la figure

si-dessuous.
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Figure-6- Le graphe reprsente la variation de I'nergie fondamentale Fjy en

fonction de vy avec des valeurs difftentes de a
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Conclusion

Dans cette thése, nous avons résolu ’équation DKP en présence de certaine formes de
potentiel pour spin 0 avec une masse constante.

Dans le premier chapitre, nous avons résolu 1’équation DKP en présence d’un potentiel
scalaire v(z) qui est 'expression de base pour résoudre I’équation DKP. Nous avons défini
I’algéebre DKP et les propriétés des matrices [, puis nous avons vérifié 'expression de
I'algebre DKP en utilisant les propriétés des matrices §.[8, 9, [10].

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons résolu cette équation dans le cas d’'une marche
de potentiel avec une masse constante, nous avons trouvé cing solutions avec deux solutions
nules.

Nous avons calculé les densités de courant, puis les coefficients de transmission 7" et de
réflexion R. A partir de ces résultats nous avons conclue qu’il y a une conservation de charge,
et enfin nous avons tragé les courbes de R et T' en fonction de E et vy.

Au troisiéme chapitre , nous avons résolu ’équation DKP a la présence de potentiel de
type coulombien, nous avons trouvé cinq solutions, apporté des changements de variables
pour obtenir I’équation de Whitaker, et nous ’avons résolue. Aprés avoir utilisé les termes
de continuité pour trouver la relation du spectre d’énergie. Nous avons injecté cette relation
dans le programme Mathematica pour obtenir les expressions d’énergie en fonction des
parametres vy et a. Enfin, nous avons utilisé le méme programme afin de tracer les courbes

d’énergie fondamentale E, en fonction de vy et pour différentes valeurs de a.
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2.5 Annex A

2.6 Les propiétes des fonctions spéciales utilisées dans

les calculs

2.6.1 L’équation de Whittaker

0? L2 ko1
e+ (A4 = Do =0 (2.51)

Cette équation a été obtenue d’apres I’équation de Kummer avec les substitutions

1 1 1
w:e’%zz%ﬂ‘,k:§a—betu:§b—§

Elle a une singularité réguliere pour la région concernant des indices % F i et une singularité

irrégulaire & l'infinité

Les solutions standards

My .(2) = e_Tzz’”%M(u —k+ %, 1+ 2u,2) (2.52)
Wio(2) = e 272U — k + %, 1+ 2p,2) (2.53)
Et contrairement:
M(a,b,2) = eézz—%bzw%b _a, %b _ % 1)(z) (2.54)
Ula,b,2) = e%zz—%bW(%b _a, %b _ %)(z) (2.55)

Continuation analytiquece
My (2e™) = Fie™ ™ My (2) (2.56)
My, (2€*™™) = (=1)"e*™ ™ M, ,(2) (2.57)
tel que m dans ce qui vient est un entier

(=)™ 27 sin(27pm)

W 2mmi —
kau(ze ) F(% — pu— k)T(1 4 2pu) sin(2mp)

My, (2) + (=1)"e ™™ W, (2)  (2.58)
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e sin(2mpur) + sin((2m — 2)u)
sin(2pum)

(=1)" Wy u(2*™™) = — Wi (2) (2.59)

B sin(2mpum)2miek™
sin(2um)l(3 +p— k)L(3 — p— k)

W_pu(ze™)  (2.60)

Sauf lorsque z = 0, chaque branche des fonctions M, ,(2), I'(2u + 1) et Wy ,(2) est entier
dans k et p .

Les formes limites

e Pour z — 0

M. (2) = 23 (1 4 0(2)) (2.61)
Avec 2p = —1,—-2,-3..., dans le cas lorsque % — k 4+ = —n, ou n est un entier positif.
Wispinp(2) = (=1)"(1 & 22), 225 + O(23%) (2.62)
Et dans tous les autres cas
Wi (2) = _ T e, O(z7 B (2.63)
Avec Ry > %,p%%
W, (2) = —— 3% | O(21n 2) (2.64)
b3V T (1= k) o ‘
['(2u) 1 ['(—2p) 1 3_p
Wiu(2) = =5———22F 4 ———— 223 THO(227 ) (2.65)
R NE T S R Ny
e Avec 0 < Ru < 3,10 % 2Wio(z) = —F(l—‘/fk)(lnz + (3 —k)+27) + O(z21n2)
2
e Pour z — o0
Sauf lorsque pu — k = —%, —%...(cas polynomials)
My, (2) ~ T(1+2p)e2” 2% T(1 4 p — k) (2.66)
Aussi
Wi u(2) ~ 722" (2.67)
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2.6.2 L’équation de Kummer

d*w dw
ot (b— Z)E —aw =0 (2.68)

Cette équation a une singularité régulaire pour la région concernant des indices a et 1 —b
et une singularité irrégulaire pour une infinité d’ordre 1. Il est possible de la regarder comme

une infinité pour les équations différentielles hypergéométriques.

2.6.3 Les solutions standards

=~ ()n , a ala+1) , ala+1)....... (a+n)
DR S (E

M(a,b, z) =

s=0
2.6.4 Les fonctions hypergéométriques

Une fonction hypergéométrique et parfois elle est sous le nom de fonction hypergéométrique
de Gauss. Elle est une fonction spéciale particuliére dépendant de trois parameétres, s’éxprime
sous la forme de la série hypergéométrique. La solution de I’équation de Kemmer est une

fonction hypergéométrique.
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2.7 Annex B

Les images suivantes réprésentent les commandes qui nous avons utilisé dans Mathemathica
pour obtenir les solutions et le graphe des spéctres d’énergie

La commande des solutions

a="Y1-¥

(Tg-a"g) (1+2ag)

r=1
2Ig[%+]’1ay+aq]

HSolve[r == 0, ¥]

Un éxemple sur les solutions

+

— - +

Logt Lo(0.25a'-z.e*+l.gf) 0.0833333 (4 - 3. 2%+ 4. o)
iyaf +0.5

ﬁl Eg Eg a‘
(26,5783 (0.00300625 a* - 0,25 8% + 1, &° + 0. 03125 &" ¢ + 0,5 0% o + 0. 0625 g*))/
[a* [e912. 8 ¢ #1728, @ (-Lovda) o' - 288 f (-1 v g a) o' B et o) ST et (2l - B et a g e
(o oot e doat) oaf[-a (=60 o e ash. ot Bt gt w028 2t 4 06, ot s (G002, o 1728 & (L4 ) ot
E R T R A R0 Sl (U AP R BB P g‘)g)’]]m] +
iu.usslm [s212. &' ' 4 1728, & (L. v 4. o) o - 268 2% (Lo v de') (' -3 et a @) o 78 8 (0B et o)
et - g at e a ) e of (-4 [t ga feash at el o e 120 2t 16 0¥ (002, o gt e 728 o L skl o -

st e’ [-1ovdial) (ol -goated o) e 76 et (o om et d o) e (2o n b gi)*]’]Jlﬂ‘+

zogt Lof0.se’-z.atelogf) 00833533 (aF- 8. 2t 4 )

a a at

- (26,8783 (0. 00390625 a* - 0,25 4" +

u

1.a' +0.03125a% ¢ + 0.5 of + 00625 g*))/
[a* [6912. gt e 1728, & (-1, w4 af) of o288, 8f (-1 v 4. al) 0 -8 et d o) 4576 o'y (o' Bl et e dl of) h2,
(o -t e doa) o of[-a (e - 60 o v ase. ot v Bl gt w128 280 4 06, Y] o (6002060 o 0728 8 (L o) o -
288, 6 (-1 + 4. a') (o -8 a* e do o) w6 et (e -Buatediof) 2. (ol E et a g!)?JE””j] -
éu.usemw [6912. gt e 1728, & [-1. w4 a") ot - 288, o° (-1 + 4. a") (a8 2tk o) 4 576, ' gf (af 8. 2t e ) s
2. (o -8 0t s 4. gf)’ +J[-4. (af-64.a' v2s6. a* 4 8. 6 ' 4 128, 6 g 4 16, %) s (6912. ol gt o172 ot (-1 et g -
I P A B A T D T L OO AP o R A P SR

16.g B¢ Gog(nasa-z.atel g
ot b Al |

+

i 4

Lgt 1.(0.25a’-2.a'+1.g') 0.0833333 [a - 8. a'+ 4. of)
— +
a a 34

a a

|EI.ZS

[26.5703 (0.00390625 a* - 0.25 8" + 1. &' + 0.03125 8" ¢ + 0.5a% ¢* +.0.0625 g’))/

[a‘ (912, &' g 1728, & (-1 + 4. o) o' 208, & (-1 v 4. &) (47 -8, ' v 4 ') 4 576, a0 gf [ 0. 2t o)

La commande du graphe

Needs["PlotLegends "]
a=2,.
T
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