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Résumé

Notre travail est consacré a l’étude du nombre chromatique de packing. Le nombre
chromatique de packing d’un graphe G consiste & trouver le plus petit nombre de couleurs
a affecter aux sommets de G, de telle sorte que, si deux sommets u et v ont la méme
couleur i, alors dg(u,v) > i. Le nombre chromatique de packing de G, est noté par x,,(G).
Nous déterminons la valeur exacte du nombre chromatique de packing de certains graphes
particuliers. Dans ce contexte, nous déterminons le nombre chromatique de packing de
Mycielski du graphe puissance d’une chaine d’ordre n < 8, et d’un cycle d’ordre n < 13.
D’autre part, nous déterminons la valeur exacte du nombre chromatique de packing du
graphe Mycielski généralisé d’une chaine d’ordre n < 7 et d’un cycle d’ordre n < 9.

Mots clés: Nombre chromatique de packing, graphe de puissance, graphe de Mycielski,
graphe de Mycielski généralisé.
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Abstract

Our work is devoted to the study of the packing chromatic number. The packing chromatic
number of a graph G, consists in finding the smallest number of colors to assign to the
vertices of GG, so that, if two vertices u and v have the same color 4, then dg(u,v) > i. The
packing chromatic number of G, is denoted by x,(G). We determine the exact value of the
packing chromatic number of certain particular graphs. In this context, we determine the
packing chromatic number of a Mycielski of power graph for a path of order n < 8, and
cycle of order n < 13. On the other hand, we determine the exact value of the packing
chromatic number of generalized Mycielski graph of a path of order n < 7 and a cycle of
order n < 9.

Key words: Packing chromatic number, power graph, Mycielski graph, generalized

Mycielski graph.
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Introduction

La théorie des graphes est une branche des mathématiques discrétes. Elle représente un
moyen tres utile et trés efficace pour résoudre des problémes discrets de la Recherche Opéra-
tionnelle. Elle est ainsi souvent présente dans notre vie quotidienne, sans que l'on en soit
toujours conscient. Le probléme appelé "probléme des ponts de Koenigsberg" posé
par Euler en 1736 est a l'origine de cette branche. Ce probléme consiste a répondre a la
question suivante : "peut-on se promener dans la villel en traversant chaque pont une et une
seule fois?". Depuis, la théorie des graphes s’est développée, notamment griace aux travaux
de Berge qui a grandement participé a sa diffusion.

La théorie des graphes peut modéliser beaucoup de problémes pratiques et dans plusieurs
domaines, notamment en technologie, par exemple, les problématiques de réseaux informa-
tiques, de réseaux routiers, de transport de marchandises, d’emplois du temps, d’électronique,
de mécanique du solide et aussi les réseaux de télécommunication .

Le probléme des quatre couleurs est parmi les premiéres sources d’inspiration de la
théorie des graphes, Ce probléme consiste a répondre a la question suivante : "suffit-il de
quatre couleurs pour colorer n’importe quelle carte géographique de facon telle que deux
pays ayant une frontiére commune aient des couleurs distinctes?". Mathématiquement et
en théorie des graphes, ce probléme consiste a répondre & la question suivante : " peut-
on colorer les sommets d’un graphe planaire en utilisant quatre couleurs de telle sorte que
toutes les arétes aient des extrémités de couleurs différentes?". Ce probléme a été posé
sous forme de conjecture par F. Guthrie en 1852. Depuis, il est considéré comme 1'un des
problémes les plus célébres en théorie des graphes. Plus d’un siécle plus tard, en 1977, il y a
eu une réponse positive & ce probléme proposée par Appel, Haken et Koch , mais a 'aide

de l'ordinateur (leur preuve a nécessité plus de 1200 heures de calcul sur trois ordinateurs).
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Introduction

20 ans plus tard, Robertson, Sanders, Seymour et Thomas ont obtenu une preuve
plus simple et plus courte, mais toujours a l’aide de I'ordinateur. Bien que ce probléeme ait
été résolu, il attire toujours de nombreux chercheurs, qui tentent de le résoudre sans ’aide
d’ordinateurs.

Actuellement, on trouve dans la littérature plusieurs types de colorations : elles sont
définies par la coloration des éléments du graphe (sommets, arétes, faces...), avec une ou
plusieurs contraintes supplémentaires. Il existe de nombreux résultats sur plusieurs types de
colorations que nous ne détaillerons pas ici, mais nous pouvons citer 'ouvrage de Jensen
et Tofl, "Graph Coloring Problems", qui rassemble la plupart des résultats sur plusieurs
types de colorations de graphes ainsi de nombreuses questions ouvertes.

En 2003, Goddard, Hedetniemi, Harris et Rall ont introduit la coloration de packing
des graphes, il s’agit de trouver le plus petit nombre de couleurs, appelé nombre chromatique
de packing et noté x,(G), a affecter aux sommets d'un graphe G de telle sorte que si deux
sommets u et v ont la méme couleur 7(u) = m(v), alors dg(u,v) > 7(u) ot 7 est une fonction
de V dans l’ensemble {1,2,...}.

Dans ce présent travail, nous nous intéressons principalement & 1’étude de cet invariant,
et I’étudions sur quelques types de graphes.

Apreés une introduction générale, le mémoire s’articule autour de quatres chapitres:

Le premier chapitre portera des généralités sur la théorie des graphes. Nous intro-
duisons les définitions fondamentales, et les notations de base dans le domaine. A la fin
de ce chapitre, nous précisons la définition de la coloration propre dans les graphes et nous
présentons quelques bornes sur cet invariant.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie la coloration de packing sur les graphes, les défi-
nitions, les notations ainsi que les résultats obtenus par les chercheurs dans [1,3,13,14,16,18,19]
sont énonceés.

Dans le troisiéme chapitre, nous présentons nos résultats sur la détermination du
nombre chromatique de packing de Mycielski du graphe puissance G? pour p = 2, ol GG est
une chaine et un cycle.

Dans le dernier chapitre, nous donnons les valeurs exactes du nombre chromatique

de packing du graphe Mycielski généralisé i, (G) pour p = 2, quand G est une chaine et

xiii



Introduction

un cycle. Nous donnons les démonstrations a tous les résultats obtenus dans ce mémoire.
Des figures illustratives pour chaque résultat en utilisant le logiciel Geogebra sont mémes
insérées.

Le mémoire s’achéve par une conclusion générale avec des perspectives sur 1’ensemble

du travail réalisé.
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Chapitre 1

Notions fondamentales sur la théorie

des graphes

Dans ce chapitre, nous donnons quelques concepts de base de la théorie des graphes, ainsi
que les définitions nécessaires utilisées tout au long de ce mémoire, ensuite nous rappelons

quelques parameétres de coloration que nous avons étudie.

1.1 Concepts fondamentaux

1.1.1 Graphe et sa présentation

Définition 1.1.1 Un graphe G = (V, E) est défini par deux ensembles finis non vide, un
ensemble de sommets V' et un ensemble d’arétes E. Le cardinal de V' est appelé [ordre de
G; noté par n (G) et le cardinal de E est appelé la taille de G; noté par m (G). Une aréte
e € E est un couple de sommets (u,v) noté par e = uv, ou u et v sont les extrémités de e.
On dira dans ce cas que u et v sont adjacents et que e est incidente o u et v. Les graphes
tiennent leur nom du fait qu’on peut les représenter par des dessins. A chaque sommet
de G, on fait correspondre un point distinct du plan et on relie par une courbe simple les
points correspondant aux extrémités de chaque aréte. Une boucle est une aréte dont les deux

extrémités sont confondues.



1.1. Concepts fondamentaux

1.1.2 Graphe non orienté

Définition 1.1.2 Un graphe non orienté n’est qu’un graphe orienté symétrique, si un arc
relie le sommet u au sommet v, un autre arc relie le sommet v au sommet u. On ne trace

alors qu’un trait entre u et v que l'on appelle une « aréte ».

1.1.3 Graphe simple

Définition 1.1.3 Un graphe G = (V, E) est dit simple s’il est sans boucles et sans arétes
multiples (deuz arétes distinctes joignantes la méme paire de sommets). La Figure 1.1.1

tllustre un graphe simple.

Figure 1.1.1 : Un graphe simple G.

1.1.4 Multigraphe

Définition 1.1.4 Un multigraphe G = (V, E) est un graphe dans lequel il peut exister

plusieurs arétes entre une paire de sommets. La Figure 1.1.2 illustre un multigraphe.



1.1. Concepts fondamentaux

Figure 1.1.2 : Un multigraphe G

1.1.5 Voisinage, degré d’un sommet

Définition 1.1.5 Soit G (V, E) un graphe pour un sommet v de G, le voisinage ouvert de
v est
Ne(v) ={u € Vg(v) : uwv € E(G)}.
Le voisinage fermé de v est défini par
Ng [v] = Ng(v) U {v}.
Pour un sous-ensemble S C V(G), le voisinage ouvert de S est
Ng (5) = UesNa(v).
le voisinage fermé de S est
Ng [S] = UpesNe [5] -

Le degré d’un sommet est la taille de son voisinage. Soit v € V (G), le degré de v est

noté par
dg(v) = [Na(v)] -

Le degré d’un graphe est le degré maximum de tous ses sommets, noté par
A(G) = max{dg(v) : v € V(G)}.
Le degré minimum d’un graphe est le degré minimum de tous ses sommets, noté par

d(G) = min{dg(v) : v € V(G)}.



1.1. Concepts fondamentaux

1.1.6 Distance, excentricité et diamétre

Soit u et v deux sommets d’un graphe G.

Définition 1.1.6 On appelle distance entre u et v, notée d (u,v), la longueur de la plus
courte chaine joignante u et v.

L’excentricité d’un sommet v dans G est: exc(v) = max{d(v,w) : w € V}. Un sommet
de G ayant une excentricité minimum est appelée un centre.

Le diamétre de G, noté diam (G), est égal max{exc(v) :v € V}.

1.1.7 Chaine et Cycle

Définition 1.1.7 Une chaine joignante deur sommets x ety dans G est une suite de som-
mets et d’arétes telle que la premiere aréte de la suite est incidente a x, la derniére aréte de
la suite est incidente a y et chaque intermédiaire de la suite est adjacente a la précédente

par une de ses extrémités.

Définition 1.1.8 Une chaine est simple si la séquence qui constitue ne parcourt pas plusieurs
fois la méme aréte.

Une chaine est élémentaire si la séquence qui la constitue ne parcourt pas plusieurs fois
le méme sommet.

On appelle cycle C,, dans un graphe G, une chaine qui se referme.

Un cycle simple est une chaine simple qui se referme.

Un cycle élémentaire est une chaine élémentaire qui se referme.

Une roue, notée W,,, est un graphe formé d’un cycle C,,_1 avec un sommet supplémentaire

connecté a tous les sommets du cycle. La Figure 1.1.3 illustre un cycle Cy et une roue Wi.

Figure 1.1.3 : Un cycle Cy et une roue Wy a droite



1.1. Concepts fondamentaux

1.1.8 Quelques graphes particuliers
Sous-graphes et graphes partiels

Définition 1.1.9 Soit G = (V, E) un graphe avec V' sommets et E arétes.

e Le sous-graphe de GG engendré par A C V est le graphe dans les sommets sont ceux
de A et dont les arétes sont celles de G ayant leurs deux extrémités dans A. le sous graphe
induit par A est le graphe G [A] = (A, {zy : 2y € E et {z,y} C A}).

e Le graphe partiel de G défini par W C FE est le graphe dont ses sommets sont ceux
de G et dont ses arétes sont celles de W. La Figure 1.1.4 illustre un sous-graphe et un

sous-graphe partiel.

/

Figure 1.1.4 : Un graphe G, un sous-graphe et un sous graphe

partiel a droite.

Graphe complet

Définition 1.1.10 Un graphe complet, est un graphe dont toutes les paires de sommets sont
adjacentes. Le graphe complet d’ordre n est noté K, et chaque sommet est de degré n — 1.

La Figure 1.1.5 illustre un graphe complet K.



1.1. Concepts fondamentaux

Figure 1.1.5 : Un graphe complet K.

Graphe complémentaire

Définition 1.1.11 Le graphe complémentaire d’un graphe simple, noté G = (V, E), défini
par'V (G) =V (G) etE(@) ={uv:ueV(G) ,veV (G) eeuv ¢ E(G)}. La Figure

1.1.6 représente un graphe Cs et son complémentaire.

Remarque 1.1.1 La superposition de G et G donne un graphe complet .

Figure 1.1.6 : Un graphe C5 et son complémentaire.

Un graphe k-régulier

Définition 1.1.12 Un graphe G est dit k—régulier si tous les sommets de G sont de degré
k. La Figure 1.1.7 illustre un graphe G est 3-régulier .



1.1. Concepts fondamentaux

Figure 1.1.7 : Un graphe G, 3-régulier

Un graphe discret (nul)

Définition 1.1.13 Un graphe dont tous les sommets sont non adjacents. Un graphe discret

G est un graphe (0)— régulier.

Graphe biparti

Définition 1.1.14 Un graphe G = (V,U) est dit biparti si V peut se partager en deuzx sous
ensembles V, et Vs, de sorte que tous les sommets d’un méme ensemble sont non adjacents.

La Figure 1.1.8 illustre un graphe biparta.

V1 Vz

Figure 1.1.8 : Un graphe biparti.



1.1. Concepts fondamentaux

Un graphe biparti complet

Définition 1.1.15 Un graphe biparti est dit complet si chaque sommet de Vi est adjacent
a tous les sommets de Vy. Si |Vi| = p et |Va| = q, alors le graphe biparti complet est noté
K,q, p,q > 1. Plus généralement, un graphe G = (V; E) est dit k—parti (k > 2), si V peut
étre partitionné en k stables {V1,Va, ..., Vi.}. 1l est dit multiparti-complet si pour tout i # j,
tout sommet de V; est adjacent a tout sommet de V;. La Figure 1.1.9 illustre un graphe

biparti complet .

Y

Figure 1.1.9 : Un graphe biparti complet

Graphe connexe

Définition 1.1.16 Un graphe G = (V, E) est un graphe connexe s’il existe une chaine entre
toutes les paires de sommets du graphe. Une composante connexe d’un graphe G est un sous
graphe.

Une aréte e est appelée un aréte d’articulation (isthme du graphe G) si le graphe G — e

posséde plus de composantes connexes que G, (i.e., si G est connexe alors G — e n'est pas



1.1. Concepts fondamentaux

conneze). La Figure 1.1.10 illustre un graphe conneze.

isthme

Figure 1.1.10 : Un graphe connexe

Graphe h—connexe

Définition 1.1.17 Pour un graphe connexe G, la connectivité k(G) est le nombre minimum
de sommets de G dont la suppression déconnecte le graphe G ou le réduit & un sommet isolé.

G est dit h—conneze si sa connectivité k(G) est supérieure ou égale a h.

Arbre

Définition 1.1.18 On appelle arbre, et on note par T, un graphe connexe et sans cycle. 1l
comporte exactement (n—1) arétes. On appelle feuille d’un arbre, un sommet de degré 1, dit
aussi sommet pendant. Dans un arbre T, tout sommet adjacent & un sommet pendant est
appelé sommet support. La hauteur h (T') de Uarbre T est la longueur du plus long chemin

de la racine a une feuille. La Figure 1.1.11 représente un arbre.



1.1. Concepts fondamentaux

Figure 1.1.11 : Un arbre T'

Forét

Définition 1.1.19 Une forét est un graphe sans cycle, chacun de ses composants connezes

étant un arbre. La Figure 1.1.12 représente une forét.

Figure 1.1.12 : Une forét T’

Etoile

Définition 1.1.20 On appelle étoile et on note par K, l'arbre a n + 1 sommets ayant n

feuilles. La Figure 1.1.13 illustre une étoile K.
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1.1. Concepts fondamentaux

Figure 1.1.13 : Une étoile K¢

L’étoile double

Définition 1.1.21 L’étoile double, notée S, 4, est le graphe obtenu en reliant par une aréte
le sommet non pendant d’une étoile Ky, au sommet non pendant d’ une étoile K, ,. La

Figure 1.1.14 illustre une étoile double Sy 2.

Figure 1.1.14 : Une étoile double Sy 5

1.1.9 Invariants de graphes
Clique

Définition 1.1.22 Une clique dans un graphe G est un sous-ensemble de sommets deux
a deux adjacents, ou est un sous-graphe complet. Le nombre de clique w (G) de G, est le

cardinal maximal d’une clique dans G.
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1.1. Concepts fondamentaux

Stable

Définition 1.1.23 FEtant donné un graphe simple G, on appelle stable de G un ensemble

de sommets de G deuzr & deur non adjacents.

Un stable maximum de G est un stable de cardinalité maximale est appelée nombre de

stabilité, et notée a(G).

Transversal

Définition 1.1.24 Un transversal d’un graphe G = (V, E) est un ensemble T' de sommets
de V' qui couvre toutes les arétes de G, i.e., chaque aréte de G est incidente a au moins un
sommet de T. Notons qu’un transversal existe pour tout graphe et si T est un transversal
alors V. — T est un stable. Un transversal minimum est un transversal qui a le plus petit
nombre possible de sommets. La cardinalité d’un transversal minimum est appelée nombre

transversal, et noté 7(G).

Couplage

Définition 1.1.25 FEtant donné un graphe G = (V| E), on appelle un couplage M dans G
un sous-ensemble d’arétes de E deuzx a deux non adjacentes. Un couplage maximum est un
couplage de taille maximale. On désigne par og(G) la taille d’un couplage mazimum dans
G.

Un sommet x de G est dit saturé par le couplage M, s’il existe une aréte de M incidente
a x. Un couplage qui sature tout les sommets de G est appelé un couplage parfait dans G,

sinon, x est dit insaturé par M .

Recouvrement

Définition 1.1.26 FEtant donné un graphe simple G (V, E) sans sommet isolé, on appelle
recouvrement de G un ensemble R d’arétes de E qui couvre tous les sommets de G.
Un recouvrement minimum est un recouvrement de cardinalité minimum. On désigne

par v(Q) la taille minimum d’un recouvvrement de G.

12



1.2. La coloration dans les graphes

1.2 La coloration dans les graphes

1.2.1 Coloration des sommets

Définition 1.2.1 On appelle coloration des sommets d’un graphe, toute attribution d’une
couleur a chaque sommet (est une fonction ¢ : V — {1,2,..,k}, k € N.

Une coloration est propre si chaque deux sommets voisins portent des couleurs différentes
(c(v) # c(w),Yv,w € V adjacents).

G est k—colorable si on peut colorer ses sommets avec k couleurs distinctes, sans que
deux sommets voisins atent la méme couleur.

FEtant donné un graphe G = (V, E). Une coloration triviale de G consiste & attribuer
G chacun de ses sommets une couleur différente. Ainsi, tout graphe & n sommets admet
une n—coloration. Donc il est naturel de se demander quel est le nombre minimum de

couleurs nécessaires pour colorer G. D’ou la définition du nombre chromatique de G.

1.2.2 Le nombre chromatique

Définition 1.2.2 Le nombre chromatique d’un graphe G, noté x(G) est le plus petit nombre
de couleurs nécessaires a une coloration propre des sommets de G.
On le définit comme étant le plus petit entier k tel que G admet une k— coloration, il est

dit aussi que G est x(G)—chromatique

- Une classe de couleur 7 est un ensemble stable de sommets de V colorés avec la méme

couleur .
Remarque 1.2.1 Soit G un graphe d’ordre n. Il est clair que 1 < x(G) <n .

e \(G) =1 si et seulement si G est un graphe discret.
e \(G) =n si et seulement si G est un graphe complet.

e Pour un cycle C,,
2; sin est pair,

xX(Cn) =

3; st n est impair.
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1.2. La coloration dans les graphes

1.2.3 Bornes sur le nombre chromatique
Proposition 1.2.1 [22] Si H est un sous-graphe de G, alors
X(H) < x(G).
Proposition 1.2.2 [22] Pour tout graphe G,
X(G) > w(G).
ot w(@) est la taille d’une clique mazimum de G.

Proposition 1.2.3 [18] Pour tout graphe G d’ordre n,

2(@)| = x(@) <A@ +1.

ot a(Q) est le nombre de stabilité de G, et A(G) est le degré mazimum de G.

Proposition 1.2.4 [2] Soit G = (V, E) un graphe simple d’ordre n,

X(G)+ a(G) <n+1.
Proposition 1.2.5 [17] Soit G un graphe d’ordre n et G son complémentaire,

X(G) +x(G) <n+1.
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Chapitre 2

Quelques résultats obtenus sur le

nombre chromatique de packing

Dans ce chapitre, nous exposons la coloration de packing de certains graphes et nous donnons
les valeurs exactes du nombre chromatique de packing de quelques graphes, trouvées par les

chercheurs, & savoir: les chaines, les cycles, les arbres, les graphes puissances.

2.1 Motivation et définition du probléme de la col-
oration de packing

Le probleme de la coloration de packing a été posé suite a 1’établissement de nombreux
régles et réglements par la Commission des communications des Etats-Unis concernant
Pattribution des fréquences de radio-diffusion & des stations de radio. En particulier, deux
stations de radio qui sont affectées de la méme fréquence de diffusion doivent étre localisées
suffisamment loin 'une de ’autre pour que la diffusion de I'une n’altére pas la réception
de l'autre. La distance géographique entre deux stations qui sont affectées de la méme

fréquence est donc directement liée a la puissance de leurs signaux de radio-diffusion.

2.1.1 i-packing

Définition 2.1.1 Un sous ensemble de sommets V; d’un graphe G = (V, E) est dit i—packing

st et seulement st la distance entre deux sommets quelconques de V; est supérieure a i.
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2.1. Motivation et définition du probléme de la coloration de packing

Définition 2.1.2 Soit G = (V, E) un graphe et k € N*. La fonction f :V — {1,....,k} est
appelée coloration de packing d’ordre k si Uégalité f (u) = f (v) implique d (u,v) > f (u).

L’ordre minimum d’une coloration de packing de G est appelé le nombre chromatique
de packing, et il est noté par Xp(G). La coloration de packing est donc une partition
P, = {V,Vs,....Vi} de V en k i—packing. Notons que toute coloration de packing est
une coloration propre et donc x(G) < x,(G). De plus, pour tout sous graphe H d’un graphe
G, on a v, (H) < x,(G).

Dans tout ce qui suit, nous supposons que les graphes sont simples.

2.1.2 Coloration de packing de certains graphes particuliers

Tout graphe G d’ordre n admet une coloration de packing d’ordre n, il est possible d’affecter
n entiers distincts, entre 1 et n, & chaque sommet de V. Ainsi, une borne supérieure
naturelle serait I'ordre du graphe qui n’est pas forcément la meilleure. Les propositions
suivantes donnent les valeurs exactes du nombre chromatiques de packing d’une chaine,

cycle et graphe complet.

Proposition 2.1.1 [{] Pour2 <n <3, x,(P.) =2, et pourn >4, x,(P,) = 3.
laffectation des couleurs 1,2,1,3,... auxr sommets uy,us, ...,u, de P, représente une

coloration de packing minimum.

Proposition 2.1.2 [4] Pour les cycles C,,,

3; sin=0[4]oun=23,
Xp(C”> -

4;  sinon.

La coloration de packing optimale est donnée par 'affectation aux sommets vy, ..., v, de

C,, les séquences des couleurs:
1,2,1,3,1,2,1,3,...,1,2,1,3 sin = A4r,
1,2,1,3,1,2,1,3,...,1,2,1,3,4 sin = 4r—+1,
1,2,1,3,1,2,1,3,...,1,2,1,3,1,4 sin = 4r+2,
1,2,1,3,1,2,1,3,...,1,2,1,3,1,2,4 sin = 4r+3.
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2.1. Motivation et définition du probléme de la coloration de packing

Proposition 2.1.3 [{] Soit G un graphe complet. Alors x, (K,) = n.

Les propositions suivantes donnent quelques bornes sur le nombre chromatique de pack-

ing d'un graphe quelconque.

Proposition 2.1.4 [{] Pour tout graphe G, x,(G) < 7(G) + 1, avec égalité si G a le

diametre deux.

Proposition 2.1.5 [4] Si G est un graphe biparti de diamétre 3. Alors

Proposition 2.1.7 [{] Soit G un graphe. si x(G) = x,(G), alors w(G) > x(G) — 2.

Proposition 2.1.8 /4] Pour tout graphe conneve G, x, (G) = 2 si et seulement si G est

une étoile.
Proposition 2.1.9 [}/ Pour tout sous graphe H d’un graphe G,

Xp(H) < x,(G)-

2.1.3 Graphes avec petit nombre de la coloration de packing

En utilisant le fait qu'un graphe G' tel que x,(G) = 2 ne contient pas P, comme sous-
graphe induit et vérifie diam(G) < 2, alors d’aprés la Proposition 2.1.4, on a forcément
7(G) = 1, c.a.d que G est une étoile. D’ou la caractérisation des graphes de nombre de

packing chromatique égal a 2.
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2.2. Quelques résultats obtenus sur les graphes puissances

2.1.4 Coloration de packing pour les arbres

Nous nous intéressons aux arbres avec un nombre de coloration de paking trés grand. Pour
cela, il est nécessaire d’examiner les petits cas. Un arbre de diameétre 2 (étoile) a un nombre
chromatique de packing égal a 2. Un arbre de diameétre 3 a un nombre chromatique de
packing 3. Le cas d’un arbre de diametre 4 est plus compliqué, mais Goddard et al [4]
ont pu donner une formule explicite basée sur le sommet central et leurs voisins de degré 1,
2 et 3 et de degré supérieur ou égal a 4. Pour cela on définit un sommet petit s’il est de
degré inférieur ou égal & 3 et un sommet grand s’il est de degré supérieur ou égal a 4.

Soit T' un arbre de diametre 4 avec un sommet central v. Pour ¢ = 1,2, 3, soit n; le
nombre de voisins de v de degré i et soit L le nombre de grands voisins de v, alors nous

avons la proposition suivante:

Proposition 2.1.10 [/ Soit T un arbre de diamétre 4. Si L =0, alors

4; st nz3>2 et ng+ng+ng >3,
Xp(T) = ,
3; sinon.

et si L >0, alors

L+3; si ng>1 et ny+ns+ng>2,
Xp(T) =4 L+1; si ni=nyg=nz3=0,
L+2; sinon.

2.2 Quelques résultats obtenus sur les graphes puis-
sances
Dans cette section, nous donnons quelques résultats obtenus sur le nombre chromatique de

packing des graphes puissances de quelques types de graphes. Nous définissons maintenant

un nouveau graphe, noté le graphe puissance.

Définition 2.2.1 Le graphe puissance noté GP pour p > 0 d’un graphe G, est le graphe

obtenu a partir de G en ajoutant une aréte entre chaque paire de sommets & distance au
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2.2. Quelques résultats obtenus sur les graphes puissances

plus p dans G. Voir la Figure 2.2.1.

Figure 2.2.1 : Un graphe puissance P,

2.2.1 Coloration de packing du graphe puissance d’un graphe bi-

parti complet

Proposition 2.2.1 [13] Pour un graphe K, ,, p,q > 1,

Xp(Kpy) =p+4q

La Figure 2.2.3 illustre un graphe puissance d’un graphe biparti complet K, g 4

Figure 2.2.2: Une coloration de packing de K 52 4

2.2.2 Coloration de packing du graphe puissance d’une étoile

Proposition 2.2.2 [18] Pour tout n > 1,

Xp(Kin) =n-+1.
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2.3. Quelques résultats obtenus sur le nombre chromatique de packing du graphe de
Mycielski

Figure 2.2.3: Une coloration de packing de K 1275

2.3 Quelques résultats obtenus sur le nombre chroma-
tique de packing du graphe de Mycielski

Dans cette partie, on étudie la coloration de packing pour le graphe My-cielski de quelques

types de graphes, et donc on a besoin de définir cette classe de graphe.

Graphe Mycielski

Définition 2.3.1 Soit G = (V, E) un graphe simple. Le graphe de Mycielski de G, noté
par u(G), est un graphe connexe avec V(u(G)) = V(G)U V! U{W}, V = {vy,va, ..., 0.},
V' ={z1,29,...,2,} et E(u(G)) = E(G)U E'"UE" avec E' = {v;xj,vjx; : si et seulement si
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2.3. Quelques résultats obtenus sur le nombre chromatique de packing du graphe de
Mycielski

viv; € E(G), 1 <j<n} et E" ={wx;; 1 <i<n}. Voir la Figure 2.3.1.

Figure 2.3.1 : Graphe de Mycielski de Ks.

Graphe Mycielski généralisé

Soit G un graphe avec V° = {19 03, ...,0%} et 'ensemble des arétes E°. Puur m > 1, le

Mycielski généralisé noté y,,(G) avec Pensemble des sommets VOU VI UVZ2U.. .V U{W},

ou Vi={Vi: VP eV est le i copie de V pour i = 1, 2,..., m et I'ensemble des arétes
m—1

EU( U {VfV;,H : VjOVji,le € E°}U{V/™u: V" € V™}. On définit 4(G) le graphe obtenu
=0

de G en ajoutant le sommet universel u. Notons que p,(G) est exactement le Mycielski de

G.

2.3.1 Coloration de packing du graphe puissance de Mycielski

d’une chaine

Le théoreme suivant donne la valeur exacte du graphe puissance de Mycielski d’une chaine

d’ordre n.

Théoréme 2.3.1 [14]/Pour tout n > 2,
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2.3. Quelques résultats obtenus sur le nombre chromatique de packing du graphe de
Mycielski

La figure 2.3.2 suivante fournit une coloration de packing de (u(FPg))?.

17
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Figure 2.3.2 : Une coloration de packing de (u(Fs))

2.3.2 Coloration de packing du graphe puissance de Mycielski
d’un cycle
Théoréme 2.3.2 [14] Pour tout n > 3,

Xp((ﬂ(cn))z) = 2n — Ln g 3J + 1.

La Figure 2.3.3 fournit une coloration de packing de p((Chg)?).

Figure 2.3.3 : Une coloration de packing de u((Cig)?)
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2.3. Quelques résultats obtenus sur le nombre chromatique de packing du graphe de
Mycielski

2.3.3 Coloration de packing du graphe Mycielski d’une chaine

Théoréme 2.3.3 [14] Pour n > 2,

Figure 2.3.4 : Une coloration de packing de p(Pi).

2.3.4 Coloration de packing du graphe mycielski d’un cycle

Théoréme 2.3.4 [1}] Pour tout n > 4,

Xp((Cn)) =n = ([*52] + 5] + [%5°]) + 1. x,(1(Cs)) = 5.

La figure 2.3.5 suivante donne une coloration de packing de 1(Ci2).
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2.3. Quelques résultats obtenus sur le nombre chromatique de packing du graphe de
Mycielski

Figure 2.3.5 : Une coloration de packing de p(Ch2).
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Chapitre 3

Coloration de packing de Mycielski

des graphes puissances

3.1 Coloration de packing de Mycielski des graphes
puissances d’une chaine

Le théoréme suivant donne la valeur exacte du nombre chromatique de packing de Mycielski

du graphe puissance d’une chaine.

Théoréme 3.1.1 Pour tout n > 3,

n+2 ;n€{3,4,5},
Xp((Py)) =1 7 ; n =6,
8 ;n € {7,8}.

Preuve. On note par z;, i € {1,....,n} les sommets de la chaine P, et par x;, 1 €
{1,...,n} les sommets correspondants aux sommets x;. Notons par w le sommet relié par les
sommets x;. Soit ¢ une coloration de packing sur ju(P?).

Premiérement, si n € {3,4,5}, alors diam(u(P?)) = 2 et donc |c71(i)| < 1 pour tout
1 > 2. Par conséquent, le nombre maximum des sommets qui peuvent étre colorés par 1 est

égal a n, et comme |p(P?)| = 2n + 1, on conclut que:

Xp(1(P2)) = |u(PH)] = n+1
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3.1. Coloration de packing de Mycielski des graphes puissances d’une chaine

et donc

p(u(P2) > (2n+1) —n+1=n+2

d’ot
Xp(u(Py)) = n +2

Pour montrer que x,(u(P2)) < n+ 2, on forme une coloration (n + 2)—packing comme
suit: Posons c (x;) = 1 pour touti € {1,...,n}, les sommets {w, z;; 1 < i < n} regoivent par
paire des couleurs différentes de {2,...,n+2} et donc x,(u(P?)) < n+2, i.e., x,(1(P5)) =5,
Xp(W(PF)) =6 et x,(u(P3)) =T

Sin =6, alors diam(u(P2)) = 3, et donc |c71(i)| < 1 pour tout i > 3. Le graphe ju(Pg)
contient le sous graphe j(P7) et d’aprés les Propositions 1.2.1 et 2.1.9, x,(u(Fg)) > 7.
Montrons que x,(u(FPg)) < 7. On forme une coloration T—packing comme suit. Posons
¢ (z;) = 1 pour tout i € {1,...,6}, c(x1) = c(x5) = 2 et les autres sommets {w, x;; 2 < i < 5}
regoivent par paire des couleurs différentes de {3,4,5,6,7}, et donc x,(u(Pg)) < 7. D’ou
X, (W(Pg)) = 7. Voir la Figure 3.4.2.

Figure 3.4.2 : Une coloration de packing de pi5(P?2).

Sin =7, alors diam(u(P?)) = 3, et ainsi | (i)] < 1 pour tout i > 3. Le nombre
maximum de sommets qui peuvent étre colorés par 1 est 7, soit c ($;) = 1 pour tout 1 €
{1,...,7}, les autres sommets recoivent par paire des couleurs différentes de {2,3,4,5,6,7, 8},
ainsi x,(1(P7?)) < 8. Maintenant, montrons que x,(u(P7)) > 8. Supposons que x,(1(P7)) <
7. Comme le graphe u(P?) contient le sous graphe u(P2), les Propositions 1.2.1 et 2.1.9,

prouve que X, (1(P?)) > 7. Par conséquent, montrons que x,(u(P?)) # 7. Premiérement, si
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3.1. Coloration de packing de Mycielski des graphes puissances d’une chaine

c(w) =2, alors c(z;) # 2 et c(x;) # 2 pour tout i € {1,...,n} car d(w,{z;, x;; 1 < i <
n}) < 2. D’autre part, on distingue les cas suivants, concernant ['utilisation de la couleur
2.

Cas 1. Sl existe h € {3,4,5} tel que ¢ (37;1) = 2, alors la couleur 2 est utilisée ict une
seule fois sur u(P?), car d(zp, {w, v;, v;; 1 <i<n}) <2.

Cas 2. S’il existe h € {1,2} tel que c (:c/h) = 2, alors dans ce cas la couleur 2 est utilisée
2 fois sur u(P2?). Supposons que c (:Cll) = 2. Alors, on peut colorer soit le sommet xg, soit
le sommet x7 par 2.

Cas 2.1. c(xll) = 2. Dans ce cas l'un des sommets {xg, x7} est coloré par 2. Le
nombre mazimun des sommets de pu(P?) coloré par 1 est 6, soient {x;; 2 < i < T}. Les
autres sommets de p(PZ2) regoivent par paire des couleurs différentes de {3,4,5,6,7,8,9},
contraduction que x,(u(P?)) < 7.

Cas 2.2. c(x/z) = 2. Alors, dans ce cas le seul sommet qui peut étre coloré par la
couleur 2 est x7, et les sommets qui peuvent étre colorés par la couleur 1 sont {x’l, x;;
3 < i < T} Les sommets {w, x;; 1 < 1 < 6} regoivent par paire 7 couleurs différentes
de {3,4,5,6,7,8,9}, ainsi une contraduction que x,(u(P?)) < 7. Par symétrie, on joue le
méme 1éle si h € {6,7}.

Cas 3. La couleur 2 est utilisée seulement sur les sommets {x;; 1 < i < T} deux fois.
Deux cas se présenter ici.

Cas 3.1. ¢(x1) = 2. Alors, 'un des sommets {xg, x7} peut recevoir la couleur 2. Le
nombre mazximum des sommets qui peuvent étre colorés par 1 est 7, soient {x;, 1 <i<n}
et les autres sommets du graphe prennent par paire 6 couleurs différentes de {3,4,5,6,7,8}.
Donge, contraduction que x,(p(P7)) < 7.

Cas 3.2. c¢(x3) = 2. Alors, dans ce cas le seul sommet qui peut étre coloré par la couleur
2 est v7. Les sommets {x;; 1 < i < n} recoivent la couleur 1, et donc nous avons ici au
moins 8 couleurs, contraduction. Par symétrie, on procéde par la méme maniére si l'un des
sommets {xg, x7} est coloré par 2. En conclusion, on déduit que x,(u(P7)) > 8.

Sin =8, alors diam(u(P2)) = 4, et donc |c71(i)] < 1 pour tout i > 4. Le graphe
w(P2) contient le sous graphe u(P2?) et donc d’aprés les Propositions 1.2.1 et 2.1.9, et ainsi

Xp((P5)) > 8. Pour montrer que x,(1(Pg)) < 8, on utilise la coloration suivante, posons
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3.2. Coloration de packing de Mycielski des graphes puissances d’un cycle

c¢(z;) = 1 pour tout i € {1,...,8}, ainsi c(z;) = 2 sii € {2,7}, de méme c(z;) = 3 si
i € {1,8}, et donc les autres sommets, i.e., {w, x;; 3 < i < 6} regoivent des couleurs

différentes de {4,5,6,7,8}, donc x,(u(Pg)) < 8. Par conséquent, x,(i(Pg)) =8. m

3.2 Coloration de packing de Mycielski des graphes
puissances d’un cycle

Le théoréme suivant donne la valeur exacte du nombre chromatique de packing de Mycielski

du graphe puissance d’un cycle.

Théoréme 3.2.1 Pour tout n > 3,

n+2 :ne{3,4,56,9}

Xp(1(C)) = :
n+1 :ne€{10,11,12,13}

Preuve. On note par x;, i € {1,...,n} les sommets du cycle C,, et par x;, i € {1,...,n}
les sommets correspondants aux sommets x;. Notons par w le sommet relié par les sommets
x;. Soit ¢ une coloration de packing sur p(C?).

Premiérement, si n € {3,...,9}, alors diam(u(C?)) = 2 et donc |c71(i)| < 1 pour tout
i > 2. Posons A = {w, z;; 1 < i < n}. Nous avons 7(u(C?)) = |A] = n+ 1. Comme
diam(u(C?)) = 2, on peut appliquer la Proposition 2.1.4, x,(u(C2)) = 7(u(CP)) +1 =
n+2. Par conséquent, x,(u(C3)) = 5, x,(u(CB)) = 6, x,(u(CD) = T, x,(u(C2)) = 8,
X,(1(C3)) =9, x,(1(CF)) = 10 et x,(1(CF)) = 11. Voir la Figure 3.2.1.
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Figure 3.2.1 : Une coloration de packing de p(C§).

)
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3.2. Coloration de packing de Mycielski des graphes puissances d’un cycle

Deuziement, sin € {10, ...,13}, alors diam(u(C?)) = 3, nous avons |c71(i)] < 1 pour
tout i > 4. Ainsi, la coloration de packing optimale consiste & utiliser le maximum les
couleurs 1 et 2. Par conséquent, deux cas se présenter concernant l’utilisation de la couleur
1. Premiérement, si c(m;) =c(z;) =1 pouri =3k+1,i¢€ {1,...,n— 2}, alors, nous
avons 2| "53] +2 sommets sur ji(C2) colorés par 1. D’autre part, on peut colorer n sommets
de p(C?) par 1, soient ¢ (x;) = 1 pour tout i € {1,...,n}. Concernant la couleur 2, on
peut lutiliser au plus deuz fois sur u(C?), soit c(x;) = 2 sii =5k + 1,4 € {1,....,n — 4},
0<k<L L"T*E’J, et par conséquent, pourn € {10,11,12,13} deux sommets seulement peuvent
étre colorés par la couleur 2. Comme n > 2|52 | + 2 et que |(C2)| = 2n + 1, on conclut
que

Xp(1(CR)) = [u(CR)| = (n+2) +2

et donc,
Xp(H(CR)) Z 2n+1) = (n+2) +2
d’ot
Xp(1(Cr)) =+ 1.
Pour montrer que x,(1(C7)) < n+ 1, on forme une coloration (n + 1)—packing comme
suit: Posons ¢ (x;) = 1 pour tout i € {1,...,n} et c(x1) = c () = 2, les autres sommets du
graphe regoivent par paire des couleurs différentes de {3, ..., n+1}, et ainsi x,(u(C?)) < n+1.

Done, nous avons X, (1(Cfy)) = 11, x,(1(C1)) = 12, x,(1(CF,)) = 13 et x,(1(CT)) = 14
Voir la Figure 3.2.2.

Figure 3.2.2 : Une coloration de packing de u(C%).
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3.2. Coloration de packing de Mycielski des graphes puissances d’un cycle
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Chapitre 4

Coloration de packing de Mycielski
généralisé de quelques graphes

particuliers

4.1 Coloration de packing de Mycielski généralisé d’une
chaine

Le théoréme suivant donne la valeur exacte du nombre chromatique de packing de Mycielski

généralisé d’une chaine.

Théoréme 4.1.1 Pour n > 2,

4 ;ne{23}
Xp(Ha(Pn)) =4q 7 ;nef{4,5} .
8 :nel67)

. N ro.
Preuve. On note par x;,i € {1, ...,n} les sommets de la chaine P, et par z;,i € {1,...,n}
1" .
les sommets correspondants aux sommets x;. Notons par z;, i € {1,...,n} les sommets
’ ., ” .
correspondants aux sommets x,. Notons par w le sommet relié par les sommets x,. Soit ¢

une coloration de packing arbitraire sur yy(P,).
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4.1. Coloration de packing de Mycielski généralisé d’une chaine

Premiérement, si n = 2, alors le graphe 15(F) est isomorphe au graphe C7, x,, (1o (FP2)) =
Xp(C7) = 4 et le résultat est vrai.

Si n = 3, alors u,(Ps;) contient un sous graphe n’est pas multiple de 4. D’apres les
Propositions 1.2.1 et 2.1.9, x,,(2(P3)) > 4. Pour montrer que x,,(1o(P3)) < 4, on forme une
coloration 4—packing comme suit: posons ¢ (z;) = ¢ (z;) = ¢ (2;) = 1 pour tout i € {1,3},
¢(z9) = c(w) = 2, ¢(x,) = 3 et c(zy) = 4, et donc Xp(Ha(P3)) < 4. Par conséquent,
Xp(Ho(P3)) = 4.

Supposons que n = 4. Puisque diam(ji5(P;)) = 3, alors |¢~1(i)| < 1 pour tout 7 > 3. Par
conséquent, les couleurs qui peuvent étre répétées deux fois ou plus sont 1 et 2. Comme c est
une coloration de packing optimale, elle consiste & utiliser le maximum ces deux couleurs.
Pour montrer que x,,(15(F;)) < 7, on forme une coloration 7—packing comme suit: posons
c(z;) = c(z;) = c(z;) =1 pour i € {1,3} et ¢(x2) = c(w) = 2. Les 5 sommets restants,
i.e., les sommets x4, T,, ,, T, et z, recoivent par paire des couleurs différentes de 1 et 2,
i.e., des couleurs de {3,4,5,6,7}. Maintenant, montrons que x,,(io(Fs)) > 7. Supposons
que X, (p2(Py)) < 7. On distingue les cas suivants.

Cas 1. c(z;) = c(z;) = c¢(zj) = 1 pour i € {1,3} et c(22) = c(w) = 2 ou c(z4) =
¢(w) = 2. Alors, la couleur 2 est utilisée dans ce cas deux fois sur uy(P,). Par contre,

on peut l'utiliser trois fois. Soit ¢ (:c;) =c (x;’

c(z1) =c(z) =c(w) =2, c(xa) =3, c(z3) =4, c(zy) =5, c(zy) =6etc(zy)=T.
Cas 2. c(x;) = c(z;) = c(z;) = 1 pour i € {2,4} et c(21) = c(w) = 2 ou ¢(z3) =

) = 1 pour i € {1,3} avec c(z3) = 1,

¢(w) = 2. Alors, la couleur 2 est utilisée dans ce cas deux fois sur p,(FP;). Par contre,

on peut 'utiliser trois fois. Soit ¢ (:U;) =c (xl

c(z) =c(xy) =c(w) =2, c(x3) =3, c(a:ll) =4, c(mlll) =5, c(xé) =6 et c(xg) =T.

) = 1 pour i € {2,4} avec c(z2) = 1,

Cas 3. c (d) = 1 pour tout i € {1,...,n}. On distingue les sous cas suivants.

Cas 3.1. c(z3) =c(z4) =1l et c(z1) = c(w) =2 ou c(x3) = ¢(w) = 2. Les 5 sommets
restants regoivent par paire des couleurs différentes de 1 et 2, i.e., des couleurs de {3,4,5,6
T}

Cas 3.2. c(z1) =c(x3) =1 et c(z3) =c(w) =2 ou c(z4) = ¢(w) = 2. Les 5 sommets
restants regoivent par paire des couleurs différentes de 1 et 2, i.e., des couleurs de {3,4,5,6

T}
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4.1. Coloration de packing de Mycielski généralisé d’une chaine

Cas 3.3. c¢(z2) =1ouc(xs) =1et c(xy) = c(rq4) = c(w) = 2. Les 5 sommets restants
recoivent par paire des couleurs différentes de 1 et 2, i.e., des couleurs de {3,4,5,6,7}.

Cas 4. ¢ (z;) = 1 pour tout i € {1,...,n} avec c(w) = 1 et c(21) = ¢(4) = 2. Les 6
sommets restants recoivent par paire des couleurs différentes de 1 et 2, i.e., des couleurs de
(3,4,5,6,7,8).

Donc, il s’ensuit d’apreés les cas précédents x,,(o(Fs)) > 7. Contradiction que x,,(f12(Fs)) <
7. Par conséquent x,(po(Ps)) = 7.

Supposons que n = 5. Puisque diam(p,(Ps)) = 4, alors |c71(i)| < 1 pour tout i > 4. Par
conséquent, les couleurs qui peuvent étre répétées deux fois ou plus sont 1,2 et 3. Comme c
est une coloration de packing optimale, elle consiste a utiliser le maximum ces trois couleurs.
Montrons que X, (o(F5)) = 7. Pour montrer que x,(uy(F5)) < 7, on forme une coloration
7—packing comme suit posons ¢ (z;) = c(z;) = c(z;) = 1 pour tout i € {1,3,5} et
¢(x9) = ¢(w) = 2. Les 5 sommets restants recoivent par paire des couleurs différentes de 1
et 2, i.e., des couleurs de {3,4,5,6, 7}, et donc x,(u,(Ps)) < 7. Maintenant, montrons que
Xp(t2(Ps)) > 7. Supposons que x,,(is(P5)) < 7.

Cas 1. ¢(z;) = ¢ (2;) = c(2;) = 1 pour i € {1,3,5} et c(22) = c(w) = 2 ou ¢ (zq) =
¢(w) = 2. Alors, la couleur 2 est utilisée dans ce cas deux fois sur jy(Fs).

Cas 2. c (x') =c (:c'-') = 1 pour i € {1,3,5}. On distingue les sous cas suivants.

Cas 2.1. c(x3) = c(x5) =1, ¢(z1) = c(z4) = c(w) = 2.

Cas 2.2. ¢(x1) = c(x3) =1, c(x2) = c(x5) = c(w) = 2.

Cas 2.3. ¢(x9) = c(xq4) =1, ¢(x1) = c(x5) = c(w) = 2.

Cas 3. c(z;) = c(z;) = c(z]) = 1 pour i € {2,4} et c(21) = c¢(w) = 2 ou ¢(x3) =

(2

¢(w) =2ouc(zrs) = c(w) = 2. Alors, la couleur 2 est utilisée dans ce cas deux fois sur
tio(Py).

Cas 4. ¢ (z;) = ¢ (z]) = 1 pour i € {2,4}. On distingue les cas suivants.

Cas 4.1. c(z2) =1, ¢(21) = c(z4) = ¢ (w) = 2 et I'un des sommet de 'ensemble {z4, x5}
est coloré par 2.

Cas 4.2. ¢(x4) = 1, ¢(x5) = ¢(w) = 2 et I'un des sommet de 'ensemble {z1, 25} est
coloré par 2.

Cas 5. ¢ (x;') = 1 pour tout i € {1,...,n}. On distingue les sous cas suivants.
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4.1. Coloration de packing de Mycielski généralisé d’une chaine

Cas 5.1. ¢(xg) = c(x4) = 1, c(x1) = ¢(x5) = ¢(w) = 2. Les 6 sommets restants, i.e., les
sommets 3, Ty, Ty, x;), T et x/5 recoivent par paire des couleurs différentes de 1 et 2, i.e.,
des couleurs de {3,4,5,6,7, 8}.

Cas b.2.c(x1) = c(x3) = let c(x2) = c(x5) = ¢(w) = 2. Les sommets restants regoivent
par paire des couleurs différentes de 1 et 2, i.e., des couleurs de {3,4,5,6 ,7}.

Cas 5.3. ¢(z5) = 1 et 'un des sommet de ’ensemble {xs, 23} est coloré par 1 avec
¢(x1) = ¢(x4) = c(w) = 2. Les sommets restants regoivent par paire des couleurs différentes
de 1 et 2, i.e., des couleurs de {3,4,5,6 ,7}.

Cas 6. ¢ (z;) = 1 pour tout i € {1,...,n} avec c(w) = 1 et ¢(z1) = ¢(24) = 2 ou bien
¢ (z;) = 1 pour tout i € {1,...,n} avec ¢ (w) = L et ¢ (z5) = ¢ (x5) = 2. Alors, dans ce cas les
6 sommets restants regoivent par paire des couleurs différentes de 1 et 2, i.e., des couleurs
de {3,4,5,6 ,7,8).

Donc, il s’ensuit d’apreés les cas précédents x,,(jo(F5)) > 7. Contradiction que X, (p1o(F5)) <
7. Par conséquent x,,(i(F5)) = 7.

Supposons que n = 6. Puisque diam(uy(FPs)) = 5, alors |¢™!(i)| < 1 pour tout i > 5.
Par conséquent, les couleurs qui peuvent étre répétées deux fois ou plus sont 1,2 ,3 et 4.
Comme ¢ est une coloration de packing optimale, elle consiste a utiliser le maximum ces
quatres couleurs. Montrons que x,,(i5(Fs)) = 8. Pour montrer que x,(uy(Fs)) < 8, on
forme une coloration 8—packing comme suit: posons ¢ (z;) = ¢ (z;) = ¢ (z;) = 1 pour tout
i € {1,3,5}, c(m2) = c(x6) = c(w) = 2, c(z3) = c(xg) = 3. Les 5 sommets restants
recoivent par paire des couleurs différentes de {1,2, 3}, i.e., des couleurs de {4,5,6,7,
8}. Maintenant, montrons que x,(uy(Fs)) > 8. Supposons que X, (uo(Fs)) < 8. Nous
distinguons deux cas ici.

Cas 1. c(x;) = c(x;) = c(z;) =1 pour i € {1,3,5} et c(z2) = ¢ () = c(w) = 2.

Cas 2. c( ) ( ') = 1 pour i € {1,3,5}. On distingue les cas suivants.

Cas 2.1. ¢(z3) = 1, ¢(x1) = ¢(w) = 2 avec 'un des sommets de 'ensemble {4, x5, x¢}
est coloré par 2.

Cas 2.2. ¢(x1) = c(x3) = 1 ou ¢(x1) = c(x4) = 1, ¢(23) = ¢(w) = 2 avec 'un des
sommets de ’ensemble {z5, x4} est coloré par 2.

Cas 2.3. c(x1) = c(x5) =1, c(23) = c(x6) = c(w) = 2.

34



4.1. Coloration de packing de Mycielski généralisé d’une chaine

Cas 3. ¢(z;) = ¢ (z;) = ( ;) =1pourie {2,4,6} et c(z1) = c(z5) = c(w) = 2.
Cas 4. ¢ (z;) = ¢ (2]) = 1 pour i € {2,4,6}. On distingue les cas suivants.
Cas 4.1. c(x9) =1, c(x ) ¢ (w) = 2 et I'un des sommets de 'ensemble {4, x5, x6} est

coloré par 2.

Cas 4.2. c(z4) = 1, ¢(x3) = ¢(w) = 2 et 'un des sommets de 'ensemble {5, x4} est
coloré par 2.

Cas 4.3. ¢(x9) = c(x4) =1, ¢(x3) = ¢ (x6) = c(w) = 2.

Cas 5. ¢ (z;) = 1 pour tout i € {1, ...,n}. On distingue les sous cas suivants.

Cas 5.1. ¢(x3) =l ouc(xz) =1, ¢(21) = ¢(w) = 2 et 'un des sommets de ’ensemble
{24, 5,26} est coloré par 2.

Cas 5.2. ¢(x1) = c(x3) = 1 ou c(xy) = c(z4) = 1 et c(x2) = c(w) = 2 et 'un des
sommets de ’ensemble {z5, ¢} est coloré par 2.

Cas 5.3. c(x1) =1louc(zy) =1, c(x3) =c(z6) = c(w) = 2.

Cas 6. ¢ (z;) =1 pour i € {1,...,n} avec ¢ (w) = 1. On distingue les sous cas suivants.

Cas 6.1. ¢(x1) = 2 et I'un des sommets de ’ensemble {4, x5, x6} est coloré par 2.

Cas 6.2. ¢(x2) = 2 et I'un des sommets de I’ensemble {5, x4} est coloré par 2.

Cas 6.3. ¢(x3) = c(xg) = 2.

Alors, dans tous les cas précédents les autres sommets du graphe sont colorés par des
couleurs différentes de 1,2,3 et 4. Contradiction avec la supposition que x,(uy(Fs)) < 8.
Par conséquent, x,(12(Fs)) > 8.

Supposons que n = 7. Le graphe p,(P;) contient le sous graphe p,(Fs). D’apres la
Proposition 1.2.1, x,(¢y(FPr)) > 8. Pour démontrer que x,(uy(FP7)) < 8, on forme une
coloration 8—packing comme suit: posons c(z;) = ¢(z;) = c(2;) = 1 pour tout i €
{1,3,5,7}, c(22) = c(z6) = c(w) = 2, ¢(z3) = c¢(z5) = 3. Les 5 sommets restants

regoivent par paire des couleurs différentes de {1,2, 3}, i.e., des couleurs de {4,5,6,7, 8}.
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4.2. Coloration de packing de Mycielski généralisé d’un cycle

Voir la Figure 3.3.1.

Figure 3.3.1 : Une coloration de packing de ,(Pr).

4.2 Coloration de packing de Mycielski généralisé d’un
cycle

Le théoréme suivant donne la valeur exacte du nombre chromatique de packing de Mycielski

généralisé d'un cycle.

Théoréme 4.2.1 Pour tout entier n > 3,

( n+3 ;3<n<4ould<n<15,

n+4 ;5<n<T7,

13 ;n =9,
17 ;n = 16.

\
Preuve. On note par x;, 1 € {1, ...,n} les sommets du cycle C, et par x;, ie{l,...,n}
les sommets correspondants auxr sommets x;. Notons par x;/, i € {1,...,n} les sommets
correspondants aur sommets x; Notons par w le sommet relié par les sommets x;'. Soit ¢
une coloration de packing sur 115(Cy,).
Premiérement, si n = 3. Puisque diam(u,(C3)) = 3, nous avons |¢(i)] < 1 pour tout

it > 3. Par conséquent, les couleurs qui peuvent étre répétées deux fois ou plus sont 1 et 2.
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4.2. Coloration de packing de Mycielski généralisé d’un cycle

Comme c est une coloration de packing optimale, elle consiste o utiliser le maximum ces
deux couleurs. Pour montrer que X,(115(C3)) < 6, on forme une coloration 6—packing comme
suit: posons ¢ (x;) =1 pouri € {1,...,n}, c(z2) = 1 et c(21) = c(w) = 2. Les 4 sommets
restants, i.e., les sommets x3, xl, 332, a:;, recoivent par paire des couleurs différentes de 1 et
2, i.e., des couleurs de {3,4,5,6}. Maintenant, montrons que x,(u(C3)) > 6. Supposons
que X, (1o(C3)) < 6. On distingue les cas suivants concernant l'utilisation des couleurs 1 et

2.

(x2) = c(w) =2 ou bien c(x3)

I
o

C(l’

@)

Cas 1. ¢(xq) )=c(z])=1et (w)
Cas 2. c(z2) = c(23) = ¢ (23) =1 et c(z1) = c(w) =2 ou bien ¢ (x3) = ¢ (w)
Cas 3. c(z3) = c(23) = c(23) =1 et c(z1) = c(w) =2 ou bien c(22) = ¢ (w)

2.
2.
2.

Alors, la couleur 2 est utilisée dans les cas précédents deux fois sur p(C3). Les 5 sommets
restants sont colorés par des couleurs différentes de 1 et 2. Contraduction que x,(t(C3)) <
6. Done x,(1,(Ch)) > 6

Cas 4. ¢ (x;) =1 pour tout i € {1,...,n} et ¢c(w) = 1. Les 6 sommets restants, i.e., les
sommets x; et x; pour tout i € {1,...,n} recoivent par paire des couleurs différentes de 1,

e., des couleurs de {2,3,4,5,6,7}, et donc x,(112(C3)) > 6. Par conséquent x,,(i15(C3)) = 6

Supposons que n = 4. Puisque diam(uy(Cy)) = 3. Alors, nous avons |c~'(i)| < 1 pour
tout © > 3. Par conséquent, les couleurs qui peuvent étre répétées deux fois ou plus sont 1
et 2. Comme c est une coloration de packing optimale, elle consiste a utiliser le maximum
ces deur couleurs. Pour montrer que x,(15(Cs)) < 7, on forme une coloration 7—packing
comme suit: posons ¢ (v;) =1 pouri € {1,....4}, c(z1) = c(z3) = 1 et c(x3) = c(w) = 2.
Les 5 sommets restants, i.e., les sommets x4, a:; pour i € {1,...,4} recoivent par paire des
couleurs différentes de 1 et 2, i.e., des couleurs de {3,4,5,6,7}. Maintenant, montrons que
Xp(a(Cy)) > 7. Supposons que x,(12(Cy)) < 7. On distingue les cas suivants.

Cas 1. ¢(z;) = c(z;) = c(z]) = 1 pour i € {1,3} et c(z2) = c(w) = 2 ou bien
c(zy) =c(w)=2.

Cas 2. c¢(z;) = c(z;) = c(z;) = 1 pour i € {2,4} et c(21) = c(w) = 2 ou bien

clxg)=cw)=2.
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4.2. Coloration de packing de Mycielski généralisé d’un cycle

Alors, la couleur 2 est utilisée dans ces deuz cas deux fois sur p5(Cy). Les 5 sommets
restants sont colorés par des couleurs différentes de 1 et 2. Contraduction que x,(15(Cy)) <
7. Donc x,(1y(Cy)) > 7.

Cas 3. ¢ (z;) = 1 pour tout i € {1,...,n} et c(w) = 1. Les 8 sommets restants, i.e.,
les sommets x; et x;, pour tout i € {1,...,n} recoiwent par paire des couleurs différentes
de 1, i.e., des couleurs de {2,3,4,5,6,7,8,9}, et donc x,(1o(Cs)) > 7. Contradiction que
Xp(12(Ca)) < 7. Par conséquent x,(115(Cy)) = 7. Notons que le graphe py(Cy) contient le
sous graphe p1,(Py) et par la Proposition 1.2.1 et Théoréme 4.1.1, x,(15(Cy)) > 7.

Supposons que n = 5. Puisque diam(ju5(Cs)) = 3, alors |¢~'(i)| < 1 pour touti > 3. Par
conséquent, les couleurs qui peuvent étre répétées deux fois ou plus sont 1 et 2. Comme c est
une coloration de packing optimale, elle consiste a utiliser le marimum ces deuz colueurs.
Pour montrer que x,(145(Cs)) <9, on forme une coloration 9—packing comme suit: posons
c(zj) = 1 pouri € {1,...,n}, c(z;) = 1 pour tout i = 2k +1; i € {1,...,n — 1} et
c(zy) = c(w) = 2. Les 7 sommets restants, i.e., les sommels x4, x5, x; pour i € {1,...,n}
regotvent par paire des couleurs différentes de 1 et 2, i.e., des couleurs de {3,4,5,6,7,8,9}.
Maintenant, montrons que X,(i5(Cs)) > 9. Notons que x,(112(Cs5)) > x,(1o(Ps5)) = 7.
Supposons que x,(15(Cs)) < 9. Deux cas se présenter ici.

Cas 1. c(z;)=c(z;) =c(z]) =1 pouri=2k+1,i€{l,..,n—1}. On distingue les
sous cas suivants.

Cas 1.1. ¢(z;) = ¢ (z;) = ¢ (=

"

;) =1 pouri € {1,3}. La couleur 2 est utilisée deuz fois
sur ps(Cs). L'un des sommets de l'ensemble {xq, x4, x5} est coloré par 2 avec le sommet w.
Cas 1.2. c(z;) =c(z;) = c(z;) =1 pouri € {1,4}. La couleur 2 est utilisée deuz fois
sur p15(Cs). L’un des sommets de l'ensemble {2, x3, x5} est coloré par 2 avec le sommet w.
Cas 1.3. c(z;) =c¢ (1’;) =c (ZL‘;/) = 1 pouri € {2,4}. La couleur 2 est utilisée deux fois
sur pis(Cs). L'un des sommets de l’ensemble {x1,x3, x5} est coloré par 2 avec le sommet w.
Cas 1.4. c(z;) =c(z;) = c(z;) =1 pouri € {2,5}. La couleur 2 est utilisée deuz fois
sur p15(Cs). L’un des sommets de l'ensemble {1, x3, x4} est coloré par 2 avec le sommet w.
Cas 1.5. c(x;) =c(x;) = c(z;) =1 pouri € {3,5}. La couleur 2 est utilisée deuz fois

sur f15(Cs). L'un des sommets de l’ensemble {1, x2x4} est coloré par 2 avec le sommet w.
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4.2. Coloration de packing de Mycielski généralisé d’un cycle

Dans tous les cas précédents, les autres sommets du graphe sont colorés par des couleurs
différentes de 1 et 2, i.e., 8 sommets du graphe recoivent des couleurs différentes de 1 et 2.
Contradiction avec la supposition que X, (it5(Cs)) < 9. Par conséquent, x,(112(Cs)) > 10.

Cas 2. ¢ (x;) =1 pour tout i € {1,...,n} et c(w) = 1. Donc, pour utiliser la couleur 2,
on distingue les cas suivants.

Cas 2.1. ¢(x1) = 2 et l'un des sommets de l’ensemble {xy, x5} est coloré par 2. Alors,
la couleur 2 est utilisée deuz fois sur jy(Cs).

Cas 2.2. ¢(x3) = 2 et l'un des sommets de l’ensemble {x], x4} est coloré par 2. Alors,
la couleur 2 est utilisée deux fois sur py(Cs).

Cas 2.3. ¢(x3) = 2 et l'un des sommets de l’ensemble {x], 2, } est coloré par 2. Alors,
la couleur 2 est utilisée deux fois sur jy(Cs).

Cas 2.4. c(x4) = 2 et l'un des sommets de l’ensemble {xy, x5} est coloré par 2. Alors,
la couleur 2 est utilisée deuz fois sur py(Cs).

Cas 2.5. c(x5) = 2 et l'un des sommets de l’ensemble {x},x,} est coloré par 2. Alors,
la couleur 2 est utilisée deux fois sur py(Cs).

Alors, dans tous les cas précédents la couleur 2 est utilisée deux fois sur py(Cs). Les 8
sommets restants, i.e., les sommets x; et 33;, pour tout i € {1,...,n} recoivent par paire des
couleurs différentes de 1 et 2, et donc x,(11o(Cs)) > 9. Par conséquent x,,(15(Cs)) = 9.

Supposons que n = 6. Puisque diam(uy(Cs)) = 3, alors |¢~1(i)| < 1 pour touti > 3. Par
conséquent, les couleurs qui peuvent étre répétées deux fois ou plus sont 1 et 2. Comme c est
une coloration de packing optimale, elle consiste a utiliser le marimum ces deux couleurs.
Pour montrer que x,(112(Cs)) < 10, on forme une coloration 10—packing comme suit: posons
c(z;) =1 pouri € {1,...,n}, c(z;) =1 pour tout i =2k +1; i € {1,....,n — 1} et c(x2) =
c(w) = 2. Les 8 sommets restants, i.e., les sommets x4, T, x; pour i € {1,...,6} recoivent
par paire des couleurs différentes de 1 et 2, i.e., des couleurs de {3,4,5,6,7,8,9,10}. Main-
tenant, montrons que X,(112(Cs)) > 10. Supposons que x,(112(Cs)) < 10. On distingue les
deuz cas suivants.

Cas 1. ¢(z;) = c(z

! "

) = c(xl) =1 pouri=2k+1;i€{l,...,n—1}. On distingue les

i

sous cas suivants.
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4.2. Coloration de packing de Mycielski généralisé d’un cycle

Cas 1.1. c(z;) = ¢(z;) = c(z;) = 1 pour tout i € {1,3,5}. L'un des sommets de
Uensemble {xa, 1416} est coloré par 2 avec le sommet w. Alors, la couleur 2 est utilisée
deuz fois sur jiy(Cs).

Cas 1.2. c(z;) = c(z;) = c(z

"

l) = 1 pour tout i € {2,4,6}. L'un des sommets de
Uensemble {x1,x3x5} est coloré par 2 avec le sommet w. Alors, la couleur 2 est utilisée
deuz fois sur jiy(Cp).

Donc, dans tous les cas précédents les autres sommets sont colorés par des couleurs dif-
férentes de'1 et 2, i.e., 8 sommets du graphe sont colorés par les couleurs {3,4,5,6,7,8,9,10}.
Contradiction avec la supposition que X, (i5(Cs)) < 10. Par conséquent, x,,(15(Cs)) > 10.

Cas 2. ¢ (x;) = 1 pour touti € {1,...,n} et c(w) = 1. On distingue les sous cas suivants.

Cas 2.1. ¢(x1) = 2 et l'un des sommets de U'ensemble {x4, 24,1, 24} est coloré par 2.
Alors, la couleur 2 est utilisée deux fois sur 1y(Cg).

Cas 2.2. c(x3) = 2 et l'un des sommets de lensemble {xs, ), 15,25} est coloré par 2.
Alors, la couleur 2 est utilisée deux fois sur p15(Cs).

Cas 2.3. c(x3) = 2 et l'un des sommets de lensemble {xg, Ty, Ty, 15} est coloré par 2.
Alors, la couleur 2 est utilisée deux fois sur 1y(Cg).

Done, dans tous les cas précédents la couleur 2 est utilisée deux fois sur 15(Cs). Les
autres sommets restants, i.e., les sommets xo, x3, T5, T €t :c;/ pour tout i € {1,...,n}
recoivent par paire des couleurs différentes de 1 et 2. Alors, x,(112(Cs)) > 10. Par conséquent
Yo l11a(Cs)) = 10.

Supposons que n = T. Puisque diam(uy(C7)) = 3, alors |c™*(i)] < 1 pour tout i >
3. Par conséquent, les couleurs qui peuvent étre répétées deux fois ou plus sont 1 et 2.
Comme c est une coloration de packing optimale, elle consiste a utiliser le maximum ces
deux couleurs. Pour montrer que x,(iy(C7)) < 11, on forme une coloration 11—packing
comme suit: posons c(:c;-') =1 pouri € {1,...,n}, c(x;) = 1 pour tout i = 2k +1; i €
{1,....,n—1} et c(x2) = c(x6) = c(w) = 2. Les 9 sommets restants, i.e., les sommets x4, x7,
x; pouri € {1,...,7} recoivent par paire des couleurs différentes de 1 et 2, i.e., des couleurs
de {3,4,5,6,7,8,9,10,11}. Maintenant, montrons que x,(i5(C7)) > 11. Supposons que

Xp(12(C7)) < 11. Deux cas se présenter ici.
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!

Cas 1. ¢(z;) = c(z;) = ¢ (z;) =1 pouri =2k +1; i € {1,...,n — 1}. On distingue les
sous cas suivants.

Cas 1.1. c(z;) = c(z;) = c¢(z;) = 1 pour tout i € {1,3,5}. L'un des sommets de
Uensemble {xa, 4,26} est coloré par 2 avec le sommet w. Alors, la couleur 2 est utilisée
deux fois sur uy(Cy).

1"

Cas 1.2. c(z;) = c(z;) = c(a;

(2

) =1 pour tout i € {2,4,6}. L'un des sommets de
Uensemble {x1,x3,x5} est coloré par 2 avec le sommet w. Alors, la couleur 2 est utilisée
deux fois sur py(Cy).

Done, dans tous les cas les autres sommets non colorés par 1 et 2, sont colorés par
des couleurs différentes de 1 et 2, i.e., 10 sommets du graphe sont colorés par les couleurs
13,4,5,6,7,8,9,10,11}. Contradiction avec la supposition que x,(5(C7)) < 11. Par con-
séquent, X, (1o(C7)) > 11.

Cas 2. c (x;) =1 pour touti € {1,...,n} et c(w) = 1. On distingue les sous cas suivants.

Cas 2.1. ¢(xz1) = 2 et l'un des sommets de I'ensemble {x4, 24,1, 24} est coloré par 2.
Alors, la couleur 2 est utilisée deux fois sur py(Cy).

Cas 2.2. c(xy) = 2 et l'un des sommets de lensemble {xs, ), 15,25} est coloré par 2.
Alors, la couleur 2 est utilisée deux fois sur pi5(Cr).

Cas 2.3. c¢(x3) = 2 et l'un des sommets de Iensemble {xg, x4, x4} est coloré par 2.
Alors, la couleur 2 est utilisée deux fois sur py(Cy).

Done, dans tous les cas précédents les 12 sommets restants recoivent par paire des
couleurs différentes de 1 et 2. Alors, x,(12(C7)) > 11. Contradiction que x,(i5(C7)) < 11.
Par conséquent x,(j15(C7)) = 11.

Supposons que n = 8. Puisque diam(uy(Cs)) = 4, alors |¢71(z)| < 1 pour tout i > 4.
Par conséquent, les couleurs qui peuvent étre répétées deux fois ou plus sont 1, 2 et 3.
Comme c est une coloration de packing optimale, elle consiste a utiliser le maximum ces trois
couleurs. Pour montrer que x,(15(Cs)) < 11, on forme une coloration 11—packing comme
suit: posons ¢ (x;) =1 pouri € {1,...,n}, c(x;) = 1 pour tout i =2k +1; i € {1,...,n — 1}
et c(x3) = c(xg) = c(w) =2, ¢(xq) = c(xg) = 3. Les 8 sommets restants, i.e., les sommets

x; pour i € {1,...n} recoivent par paire des couleurs différentes de 1, 2 et 3, i.e., des
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4.2. Coloration de packing de Mycielski généralisé d’un cycle

couleurs de {4,5,6,7,8,9,10,11}. Maintenant, montrons que x,(12(Cs)) > 11. Supposons
que X, (19(Cg)) < 11. On distingue les deuz cas suivants.

Cas 1. c(z;) = c(z;) = c(x;) = 1 pour tout i = 2k + 1, i € {1,...,n — 1}. Chacune
des couleurs 2 et 3 est utilisées 2 fois sur les sommets {z;;1 < i < n}, sans oublier que
c(w) = 2. Les autres sommets du graphe sont colorés par des couleurs différentes de 1, 2 et
3. Donc, pour utiliser les couleurs 2 et 3, on distingue les cas suivants.

Cas 1.1. ¢(z;) = 2 sii € {2,6} avec c¢(w) = 2, c¢(xg) = 3 et 'un des sommets de
Uensemble {xg, xg, x5} est coloré par 3.

Cas 1.2. ¢(x9) =2 et c (fL‘%) = 2 ou bien ¢ (xé) =2, c(z4) = 3 et l'un des sommets de
Uensemble {xg, xg, x5} est coloré par 3.

Cas 1.3. ¢(x;) = 2 sii € {4,8} avec c¢(w) = 2, c¢(xg) = 3 et 'un des sommets de
Uensemble {xg, xs, x5} est coloré par 3.

Cas 1.4. c(xy) =2 et c (a:é) = 2 ou bien c <£L‘;> =2, c(x2) = 3 et l'un des sommets de
Uensemble {xg, xg, x5} est coloré par 3.

Par symétrie, on joue le méme réle en commencant la coloration de [’autre coté, on
trouve les méme resultats.

Cas 2. ¢ (x;) =1 pour tout i € {1,...,n}, c(w) = 1. Donc, pour utiliser les couleurs 2
et 3, on distingue les cas suivants.

Cas 2.1. c(z;) = 2 sii € {1,4} avec ¢ (:L‘;) = 2 ou bien c (a;;) = 2. On distingue les
sous cas suivants concernant l'utilisation de la couleur 3.

Cas 2.1.1. c(z5) =3 et c (xi) = 3.

Cas 2.1.2. c(zg) =3 et c <$Z> = 3.

Cas 2.1.3. c(x3) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {x7, x5} est coloré par 3.

Cas 2.1.4. c(xg) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {x,x,} est coloré par 3.

Par symétrie, on joue le méme role en commengant la coloration de [’autre coté, on
trouve les méme resultats sur Cas 2.1.3. et Clas 2.1.4.

Cas 2.2. c(x;) =2 sii € {2,5} avec ¢ (zI) = 2 ou bien c <ng> = 2. On distingue les
sous cas suivants concernant l'utilisation de la couleur 3.

Cas 2.2.1. c(xy) =3 et c (m;> = 3.

Cas 2.2.2. c(xg) =3 et c (:c;> = 3.
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Cas 2.2.3. c(x3) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {x7, x5} est coloré par 3.

Cas 2.2.4. c(x4) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {xg, x5} est coloré par 3.

Par symétrie, on joue le méme role en commencant la coloration de [’autre coté, on
trouve les méme resultats sur Cas 2.2.3. et Cas 2.2.4.

Cas 2.3. c(z;) =2 sii € {3,6} avec c (xQ) = 2 ou bien c <x;> = 2. On distingue les
sous cas suivants concernant l'utilisation de la couleur 3.

Cas 2.3.1. c(x3) =3 et c (:L‘;;) = 3.

Cas 2.3.2. c(z7) =3 et c (3:2;1) = 3.

Cas 2.3.3. c(x1) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {xs, x5} est coloré par 3.

Cas 2.3.4. c(x4) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {xg, x5} est coloré par 3.

Par symétrie, on joue le méme role en commencant la coloration de [’autre coté, on
trouve les méme resultats sur Cas 2.3.3. et Cas 2.3.4.

Cas 2.4. c(z;) =2 sii € {4,7} avec ¢ <x§> = 2 ou bien c <a:;> = 2. On distingue les
sous cas suivants concernant l'utilisation de la couleur 3.

Cas 2.4.1. c(z3) =3 et c (3:;> = 3.

Cas 2.4.2. c(zg) =3 et c (xi) = 3.

Cas 2.4.3. c(x1) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {5, x;} est coloré par 3.

Cas 2.4.4. c(xy) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {x¢, 2y} est coloré par 3.

Par symétrie, on joue le méme role en commencant la coloration de [’autre coté, on
trouve les méme resultats sur Cas 2.4.3. et Clas 2.4.4.

Cas 2.5. c(x;) =2 sii € {5,8} avec ¢ (:L’:;) = 2 ou bien ¢ (xI) = 2. On distingue les
sous cas suivants concernant l'utilisation de la couleur 3.

Cas 2.5.1. c(x1) =3 et c (xié) = 3.

Cas 2.5.2. c(z4) =3 etc(

Cas 2.5.3. c(z2) =3 etc(xﬁ) =3 ou bien ¢ (x3) =3 etc(az6> =3.

Cas 2.54. c(z3) =3 etc(:cl> =3 ou bien c(x3) =3 etc(x7) = 3.

Par symétrie, on joue le méme role en commengant la coloration de [’autre coté, on
trouve les méme resultats sur Cas 2.5.3. et Clas 2.5.4.

Dans tous les cas précédents, les autres sommets du graphe regoivent des couleurs dif-

férentes de 1, 2 et 3. Donc, nous avons au moins 11 couleurs autres que les couleurs 1,2
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et 3. Par conséquence, nous avons X,(1o(Cg)) > 11. Contradiction que x,(p5(Cs)) < 11.
Voir la Figure 3.4.1.

2

«/ﬁ‘}\»

< - TU 1 1 1
QXXX IX X
OO
DRI K

Figure 3.4.1 : Une coloration de packing de p5(Cs).

Supposons quen = 9. Puisque diam(jy(Co)) = 4, alors |c™1(i)| < 1 pour tout i > 4. Par
conséquent, les couleurs qui peuvent étre répétées deux fois ou plus sont 1,2 et 3. Comme ¢
est une coloration de packing optimale, elle consiste o utiliser le maximum ces trois couleurs.
Pour montrer que x,(112(Co)) < 13, on forme une coloration 13—packing comme suit: posons

) = 1 pour i € {1,...n}, c(z;) = 1 pour tout i = 2k +1; i € {1,...n — 1} et

c(z;
c(z2) = c(xg) = c(w) =2, ¢(x4) = c(xg) = 3. Les 10 sommets restants, i.e., les sommets
Ty, x; pouri € {1,...,9} recoivent par paire des couleurs différentes de 1,2 et 3. Maintenant,
montrons que X, (112(Cy)) > 13. Supposons que x,(j15(Co)) < 13. On distingue les deur cas
survants.

Cas 1. ¢(z;) = c(z

!

;) =c(z;) =1 pour tout i = 2k +1, i = {1,...,n — 1}. Donc, pour
utiliser les couleurs 2 et 3, on distingue les cas suivants.
Cas 1.1. c(z;) = 2 sii € {2,6} avec c(w) = 2. On distingue les sous cas suivants
concernant l'utilisation de la couleur 3.
Cas 1.1.1. c(x4) = 3 et l'un des sommets de 'ensemble {xg, xg, x5} est coloré par 3.
Cas 1.2.2. c(x4) = 3 et l'un des sommets de U'ensemble {xy, zy, x4} est coloré par 3.
Cas 1.2. c¢(z2) =2 etc (x%) = 2 ou bien c <xg) = 2. On distingue les sous cas suivants
concernant l'utilisation de la couleur 3.

Cas 1.2.1. c(x4) = 3 et l'un des sommets de 'ensemble {xg, xg, x5} est coloré par 3.

Cas 1.2.3. c(x4) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {xq, zq, x4} est coloré par 3.
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Cas 1.3. ¢(x;) = 2 si i € {4,8} avec c(w) = 2. On distingue les sous cas suivants
concernant l'utilisation de la couleur 3.

Cas 1.3.1. c(xy) = 3 et l'un des sommets de U'ensemble {xg, x5, x5} est coloré par 3.

Cas 1.3.2. ¢(z9) = ¢ (x;) =3 ou bien ¢ (x9) = ¢ <xl> = 3.

Cas 1.4. c¢(x;) = 2 si i € {4,9} avec c(w) = 2. On distingue les sous cas suivants
concernant l'utilisation de la couleur 3.

Cas 1.4.1. c(xy) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {x¢, xy, x5} est coloré par 3.

Cas 1.4.2. c(zg) = ¢ (x;) =3 ou bien c(xs) = ¢ <xl> = 3.

Cas 1.5. c(x4) = 2 et l'un des sommets de l'ensemble {xg, vg,Tq, Ty} est coloré par 3.
On distingue les sous cas suivants concernant l'utilisation de la couleur 3.

Cas 1.5.1. c(x3) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {x¢, xy, x5} est coloré par 3.

Cas 1.5.2. ¢(zg) = ¢ ($;> =3 ou bien c(z3) = ¢ (x:;) = 3.

Cas 1.5.3. c(z9) = ¢ (xL) =3 ou bien c(xg) = ¢ <xl> = 3.

Cas 1.6. c¢(x;) = 2 si i € {6,9} avec c(w) = 2. On distingue les sous cas suivants
concernant l'utilisation de la couleur 3.

Cas 1.6.1. c(z2) = ¢ (:c%) =3 ou bien c(x9) = ¢ (:cé) = 3.

Cas 1.6.2. ¢c(z4) = c(x3) = 3 ou bien c(x4) = ¢ <$/8> =3 ou bien c(xy) = ¢ < g) = 3.

Cas 1.6.3. ¢(zg) = c(x4) = 3 ou bien c¢(zg) = ¢ <m;> =3 ou bien c(xs) = ¢ <IZ> = 3.

Par symétrie, on joue le méme role en commencgant la coloration de [’autre coté, on
trouve les méme resultats.

Cas 2. ¢ (x;) =1 pour tout i € {1,...,n}, c(w) = 1. Donc, pour utiliser les couleurs 2
et 3, on distingue les cas suivants.

Cas 2.1. c(z;) = 2 si i € {1,4,7}. On distingue les sous cas suivants concernant
lutilisation de la couleur 3.

Cas 2.1.1. c(xy) = 3 et l'un des sommets de I’ensemble {xg, x5, 17} est coloré par 3.

Cas 2.1.2. c(x3) = 3 et l'un des sommets de l'ensemble {xg, x7, 14} est coloré par 3.

Cas 2.1.3. c(x5) = 3 et l'un des sommets de l'ensemble {xq, 2}, 14} est coloré par 3.

Par symétrie, on joue le méme role en commencant la coloration de [’autre coté, on

trouve les méme resultats.
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Cas 2.2. ¢(x;) =2 sii € {1,4} avec ¢ (xg> = 2 ou bien c (a:;> = 2 ou bien c (:L‘;) = 2.
On distingue les sous cas suivants concernant lutilisation de la couleur 3.

Cas 2.2.1. c(1y) = 3 et l'un des sommets de I’ensemble {xg, x5, 17} est coloré par 3.

Cas 2.2.2. c(x3) = 3 et l'un des sommets de l'ensemble {x7, x5, 27,15} est coloré par 3.

Cas 2.2.3. c(x5) = 3 et l'un des sommets de l'ensemble {xy, ], 14} est coloré par 3.

Par symétrie, on joue le méme role en commengant la coloration de [’autre coté, on
trouve les méme resultats.

Cas 2.3. c¢(x;) = 2 si i € {2,5,8}. On distingue les sous cas suivants concernant
lutilisation de la couleur 3.

Cas 2.3.1. c(x1) = 3 et l'un des sommets de l'ensemble {xg, x5, 14} est coloré par 3.

Cas 2.3.2. c(x3) = 3 et l'un des sommets de l'ensemble {x7, x5, 14} est coloré par 3.

Cas 2.3.3. c(x4) = 3 et l'un des sommets de l'ensemble {xgy, x5, 14} est coloré par 3.

Par symétrie, on joue le méme role en commencgant la coloration de [’autre coté, on
trouve les méme resultats.

Cas 2.4. c¢(x;) =2 sii € {2,5} avec ¢ (xi) = 2 ou bien ¢ (x;)f) = 2 ou bien ¢ <x;> =2.
On distingue les sous cas suivants concernant l'utilisation de la couleur 3.

Cas 2.4.1. c(x1) = 3 et l'un des sommets de l'ensemble {xg, x5, 14} est coloré par 3.

Cas 2.4.2. c(x3) = 3 et l'un des sommets de l'ensemble {x7, x5, 14} est coloré par 3.

Cas 2.4.3. c(x4) = 3 et l'un des sommets de l'ensemble {xg, T9, 2y, Ty} est coloré par 3.

Par symétrie, on joue le méme role en commencgant la coloration de [’autre coté, on
trouve les méme resultats.

Cas 2.5. ¢(x;) = 2 si i € {3,6,9}. On distingue les sous cas suivants concernant
lutilisation de la couleur 3.

Cas 2.5.1. c(x1) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {xs, x5, 74} est coloré par 3.

Cas 2.5.2. c(1y) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {x7, x5, 15} est coloré par 3.

Cas 2.5.3. c(x4) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {xg, x5, 14} est coloré par 3.

Par symétrie, on joue le méme role en commencgant la coloration de [’autre coté, on
trouve les méme resultats.

Cas 2.6. c(x;) =2 sii € {3,6} avec c <x;> = 2 ou bien c (w;> = 2 ou bien ¢ <x;) =2.

On distingue les sous cas suivants concernant l'utilisation de la couleur 3.
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Cas 2.6.1. c(x1) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {xs, acg, xg} est coloré par 3.

(1)
Cas 2.6.2. ¢ (x2)
(4)

3 et l'un des sommets de Uensemble {x7, x4, 21} est coloré par 3.
Cas 2.6.3. c(x4) = 3 et l'un des sommets de l'ensemble {xg, x5, 14} est coloré par 3.
Cas 2.6.4. c(x5) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {xg, x4} est coloré par 3.

Par symétrie, on joue le méme role en commencant la coloration de [’autre coté, on
trouve les méme resultats.
Cas 2.7. c(x;) =2 sii € {4,7} avec ¢ (:L‘;) = 2 ou bien ¢ (a;;) = 2. On distingue les

sous cas suivants concernant l'utilisation de la couleur 3.

Cas 2.7.1. c(x1) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {5, x5, 14} est coloré par 3.

Cas 2.7.2. c(xy) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {xg, xg, 17} est coloré par 3.

Cas 2.7.3. c(x3) = 3 et l'un des sommets de l'ensemble {xg, x5, 14} est coloré par 3.

Cas 2.7.4. c(x5) = 3 et l'un des sommets de I’ensemble {xy, x4} est coloré par 3.

Par symétrie, on joue le méme rdole en commencant la coloration de [’autre coté, on
trouve les méme resultats.

Cas 2.8. c(x;) =2 sii € {5,8} avec c (m;) =2 ou bien ¢ (xl) = 2 ou bien c <a:g> =2.

On distingue les sous cas suivants concernant ['utilisation de la couleur 3.

Cas 2.8.1. c(x1) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {xg, x5, 14} est coloré par 3.

Cas 2.8.2. c(x3) = 3 et l'un des sommets de l’ensemble {x¢, xg, 1.} est coloré par 3.

Cas 2.8.3. c(x3) = 3 et l'un des sommets de I'ensemble {x7, x5, 14} est coloré par 3.

Cas 2.8.4. ¢ (w4) = 3 et l'un des sommets de U'ensemble {xg, 4,74} est coloré par 3.

Par symétrie, on joue le méme réle en commencant la coloration de [’autre coté, on
trouve les méme resultats.

Cas 2.9. c(x;) =2 sii € {6,9} avec c (xi) =2 ou bien ¢ (xél) = 2 ou bien c <xl5/) =2.

On distingue les sous cas suivants concernant l'utilisation de la couleur 3.

Cas 2.9.1. c(x1) = 3 et l'un des sommets de l'ensemble {xs, x5, 14} est coloré par 3.
Cas 2.9.2. c(xy) = 3 et l'un des sommets de l'ensemble {x7, x5, 17} est coloré par 3.
Cas 2.9.3. c(x3) = 3 et l'un des sommets de l'ensemble {x7, x5, 14} est coloré par 3.
Cas 2.9.4. c(x4) = 3 et l'un des sommets de 'ensemble {xg, x5, 14} est coloré par 3.
Par symétrie, on joue le méme role en commencgant la coloration de [’autre coté, on

trouve les méme resultats.
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4.2. Coloration de packing de Mycielski généralisé d’un cycle

Dans tous les cas, les autres sommets du graphe recoivent des couleurs différentes de 1, 2
et 3. Donc, nous avons au moins 13 couleurs autres que les couleurs 1,2 et 3.Contradiction

que X, (1o(Cy)) < 13. Alors, x,(112(Co)) > 13. Par conséquent x,(1(Co)) = 13.
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéréssés principalement a I’étude du probléme de
la coloration de packing . On a commencé dans le premier chapitre par rappeler quelques
notions de base sur la théorie des graphes et dans le deuxiéme chapitre par les différents
résultats & propos de la coloration de packing. Le chapitre 3 a été consacré sur notre étude sur
la détermination de la coloration de packing de quelques types de graphes. Nos contributions
relatives & ce chapitre concerne d’une part la détermination du nombre chromatique de
packing de Mycielski de certains graphes. Dans ce contexte, nous avons obtenu les valeurs
exactes du nombre chromatique de packing du graphe Mycielski d’un graphe puissance GP
pour p = 2, quand G est une chaine d’ordre n < 8 ou un cycle d’ordre n < 13. Notons que
les deux graphes mentonnés sont de diamétres 4. Dans le chapitre 4, nous avons étudié un
autre type de graphes, appelé graphe de Mycielski généralisé, noté p,(G) ot p > 2 et G est
un graphe quelconque. Dans ce contexte, on a pu déterminer la valeur exacte du nombre
chromatique de packing du graphe Mycielski généralisé pour p = 2 de quelques types de
graphes particuliers, a savoir: les chaines d’ordres n < 8 et les cycles d’ordres n < 9. Notons
aussi que ces deux types de graphes sont de diameétre 6.

Finalement, Comme perspective & notre travail, nous proposons de :

e Trouver d’autres valeurs exactes, bornes inférieures et supérieures de x,(G) .

e Déterminer le nombre chromatique de packing de Mycielski d'un graphe puissance
p(GP) pour p > 3 et G un graphe quelconque, pas nécessairement pour p = 2.

e Déterminer le nombre chromatique de packing de Mycielski d’un graphe puissance.

e Déterminer le nombre chromatique de packing de Mycielski généralisé 11,(G)) pour

p > 2 et G un graphe quelconque.
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