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Résumé

Dans ce mémoire, On étudiera une équation elliptique semi-linéaire avec une condition au frontiére non
linéaire et une perturbation dans le terme de réaction. L’existence d’un solution positif et une autre solution
non nulle au probléme est prouvée lorsque |A| est assez petit sans aucune hypothése spécifique sur le terme
de perturbation. De plus, il est montré que la solution non nulle devient positive pour un petit A > 0 sous

des hypotheéses appropriées sur le terme de perturbation.

Mots-clés : probléme elliptique semi-linéaire, condition aux limites non linéaire, perturbé probléme,

solution positive, multiplicité
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Abstract

In this memory, we will study a semilinear elliptic equation with a nonlinear boundary condition and a
perturbation in the reaction term. The existence of a positive solution and another non-zero solution to the
problem is proved when |\| is a small enough without any specific assumptions on the perturbation term.
Moreover, it is shown that the non-zero solution becomes a positive one for small A > 0 under suitable

assumptions on the perturbation term

Key word : Semilinear elliptic problem, nonlinear boundary condition, perturbed problem, positive

solution, multiplicity.



Notation

RY : L’espace Euclidien de dimension N.

Q : Un ouvert borné de RV,

0L : La frontiére topologique de €.

Q : L’adhérence de I’ensemble €.

|©?] :La mesure de Lebesgue de 'ensemble €.

V' : Le dual topologique de V.

(., Yv'xv : Le crochet de dualité entre l'espace V et son dual topologique V.
||l.]l : La norme sur l’espace de Banach V.

H : Un espace de Hilbert.

(.,.) : Le produit scalaire sur ’espace de Hilbert H.

B,(z0) : La boule de centre zq et de rayon p > 0; B,(x) = {z € RY ; ||z — zo|2 < p}.
dx = dx1dzxs - - - dxy : La mesure de Lebesgue sur €.

a € NV : Un multi-indice a = (aq, - - -, ay) de longueur |a] = a; + - - - + ay.

0; : La i-iéme dérivée partielle; 0; = %.

o . Ariohe . A0 el
0“ : La dérivée d’ordre «; 9% = 9T DTN
Vu = (2 ow ... 0u). e gradient de v: Q2 — R
Ox1’ Oxa’ Y O0xN/ g : '
. . . o . _ Ov ov
divv : La divergence du vecteur v = (v1,...,vn), dive = g2+ + ... + 522
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vii

— : La convergence faible.

p-p. : Presque partout.

iz

sign(x) : Le signe d’un nombre réel non nul z, sign(x) = Gk

T = max(f,0), f~ = max(—f,0) : la partie positive et négative de la fonction f.

sup ess(u) : Le sup essentiel d’une fonction u sur Q.
€

sup ess(u) = inf{C' >0 ; |u(z)| <C p.p. z € Q}.
€

{u >k} :={x € Q,u(r) >k} pour une fonction donnée w.

supp(u) := {z € Q; u(z) # 0} : Support d’une fonction u.

C*(9) : L’espace des fonctions k fois contintiment différentiables sur 2.

C>(9) : L’espace des fonctions infiniment différentiables sur €.

C.(f2) : L’espace des fonctions continues a support compact dans €.

D(2) = C3° () : L'espace des fonctions infiniment différentiables et & support compact dans .
D'(Q) = (D(RQ))" : L’espace des distributions.

LP(Q) :L’espace de Lebesgue,

{u: Q = R mesurable ; /|u|p <400}, si 1<p<+oo,
Lr(Q) = Q

sup ess(u) < 400, st p=+oo.
€N

WP(Q) ={u e LP(Q); Vu e LP()} : Un espace de Sobolev, 1 < p < oo}.
W,y P(9) : La fermeture de C5°(Q) dans W1P(2), 1 < p < oo.

/ 1 1
WP (Q) : Le dual topologique de 'espace Wy 7/(Q) (= + — =1).
p p

H(Q) = WH2(Q) : Un espace de Sobolev.

P = p’%l : L’exposant conjugué de 'exposant p pour 1 < p < +o0.

P = NN—_’; : L’exposant critique de Sobolev pour 1 < p < N.
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Introduction

Dans la modélisation mathématique, les équations aux dérivées partielles elliptiques sont utilisées avec
conditions aux limites spécifiant la solution sur la frontiére du domaine. Commensuellement, des problémes
avec des conditions aux limites qui sont des fonctions linéaires des valeurs ou les dérivées normales des solu-
tions sur la frontiére ont été largement étudiées. Cependant, les modéles qui nécessitent non-lin-les conditions
aux limites de l'oreille ont augmenté et, par conséquent, les problémes de non-linéarité Les conditions aux li-
mites ont suscité un grand intérét dans les études récentes. Par exemple, Mavingaet Nkashama [15] ont étudié
la résolvabilité des différences partielles elliptiques non linéaires du second ordre. équations ferentielles avec
des conditions aux limites non linéaires ot les non-linéarités interagissent avec des valeurs propres d’ordre
élevé. Plus récemment, Kim et al. [13] ont étudié I’équation de Laplacetion avec une condition aux limites non
linéaire superlinéaire sur un domaine borné. Parmi d’autres résultats, en utilisant la méthode variationnelle,
I'existence d’une solution positive non constante pour toutune valeur de paramétre suffisamment grande a
été affichée.

L’objectif de ce mémoire est ’étude d’un problémes elliptique semi-linieaire avec condition aux limites non

linéaires, on le probléme suivant :

Au+u=Ag(z,u) surQ

%:; = f(z,u) o0

ot Q est un domaine borné lisse dans RY avec R > 2, n est la normale externe a 02, A € R est un paramétre

et les non-linéarités f: 90x R — R, ¢ : @ x R — R sont des fonction continues

ix



TABLE DES MATIERES X

Ce mémoire est organisé en trois chapitres. Le premier chapitre est entiérement consacré a ’exposé des
définitions et résultats nécessaires & la suit de ce travail. Tout d’abord, on va rappeler quelques résultats de
base sur les espace fonctionnels, ensuite on va donner les condition de plais-smale et la théoréme de passe-
Montagne, et dans le deuxiéme chapitre consacré des théorémes et lemmes importantes qui nous aident a
résoudre le probléme.

L’objectif de troisiéme chapitre est consacré a ’étude un probléme elliptique semilineair, et de présenter un

résultat d’existence pour le probléme.
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Chapitre

Préliminaire

Dans ce chapitre, on présente quelques définitions et rappels des résultats nécessaires pour la suite de ce

travail. on introduit quelques définitions, lemmes et quelques théorémes sur les espaces fonctionnels.

1.1 Quelques outils d’analyse fonctionnelle

1.2 Espace de Lebegue L?

Définition 1.1. On définit l’espace de Lebesgue LP(QY) par :
Pour1 <p< +o0

LP(Q) = {u :Q — R mesurable, /|u(x)\pdx < —i—oo} ,
)

mini de la norme

lull oy = ( /Q |u<x>|pdx>’l’.

Pour p =400

L>(Q) = {u :Q — R mesurable, sup essju(z)| < —1—00} )
€N

muni de la norme

|l Lo () = sup ess|u(x)].
z€Q

xi



1.2. ESPACE DE LEBEGUE L* xii

LP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < oo et de Hilbert Pour p = 2 muni de prouit scalaire
(1.9) = [ S@(o) do
Q

1.2.1 Deéfinition et propriétés des espaces LP

Lemme 1.1 (Inégalité de Young). Soient p et q deux réels strictement positifs tels que %—i—% =1.
pour tout réel positif a et b, on a
1 1
ab < —aP + - bl
p q
Démonstration. Voir [9] O
Lemme 1.2 (Inégalité de Young avec epsilon). Pour a,b>0, € >0 et p,q > 1 avec 1% + % =1,0na
1 1.0
ab < —(ea)? + — (=)L
p q ¢
Théoréme 1.1 (Inégalité de Hoélder). Soient f € LP et g€ L7 avec 1 < p < oo alors fg € L' et
1551 <171 gl
Démonstration. Voir [9] O
Lemme 1.3. Soient 1 <p < +4oc et a,b>0, on a
(a+b)P < 2P~ L(aP +bP).
Démonstration. voir [9] O

Corollaire 1.2. Soit 1 <p < g < 400, 57 | < +o0 alors LI(Q2) C LP(Q).

Définition 1.2 (Convergence forte, convergence faible dans LP(Q)). Soient p € [1,00[ ,et {fn, [} une
famille de LP ().

e on dit que f, converge fortement vers f dans LP(QQ) et on note f, — f dans LP(Q) si hIJIrl I fr —
n—-+4oo

fller)y =0
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1.2. ESPACE DE LEBEGUE L* xiii

e on dit que f, converge faiblement vers f dans LP(Q) et on note f, — f dans LP(Q) si 113_1 (fn—

f)lg=0, Vge L?.

e on dit que f, converge x faible vers f dans L=(Q) et on note f, — f dans L>°(Q) si lim (fn —

n—-+oo
Q

f)g=0, Vge L.

Lemme 1.4 (Lemme de Fatou). Soit (f,,), une suite de fonction mesurable, & valeurs dans [0, +oo[ on a

n—>—+oo n——4oo
Q

/liminf fn(z) dx < liminf /fn(x) dx.
Q

Démonstration. Voir [10] O
Théoréme 1.3 (Théoréme de convergence dominée). Soit 1 < p < +00 et (fn)n C LP(Q) et f € LP(Q).
On suppose que,

1. fo — f p.p. dans Q.

2. il existe g € LP(R2) telle que pour tout n € N on a |fn,| < g p.p. dans Q.

Alors

fo— f dans LP(Q).

Démonstration. Voir [10] O

Définition 1.3 (Equi-intégrabilité). Soit 1 < p < oo ,on dit qu’une suite de fonction (f,)n de LP(SY) est

equi-intégrable, si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que VE C Q mesurable , avec |E| <6 on a /|fn\p <e,

E
pour tout n € N.

Théoréme 1.4 (Théoréme de Vitali ). Soient 1 < p < oo, et une suite de fonction (fn)n dans LP(§),0on
suppose que

1. fo— f p.p. dans Q.

2. (fn)n est equi-intégrable.

Alors

fel?(Q) et f,— f dans LP(Q).

Démonstration. Voir [12, Theorem B.101, page 674] O
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1.3. DISTRIBUTIONS xiv

Définition 1.4 (Fonction de Carathéodory). Soit f : Q x R — R. On dit que f est de Carathéodory si
1. f(.,8): Q@ — R  mesurable pour tout s € R.
2. f(z,.) :R— R continue p.p. x € Q.

Définition 1.5 (Opérateur de Nemitski). Soient u:Q — R et f € C(2 x R). on appelle 'opérateur de

Nemitski relatif a f,Uopérateur Ny de la forme suivante (Nyu)(x) = f(z,u(z)).

Théoréme 1.5. Si f est de carathéodory et elle existe une fonction positive a € L1() et une constante
b >0, tels que

|f (1)) < a(x) +bJt] 7.

alors Uopérateur de Nemitski est continu de LP () dans LI(R2).

1.2.2 Séparabilité, réflexivité et dual de L”

1. LP(Q) est séparable pour 1 < p < +00 et réflexif pour 1 < p < +oo.
2. Le dual de L”(€) pour 1 < p < 400 est isomorphe a L? (Q) avec % + i =1.

3. L1() est séparable, ni réflexif et son dual est L>(().

4. L*°(Q) ni séparable, ni réflexif et son dual est contient strictement L'(Q).

1.3 Distributions

Définition 1.6. On appelle support d’une fonction continue ¢ sur €2, et on note supp(p) l'ensemble définie

par

supp(p) = {zr € Q:  p(z) # 0}.

Définition 1.7. On désigne par D(Q2) lespace des fonctions de classe C*° sur Q0 & support compact, un

élément de D(Q) est appelé fonction test.

Exemple 1. La fonction ¢ définie par :

Université Yahia Farés Médéa 2020-2021 k.Aouimeur



1.3. DISTRIBUTIONS XV

appartient a Uespace D(Q), ou Q = B(0,1) représente la boule unité de RV .
Prposition 1.6. D(Q) est un sous-espace dense dans LP () pour tout 1 < p < +o0.
Démonstration. voir [9]. O

Définition 1.8 (Distributions). Le dual topologique de D(Q2) noté par D'(QY), un élément T de D'(Q) est

appelé distribution sur Q définie par.

T:D() — R

90 — <T 5¢>D/(Q)D(Q) = <T 390>

Définition 1.9 (Distribution réguliére). On dit que T est une distribution réquli¢re s’il exite une fonction
f appartient a L .(Q) telle que

loc

T(p)= [ fedz, Yo € D(Q). (1.2)

On dénote cette distribution par Ty.

Définition 1.10. Soit K C Q compact, on noté
D.(Q)={peC®: supp(p)C K}.

Définition 1.11 (Convergence dans D'(2)). Soit (Ty)nen une suite de D'(2) et T € D'(2), on dit que

(Th)nen converge vers T dans D'(Q) si

lim (T,,¢) = (T,p) pourtout ¢ € D(Q)

n——+oo

Définition 1.12 ( Dérivées aux sens de distributions). Soit N € N* k € {1,...,N},a € NVet T ¢

D'(Q).

On appelle dérivé partielle de T par rapport a la k-iéme variable et on la note %’ la distribution définie par

oT dp

<7a§0> = _< 787%%

D, Ve € D(Q),

Université Yahia Farés Médéa 2020-2021 k.Aouimeur



1.3. DISTRIBUTIONS xvi

par récurrence, on définit la dérivé partielle de T d’ordre o par
(DT, ¢) = (-1)I°UT, D*y), Ve € D(9Q).
Définition 1.13 (Suites régularisantes). Soit ¢ € C¥(RY) une fonction positive telle que

/ o(x)dr =1, suppp C B(0,1).
RN

Pour n € N*, la suite de fonction p,(x) = n¢(nx) appartient a C*°(RYN) f on(z)dx =1, et suppp, C

B(0,1). la suite de fonction (¢n)nen- est appelée suite régularisante.
Exemple 2. La suite (p,)nen+ qui associe & la fonction (1.1) est une suite régularisante.

Définition 1.14 (Translation). Soient f une fonction de RN, et h un vecteur quelconque de RY™. La

translation 1, de f par h est une fonction de RN définie par :
f(z) = f(x — h), Ve € RY.
Remarque 1. Il est facile de prouver que D(RYN) est stable par translations, c’est a dire, o € D(RY)

quand ¢ € D(RY).

Définition 1.15 (Réflexion par rapport a I’origine). Soit f une fonction de RN . On définit la fonction

fpar:

f(z) = f(—=x), vz € RV,

Définition 1.16 (Produit de convolution). Soient f,g: RN — R, on leur associe une fonction appelée

produit de convolution de f et g, notée f x g définie par

(f *9)a /far—

Théoréme 1.7. Soit 1 < p < +oo, soient f € LY(RN) et g € LY(RY). pour presque tout x € RN, la

fonction y — f(x — y)g(y) est intégrable. alors le produit de convolution f x g est défini presque partout,
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1.3. DISTRIBUTIONS xvii

f*ge LP(RY), et
1 * gllLe@ay < [ flle @) llgllo @)
De plus fxg=gx f.
Démonstration. Voir [9] O

Remarque 2. En utilisant la translation et la réflexion, on peut écrire le produit de convolution f*g comme

suivant :

(F9)@ = [ F0)m0)w) dy. (1.3
RN
La formule (1.3) permet de définir la convolution d’une distribution réguliére avec une fonction test.

Définition 1.17 (Convolution d’une distribution réguliére). Soit T = Ty une distribution associé a

la fonction localement intégrable f. Pour o € D(RYN), on peut définir le produit de convolution T * f par :

(T f)(z) = /Q F@)(73) () dy = F(ra)- (1.4)

Maintenant on peut généraliser la formule (1.4) pour une distribution quelconque.

Définition 1.18 (Convolution d’une distribution). Soient T € D'(RY) et p € C°(RY). Leur produit

de convolution est la fonction définie en chaque point par
(T*¢)(x) = T(9) = (T, 70¢), Ve eR".

Théoréme 1.8. Si T € D'(RY) et ¢ € C(RY), alors T * ¢ appartient ¢ C*°(RY).
Démonstration. Voir [16][Theorem 3.5, page 90]Algwaiz. O
Le théoréme suivant permet d’approcher une distribution par une suite de fonctions réguliéres.

Théoréme 1.9. Soit (p,)nen une suite régularisante, on note la régularisée de T par
T,=Tx*p, VneN*

Si T € D'(RN) alors T,, — T dans D'(RY), pour n — +oc.
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1.4. ESPACES DE SOBOLEV WP (Q) xviii

Démonstration. Voir [12]. O

1.4 Espaces de Sobolev W'?(Q)

Définition 1.19. On définit ’espace de Sobolev WP (Q), pour 1 < p < 400 par :
WhP(Q) = {u € LP(Q), Vuec (L*(Q)V}

muni de la norme

(lall gy + IVullg)” s 1<p<o

||U\|W1m(9) =

maX(HUHLoc(Q),HVUHLOO(Q)) si p=o00

pour p = 2, lespace W2(Q) noté H'(Q) est de Hilbert muni du produit scalaire

(u, U)Hl(Q) = (’LL, 'U)Lz(g) + (VU, Vv)Lz(Q)

et de la norme

Nl=

sy = (Jlullfe@) + IVulae))

Prposition 1.10. L’espace W1P(Q2) est un espace de Banach, et séparable pour 1 < p < +oo, et réflexif

pour 1 < p < +o0.
Démonstration. voir [9]. O

Définition 1.20. Soit 1 < p < +o0.

1,p
On note Wy (Q) la ferméture de D(Q) dans W'P(Q), (c’est-a-dire Wy (Q) := D(Q)W (Q)) avec

WP (Q) = {u € WH(Q), wjpq = 0}.

sip>1, on note W' (Q) au dual de WP () avec % + pi, =1.
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1.4. ESPACES DE SOBOLEV WP (Q) xix

Définition 1.21 (Convergence faible, convergence forte dans W7 (Q)).

Soient p € [1, 400 et {fn, f} une famille de W1P(Q).

e on dit que f, converge fortement vers f dans WP(Q) et on note f, — f dans WHP(Q) si
fn = f dans LP(Q) et Vf, — V[ dans L (Q)

e on dit que f, converge faiblement vers f dans W1P(Q) et on note f, — f dans WHP(Q) si
fo = f dans LP(Q) et Vf, — V[ dans LP(Q)

Théoréme 1.11 (Inégalité de Poincaré). Soit 1 < p < +o00, on suppose que § est un ouvert borné dans

une direction de R™ alors, il existe une constante positive C = C(p, N, Q) telle que :
||UHLp S CHVU”Lp R Yu € WOLP(Q)

par conséquence 'application u — ||Vu| r» définie une norme sur Wol’p(Q), équivalente a la norme usuelle.
Démonstration. Voir |8, page 48] O

Théoréme 1.12 (Inégalité de Sobolev). Soient 1 <p < N et p* = NN—% (Vexposant de sobolev), alors il

existe une constante positive S, = C(p, N) telle que :

1
/|u\p* dx <S5, /|Vu|p de| , YueWyP(Q) (1.5)
Q Q
Démonstration. Voir [3, page 43] O

Théoréme 1.13 (Meyers-Serrin). Siu € WHP(Q), 1 <p < +oo alors il existe une suite u, € C®(Q) N

Whe(Q) telle que u, — u dans WP(£).

Démonstration. voir [8]. O

1.4.1 Injection de Sobolev

Soit © un ouvert borné de RV et de classe C! ,on a :
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1.5. THEORIE DES POINTS CRITIQUES XX

e si p < N, alors I'injection W1P(Q) < L%(Q) est compacte pour ¢ € [1,p*) ol p% = % -+
e si p = N, alors 'injection WP (Q) < L4(Q) est compacte pour g € [1, +00).
e si p > N, alors l'injection W1P(Q) < C(Q) est compacte.
en particulier 'injection WP (Q) — LP(2) est compact pour tout p € [1, +00)
Démonstration. Voir [17] O
1.5 Théorie des points critiques
Soit X un espace de Banach muni de la norme ||.|| usuelle et X* son dual topologique, muni de la norme

duale usuelle. (,) désigne de le crochet de dualité entre X et X*.

Définition 1.22. Un sous ensemble C de X est dit conveze s’il est stable par combinaison convezxe.

Yu,v €]0,1[, du + (1 — A)v € C.

Définition 1.23. On dit que » : X — R est semi-continue inférieurement ( en obrégé S.C.I) au point
u € X, st p(u) = —oo ou bien si d tout o < p(u) on peut associe un voisinage Vo, de u tel que a < p(u)

pour u € V, (ou encore, si p~1(Ja, +00[) est un voisinage de u ).En terme de suite, si u, — u alors

o(u) < liminf (uy,).

La fonction ¢ est S.C.I sur X si elle l’est en tout point de X .

Définition 1.24. De maniére similaire, on dit p est faiblement séquentiellement semi-continue inférieure-

ment

o(u) < liminf @(uy,).

pour toute suite u, faiblement convergente vers u .
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On suppose maintenant que X est un espace de Banach réel et on définit sur X la fonctionnelle J de classe
CL. On rappelle que la dérivée de J au point u, notée DJ(u), est l'unique opérateur linéaire continu de X

dans R satisfaisant

[ J(z +h) = J(z) = DJ(2)[h]] = o([|hl]) quand (||h]]) — 0.

Définition 1.25. La fonctionnelle J est dite coércive si

J(u) = +o00

im
llull x =00

Définition 1.26. Le point u € X est appelé point critique si DJ(u) = 0. La valeur correspondante J(u) est
dite valeur critique .

Lorsque X est un espace de Hilbert, on écrit plus simplement, grdce au théoréeme de Reisz

(VJ(u),h) = DJ(W)[h], Vhe X.

D’autre part, étant donné une fonction g : X — R de classe C*, I’ensemble

M =g7'(0) = {u € X,g(u) = 0, Dg(u) # 0}

représente une variété de classe C'. Dans ce cas lespace tangent d M en u, s’écrit

T,M = {h € X, Dg(u)[h] = 0}

Définition 1.27. Le point u € M est appelé un point critique de J contraint @ M si DJ(u)[h] = 0,Vh € T,,M.

Autrement dit, si X un espace de Hilbert et u € M est un point critique de J containt @ M, on a directement

VJ(u) = AVg(u)

pour un certaine X € R, appelé multiplicateur de Lagrange.

Le théoreme qui va suivre constitue d bien des égards, 'un des théoréemes fondamentaux de ’analyse fonc-
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tionnelle.

Théoréme 1.14. Soit K un ensemble compact de X et soit J : X — R une fonctionnelle semi-continue
inférieurement,

alors J est bornée inférieurement et atteint un minimum absolu sur K, c’est-a-dire qu’il existe u € K tel que

J(u) = ir]if J.
Comme corollaire, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 1.15. Soit X un espace de Banach réflexif et soit J : x — R une fonctionnelle coercive et
faiblement séquentiellement semi-continue inférieurement, alors J est bornée inférieurement et atteint un

mainimum absolu sur X .

1.5.1 Condition de palais-smale

Définition 1.28. (Palais-Smale)

(i) La suite u,, € X est appelée suite de palais-Smale de niveau ¢ notée (PS). si

J(uy) = c et ||DJ(up)||x+ = 0

(i) On dit que la fonctionnelle J : X — R satisfait la condition de Plais-Smale au niveau ¢ si toute suite de
(PS). est un point critique de J. On a implicitement DJ(ZT) = 0 et J(T) = c. Le principe minimazx est mis

en évidence dans le théoreme suivant

1.5.2 Théoréme de Passe-Montagne

Théoréme 1.16. Considérons J € CY(X,R), oi X est un espace de Hilbert, supposons que n = V.J(n)

définie par n(t,.) : X — X,Vt > 0.

i) Il existe une famille de sous-ensembles F C X, est dit invarint positif,

i.e, si F € f alors n(t,F) € F,Vt >0

it) Le minmax niveau ¢ = inf sup J(z) est fini
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i) J satisfait (PS).

Alors ¢ est une valeur critique.

Lemme 1.5. Supposons DJ =L+ K, oi L: X — X* est un opératur linéaire inversible d inverse borné,
et k: X — X* est compact (i.e), ensemble des opérateurs bornées dans X dans des ensembles précompact
dans X*. Alors, toute suite bornée de (PS). x, € X est précompact .

Un résultat important du principe du minimazx est illustré par le théoreme de Passe-Montagne d’Ambrosetti
et Rabinowitz [5]. Avant de ’énoncer, on considére l’ensemble T' de tous les chemins joignant l'origine d ug

de X :

t =] f J .
et on pose c yuelrslél[%,}i] (v(s))

Théoréme 1.17. Supposons que J € C1(X,R) et satisfaisant les trois conditions

i) J(0) = 0,

it) Ip, a0 > 0 tels que J(u) > a pour ||u|| = p

iii) Jug € X avec ||ugll > p

et tel que J(up) < 0.
On suppose de plus que J satisfait la condition (PS)., alors c¢’est une valeur critique .
Précisément, il existe v € X, tel que J(v) =c et DJ(v) =0

En particulier,v # 0,  ug.

Prposition 1.18. pour tout u,v € LP*)(Q), on a

(a) p(u) =0 si et seulement si u=0;

(¢) pltu+ (1 —t)v) < tp(u) + (1 —t)p(v), pour tout t € [0,1]; autrement dit p est une fonction conveze.
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(d) plu+v) < 27" (p(u) + p(v)).

(e) Si A > 1, alors

et si0<A<1., ona

AP p(u) < p(Au) < NP7 p(u) < Ap(u) < p(u).

(f) Pour tout uw € LP@)(Q)\ {0} et A € [0, 4+00], p(Au) et une fonction croissante, continue et conveze .

Démonstration. Soit u,v € LP(*)(Q)

(a) On a

p(u) = 0 <= |u(z)|P® =0 dans Q

<= u(z) = 0 dans Q <= u(z) = 0 dans Q.
(b) Evidente, de la définition de p .
(¢) Nous considérons la fonction ¢ :  x R — d’expression o(z, s) = |s[P(®).

Il est clair que ¢ est convexe par rapport a s. D’aprés la propriété de l'intégrale de Lebesgue, nous

concluons que p est convexe.

(d) Nous avons

[u@) +v(@)P™) < 2 (Ju(@) P + fo@)7O) sur
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Par intégration de 'inégalité ci-dessus, nous obtenons le résultat.

(e) SiA>1, alors

[u(@) [P < Aju(@) [P < A Ju(@) P9 < ()P < WF fu(a)[P), dans Q

Si0< A<, alors

N [u(@) [P < () P < AP (@) [P < Au(@) [P < Ju(z)[P) dans Q

En intégrant, dans les deux cas, les inégalités ci-dessus nous obtenons (e).

(f) Pour A1, A2 € [0, 00, telles que A\; < Az, fixons u € LP(*)(Q) \ {0}, alors

(@) P = [ PO u(@) PO < Ao PO u(@) [P = | Aqu(a)[?*), dans ©

Par intégration de I'inégalité ci-dessus, nous obtenons

p(Aru) < p(Aau).

Par conséquent

p(Au) est croissante pour A € [0, ool

Montrons la continuité. Pour cela soit \,, — A et soit la suite

on = [Apu() P

Bien évidemment ¢,, est une suite convergente vers la quantité |Au(z)|P®). D’aprés le Théoréme de

convergence Monotone
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p(Ant) — p(Au).

Par conséquent p(Au) est continue pour A € [0, ool

Comme la fonction

pla,A) = (@)1 >0

est convexe pour rapport & A, I'application p(Au) reste convexe pour A € [0, oco].

Soit la quantité définie sur I'espace LP(*)(Q) par

u

ullp(ay = inf {)\ > O,p(x) < 1}.

On définit pour tout u € LP(®)(Q), I'intervalle I,, de R par

il est facile de voir que

Iu=[0700[, u=0

I, = [a, 0], u#0eta>0

Prposition 1.19. L’espace LP®)(Q) est un espace vectoriel,

Nous allons définir une norme dans l’espace LP(*)Q, notée ||.|| .-

Prposition 1.20. L’expression ||.||,(») est une norme sur LP®)(Q), dite norme de Luzembourg.
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Démonstration. (i) |[ullpz) > 0.
(ii) [|ullp@) =0 <= u=0.
(iil) [loullp@) = lalllullpe@)-
(i) flu+vlp@) = lullp@) + [0lp@-
En effet, (i) est évident. Si u = 0, alors I, = [0,00][, donc |Ju|,;) = 0. Supposons maintenant que

llullpez) = 0. T existe (A,) C [0, 1] telle que

A —> O et p()\i) <1,vn eN.

donc

12 (1) :/(/\in>p(x)|u(w)|p($)dw > (%)/|u(x)|p(‘”)d:ﬂ.
Q

Q
Ceci n’est possible que si p(u) = 0, car sinon

p(%) — +00, lorsque n — o0,
n

ce qui contredit ’'inégalité ci-dessus. Par conséquent u = 0.

(iii) Si @ = 0, le résultat est immeédiat. Si « # 0, nous avons

lloul|p(zy = inf {)\ >0: p(% < 1}

= inf{|a|)\ >0: p(%) < 1}
= |a|inf{>\ >0: p(%) < 1}
= lelllullp(a)-

(iv) Soit 'ensemble définie dans LP(®) par

C={ueLP®Q):pu) <1}.

L’ensemble C est convexe puisque p est convexe. Posons ||[ul|,z) = a, [|v][p@) = b,
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par conséquent

u v

———,—— € (C, pour tout € > 0,
a+e b+e
otat+cel,etb+ee€l,.
Nous avons aussi
t 1—t)"
vy ( ) € C, pour tout ¢ € [0,1].
a+e b+e
En particulier, en choisissant
_a+te
a+b+2’
on obtient
u—+v
—— e C.
a+b+ 2e
Ainsi
a+b+2 € Iu+v
d’ot

lu+v|lp@) < lullp@) + v]|p@) + 26, pour tout € > 0.

Ce qui entraine l'inégalité triangulaire

[ +0llp@) < l[ullp@) + [0llp@)-
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O

Prposition 1.21. Les propriétés (a) — (f) et la proposition 1.20, en font de I’espace LP®) (), un espace de

Banach.

Prposition 1.22. Si la fonction p(x) = p € [0,400], alors ||.||p(z) est la norme usuelle de I’espace LP(Q2).

En effet, comme c’est évident pour u = 0, nous supposons que u % 0. Par définition, on a :

lullyw = inf{r > 0:p(5) <1}
:nﬁ{A:>0:/}ﬂ%SMQM“@dx§1}

Q

. 1
:nﬁ{A>O:XR§ng§1}

:nﬁ{A>0:me§A}
= [|ullp.

Prposition 1.23. Siu € LP®)(Q)\ {0}, alors
llullpz) = @ si et seulement si p(%) =1

Démonstration. (=) Supposons que |[ul|,,) = a, alors

I, = [a,00] et p(g) <1.

Supposons que

Pour tout ¢ > 0, le modulaire p(%) est continue, convexe et décroissante. Il existe alors 0 > 0, tel que

p(%) < 1, pour tout € [a—d,a+ d].
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Ainsi, nous aurons a — g € I, ce qui est absurde, En conséquence

(<) Nous supposons que p(%) = let a € I, Par suite |[u|pm) < a. Supposons que ||ul|,,) < a, II existe

alors \g € I, satisfaisant

||u||p(m) <X < a,

Autrement dit

o(2) <o) 1

ce qui est évidemment absurde, donc ||ul[,;) = a. Ceci achéve la démonstration.

Prposition 1.24. Si u € LP®)(Q) alors,
(1) [Jullp@) < 1(= 1> 1) si seulement si p(u) < 1(=1>1)

(2) Si ||ullpz) > 1, alors HU”Z(;) <plu) < ||UHZ&)

(3) Si |Jullp(z) < 1, alors ||u||ga) < p(u) < ||U||§(_g;)

Démonstration. Le cas u = 0 est trivial. Nous supposons donc que u # 0. D’aprés la proposition ci-dessus
[ullpzy = 1 <= p(u) = 1. Maintenant si [|u|,) = a < 1, alors 1 < 1. En vertu de la croissance de p(Au),

on obtient pour A € [0, ool:

plu) < p(%) < 1.
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Réciproquement si p(u) < 1, alors 1 € I,,. On en déduit de la proposition 1.23, que |[ul[pm) <1
Les autres inégalités se démontrent de maniére similaire.

(2) Si on suppose que ||ul|,) = a > 1, alors

c’est-a-dire
- +
Hu|§(m) <plu) < ||UH§(Z)
Pour le point (3), on adapte de maniére analogue la démarche de (2). O

Prposition 1.25. Soit la suite (u,) C LP®)(Q) et soit u € LP®)(Q), alors les affirmations suivantes sont
équivalentes :
(1) lim ||uy, — ’qu(m) =0,

(2) lim p(up, —u) = 0.

Démonstration. (1) = (2). Nous supposons que lim |lu, — ul|y(,) = 0. Par définition de la limite, pour tout
n—oo

e €]0, 1], il existe ng € N tel que si n > ng on a

llun, —ul|| <e < 1.

Il s’en suit que
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plun —u) < |lup, —ullP” <eP” <eg,

et par voie de conséquence

lim p(u, —u) =0

n—roo

(2) = (1). La réciproque est toute aussi évidente car si lim p(u, —u) = 0, alors p(u, —u) < e’* pour n
n— oo

suffisamment grand.

En tenant compte de la proposition 1.24,(1), on obtient ||u, — u|| < 1.

11 vient en vertu des résultats de la proposition 1.24,(2),

|l — u||§z;) < p(up —u) < Pt

ou bien

nh_)rrgo 1tn — |y = 0.

Ceci echéve la démonstration .

Prposition 1.26. L’espace dual de LP®) (RN) est L' () (RN), avec

En outre, pour tout (u,v) € LP@(RN) x L?' () (RN) nous avons

1 1
| [ uwie] < (o= + o o lvly o) < 2o ol
RN
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1.5.3 propriétés de I’espace W) (Q)

Théoréme 1.27. L’espace W'P()(Q) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit {u,} une suite de Cauchy dans W) (Q), alors {u,}, {a‘%},j =1,...,N sont des
suite de Cauchy dans LP(®) ().

Comme LP(I)(Q) espace de Banach, il existe u,w; € Lp('”)(Q) tels que

0
Uy —> U €t 8—u — w; quand n — oo, j=1,.,.N (1.7)
Lj

Nous utilisons 'inégalité de Holder,

Iy
[t = w5 Eds < Clu =l [ 52 pouw ¢ € (@) (18)
Q
oi C = p% + q%.D’aprés (1.7),(1.8) ,nous avons
Iy
una dx — da: pour ¢ € C5°(2), quand n — oo, (1.9)
Q
donc
ouy,
—pdx — chpdx pour ¢ € C;°(Q2), quand n — oo, (1.10)
J O0x;
car
/un%dx =— / %(pdl’ pour p € C§°(Q) (1.11)
J J
Q Q

Par passage 4 la limite, compte tenu de (1.8) et (1.9), nous obtenons

ggo dx /%dw pour ¢ € Cg°(2) (1.12)
Q
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D’aprés le lemme du Bois-Reymond en (1.11), nous concluons que ( voir théoréme 0.5),

ou
e W@ (Q) et w; = =—,j=1,...,N.
u ( ) e w] 6$] J
On a donc
N [é) 1o}
llun — ull i = [[un — ullp@) + Zl ‘ BZ? - W#j — 0, quand n — oo.
=
Finalement W' () (Q) est un zspace de Banach . O

Théoréme 1.28. ([7]) L’espace W'P(@)(Q) est réflexif et séparable pour p~ > 1.
Définition 1.29. On désigne par Wol'P(I)(Q) la fermeture de C§°(Q2) dans Wl'p(z)(Q).

Théoréme 1.29. ([7]) L’espace Wol‘p(z)(ﬂ) est aussi un espace de Banach, réflexif et séparable .

Si de plus Q est borné, alors :

Théoréme 1.30. ([20]) Pour p,q € L>(Q),p(z) < q(z), on a

wr@(Q) c wha@ ().

avec injection continue .

Soit p* lexposant critique de Sobolev associé ap, d’expression

+oo  si p(x) > N.

Théoréme 1.31. ([20]) Pour p,q € C(),p~,q~ > 1, on a alors

q(z) < p*(z) pour tout x € Q.

De plus
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Wl-p(w)(Q) c LQ(ZE)(Q),

avec injection continue et compacte.

Théoréme 1.32. ([20]) Si p,q € C(Q) sont tels que 1 < p(x) < g(x) < p*(z), pour tout x € Q , alors

wlr(@) Q) c La@) Q)

avec injection continue .

Théoréme 1.33. (Inégalité de poincaré [7]) Pour p € C(Q),p~ > 1, il existe C > 0 tel que

Théoréme 1.34. Les normes ||ul|, [|[Vul| ) sont équivalentes sur Wol'p(x)(Q).

Lemme 1.6. (lemme 4.2 de [15]) Suppose que (C1) — (C3') tenir. Ensuit I € C1(H'(Q2),R) et

' (w) = / Vuvo + / o(a)uv — / Fa, u)o — ]f gz, w)v pour tout v € H(Q),

ot I'(u) désigne la dérivée de I dans u. De plus

J(u) = /F(a:,u) +%G(w,u).

est faiblement continue, et J’ est compact
Démonstration. voir [15] O

Prposition 1.35. (proposition 4.3[15]) Suppose que (C1) — (C3') tenir. Si {un} est une suite bornée

dans H(Q) tel que lim, o0 I'(um) = 0 ensuite {u,} a une sous-suite convergente.

Démonstration. voir [15] O
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Théoréme 1.36. (théoréeme 2,[1/]) comme étre dans le théoréme 1 et suppose que A et B satisfont (0,3).

si satisfait la condition

[¢(z,2) — oy, w)| < Q[lx —y[* + |z —w|?],[(z,2)] < @

pour tout (,z) et (y,w) dans OQ x [— My, My], et si u est une solution faible bornée du probléme conormal

divA(x,u, Du) + B(z,u, Du) = 0 dans Q, A(x,u, Du).y = ¢(x,u) au 0

ot v est la normale intérieure & 0N, avec |u| < My dans , alors il existe une constante positive § =

B(a, A/X,m,n) telle que u soit dans CP(Q) , de plus (0,5) est valable

1.5.4 Séparabilité,réflexivité et dual de L?(x)

Nous allons distinguer I’étude des trois cas :

(A) l1<p<o

B) p=1
(C) p=o0
1< P<o

11 s’agit du cas le plus (favorable) : LP est réflexif séparable et le dual de LP s’identifie & LY.
Théoréme 1.37. LP est réflexif pour 1 < p < c©
Démonstration. voir 9] O

Théoréme 1.38. (Théoréme de représentation de Riesz) Soit 1 < p < oo et soit ¢ € (LP)".

Alors il existe u € LP' unique tel que

<<p7f>=/uf VfelLP.

De plus on a ||ullpy = [l¢ll(Lry
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Remarque 3. Le théoréme 1.38 est trés important. 1l exprime que tout forme linéaire continue sur LP avec
1 <p < oo serépresent d l’aide d’une fonction de .

L’application ¢ — u est un opérateur linéaire isométrique et surjectif qui permet d’identifier le dual de LP

avec

Démonstration. voir [9] O
Théoréme 1.39. LP(Q2) est séparable pour 1 < oo

Démonstration. voir 9] O

Théoréme 1.40. Soit p € (L'). Alors il existe u € L™ unique tel que
<<p7f>:/uf Vfe L
l[ulle = llellLry
Remarque 4. Le théoréme 1.40 affirme que toute forme linéaire et continue sur L' se represente d l'aide
d’une fonction de L. L’application ¢ — u est une isométrie surjective qui permet d’identifier (L)’

(LYY = L.

Démonstration. voir ([9], p66) O
Remarque 5. L’espace L™ n’est pas séparable .

Démonstration. voir [9] O

1.6 Espace de Sobolev généralisé
Ces espaces vont representer le cadre fonctionnel dans les quels nous allons chercher les soluttion . Notés
Wir@)(Q), ils ont pour expression

Wl’p(w)(Q) = {U S Lp(a:)(Q)v gi € Lp(w)(Q)v J=1 ’N}

Lj
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o

8.73]‘

Ici désigne la dérivée partielle de u et satisfait 4 ’équation

Op ou
—Ldr=— | — tout 5°(92).
/uaxjda: /(%cj wdz, pour tout ¢ € C§°(N)

Nous munissons 'espace W1 ?(*)(Q) de la norme

ou

N
o = Wl + S 2]
el .rcor @y = el g 9 lyioy

En outre, si on note gradient de u par Vu = (68—;1, %;7 . 62:1;

), on peut définir, de maniére équivalente,

I’espace W) (Q) par

Wl,p(m)(Q) ={ue LP(I)(Q)’ |Vu| € Lp(z)(Q)}.
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Chapitre

2.1 Position du probléme

—Au+u=Ag(z,u) surQ

(2.1)

du

o = flx,u) o0

011 Q est un domaine borné lisse dans R avec R > 2, i est la normale externe a 9, A € R est un paramétre
et les non-linéarités f: 90x R — R, g : Q x R — R sont des fonction continues.

Sous des hypothéses appropriées sur le terme frontiére f(z,s) (un signe non linéarité), nous étudions l'exis-
tence d’une solution positive de passe Montagne et autre non nul solution au probléme pour || > 0 assez
petit.

De plus, on montre que la solution non nulle est positive pour les petits A > 0 sous des hypotheéses appro-

priées sur g(x,s) (voir Fg ci-dessous).

(Fy) Nl existe a € [2,2.[ et C > 0 tels que | f(z,s) |< C(s**~! +1) pour (z,s) € IQ x [0,00[ ot 2, = oo si
N=2e¢t2, =200 N >3
(Fp) Tl existe a > 2,0 € [1,2[ et C > 0 tel que aF(x,s) — sf(z,s) < Cs? + C pour s > 0 et x € 99, ou

F(z,s) = [ f(z,7)dr.
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2.1. POSITION DU PROBLEME x1

F(z,s)

(Fg) Il existe zg € O et g > 0 on limsﬁm(minzeg(m%)nag pe

) = 0o ot B(xg,dg) désigne une boule

ouverte centrée en xy de rayon &y dans RY.

(F4) f(x,s) = 0 pour tout (z,s) € 9Qx] — 00,0] et limsup,__,y+ (maxy_s0 @) < p1, 0ot pg > 0 est la

valeur propre principale de —Au + v = 0 dans (2, %Z = pu sur Of).

(F5) f est localement lipschitzienne continue sur 992 x [0,00[ c’est-a-dire pour tout M > 0, il existe
ag = ao(M) €[0,1[ et L =L(M) > 0 tels que | f(x1,51) — f(22, s2)| < L(|Jz1 — 22|*2+]|s1 — $2]|*?) pour

tout (x1, s1), (2, s2) € 0N x [0, M].

9.s)—0@0))

(F6) g(x,0) > 0 pour tout x € Q et liminf,__,q(max,cq . —00.

Nous donnons un exemple de f(z,s) satisfaisant toutes les hypotheéses (Fy) — (F5).

Exemple 3. Soit f(z,s) = a(x)sP~ + b(z)s?™1 pour (z,5) € 9N x [0,00] et f(x,s) = 0 pour (z,s) €
O] — 00,0[, ici 2 < ¢ < p < 2, et a,b sont localement lipschitienne continue sur O vérifiant soit (i)
a(xzg) > 0 pour certains xog € Q et b(x) < 0 pour tout x € I ou (ii) a(x) > 0 = 0 dans IQ et b(x) est
n’importe quelle fonction, Alors f vérifié que (Fy), (Fa), (Fy) et (F5) sont valables. Si on prend o = p pour le
cas (i) et o = q pour le cas (ii), alors aF(x,s) — sf(x,s) <0 pour tout (x,s) € 0N x [0,00). Ainsi (F»)

Soit X Uespace de sobolev W'2(Q) de norme |[ul|x = ([,,(|Vul?> + u?)dz)'/? Nous donnons maintenant le

resultat principal du travail .

Théoréme 2.1. D’aprés (Fy) — (Fs), les affirmations suivante sont valables :

(i) il existe \* > 0 tel que (2.1) a une solution positive uy lorsque | X | < X*. plus loin de plus, pour toute
suite (An) C R satisfaisant (A,) — 0 comme n — o0, il existe une sous-séquence (Ani) de (An) et
une suite (unk) de solutions positives au probléme (2.1) avec X = \,, vérifaint u,, — ug en C1 ()

comme ny, — 00 , ol ug est une solution de passe de montagne de (2.1) avec X =0

(i1) Si g(x,0) = 0 sur Q, alors il existe A\, > 0 tel que (1.1) a un autre solution non nul vy pour A €
(=X, 0) U (0, \y) telle que vy —> 0 dans X comme A — 0. de plus, si nous supposons que (Fg) est

également vrai, vy > 0 dans Q pour A € (0, \,)
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2.2 Reésultat principal

Dans ce travail supposons que les hypotéses(F;) et(Fy) sont valables. Pour (2.1) avec A = 0, on définit la
fonctionnelle lagrangienne Iy : X — R par Iy(u) = 5 [,(|Vul>+u?)dx — [,, F(x,u)do pour u € X, ot o est
la mesure de surface sur la frontiére. Noter que opérateur de trace X — L?(02) est compacte pour q € [1,2,]
(voir [4],théoreme 1.1) puis, par (F}), Iy est bien définit et Iy € C*(X,R) avec I}(u)p = Jo(Vu.V¢ +ug)dx

- [o0 flz,u)¢do pour u,¢ € X (voir [15], lemme 1.6]).

Lemme 2.1. Supposons que (Fy) — (Fy). Ensuite les affirmations suivantes sont valables :

(1) Il existe 7o > 0 et po > 0 tel que

Iy(u) > po lorsque || u||x= 10 (2.2)

(2) II existe v; € CH(Q) tel que v1 >0, vi(zo) >0, || v1 [|x> 70 et Lo(vy) <0, 0t zg € IQ dans (F3).
(3) Iy satisfait la la condition de palais smale, c’est-a-dire, soit toute suite {u,} dans X telle que |Io(u,)|

est uniformément borné et I)(u,) — 0 comme n — oo, alors {u,} une sous-suite convergent dans

X

Démonstration. (1) Apartir de (Fy), il existe so > 0 et € (0, 1) tels que L&) < ;i pour |s| < so alors

S

F(x,s) < £s2.

ol

En combinant cela avec (F}), il existe ay € [2,2,[ et ¢ > 0 tel que F(z,s) < &s? + C|s|** pour s € R.
puisque 7 est la valeur propre principale de —Au+wu = 0 dans g—’;:,uu sur 02, 1y faQ uw?do <[l u ||%

pour tout u € X. En suite, pour tout u € X.

2 (o5} ]' ~ @1 —
Iofu) > 5(1 = ) jullfe = Cllulg = Jull |30 = ) = Cllule =] (2.3)
M1 H1

N

Ot C est la constante positive qui provient de l'inclusion continue X — L*(9€2). Ainsi, il existe

ro > 0 et pp > 0 satisfaisant (2.2).

(2) Soit 29 € 9Q et Jy > 0 dans (F3). Choississez une fonction 1 € C'(Q) telle que ¥ > 0,%(z¢) > 0
et le support de ¢ est dans B(zg,dp). On pose A = {x € 90 N B(xg,do) : ¥(x) > %352")} et

B = {z € 002N B(xo,d) : ¢Y(z) < %} alors AU B = 00 N B(xp,dp) la mesure de surface

Université Yahia Farés Médéa 2020-2021 k.Aouimeur



2.2. RESULTAT PRINCIPAL xlii

de A est positive. Par (F3), F(Sg”g’s) :x € AUB} — oo comme s —» 00 par conséquent,

mm{% :x € A} — oo comme t — o0 et [, F(z,th(z))do > 0 pour un t suffisamment

grand. Alors

Io(t4) = Z 1013 — [ mgen.a0) F (@ t0)do="5 [0l1% — 2 [, et y2do - [, Fle, tp)do < & (o] -

NEA gqﬁ ) — —oo comme t — c0.

Ainsi, il existe to > 0 tel que v; =ty € CH(Q) vérifie vy > 0,v1(wg) > 0, ||v1]|x > ro et Io(v1) < 0.

Soit (u,) une suite dans X telle que Ip(uy,) est bornée et I'(u,) — 0 comme n — oo et alp(uy,) —
Ij(un)un = 252 unllk — [oo(aF (2, upn) — un f (2, u,))do. Depuis [Io(un)| et || I)(un)|| sont bornés, par
(Fy)et(Fy), pour certaines constante M, M’ > 0,

oa—2
2

Junl e = o) = Ej(un)un + [ (@F(e,00) = wnFlz,00)do
[2}9)

< M 4+ M||u, | x + MH“H”%G(GQ)
<M+ Mun|lx + M ||lu,|%-

Car o > 2 et 0 € [1, 2], il s’ensuit que |lu, || x est borné. par arguments standard, I, satisfait la condition
de Palais-smale (voir la proposition 1.35 de [15])

Metrre I' = { € C([0,1],z) : v(0) = 0,7(1) = v1} ot vy est la fonction lemme 2.1(2). Alors ¢y =
inf,er mazo<i<1lo(y(t) > 0 est une valeurs critique de Ipen vue du théoreme de passe montagne
d’Ambrosetti et Rabinowitz [2]. Ainsi Iy a un critique de Iy en vue point ug € X {0} avec Ip(ug) =
cop > 0 on appelle vy une solution de passe montagne associée avec [y. En général, une solution de
passe de montagne n’est pas nécessairement unique, mais I’estimation a priori pour toutes les solutions

de passe montagne est donnée comme suit.

O

Lemme 2.2. Supposons que (F1) — (Fy) tiennent. Alors il existe M1 > 0 tel que |u|p-~(q) < My pour

toute solution u associée a Iy. Si, en plus, on suppose (F5) est également vrai, alors il existe des constantes

B €]0,1[ et My > 0 telles que ||ulcrs ) < Mz pour toute solution u assosice a Io
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2.2. RESULTAT PRINCIPAL xliii

Démonstration. Soit u une solution de passe montagne associée a Iy. Depuis I)(u) = 0 et Ip(u) = ¢

a—2 2 ,
5 Il = afow) = Ty | (@F(e.w) = uf(e.w)do

< acg + M||u||§( + M

Pour certains M > 0, et donc ||u||x < My pour certaine My > 0 par technique d’itération de Moser [18, 19],
llull Lo (@) < M; pour certaine My > 0. Supposons que F5 soit valable. Puis par la régularité de Lieberman(
Théorema 1.36 de [1], il existe des constantes 3 € (0,1) et Mz > 0 tel que [[ul[c1.5, < M2 pour toute
solution de cols u associée a Ij.

Notez que 0 est la solution constante unique au probléme 2.1 avec A = 0. Ensuite, nous montrons que toutes

les solutions non constantes au probléme 2.1 avec A = 0 sont en effet des solutions positives. O

Lemme 2.3. Supposons que (Fy) — (F5) tiennent soit u une solution non constante au probléme 2.1 avec

A=0. Alors u > 0 dans Q.

Démonstration. Soit u une solution non constante au probléme 2.1 avec A = 0. Supposons, au contraire ,
il existe 71 € Q tel que u(x;) < 0. Puisque u n’est pas une solution constante, par principe du maximum
fort, u ne peut pas atteindre son minimum non positif en. il existe zo € 9 tel que u(z2) < u(x) pour tout
z € Q et u(xy) < 0. par le lemme de Hopf 2—2(@) < 0, ce qui contredit le fait que %;;(332) = f(z,u(z2)) =

0 Alors u > 0 dans Q O

Rappelons que M; est une constante dans le lemme 2.2. Soit g une fonctions continue sur Q x R et a tel

qu’il coincide avec g sur Q x [—2M;,2M;] et son support dans Q x [—3M7, 3M;].

pour A\ € R.definir Iy : X — R par, pour u € X

IA(u):/Q(%(|Vu|2+u2)—)\G(ac,u)>dx— aﬂF(aﬁ,u)da

= Io(u) — )\/QG(;E,u)dx.

ot G : Q x R — R est définie par, G(x,s) = fos g(z,7)dr pour (x,s) € Q x R alors I est bien défini et
Iy € CH(X,R) avec I{(u)¢ = [,(Vu. vV ¢+ug)da — [o, f(z,u)pdo — X [, g(z, u)pdo avec u, ¢ € X un point

critique de I est une solution (faible ) de —Au 4+ u = Ag(x,u) dans Q et g—”;]‘ = f(x,u) sur 90
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Lemme 2.4. Supposons que (Fy) — (Fy) tiennement. Ensuite, les affirmation suivantes sont valables :

(1) 1l existe \° > 0 tel que pour tout \ avec |A| < \°,
Po _
In(u) > Y quand ||ul|x = ro (2.4)

et In(v1) <0, quand ro, po et v1 sont comme dans le lemme 2.1

(2) Pour chaque X\ € R, I satisfait la condition de Palais-Smale

Démonstration. (1) Depuis G (x,s) est borné Q x R nous avons
Ip(u) — |AC < In(u) < Iy(u) + |A|C pour u € X (2.5)

ot C > 0 est indépendant de X et u. Puis par (2.3) et (2.5), il existe A° > 0 tel que pour tout \ avec

Al < A0 I (v1) < To(v1) + |AIC < 0 et In(u) > p—|A|C > & pour |Jul x = 7o.

(2) puisque g(x,s) et G(x,8) sont les memes arguments dans le lemme 2.1(3), on peut montrer que pour
chaque X\ € R, I satisfait la condition de Palais-Smale.
D’apreés le théoreme de passe montagne d’Ambrosetti et de Rabinowitz [2], par le lemme 2.4 on définit
une valeur de passe montagne cy de Iy par C\ = inf,cp maxo<i<1 Ix(7(t)) > 0. Puis par (2.5), cx — ¢
lorsque A — 0

O

Lemme 2.5. Supposons que (Fy) — (F5) tienement. Soit (A,) une suite dans R telle que A, — 0 comme
n — oo et soit (u,) une suite dans X telle que u,, est une solution associé a I, . Alors il existe une sous
suite (ny) de (uy) satisfaisant u,, — ug dans C1(Q) comme ny — oo , ot ug est une solution de passe

montagne associée a Ij.

Démonstration. Puisque I, (un) = cx, et I} (u,) = 0, en utilisant le meme argument que dans le lemme
2.2 avec la borne de cy,, la norme C*#(Q) de u, est uniformément bornée. Par le plongeant compact
CHB(Q) — C1(£). une sous-séquence de u,, converge vers une limite uy dans C*(Q). Alors ug vérifie que
Iy(ug) = Cp et Ij(ug) = 0. Par conséquent ug est une solution associée a I

D’aprés 2.2 ,2.3 et 2.5 nous avons le lemme suivant O
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Lemme 2.6. Supposons que (Fy) — (Fs) tiennent, Il existe \* € (0, \°) tel que tout solutions passe u associe
a Iy avec |A| < A*

ou = A0 et My sont les constantes du lemme 2.4 et du lemme 2.2 respectivement.

Démonstration. premiérement, nous montrons que toute solutions u associée a Iy pour |A| > 0 assez petit
satisfait |u(z)] < 2 < 2M; pour tout x € €. Supposons , par I'absurd, quil existe deux suite (\,) C R
et (u,) C X telle que A\, — 0 lorsque n — oo et u, est une solutions assoviée a I, satisfaisant
lltn | oo () > 2M;. par le lemme 2.5 a sous séquences de (u,,) converge vers une solution ug associée a Io
dans C1(Q). Depuis [|ug|| () < My par le lemme 2.2, 11 s’ensuit que [[up, || po@ < 2M;

pour n assez grand , ce qui est une contradiction . Il existe donc A1 > 0 tel que |Juy ||z ) < 2M; pour
tout solution de cols u associée a I avec |A| < A1 . De meme , on peut prouver que u(x) > 0 pour tout x
€ Q au vu des lemmes 2.3 et 2.5.

Maintenant, nous donnons la preuve du théoreme 2.1. O

Démonstration. du théoreme 2.1.

(i) Soit uy une solution associée a Iy avec |A] < A*, ot A* constante dans le lemme 2.6. Alors 0 < uy(z) <
2M; par le lemme 2.6. Ainsi, g(x,uy) = g(z,u;), et uy est une solution positive au probléme (2.1).
Soit () toute suite dans R telle que A, — 0 lorsque n — oo. Puis par le lemme 2.5, il existe
une sous-suite (Anx) de (A,) et un suite (u,) de solutions positives au probléme (2.1) avec A = A
satisfaisant w,, — ug en Cl(ﬁ) comme n; —> 00, ol ug est une solution de passe montagne ug
associée a I .

(ii) Nous supposons maintenant que g(x,0) = 0 dans Q. Soit ETO la boule fermée centrée au origine de rayon
ro dans X, o1 79 > 0 est la constante du lemme 2.4. Puis le minimum de I dans ETO tell que I (vy,)
converge vers le minimum de I, dans B, et v,, — v faiblement dans X pour un certain vy € B,,. Par
la semi-continuité faiblement inférieure de Iy, on a Iy(vy) < liminf, . Ix(v,), ce qui implique que
vy est un point minimum dans B, . puisque Iy (0) = 0, il s’ensuit que Iy (vy) < 0 < I (uy),01 uy est
une solution de passe montagne associée avec I. Par (2.3), inf), —r, Ixn(u) > § > 0 = I5(0). Donc
loallx < ro et vx # uy . et par (2.2) et (2.4), on peut choisir ro > 0 dans les lemmes 2.1 et 2.4 de
sorte que Iy(u) > $(1 — ﬁ)”u”?x — |A|C pour tout |lul]|x < ro. Notez que C>0 est indépendant de A

et u. Par conséquent, ||vy]| — 0 comme A — 0, Par le fait que Iy(vy) < 0. Par itération de Moser
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technique [18, 19], comme dans le lemme2.2, il existe A* > 0 tel que ||vx||ze(q) < 2M; pour |A| < Ax.
D’ot g(x,vx) = g(x,vx) et donc vy est une solution non nulle de (2.1) pour A € (—A*,0) U (0, A*),
puisque g(z,0) = 0.

Supposons que (Fg) soit également valable. Alors il existe C' > 0 tel que g(z, s) — g(x,0) > —C's pour

—2M; < s <2M; et x € Q. Soit A € (0, \x) fize. Alors

—Avy + (1 + XC)vy = Ag(x,v)) — g(x,0) + Cvy) + Ag(x,0) > 0.

Since vy = 0, Par le méme argument que dans le lemme 2.3, on conclut que vy > 0 dans € pour

A€ (0, Ax).
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Conclusion

Dans cette mémoire, nous avons étudié des problémes elliptique non linéaires. Nous avons établi des
théoréemes d’existance & l’aide de la théorie des points critique, précisément 1'utilisation du théoreme de
Passe-Montagne était concluante. Les difficultés rencontrées sont de deux natures : équation non-lineaire,

définies sur des domaines bornés .
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