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Résumé

On considere ’équation dés ondes avec condition du controle frontiere dynamique de type
dérivée fractionnaire. On étudie la stabilité du systéme (P), en utilisant la théorie des semi-
groupes des opérateurs linéaires et le résultat obtenu par Borichov-Tomilov.

Mots clés : équation des ondes , dissipation dynamique , frontiere a dérivée fractionnaire

;méthode du domaine fréquentiel , stabilité polynomiale.

Abstract

We consider the wave equation with a dynamic boundary control condition of fractional
derivative type. We study stability of the system using the semigroup theory of linear operators
and a result obtained by Borichev and Tomilov.

Keywords : . Wave equation, dynamic boundary dissipation of fractional derivative type,
frequency domain method, polynomial stability , Cy.semi— group, Fractional Derivative, Strong
Stability, Exponential Stability, Polynomial Stability, Optimality, Spectral Method.
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Notations générales

Espace de Banach.
Espace de Hilbert.
Espace de Sobolev.

désigne le corps de nombres réels R ou complexes K.

une norme.

produit scalaire dans L*((Q2) .
crochet de dualité.

injection continue.

le domaine de définition de 'opérateur A.
le laplacien.

le gradient de la fonction f.

la dérivée normale extérieure.
frontiere de (2.

borne inférieure.

borne supérieure.

la limite supérieure.

adhérence de I'ensemble D(A).
opérateur.

adjoint d'un opérateur T
Identité.



Introduction générale

Dans notre these, on va étudier I'existence et les propriétés de décroissance de la solution

du probléme aux limites a valeurs initiales de ’équation des ondes suivant :
(gott(:c,t) — @u(x,t) =0 dans (0,L) x (0,+00),
©(0,t) =0 dans (0,+00),
mgptt<L7 t) - Sox(La t) = _fyata’ngpm<L7 t) dans (07 +OO)

\90(37’ O) = 300(.%), 9015($7 0) = 901(33) dans (O’ L)’

oum > 0ety>0.
La notion y9;"" représente la dérivée fractionnaire généralisée de Cputo d’ordre a avec
0 < a < 1 par rapport a la variable de temps t ( voir [12] et [3]).

Elle est définie comme suit :

1

0, "Mw(t) = —F(l —a) /0 (t —s) % Mt —

Les données initiales ¢q et o appartiennent a un espace de fonctions approprie.

Le probleme (P) décrit le mouvement des vibrations d’un cable pincé au bord d’'une masse
m > 0.

Le probleme d’existence globale et le calcul des taux de décroissance du probleme a valeurs
initiales :

(utt —Au=0, dans Q x (0,+00),

u=0, dans Ty x (0,400),
(P)eq ..
5e +mvo(t)g(u) =0 sur I'y x (0,+00),

(u(7,0) = @o(z),  w(x,0)=pi(x) sur €,

est intéressé dans les années récentes.

La bibliographie des travaux dans ce sens est vraiment trop long et beaucoup d’estimations
d’énergie ont été découlé par des feedbacks ( décroissance polynomiale , exponentielle ;ou lo-
garithmique ). Le taux de décroissance de I’énergie (lorsque t tend vers +00) dépend de la
fonction o qui représente la croissance a l'origine de g.

Dans [20] Brahima-Mabodje a étudie le taux de décroissance de I’énergie de ’équation des
ondes avec un controle frontiere a dérivée fractionnaire comme dans notre travail. Il a utilisé

la méthode de I'énergie pour prouver la stabilité asymptotique sous la condition n = 0 et il a
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établit le taux de décroissance polynomiale E(t) < € si 7 # 0.

Dans [17] Z.H.luo, B.Z.Guo et O.Morgule ont étudié le taux de décroissance de I’énergie de
I’équation dés ondes avec une condition frontiere dynamique avec un contole feedback linéaire
au lieu d’un controle feedback a dérivée fractionnaire.

Ils ont utilisé la méthode du domaine fréquentiel pour prouver que le systeme est seulement
asymptotiquement stable mais non exponentiellement stable.

Les feedback frontieres sous la considération est ici de type fractionnaire sont décrites par la

dérivée fractionnaire

fe' 1 ! —a —n(t—s dw
8t ’nw(t) = m /0 (t — S) (& n(t )E(s)ds, n Z 0.

L’ordre de dérivée est entre 0 et 1.

Dans les années récentes, le calcule fractionnaire a été appliqué avec succes dans plusieurs do-
maines pour modifier beaucoup de modeles de processus physiques tels que la condition de la
chaleur, diffusion, viscoélasticité ,propagation des ondes, électronique, ... ect. Caputo et Mai-
nardi [J] ont établit la relation entre la dérivée fractionnaire et la théorie de viscoélasticité.
La généralisation du concept de dérivation et intégration d’ordre non entre a été un objectif
a plusieurs approches et une certaine diverse définition alternative des dérivées partielles est
apparu dans [13].

Avec un développement rapide des science de polymere et 'industrie plastique, ’étude théo-
rique et application dans le matériau viscoélastique et devenu une tache importante pour la
mécanique des solides (voir [19]). La théorie de viscoélasticité et la solution de quelques pro-
blemes aux limites de la viscoélasticité sont intéressé par Llioushin et Pobedria [15].

Dans notre cas la dissipation fractionnaire peut décrire un amortissement viscoélastique fron-
tiere pour le but et réduction du comportement vibratoires.

Dans notre travail on va donner la stabilité globale dans des espaces de Sobolev, et les es-
timations de décroissance de 1'énergie de la solution du probleme (P) avec controle frontiere
dynamique de type dérivée fractionnaire.

Ce travail est basé principalement sur I’article de M. Abbes Benaissa et Hanane Benkhedda [2]

L’organisation de cette these est comme suit :

1- premier chapitre : dans le premier chapitre, on donne des rappelles sur des concepts

d’analyse fonctionnelle qui sont nécessaires pour notre travail essentiel.

2- Deuxiéme chapitre : dans le chapitre deux, on établit 'existence globale de la solution

faible et forte du systeme (P).

3- Troisieme chapitre : le chapitre trois est consacré a 1’étude de la stabilité du systeme
(P), ou on établit la stabilité asymptotique en utilisant le théoréeme d’Arend-Batty, puis
on établit le manque de stabilité exponentielle, en utilisant la méthode du domaine fré-
quentiel. Apres on établit la stabilité polynomiale du systéme (P), en utilisant le théoréme

de Borichov-Tomilov.
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Premier chapaitre s Définition et préliminaire

Dans ce chapitre nous rappelons quelques éléments d’analyse fonctionnel que nous allons les uti-
liser dans cette these. Quelques résultats sont donnés sans démonstrations, car ils sont standards
et connues chez les lecteurs comme elles peuvent étres trouvées dans beaucoup de références de
mathématiques. Néanmoins, nous allons réserver une attention particuliere pour les résultats

utilisés dans le chapitre suivant.

1.1 Généralités sur des espaces fonctionnels

Espace de Hilbert

Définition 1.1.1. (Produit scalaire.)
Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire < w,v > est une forme bilinéaire de H x H

dans R symétrique, définie positive.

Définition 1.1.2. (Espace de Hilbert.)
Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire < u,v > et qui est

complet pour la norme ||u|] =< u,v >2.

Espaces L”.

Soit €2 un ouvert de R"™.
Définition 1.1.3. soit p € R avec 1 < p < +00
» st 1 <p< 40

L”(Q)z{f:Q—)]R:f mesurable et ||f||Lp<oo},

avec b 1
170 = ([ Vrpae)”

L’espace LP(2) muni de la normell.||r» est un espace de Banach.

» Sip=
L*(Q) = {f:Q — R : f mesurable et||f]|rz < oo},

Il = ([ o)

L’espace L*(2) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(f: 9o /f

» sip=-+00

LT°(Q) = {f :Q — R f mesurable et 3C >0 telle que |f(x)| < C p.p. sur Q},

>



Premier chapaitre Définition et préliminaire

on note
[[fllzee = Inf{C;[f(z) < C pp.sur Q},

Pespace L™ () muni de la norme||.||p~ est un espace de Banach.

Remarque 1.1.1. Notons que si f € L®(82) alors on a :

|f(@)] <||fllpeepp =€

Notation-

soit p € R avec 1 < p < 400 ;on désigne par p’ 'exposant conjugué de p
11

1.e ]—) —I— 27 = ]_

Théoréme 1.1.1. (Inégalité de Holder.)
Soit f € LP et g € L¥ avec 1 < p < oo alors.

fge L' et ||faller < Iflleellgll -
Preuve 1.1.1. Voir [10] page 94.

Théoréme 1.1.2. (Inégalité de cauchy-schwarz.)

Pourp=9p =2 si f € L? et g € L? alors.

fge Ll et |Ifgller < |Ifllzellgllze-

Théoréme 1.1.3. (Inégalité de Minkowiski.)
sotent [ et g € LP alors.
L+ gllee < N[ fllze + llgllze-

Preuve 1.1.2. Voir [7] page 94.

Espace de D((2).

Définition 1.1.4. On appelle ’espace des fonctions indifiniment différentiables sur €2 , et on
noté par ().
D(Q) = {go € C(Q); Supp(p) compact}

avec Supp(p) = {zx € Q, p(x) # 0}.

Espace de ©'(Q).

Définition 1.1.5. On appelle distribution sur ) toute forme linéaire continue sur l’espace
D(Q). On note D'(Q) ’ensemble des distributions sur .
Pour T € ©'(Q) et p € D(R2), on notera désormais < T, > au lieu T(p).
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Prposition 1.1.1. Si T est une forme linéaire sur D(2) on a les équivalences entre :

o T €D(Q) (T est une distribution sur Q .)
e pour tout compact K C Q il existe m € N et C > 0 tel que

| < T, 0> | < Cpmi(p)
= Csup{|0“p(z)|,z € K,a € N, |a| < m};
Vo € D(Q) : supp(p) C K,

Définition 1.1.6. (la dérivées au sens des distribution. )
Soit Q un ouvert de R™, u est localement intégrable sur 2 et o € N™. On appelle dérivée faible
de u d’ordre o, et on note D*u , toute fonction v localement intégrable sur 2 tel que

Vo € ©(Q) : /u@gpda: =(-1)” /vgpdx.
Q 0

Espaces de Sobolev.

Soit 2 un domaine ouvert de R".
Définition 1.1.7. (espace H'(2).)
Uespace de Sobolev H(Q2) est déféni par

HY(Q) = {u cLXQ)Y 1<i< ngu

€ LQ(Q}.
T
Remarque 1.1.2. La dérivée dans la définition est a prise au sens des distributions .

Théoréme 1.1.4. L’espace H'(Q) est un espace vectoriel. Muni du produit scalaire :

(u, v) = /Q (@) (x)dz + /Q Vu(z)Vo()dz,

et de la norme )

I = ( / (lu(@)? + Vu(@) F)dz ) .
Preuve 1.1.3. Voir [0]
Remarque 1.1.3.
1. On sait que || u || r2@)<|| v [|m @) et || Ou ||l2@)<[| u [[m (@) -
2. Pour tout ouvert 2 de R™; on a
D(Q) c HY(Q) C L*(Q)
Définition 1.1.8. (Espace H™((2)).
L’espace de Sobolev H™(Y) est défini par :
H™(Q) = {u € L2(Q),Ya € N", |a| < m, D°u € L2(Q};

on munit de la norme :

| w || )= ( Z /Q|DO‘U(x)|dx)é

la<m

7
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Définition 1.1.9. (Espace H}(Q)).
On définit H} () comme la fermiture de D(Q) dans H'(Q) : Autrement dit

Définition et préliminaire

HY(Q) = {u e HY9) : ulon = o}.

Prposition 1.1.2. Soit Q) un ouvert borné et régulier de R"™. On peut définir une application

linéaire et continue
Yo : HY(Q) — L*(09)
u > Yo(u).
Prolongeant Uapplication trace pour les fonctions continues sur : pour tout

u€ H' (Q)NCQ):v(u) = u|aQ.

L application trace est continue de H'(Q2) dans L*(0S) , ce qui signe qu’il existe une constante

C telle que
Vu € H'(Q) || 70(u) 2200 < C || u llane) -

Prposition 1.1.3. (Inégalité de Poincaré).

Soit Q un ouvert borné de R™ . Alors il existe une constante Cq telle que
Vu € H(Q), llull2) < Cal|Vul| L2

Formule de Green.
La formule de Green est un outil fondamental pour la résolution des EDP. Elle coincide, en

dimension 1, avec la formule d’intégration par parties.

Théoréme 1.1.5. Soit Q un ouvert borné de classe C' et 9 son bord. Soit F une fonction
de CY(Q2) a valeurs dans R™ (un champ de vecteurs). Alors :

/div(F(x))dx = /F(:L’).I/(I)dr. (1.1)
Q

Q

Remarque 1.1.4. Dans cette formule ,1.1 v(z) est le vecteur unitaire normal a 02 au point

x, dirigé vers l'extérieur de 2.
Preuve 1.1.4. Voir [21].

Corollaire 1.1.1. (Formule de Green)
Soit Q un ouvert borné de classe C*. Alors pour toute fonction u € C?(Q) , et v € CHQ) on a

/Au(a:)v(a:)dx = —/Vu(x).VU(x)dx—i— g—z(a:)v(a:)ds,

ou ou
axi)lﬁiﬁn et 8_77 = Vu.v.

Preuve 1.1.5. Voir [21].

ouVu:(
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1.2 Injections de Sobolev.

Définition et préliminaire

Définition 1.2.1. (Injection continue.)

Soient X , Y deux espaces vectorielles normés, un injection continue i de X dansY notée par
X —=Y si:

1 X =Y
u— i(u) = u,

et il existe C' > 0 :
li(u)|ly = |lully < Cllullx, Yue X.

Théoréme 1.2.1. Soit Q un ouvert de R™ , n > 1 qui est soit borné a frontiére lipschitzienne,

soit égal a R™.

1. Soit 1 < p < n, alors WH(Q) — LP*(Q) avec 1% = % — L et Vinjection est continue,

c’est-a-dire qu’il existe C' > 0 (ne dépendant que de p,n et Q ) tel que
[ull o < Cllullwrn,  Yu € WH(Q),

on a en particulier

WE(Q) — La-1(Q).

Pourn =1, le cas p = n est autorisé. On a donc aussi
WHHQ) — L>(Q).
2. Sip>n, alors
WhP(Q) — C*'7r (Q),

ol , pour o > 0, C%*(Q) est I’ensemble des fonctions holderienne d’exposant o défini par

C(Q) = {u € C(Q,R)|Fk € R; [u(z) — u(y)| < kljz —y|* V(z,y) € Q?}.

3. Dans le cas ot Q est borné a frontiére lipschitzienne, W3V (Q) < L(Q) pour tout q tel
que 1 < g < +o00 (et le cas ¢ = +oo est autorisé si N = 1). Ce résultat est fauz dans le

cas o Q = RN .
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1.3 Opérateurs bornés et non bornés

Opérateurs bornés.

Soit T' un opérateur linéaire de E dans F', E et I’ étant des Banach on désigne par :
¢ D(T) le domaine de définition de 7", qui est donc un sous-espace de E.

¢ Im(T) est 'image de T telle que

Im(T) = {Tu,u € E}.

¢ Ker(T) est le noyau de T tel que

Ker(T)={u € E;Tu=0}.

Définition 1.3.1. (Continuité des opérateurs en un point.)

Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Un opérateur linéaire T défini sur un sous
ensemble G C E dans F' est dit continu au point xoq de G si :

Pour toute suite x,, de G converge vers xy, la suite T'(x,) converge vers T(xq) c’est a dire

lim T(xz,)=T( lim xz,)=T(x).

n—-+o0o n—-+o00

Remarque 1.3.1. L’opérateur linéaire T est dit continu sur G, s’il est continu en chaque point

de U'ensemble G.

L’espace normé L(E, F')

Si (B . |lg) et (F;] . ||r) sont deux espaces vectoriels normés, on note L(E, F') 'espace
vectoriel constitue par toutes les applications linéaires continues de F dans F.

Lorsque E = F; on écrit L(F) au lieu de L(E, E).

Définition 1.3.2. On appelle dual topologique de ’espace E et que 'on note E' [’espace de

Banach des opérateurs linéaires continues L(E,K) .
Opérateurs bornés

Définition 1.3.3. (Opérateur borné).
Un opérateur linéaire T défini sur E dans F est dit borné s’il existe une constante positive
C >0, telle que

| T(@) [[r<C x|z VzeE (1.2)

Prposition 1.3.1. (Norme d’un opérateur) La plus petite des constante C' vérifiant la

relation 1.2 est appelée norme de T notée ||T|| et donnée par :

T(x F
17 = sup Z@IE o ir@)r = s @)
lelzo Nzl jep=1 el <1, 2]l£0

10
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Théoreme 1.3.1. Un opérateur linéaire T est continu, si et seulement s’il est borné.
Opérateurs adjoints

Théoréme 1.3.2. (Représentation de Riesz).
Soit H un espace de Hilbert, alors,

Vfe L(H,K),lye H: f(x)=<y;z>, VYreH.

Définition 1.3.4. (Opérateur adjoint).
Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert et T' € L(Hy; Hy). L’unique application linéaire T* €
L(Hy; Hy) tel que pour tous x € Hy , y € Hy on ait

<Tx,y >p,=<z,T"y >p,,
est appelée 'adjoint de T .

Définition 1.3.5. (Domaine de l’adjoint)
Soit T : D(T) C Hy — Hy un opérateur dont le domaine est dense dans H . Le domaine de
ladjoint T de T est par définition

D(T*) = {y € Hy|3C > 0 telle que | <Tx,y>p, | < C|z|,Vx e D(T)}.
Opérateurs compacts

Définition 1.3.6. (Ensembles relativement compacts).
Un ensemble G C E est relativement compact si pour toute suite {u,} de G, il existe une sous

suite {un(r) } qui converge dans E.

Définition 1.3.7. (Opérateurs linéaires compacts).

Soit T un opérateur linéaire d’un espace normé E dans un espace normé F', on dit que T est
un opérateur compact s’il envoie tout ensemble borné G dans E d un ensemble relativement
compact T(G) dans F. Autrement dit, la fermeture T(G) est compacte.

On note K(E, F) l’ensemble des applications linéaires compactes de E dans F.

On pose K(E) = K(E, E)
Opérateurs non bornés

Définition 1.3.8. Un opérateur non borné sur un espace de Hilbert H est un couple (D(T),T)
ot D(T) est un sous espace vectoriel de H et T est un opérateur linéaire définie de D(T') dans
H, on dit que T' est un opérateur non borné de domaine D(T).

Dans la suite, on suppose que D(T) est dense dans H.

11
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Opérateurs fermés

Définition 1.3.9. (Le graphe d’un opérateur)
Soit (D(T),T) un opérateur non borné sur un espace de Hilbert H, le graphe de T est le sous
espace vectoriel noté : G(T) deH x H défini par :

G(T) = {(z,Tz) ,z€ D(T)}.

Définition 1.3.10. (Norme du graphe).
Soit T : D(T) C E — F. La topologie des normes nous pouvons fournir D(T) avec le soi-
disant graphe topologie. Pour les espaces de Banach, il est habituellement défini par la norme

de graphe suivante :

l2lpery = llzlle + 1Tzl F,

et pour les espaces de Hilbert par la norme équivalente

[N

Izl ey = ()7, + 11 T213,) .
qui a le produit scalaire associé
<x,y >pm=<z,y > +<Tz,Ty >g, .

Définition 1.3.11. (Opérateur fermé).
Soient E et F deuz espaces de Banach. On dit que T est un opérateur fermé si son graphe
G(T) est fermé dans E x F .

Prposition 1.3.2. Soient E et F' deux espaces de Banach et T : E — F un opérateur linéaire

alors, les assertions suivantes sont équivalentes :
1. T est fermé.
2. ¥(z,) € D(T){x, —> zo dans E et Tz, —>y, dans F}alors,
xg € D(T) et Txo=yp.
3. (D(T), ||xH’D(T)) est complet.

Théoréme 1.3.3. (Théoréme du graphe fermé).
Soient E et F' deuz espaces de Banach et soitT : E — F une application linéaire. On suppose
que le graphe de T est fermé de E x F. AlorsT est continue.

Prposition 1.3.3. Soient E et F' deux espaces de Banach, siT € L(E; F) et D(T) = E, alors
TeL(EF).

Prposition 1.3.4. Soit (D(T),T) un opérateur non borné sur H de domaine D(T) dense. On
définit ladjoint T* de T par :

Ve e D(T),Yy € D(T"), < Tx,y >=<z,T"y > .

Si Uapplication ¥ —< Tx;y > est continue de D(T') dans C elle posséde alors une extension

continue a H ce qui permet de définir [’élément Ty dans H par la théoreme de Riesz.

12
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1.4 Théorie spectrale des opérateurs

Soit T € L(E)

Définition 1.4.1. (Valeur propre ).
On dit que X € C est une valeur propre de T si \I — T n’est pas injectif. Autrement dit,

l’ensemble des valeurs propres
Vp(T):={AeC : ker(A\ —T)+#{0}},
ker(A — T) est l’espace propre associé d .
Définition 1.4.2. :
1. ensemble résolvant de T' : on appelle ensemble résolvant de T' I’ensemble
p(T):={Xe€CIN =T est inversible}.
Un élément de p(T), est appelé valeur résolvante de T
2. Résolvante de T : si X € p(T), on définit la résolvante Ry(T) de T au point A\ par
RA(T) :== (M —T)7".
La résolvante Ry(T') est simplement notée Ry s’il n’y a pas d’ambiguité sur T.
3. Spectre de T': le spectre o(T) de T est [’ensemble
o(T):=C/p(T)={ e C : M —T non inversible}.
Un élément o(T) est une valeur spectrale de T.

Définition 1.4.3. ( Rayon spectral ).
Soit T € L(E) . On définit le rayon spectral r(T') de T par

r(T) = sup |A| #0.

Aeo(T)

Sio(T) =@ ; par convention, on pose r(T) :=0 .

1.5 Opérateurs m-dissipatifs

Définition 1.5.1. (Opérateur dissipatif).

Un opérateur linéaire A dans E est dit dissipatif si on a

Vo € D(A),VA >0, ||\x — Az||g > N|z||g

13
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A est dit m — dissipatif si :
o A est dissipatif .
e Pour tout A > 0, lopérateur \I — A est surjectif, i.e

Yy € E,YA > 0,3z € D(A), \x — Az = y.

Opérateurs m-dissipatifs dans un espace de Hilbert

Théoréme 1.5.1. Un opérateur (A, D(A)), linéaire non borné dans H, est dissipatif si et
seulement si
Ve € D(A) :< Az;z ><0.

Dans le cas d’un espace de Hilbert complexe, la condition précédente est remplacée par
Ve € D(A): Re < Az;x >< 0.

Preuve 1.5.1. Supposons que A est dissipatif. Pour tout x € D(A), non nul, et tout A > 0,

posons
Yo = Ax — Ax.
Yz A
Zr\ — .
[N

L opérateur A étant dissipatif, on a
Mz|| < || Az — Az|| = (A — Az, z,0\) = ARe(x, 2,0) — Re(Ax, 2,0) < A||z|| — Re(Ax, z,).
Par conséquent, nous avons
Re(Ax, 2z, ) < 0.
Re(A, 22) > |7 ~ ]| Axl]

La suite (zy;0)a €tant bornée dans H, il existe z, € H et une suite (\,), convergeant vers
linfinitif tels que

lim 2.\, = 2.
n—oo

Avec les inégalités précédentes, par passage a la limite, nous obtenons
Re(Azx, z,) < 0.
1
Re(z, z,) 2 ||| — S [lAz].

Comme
RG(I,Z:B) S |($,ZI>| S H$||,

nous avons donc
Re(z,z,) <O0.

Réciproquement, supposons que Re(Az;x) <0 pour tout x € D(A). Alors nous avons
|A\x — Az|| > |(Ax — Az, 2)| > Re(Ax — Az, 2) > \||z|]*.

La condition de dissipativité en découle.

14
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Théoréme 1.5.2. Si A est m — dissipatif alors D(A) est dense dans H.

Preuve 1.5.2. Soit yo € H tel que (yo;z) = 0 pour tout x € D(A). On a (I — A)"'yy € D(A),

(yo, (I — A)"'yo) = 0,

et
(I = A)T = A) 'y, (T — A)Myo) = 0,

Lopérateur A étant m-dissipatif, il vient
17 = A) " yoll* = (AL = A)""yo, (1 — A)"'yo) < 0.

Donc (I —A);'0=0;yo=0=, et D(A) est dense dans H.

1.6 Semi-groupe fortement continu

Tout au long de cette section, (F;||.||) désignera un espace de Banach.

Définition 1.6.1. (Semi-groupe fortement continu).
Une famille (S(t))t>0 d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach E est appelée

semi-groupe fortement continue Si
1. S(0) = I( I est l'opérateur identité sur E).
2. S(ty +t3) = S(t1)S(te), Vti,ta > 0 (Propriété de semi-groupe).

3. Pour chaque x € E, S(t)x est continue en t sur [0; +00).

Ce type de semi groupe sera simplement appelé un Cy.semi — groupe.
Définition 1.6.2. Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés est dit :
1. uniformément continu st lim ||S(t) — I|| = 0.
t—0t+

2. Fortement continu ou de classe Cy si lim S(t)r = .
t—0

3. Semi-groupe de contraction de classe Cy s’il est de classe Cy et ||S(t)]| <1, WVt >0.

Remarque 1.6.1. Si (S(t))t>0 est un semi-groupe uniformément continu,alors,

lim [|S(t) — S(s)|| = 0.

t—s
Définition 1.6.3. (Générateur infinitésimal).

Le générateur infinitésimal de S(t) est lopérateur linéaire A de domaine.

t —
D(A) = {x € H: lim St =z existe},
t—0t
défini par
Az = lim Az = lim M, x € D(A).
t—0+ t—0+ t

15
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Prposition 1.6.1. Soit S(t) un Cy — semigroupe. Il existe deux constantes w € R et M > 1
telles que :
1S(E) | oy < Me*'; Vit > 0.

Remarque 1.6.2.

1. Dans le cas ot ||S(t)| oy < Me®t, YVt >0 : on dit que (S(t)),_, est de type (M,w).

t>0

2. Si (M,w) = (1,0), on dit que (S(t))

1~o €8t un Co.semi-groupe de contraction.

Preuve 1.6.1. Voir [10].

Définition 1.6.4. Soit A: D(A) C E — E un opérateur fermé. Alors
T(A) = {supX, Xeoa(T)},
est appelée la borne spectrale de A.

Prposition 1.6.2. Soient (S(t))t>0
Sixz e D(A) , alors S(t)x € D(A) et on a 'égalité :

un Cy.semi-groupe et A son générateur infinitésimal.

S(t)Ax = AS(t)x ,t>0.

Preuve 1.6.2. Voir [1/].

1.7 Stabilité pour les semi-groupes

Dans cette section nous commencons par produire une certaine définition de type de stabilité
uniforme, exponentielle, uniformément exponentielle, nous avons encore cité deux théorémes
équivalents et démontrer leurs équivalence et un parmi eux.

Notions de stabilité

At

Définition 1.7.1. Le semi-groupe S(t) = e** est dit étre exponentiellement stable s’il existe

deuz constantes w > 0 et M > 1 tel que
S@)|| < Me™*, vVt >0.

Définition 1.7.2. Soit {S(t)}i>0 un Co.semi-groupe de générateur A dans un espace de Banach
E:(S(t)),o, est dit :
1. Uniformément stable si lim ||S(t)|| = 0.

t—4o00

2. Fortement stable si tliin |S(t)z|| =0, VxekFE.
—+00
3. Uniformément exponentiellement stable s’il existe w > 0 tel que tliin e“t||S(t)]| = 0.
—+00

4. Faiblement stable si lim < S(t)x,2* >=0, Vre E Va*e F'.

t——+o0
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5. Polynomialement stable s’il existe deux constantes positives C et « telles que

[S@t)zllx < Ct™|z||lp, VE>0 VzeE.

Prposition 1.7.1. Pour un Cy.semi-groupe (S(t)) -0 dans un espace de Banach, les assertions

t
suivantes sont équivalentes

1. (S(t))t>0 est uniformément exponentiellement stable.
2. (S(t))t>0 est uniformément stable.

3. 1l existe w > 0 tel que,
lim e“*||S(t)z]| =0, VzeE.

t—-+o0

1.8 Controle a dérivée fractionnaire

Définition 1.8.1. L’intégrale fractionnaire d’ordre o > 0, au sens ou Riemann-Liouville est

donnée .
1
ITf(t) = () /a (t—s8)*"'f(s)ds, t>a.
Définition 1.8.2. La dérivée fractionnaire d’ordre o > 0, au sens de Riemann-Liouville d’un
la fonction f définie sur lintervalle [a,b] est donnée par
1 dr

Do f(t) =D "I;7f(t) = T(n — ) dt"

t
/ (t—s)" " f(s)ds, n=][a]+1, t>a.
En particulier, si « = 0, alors

Dipaf(t) = 10f(t) = f(2),

st o =mn, alors
Dipof(t) = f"(1).

De plus, si0 < a <1, alorsn =1, alors

1 ! .
>/a(t—s) f(s)ds, t>a.

Dyr o f(t) = Ti=a)

Exemple 1.8.1. Soit a >0, v > —1 et f(t) = (t — a)?, puis

F(’Y + ]') (t _ a)7+a

IZf(t) = T +atl)

)

Dipof(t) = s————=({t—a)™"
En particulier, st v =0 et a > 0, alors

(t —a)*

Dgrl(C)) = Cm-

17
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Les dérivés de Riemann-Liouville présentent certains inconvénients lorsqu’ils tentent de mo-
déliser phénomenes mondiaux. Les problemes étudiés nécessitent une définition des dérivées
fractionnaires permettant ’utilisation des conditions initiales physiquement interprétables dont
y (0), y (0), etc. les lacunes ont conduit a une définition alternative des dérivés fractionnaires
qui satisfait ces demandes dans les derniéres années soixante. Il a été introduit par Caputo.
En fait, Caputo et Minardi ont utilisé cette définition dans leurs travaux sur la viscoélasticité.
Maintenant, nous donnons la définition des dérivés fractionnaires dans le sens de Caputo ainsi

que certains propriétés essentielles.

Définition 1.8.3. L’intégrale fractionnaire d’ordre o > 0, au sens de Caputo, définie sur la
Uintervalle [a, b], est donné par
n+1

D, f(t) = Dy o (F(2) = =520 — ),

avec

a]+1 si a¢N

n:
a st «a€eN.

En particulier, ou 0 < a < 1, la relation prend la forme

D, f () = D, (1f(1) = f(a)])

=1 f ()

1 ‘ o
= =) /a (t—s)"“f(s)ds.

Sia €N, alors f™(t) et Dg ,f(t) coincide i.e.

F(t) = Dg o f(D).
Exemple 1.8.2. Soit a >0 et f(t) = (t —a)? ot o > —1. alors

D) = o -

En particulier, si v =0 et a > 0, alors D¢, ,C' = 0.
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Deuxieme chapaitre e Exestence et Unicité

Dans ce chapitre on va établir ’étude de l'existence et 'unicité de la solution d’une équation
linéaire des Ondes a dissipation frontiere .
Pour ce but nous avons besoin d’introduire d’abord les théorémes fondamentaux et les propriété

élémentaires pour cette étude.

2.1 Théoremes fondamentaux

Définition 2.1.1. Une forme bilinéaire a : H x H — R est :
¢ Continue s’il existe C' tel que pour tout (u,v),

ja(u, v)| < Cllulfflv]]

¢ coercive s’il existe o > 0 tel que pour tout u € H,

la(u, w)| > aflull*.

Théoréme 2.1.1. (Lax-Milgram).

Soit a une forme bilinéaire continue et coercive. Pour F € H' | il existe u € H unique tel que :
Yoe H, a(u,v)=F(v).
Si A est symétrique, alors u est caractérisé par

1 .1
ueH: ia(u, u) — F(u) = min (éa(v,v) — F(v)).

vekK

Preuve 2.1.1. Voir [10] page 16.

Théoréme 2.1.2. (théoréme de Lumer-Phillips).
Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach E. Alors A est le générateur infinitésimal

d’un (S(t))t>0 de contraction si et seulement si

1. D(A) =FE.
2. A est m-dissipatif.
Preuve 2.1.2. Voir [22].

Probléme de cauchy.
Dans cette section, nous commengons par introduire quelques concepts de base concernant les
semi-groupes.

La grande majorité des équations d’évolution peuvent étre réduites a la forme

U =AU
U(0) = Uy,

(P1)

ou A est le générateur infinitésimal d'un Cy.semi-groupe (S (t)) sur un espace de Hilbert H.

t>0

20



Deuxieme chapaitre e Exestence et Unicité
Théoréme 2.1.3. (théoréme de Hille-Yosida ).

Soit (A, D(A)) Un opérateur linéaire non borné sur H. supposons que A est le générateur

infinitésimal d’un Cy.semi-groupe de contractions (S(t))t>0.

1. Pour Uy € D(A), le probléme (P;) admet une solution forte unique .

U(t) = S(t)Uy € (OO (Ry, D(A)) N C (R, H)).

2. Pour Uy € H, le probleme (Py) admet une solution faible le unique .

Ut) € C°(Ry, H).

2.2 Position de probleme
On considere le probleme linéaire des ondes (P) suivant

(T, t) — pep(z,t) =0 dans (0,L) x (0, +00),

) ©(0,t) =0 dans (0,+00),

mpu(L,t) — pu(L,t) = =79, p,(L,t) dans (0,+00)
L p(2,0) = wo(z), @i(z,0) =¢i(z) dans (O, L),

avec

0(0,t) =0 t e (0,+00),

et
mpu(L,t) — oo (L, t) = =00, (L, t) t € (0,+00),

sont des conditions aux limites .

et o(x,0) = po();  @i(z,0) = ¢1(x) sont des conditions initiales

oum > 0ety>0.

La notation 9}"" représente la dérivée fractionnaire généralisée de Caputo d’ordre o, 0 < a <1
par rapport a la variable de temps (voir Choi et MacCamy [12] et E. Blanc, G. Chiavassa et B.

Lombard [3]). Il est défini comme suit

1 dw

¢
1 _ _ o) apn(t—s) X >
0" w(t) T a) /0 (t—s) e 7 (s)ds, mn>0.

2.3 Modeéle augmenté

Cette section concerne la re-formulation du modele (P) en un systéme augmenté . en re-
décrivant le terme dérivé fractionnaire au moyen d’un équation de diffusion, le modele original
est transformé a un systeme augmenté qui peut étre plus facilement abordé par la méthode

énergétique.
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Théoréeme 2.3.1. [20] Soit ju est une fonction :

p) =77, —oco<é<+oo, O<ac<l.

Puis la relation entre I’ 7entrée” U et ” la sortie 7 O du systéme

Orp(€,1) + (§+m)o(&, 1) —U)u(§) =0, —oo <& < 400,

6(6,0) = 0
O(t) = (r) " sinam) / W(E)D(E, 1)de

La relation entre ’entrée "O” et sortie O du systéeme précédent est
O =I1"%"U = D*"U

avec
1

10 = gy [ = e

I(a)
Preuve 2.3.1. On a
{c‘w(f, )+ (€ +m(Et) = UM(E) (D)
6(£,0) = 0,
alors
Hd(E.1) = (€ +m)o(&, ).

L’équation homogéne de (1) i.e
O 1) = Kee €71,

alors ¢/ (€,1) = Klem & — (€ 4 ) Keem & e

n=0,t20,

K’ —(&+n)t (5_,_7])}({6 (E+n)t (f—i—n)ng (E+m)t _ U(t),u(ﬁ).

Kie €~ U(b)p(e).

i.e
KL = Ut)u(€)e€".
i.e .
K= [ U@ .
0
Donc

P&, t) = [ /Ot U(T)p(f)e(5+’7)7 + C] e (€Tt

On a ¢(&, ):()(:)c:O
Alors ¢(&,1) = [ p(€)e=EFnTe=E+mi (1) dr.

6(&:1) = /0 (e DU (r)dr.

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)
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+o0

O(t) = (x) " sin(anm) / W(E)H(E, 1)

—00

Exestence et Unicité

— ()" sin(an) /_ :O u(&)[ /0 tu(é)e—(£2+n><t—r>U(¢)dT] dé
— (w)_l sin(a) /

—00

e [ / t U(T)e—€2<t—f>e—’7te’7TdT] de
0

—+00

= (7r)_1 sin(ar)e"" /_ ‘512%1[ /t U(T)eiéz(tq)ede] d<

0

+o00 t
= 2(#)_1 sin(am)e™™ / ]§|2a’1[ / U(T)e’g(t’ﬂemdﬂ de.
0 0
t +o00
O(t) = () " sinam)e™ / 2 / gt de| U (r)ar. (2.7)
0 0
i.e . oo
ot) = (W)fl sin(am)e”™ / [2 / f2a_16_£2(t_5)d€:| e"U(T)dr.
0 0
Un changement de variable : z = —&%(t — T, on obtient :

O(t) = (W)fl sin(am)e™™ /Ot [ /O+OO 22 te A (t — T)_O‘dz} e"U(T)dr
= (ﬂ')_l sin(am)e™™ /Ot [F(a)(t — T)_a] e U(r)dr,

ou I'(«a) = fOJrOO 2> le7*dz. Alors

O(t) = (W)fl sin(ar) /0 [(t — )T ()] e DU (7)dr. (2.8)
On sait que (7r)_1 sin(ar) = m Donc
o(t) = m;_&) /O (t — 1) e DY (7).
=
O(t) = [[szf] (1)
= DU (t).
Donc

mey(L,t) + 0o (L, t) = =70, "o, (L, 1)
= —0(t)

~ (r) " sinam) [ " HO)B(E 1) de.
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D’ou

e

eu(,t) = pua(x,t) =0, (w,t) € (0,L) x (0, +00),

OhP(&, 1) + (€2 + )€, t) — wu(L,)p(§) = 0,

(P) < (P'):q¢0,t)=0 te(0,+00),

mpu(L, 1) + o (L,t) = =C [723 u(€)d(&,1)de, ¢ = (m) " sin(am)y,
| #(@,0) = po(2);  @u(2,0) = w(x)

Montons que
U(r) = @i(L, t).
On a

t
O Mp(L,t) = ——— | (t—s) % "y (L, s)ds.
t 90< 7) F(l—a) /(;( S) € (10< 73) S

D’autre part :
1 t
Ne— 24— e D () dr
O(t) T a) /0( T) %e U(r)dr

Donc
U(t) = ¢i(L,1).

2.4 Existence et unicité de la solution de (P’)

Lemme 2.4.1. La fonction de l’énergie du systéme (P’) est donnée par :

1 1 Feo
E() = plled + 3leal+ TloLoP+ 5 [ ot opag (2.9

Preuve 2.4.1. On multiplie la premiére équation du systéeme (P') par @, et on entégre sur
(0, L) on obtient

L L
/ ou(z, t)Ppdr — / P2 (2, 1)Ppdr = 0
0 0

A L
2 _
e|"dx — § [P2P —/ Gyppadr o =0
57 | tobar—{lodi - [ Gups)
p=—4
1d _ _ L
2dtHSOtHL2 @2 (L, )P, (L, 1)04(0,1)5,(0, 1) + i (Pz)epzdr =0
< 1d 1d
2 T L,t_ L,t - x 22 -
5 2ol = oL OBUL, ) + 5 el =0
==
1d, ., +o0
g leellie + thH%HLz B(L,t) | — mepy(L,t) — ¢ ()p(&,t)dE| =0
=
s+ s ol AL B Lm0 ¢ [ B (@0 g =0
5 Pellze + g g llealize — @ 2 qt'? s =1
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On pose

= 2 L lpule + 5 llgalie + 2 oL o)

9at! P T g gyl 2dt90t
et

+oo
J=C (L () P(E, 1) dE.
on a .

D’aprés la deuxiéme équation de (P')
“+oo
T=¢ [ miLoueo s
ol
¢ [ [aslen + €+ mote. o nas

+00 +oo
—¢ / O (€, D)D(E, 1) + ¢ / (€ + n)lofde

d +oo —+00
gdt / [$(& )P dE + ¢ /Oo (€2 + n)|ode.
Donc
I+J=0
=
1 d d +oo —+00
sl + zdt”%“” Ty dtm( DF+ %% / (€, 1) [*dE + ¢ /_Oo (& +n)|o[’de =0

T

d 1 +oo +o0
G5l + 3ol + om0l +5 [ locora] +¢ [ (€ mlofas o

Donc ¢ o
1 1 m >
B6) = 3lledi + gl + otz P +5 [ lote e
Ce qui achéve La preuve du lemme 2.4.1.
Lemme 2.4.2. pour (p, ) est une solution de (P'), alors la fonction 'énergie du systéme (P’)

définie dans 'équation (2.9) satisfais :

0= [ et et n)de (2.10)

Preuve 2.4.2. Multiplier le premier équation dans (P') de @; et Nous intégrons sur (0,L) :

[t 07,6 e 0, D) =0
Alors
Re( [y (o, )B7(, 1) — oo, )Pi (2, 1)) da) = 0
Im( fy} (pue(x, e, 1) — @uu(, t)7i(w, 1)) da) = 0.

Donc .
Re( / (e, DB ) — s, i, 1)) = 0
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= L L

Re( / (ule, DFi(x £)) — Re / (o, )i, 1))d) = 0

0 0

= L d L

Re( / (S, Oz, 1)) — Re / (ae, )i (z, £))d) = 0.

0
Donc ) .
Sllalls = Re [ (puute 07l )1d2) =0,
0

et ona

/0 (a2, OFR(2, 1)) = (0o — / (a2, 1))
— 0oL B 1) — (0, (0. ) — / (a2, 1))
= oo (LR t) — / (a2, £))

~+o00 L d
——mazi—¢ [ p@oe iz - [ (Gt

1d

S el B -

=2 -

+o0
S ol =) [ uea(e ).

2dt

Alors

d m

Re [ (purlo 0102 0o = (5l

+oo
B3 llealB= o) —CRep(L ) [ (e nde)

Donc on obtient :

“+o00

o+ llenlld = FlodLP) + cRem(Loe) [ u©(end) =0 (@)

— 00

d<1
dt "2

multiplier la deuvieme équation dans (P') de (¢ et Nous intégrons sur (—oo, +00) :

| @0+ (€ + mole. 1P~ e L OOBHE =0

Alors
Re( [ 2(0ip(£,1)Ch + (62 + m)d(€,6)¢P — ool L, )u(§)CP)dE) = 0
Im( [ (D€, 1)¢h + (2 + (&, )P — i (L, 1) u(€)¢P)dE) = 0
Alors

“+o00

Re(¢ / " Guste, 0gde) + CRel / (e 1 mole, 1dde) — CRel / oo L Ou(E)B)dE) = 0

— 00

Alors

+oo

§|r¢||2+</+°°<52+ 4é — CRegn(L Bt —
ol ¢ [ @ mlote ol - cRean) [ ugaic=0 @12

—00
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D’aprés ’équation (2.1) on
d <1
dt "2
Et d’aprés 'équation (2.3)et (2.4) on :

E'(t) =

“+oo

d [+
liodi + 5lleall = Tl + 55 [ lote P

+00
SlolE=—¢ [ (@ mlote.las+ et [ uedde

—0o0

d 1 m oo
E el + 3llealB — TleuL, ) = ~CRepi(L, 1
dt "2 2
Alors
d 1 m T
B(0) = G llall + 3lledB - Fla.ob) + 55 [ 1o ora
d 1 s m
dt(2||¢t||2 ||90a:||2_ §|S0t(L7t)| ) + 2dt||¢||2
+0o0

=7 +°°<§2+n>|¢><£,t>|d£+cRegot(L,t) /

—00

=7 e ot o)lde

Ce qui acheve La preuve du lemme 2.4.2.

2.5 Formule analytique fonctionnel

W(€)3de — CRei(L, 1) /

u(&)o(&, t)dE)

—+00

—00

p(§)®(&, t)de)

Pour étudier le probléeme (P’) par la théorie du semi-groupe.On va reformuler le systéme sous

un probleme de Cauchy associé, c’est a dire on écrit (P’) sur la forme suivant :

=AU
On pose
u=; et v(t)=p(L,t), t>0

donc d’apres 1’équation 4 dans (P’) ona

mue(t) + ool Lot) + ¢ / " uE)6(E, e = 0

alors d’apres (P') et (2,5)et (2,6) on a le systéme suivant :

.
Yr=1u

tht(xﬂ t) - prm(xvt)
Oep(&,) = —(€2 + m)(&. 1) + pe(L, 1))

(2.13)

(2.14)
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=

=
© 0 I 0 0 ©
dlu] | & o0 0 0 u
dt | ¢ 00  —(&+n) &) |¢
v i 0 e [T n©de 0 ) \v

ou I est 'opérateur identité.
donc posons U = (¢, u, ¢,v)T. Alors le probleme (P’) est réduit au probléme de Cauchy abstrait
suivant :

U = AU
U0) = U,

(2.15)

avec I'opérateur A est définit par

u

_ Pz (2.16)
—(& +n)o(&,t) +u(L, t)u(€)

“lp (L) = & [T (€€ da

< © 2 €

On considere 'espace de Hilbert :
H = H;(0,L) x L*(0,L) x L*(—o00,4+o0) x C,

on munit du produit scalaire :

L o o +oo . o
<UU >= / (uu’ 4+ @t )dx + ¢ PP'dE + mo'.
0

—0o0

Le domaine de 'opérateur A:

( )

U= (p,u,¢,v) € H avec,
p e H*0,L)NHL(0,L)
D(A) = uwe HY(0,L),veC (2.17)
— (& +m(& 1) + pu(L, t)u(§) € L*(—o00, +00)
u(L) = v, [£|¢ € L*(—o0, +0)
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2.6 Exestence Globale

Pour étudier I'existence et I'unicité de la solution de (P’) , on utilise la méthode du semi-groupe
c-a-d on utilise les deux théoremes de Lumer-Phllips et Hille-yosida .

On verifie les conditions de théoreme de Lumer-Phllips :

Montrons que A est m-dissipatif

1- Montrons que A est dissipatif.
Montrons que pour tout U € D(A) : Re < AU, U >< 0.
Soit U € D(A) on a :
<AUU >= [ @artide + [y uspzd — ¢ [27(C + m)oddé + ¢ [27 u(L)(€)dde
— (LYo = ¢ [ p(€)e(€)de)w,

on a

L L L
I —L =T _ . _
/0 Yrtdr = [p,T); /o Colzdr = . (L)u(L) /0 Oy lpdr
=
L +o0 +oo N
< AU, U >= / (U Pz — Pally)dz — ¢ / (E+n)|p(E)?dE +¢ / (&) (ugp — gu)dg.
0 oo e
<~
L +oo +o0o _
Re <AU7U>=/O (Reux@—Re%u_m)de—C/ (§2+77)|¢(§)|2d5+C/ (&) (Reug— Redu)dé
<~
L “+o00 —+o00 _
Re <AU,U>=/O (Reuz@—RG%lL_x)d%—C/ (§2+77)|¢(§)|2d€+6/ (&) (Reug—Redu)dé
=
L o +o0 +oo _ _
R6<AU,U>:/O (Reux@—Rewxu_x)dx—C/_ (§2+77)]¢(§)|2d§—|—C/_ w(§)(Reup— Regpu)dg
=
L +o0 +o0 N N
Re<AU,U>:/O (Reux@—Reum@)dx—(/_ (§2+n)]¢(§)\2d§—i{/_ (&) (Reudp— Regpu)dé.

~
Re < AU,U >= —¢ / € 1 )6 Pae <o, (2.18)

Donc A est dissipatif.

2- Montrons que (A — A) est surjectif :

Montrons que pour tous F de H , il existe U de D(A) telle que :

(M — AU = F. (2.19)
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Soit F'= (f1, f2, f3, fa) EH on a:
M- AU =F e \U—AU =F <

(do—u=f,
)‘u_goxx:f% (220)
AG+ (€2 +mo + u(L)u(§) = fs,
(M + pa(D) + 5 J23 nl€)o(€)ds = fi
Donc d’apres (2,11) on a
u=A\p— fi. (2.21)
_ _ fs(§) +u(L)u(E)
O € o u(Lnle) = fo e o = PELEHEN (2.2
donc d’apres (2,11) et (2,12) on a
AA = f1) = Qaw = fo & XN — pup = fo + M (2.23)
multiplie 'équation (2,14) dans w € H} (0, L),
L L
/ (N — ppe0)dr = / (fo+ Af1)wdz, (2.24)
0 0

ie

L L L
/ N pwdr — / Oppodr = / (fo+ Af1)wdz.
0 0 0

On intégré par partie :

L L L
/ )\2cpwdx — [gpxw]é + / Yppdr = / (f2 + Af1)wdz,
0 0 0

ie

L L
| 0a+ e — e a) = [+ Ap)ad,
0 0

d’apres la quatriéme d’ équation dans (2,11) on a

400
¢(L) = = / 1(€)p(€)dE + mfy — Amw.

On remplace dans (2,16)

—+00

[ 0z caw) |

—00

On remplace (2, 13) dans (2,17) ; il vient

() H(€)dE+ A (L) = /0 (ot M )@da+m (L),

{ Jo (V2@ + ) da + dmuw (L) + (B(L) 727 u(€) LA (¢) de

= [ (fo+ M)wdz + mfiw(L)
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i.e
{ Jof (V2w + o) da + Mmuw(L) + (@(L) [*2° 8 fude + (w(L) [*2 L u(L)dg
= [y (o Mr)@de + mfiw(L),

On pose : ( = ft:o A_’iEQJrnal{' il vient

{ i wm%w—m)dasmmu@)—( >+Ew< Lyu(L)
= [y (fo+ M)@da — (@(L) [*2 L5 fode +m fi(L)

{ Jy (N2 + .z} da + (Am + Om(L)u(L) 2.25)
= Jy(fa+ M)@de — @(L) [*2 L fode + mfiw(L)
d’apris (2,12) ona

u(L) = Ap(L) — fi(L). (2.26)

On remplace dans (2,18) , il vient :

[ (N0@ + 9,7 da + A(dm + O p(L)w(L)
= Jo (fa + M)ade — (L) [ 25 fade (2.27)
+(Am + ) f(L)@(L) + mfaw(L),

donc (2,19) est équivalent au probleme
a(p,w) = L(w) (2.28)
telle que a est une forme bilinéaire
o) = [ O+ i+ Ao+ De(D(D),

et L(.) une forme linéaire :

L(w) = /OL(f2+)\f1)wd:p—(w(L)/

e A FE2H+

On applique le Théoreme de Lax-Milgram 2.1.1, sur I'espace H pour la forme bilinéaire a(p,w)

" L)nfgdg +(Am+ Z)fl (L)w(L)+mfyw(L).

et la forme linéaire L(w).

1- La bilinéarité de af(.,.) et linéarité de L(.):

grace a la linéarité de 'intégrale.

2- Continuité de af.,.):

En utilisant I'inégalité de cauchy-shwartz et I'injection de Sobolev

la(,w)| = | / (X2 + g,)de + A + Op(L)F(L)]

L L
<o [Mgtaes [ lozmlte + 3Om + DllDIBE)

< Nlllmlwlla + llellmllwlm + Klellmllwlm K= [AAm+ )|
<Clmopllwlaior » C= maz(X, 1, K).

Donc af(.,.) est continue.
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3- La coercivité de af(.,.) :

~

a(p, p) = /0 (N90% + upz)dx + A(Adm + ()p(L)p(L)

~

L L
N /0 o + /0 i+ Am + (L)L)

= X2 /OL |p|2dz + /OL |0l ?dz + A(Am + Q)| (L)
> Nlllz2(0.0) + 02l Z2(0,r)
> min(X1) (el + les e
> allglinon  a=min(\1).
Donc af(.,.) est coircitive .

4- Continuité de L(.):

En utilisant I'inégalité de cauchy shwartz et I'injection de Sobolev

~

{ L@)| = | Jy (f2+ Mfr)@de — G@(L) [ 15 fade
+(Am + () fi(L)w(L) + m faw(L)]

i.e

+oo 1
| L(w)| < (HleHlm,L) + Al fsll 2 o0rto0) + (S |5EE1dE) 2 | fll 200, 400)

+(Am + O fillaro.n) + m||f4||L2(—oo,+oo)) w22 (0,
< C”W”H]{(O,Ly

Donc L(.) est continue.

a(.,.) est bilinéaire, continue et coercive sur H}(0; L), et L(.) est linéaire et continue sur
H(0; L).

D’apres le théoreme de Lax-Milgram,2.1.1 on conclut qu’il existe une solution unique de (2, 20)
o € HL(0; L).

D’apres la régularité elliptique, il résulte de (2.27) que ¢ € H?(0, L). Par conséquent, 'opérateur
A — A est surjectif pour tout A > 0.

Le théoreme de Hille-Yosida assure I'existence et 1'unicité de la solution de (p').
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3.1 Monque de la stabilité exponentielle

Théoréme 3.1.1. [20]
Soit S(t) = et un Cy-semi-groupe des contractions sur un espace de Hilbert. Alors S(t) est

exponentiellement stable si et seulement si

p(A) 2 {i8, B € R} = iR
et
lim ||(iBI — A) 7| < o0
|Bl—00
Preuve 3.1.1. Voir [20].

Lemme 3.1.1. [20] si A € D,y = C\] — oo, —1] puis

/+oo ,u2(§) d£ o ™ ()\ 4 7])0471.

o A+ E 4 sinar

Preuve 3.1.2. laisser - nous définir

£6) = / O e

o ATEFT
On a
()
‘ /LQ(f) ’ < Re§+77+62’ ou
A+ 4+l 12 (8)
[TmA|-+n+€2
Alors la fonction f est intégrable. de plus
2 H2(5)
‘ p*(€) ‘ T pour tousRe\ > 1y > —n
A+ 4+l 7 ) 29

e pour tous|ImA| > 1y >0

la fonction f\D, — C est holomorphe. Pour un real nombre A > —n , nous avons

400 ,U/2<§> B +00 |€|2a—1
/_oo Nt /_oo Nenret

= /+00 Mdﬁ avec(&* = 1)
o A+ -

R
A+1

—+o00
— (At / vy — 1)y avecly =
1
1

“+o0o
=(A+n)>t / 21— 2)* Mz avec(z = ;)
0

=(A+n)*'B(l -a,a)
=(A+7)*"T(1 - a,a)l(a)
= (A4n)!

sin T

Les fonctions holomorphes fx et X — (A +n)*"' —Z— coincident sur la moitié ligne] — n; +oo]

sin

, donc sur D, suivant le principe des zéros isolés.
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Théoréme 3.1.2. Le semi-groupe généré par l'opérateur A n’est pas exponentiellement stable.
Preuve 3.1.3. Nous allons distinguer deux cas :

1 cas. n=0
Nous montrerons que iA = 0 n’est pas dans l’ensemble résolvant de l'opérateur A. En effet,
notant que (sinw;0;0;0)7 € H, et désignant par (¢,u,d,v)T Uimage de (sinx;0;0;0)T

20—5
2 sin L

par A™', on voit que ¢(§) =
Mais alors ¢ ¢ L*(—o00, +00), puisque a €]0; 1] .
Et donc (p,u, d,v)" ¢ D(A).

2 cas. n#0.
Nous voulons de montrer qu’un nombre infini de valeurs propres de A s’approche de l’axe
imaginaire qui empéche le systéme d’onde (P) d’étre exponentiellement stable.
En effet, nous calculons d’abord I’équation caractéristique qui mnous donne les valeurs

propres de A.

Soit A une valeur propre de A avec un vecteur propre associé U = (p,u, ¢, v)7.
Alors AU = MU est équivalent a

()\gp—u:O,

AU = Pz = 0,

Ap+ (62 +m)¢ — u(L)u(€) =0,
A0+ Boa(L) + 5 [127 p(€)g(€)d = 0.

d’apreés la premiére équation et la deuxieme équation dans (3.1)

= L = A\ — 1 =0
N = g = 0. (3.2)
On av=u(L) ; utilise (3) et (4) dans (3.1), il vient
©(0) =
(r+ Tf S S de Jul(L) + (L) =0, (3.3)
A+ ZA+n)* ) Ap(L) + Lo (L) = 0.

La matrice du systéme déterminant n’est pas singuliére, on pose X = (gp, gpx)T, alors

=i (7)-(2)-(0)- () C)

~ 0 1
iX BX, avec B= ( > . (3.4)
dx A0
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Le polynéme caractéristique de B est t2— X2 = 0, Nous trouvons les racinest = A ou ¢ = —\

Ici et ci-dessous, pour simplifier, nous notons t;(\) par t;. La solution ¢ est donnée par

o(z) = Zciet"x. (3.5)

Ainsi, les conditions aux limites peuvent s’écrire comme le systéme suivant :

donc on écrit le systeme :

1 1 (6] o 0
MANEX) = (h(tl)etlL h(t2)€t2L> <02> a (O) (36)

1
h(r) = et 2+ %)\(A +n)* L

avec

Il existe donc une solution non triviale ¢ si et seulement si le det(M()\)) =0.

On pose f(\) = detM(N), donc l'équation caractéristique est f(A) = 0.

Notre but dans la suite est de prouver, grace au Théoréme de Rouch’e, que il existe une sous-
suite de wvaleurs propres pour laquelle sa partie réelle tend vers 0. Dans la suite, puisque A
est dissipatif, nous étudions le comportement asymptotique des grandes valeurs propres \ de A
dans la bande —ag < R < 0, pour certain ag > 0 assez grandes et pour tout \, on remarque

que e'i i = 1,2 reste borné pour i =1,2.
Lemme 3.1.2. [] existe N € N telle que
{Ak}keZ*,\k\zN C O'(A) (37)

avec

Akzz'(]%+m2ﬂ> + kf‘a + kfa +O<k3la>’ k> N,aciR BER,B<0
Me=Agp si k< —N
De plus pour tout |k| > N , les valeurs propres A\ sont simples
Preuve 3.1.4. .
étape 1

F(A) = hitz)e'" — h(ty)e"*

SR 0y

- —)\Lh A 2)\L_|_
=N (¢ AN ZA(A+ p)et
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alors )
- ALp, AL 4
FO\) = —e A)(& | 1+mA+7(A+n)a—1)' (3.8)
On pose )
PNy 2ML 1
f) =e ! L+mA+y(A+n)et
alors \ \ \ .
FO) = foN) + fl; Ly fQA(Q) + ﬁfj +o( =) (3.9)
avec
fo(\) = e — 1, (3.10)
fi(A) = % (3.11)
2
F(A) = =5, (3.12)
2
fs(A) = —%2- (3.13)

étape 2.

Notons que fo, f1, fo et f3 restent borné dans —ap < R(A) <0

Nous cherchons les racines de fq.

D’apreés (3.10), fo a une famille de racines que 'on note A} .
fo) =0& P =1,

alors .
ONL = i2km, de, N =" ke
L
Maintenant, avec Uaide du théoréme de Rouch e, nous montrerons que les racines de f
sont proche de celles de f.

On fait un changement de linconnu X par u = 2\L alors (3.9) devient

flu) = (e = 1)+ O6) = folw) + O,

Les racines de fo sont up = %ﬂ, k € Z et en définissant u = uy +re';t € [0;2] , on
peut facilement vérifier qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de k telle ce jeu
le* — 1| > C,. pour r assez petit.

Cela permet appliquer le théoreme de Rouch ‘e. Par conséquent, il existe une sous-suite
de racines de f qui tend auz racines uy, de fp.

De maniere équivalente, cela signifie qu’il existe N € N et une sous-suite {\,}j=n de
racines de f()), telles que N, = X} + o(1) qui tend vers les racines * de fo.

Enfin pour |k| > N ; A\ est simple puisque N lest

étape 3. A partir de Uétape 2, nous pouvons écrire

1
)\k = szﬂ'—i‘Gk

(3.14)
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En utilisant (3;14) nous trouvons :

ML =1 4 2Ly + 21262 4 o(e}). (3.15)

On remplace (3,15) dans (3.9) , trouvons :
2L

2
- = = 1

\i) = 2Le;, + 2L + —m— — _m? +o(€2) = 2Lej, + -1 + +o(=) =0.
J () ok k Eiper (M4 e)? °(h) T ki (k) O(k)

Et done .
)

étape 4. A partir de Uétape 3, nous pouvons écrire

1
En utilisant (3;16) on trouve :
2L 1/ 2L 2
2L — 1 ( £ 2L ) —< |+ 2L ) 3 3.17
e (i) <y (e i) cod) @
FOw) (2 +2L6) + <2L L oL )2+ i
= 1 € — 1 €
F km F mkm b % +$z+ek
2 2y
m2 m3 3
- - -+ 0O(e) + O() (3.18)
B+ amita)’ (O +amita) W
2v ¢ L \3-« 3 1

donc
o —WW(COS(l—O{)g—iSiD(l—OZ)%>+O<k31_a> S1 ktO
k=
— e (cos(1 = )3 —isin(1 - )5 ) + (ke ) si k=0,

A partir de cette équation, nous obtenons |k[>"*R\, ~ B dans ce cas,

avec
f)/

T
8= Y cos(1 — oz)§.

L’opérateur A a une branche de valeurs propres qui ne décroit pas exponentiellement.

Ansi la preuve est achevée.
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3.2 Stabilité forte

Théoréme 3.2.1. [/] et [5] (Arendt et Batty)
Soit A le générateur de Cy.semi-groupe fortement continu . (S<t))t>0 sur un espace de Hilbert.
S

1. A n’a pas de valeurs propres dans iR.

2. L’intersection du spectre o(A) avec iR est au plus un ensemble dénombrable.

At

Alors le semi-groupe S(t) = e est fortement stable, c’est-a-dire

lim [|S(t)z][ =0, VzeH.

t—+o0
Notre résultat principal est le théoreme suivant :
Théoréme 3.2.2. La Cy.semi-groupe e* est fortement stable sur H, i.e, pour toute Uy € H

la solution de 2.15 satisfais

lim || Uy | = 0

teoo
Pour la preuve du théoreme 3.2.2, nous avons besoin des deux lemmes suivants.
Lemme 3.2.1. A n’a pas des valeur propre dans iR.

Preuve 3.2.1. Nous montrons que

ker(iA] — A) = {U € D(A); (iA — A)U =0}
= {0}.

On distingue deux cas iA =0 et iA#0iA=0 et i\ #0 .

étape 1. pour i\ =0
On montre que AU = 0 = U = 0. Grace aux conditions aux limites dans 2.17 alors
ker(iA] — A) = {0}.

Par conséquent, i\ = 0 n’est pas une valeur propre de A.

étape 2. pour i\ # 0.
On montre par l’absurde.
Supposons qu’il existe X € R* et U # 0, tel que (i — A)U =0 i.e AU =i U . Alors,

nous obtenons

(i)\cp—uzo,
WAt = fos =0, (3.19)
Z>\¢+( ) u(L ) ()
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Alors, d’aprés de 2.18 nous avons
»=0 (3.20)

En vertu de la troisiéme de (3,19) ; nous avons
u(L) = 0. (3.21)
Alors ; d’apreés la premiére équation et la quatriéme équation de (3.19) on a
(L) =0 et ¢, (L)=0, (3.22)
d’aprés la premiére équation et la troisiéme équation de (3,19), nous avons
L =i ! 0= —\? 0 (3.23)
U = Pz ? - NP — - - Pz — Y. .
5% PTNY Y-

On considére X = (¢, p,)T. Alors nous pouvons réécrire (3;22) et (3;23) comme probléme

a valeurs initiales
dy_dfe)_(e\_[ e \_[0 L1)[¢
dr—dr \ g, P —\2p -2 0) \¢.)

0 1
iX =BX, avec B= ( ) . (3.24)
dx -2 0

Donc

D’apres le théoréme de Picard pour les équations différentielles ordinaires, le systéme
(3;24) a une solution unique X = 0.

Par conséquent p = 0. Il résulte de (3;19), queu =0 etv = 0 i.e (¢, u, p,v)T = (0,0,0,0)"
r.e U =0.

Alors  ker(inl — A) = {0}.

Par conséquent , i\ # 0 n’est pas une valeur propre de A.

Finalement A n’a pas de valeurs propres imaginaires pires.
Nous concluons que A n’a pas des valeur propre dans iR.

Donc la premiéere condition du théoréme 3.2.1 a lieu.

La condition (2) du théoreme 3.2.1 sera satisfaite si nous montrons que o(.A) N iR est tout au
plus un ensemble dénombrable.

Pour cela on a le lemme suivant :
Lemme 3.2.2.
1. 8i XN #0, Uopérateur \I — A est surjectif.

2. SiA=0etn=0, Uopérateur \I — A est surjectif, telle que R* = R\ {0}.
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Preuve 3.2.2.

Cas 1. \#0.
Soit F = (f1, f2, f3, f1)T € H et soit X = (¢, u,d,v)T € D(A) tels que

i.e

(i — A)X = F. (3.25)

’z')\go —u = fi,

IAU = Oz = fo,

i+ (§2 +m)d + u(L)u(§) = fa,

Lid0+ 2o (L) + £ [T u(&)p(§)dE = fu

(3.26)

Nous divisons la preuve en trois étapes comme suit :

étape 1.

étape 2.

D’aprés la premiére équation et la deuxiéme équation de (3.26), nous trouvons

Mo+ ppe = —(fa +iAf1).

Comme p(0) =0, alors
1 €T
o(x) = ¢p sin Ax — 3 / (f2(o) +iXfi(0)) sin A(z — o)do. (3.27)
0
Et donc

0e(r) = 1 Asin Ax — % — /Om (fa(o) +iMfi(0)) cos A(z — o)do. (3.28)

D’apreés la troisiéme équation de (3.26), nous trouvons

w(L)u(E) + (&)

(A +E4mo+ull)u(d) = fs & 98) = ===

(3.29)

la derniere équation de (54), nous trouvons

C e () +f3(f)
/ 2)\+52

1
iAv + —@, (L dE = fy
m

i.e

' 1 C +o0o u( ) C +oo
ZAU+E¢I<L)+E /_oo z>\+§2+77 / z>\+§2+77d£'

Donc

LG () 1 C e
(MjLE /oo iA+xi2+nd§>u(L)+E% / z)\—l—§2 d{ fa (3:30)

Comme < f - mdﬁ LA+ n)*"t et u(L) = ixp(L) — fi(L), on en déduit

que

i Lo
(in+ Zan+ ) el0) - ) + n(py+ 5 [ HEDE g,
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étape 3.

i.e

i\ <z)\ + — (M +n)*” 1)(,0(L) + lgpx(L) = (3.31)

(A + Lt ) AL + fit C/M$d§

En utilisant (3.27) et (3.28) , nous pouvons réécrire (3.31) comme une équation de

linconnu ¢; comme suit :
Ay [u sin AL + L cos \ L} _

J+I1fi(L)+ = fo (falo) +iAfi(0)) cos A(L — o)do (3.32)
+il fo (f2(0) + iXfi(0)) sin A(L — o)do,

avec
C i
I = )\+ )+ CJ= HMELE
On pose,
R 1
g(A\) =il sin \L + — — cos AL
1
=i(i\+ — (1)\ +n)* ") sin AL + — cos AL
1
= Asin AL + —cos AL + i—(z’)\ + n)a* sin AL.
m m
On a
(iA+1)*"" =rcos© + risin O,
avec

1

r=MN+1)% et ©=(1-a)b,

ot 0 €] — %, 5[ tel que

cosG—L sin&—L
VA2 VA2

Donc

1 a1
g(\) = =Asin AL + —cos AL+ — (/\2 +n?)"2 sin ALsin(1 — a)fsin AL
+ 2—(>\2 +n ) 7 cos(1 — a)f cos AL
m
1l est clair que
g(A) #0, VieR.

Donc U = (¢, u, ¢,v)" € D(A) tel que (iA] — A)U =

par conséquent i\ — A est surjectif pour tous X € R*.
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Cas 2. A=0etn#0.

Le systéme (3;26) est réduit a la forme suivante :

(

u=—fi,

Prz = — f2,

1 (€24 m)6 + u(L)(e) = f
#mm+%z}©wwk—ﬁ

(3.33)

\

D’aprés la deuxiéme de (3.33), nous trouvons

o(z) = — /0 /ng(r)drds+0x.

En utilisant la premiere équation et la troisieme équation et la quatrieme équation de

(3.61), nous trouvons

Y 1 Ml
e

Nous trouvons

pu(L) = vn“‘lfl(L ymfy—¢ [T HELE ¢

Donc C = ff2 Ydr + 0L fi (L) + mfy — Cﬁ;o ?}Eigfgw

i.e U = (go,u, o,v)" € D(A) tel que —AU = F.

Finalement A est surjectif .
La preuve est donc achevée.

Preuve 3.2.3. (théoréme 3.2.2)

D’apres le lemme 3.2.1 . On en déduit que A n’a pas de valeurs propres imaginaires pures. Et
d’aprés le lemmes 3.2.2 ,R(i\ — A) = H pour tout A\ € R et Im(i\] — A) = H pour tout A =0
et pour tout n > 0.

Par conséquent, le théoréme du graphe fermé de Banach implique que o(A) NiR =@, n >0
et o(A)NiR={0}, n=0.
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3.3 Stabilité polynomiale

Théoréme 3.3.1. [// (Batty , A.Borichev and Y.Tomilov, Z. Liu and B. Rao.)

Soit S(t) = et un Cy-semi-groupe fortement continu sur un espace de Hilbert. si
iR C p(A)

et

sup (GBI — A) ey <M, §>0

181>1

1
ﬁ!l
Alors ¢ > 0 telle que

c

e Usll> < < 100/l

ts
Preuve 3.3.1. Voir [/].
Dans cette partie, nous prouvons que le systeme (P’) est polynomialement stable lorsque 1 > 0.
Théoréme 3.3.2. Le semi-groupe (SA(t)) est polynomialment stable et

>0

1
1

ti—2a

154(8)Uoll2 <

0ol p(ay-

Preuve 3.3.2. On a besoin d’étudier, [’équation résolvante

(iIAN[— AU =F
pour A € R | a savoir
§
A —u = fi,
AU — Qe = fo,
bus = 2 (3.34)
i+ (§2 +n)d — u(L)u(§) = f,
LA+ (L) + 5 77 n(€)9()dE = fu.
Avec F = (fy, fa, fs, fa)" € H.
étape 1. D’apres 2.18 , nous trouvons
|Re < AU, U > | < [ < AU, U > [ < [[U||s| F |- (3.35)
Cela implique que
+oo
¢ / (€% +m)o(& )7 de < NU ol Fll- (3.36)

Et en utilisant la premiére équation de (3.34), obtient

idp(L) = (L) = u(L) < [irxp(L) = fl(L)] = |u(L)]

Donc
ML) = [f1 (D[P < u(L).
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Nous Conclure que

APle(L)]* < [AD) + [u(L)]* + 2\ e (L)]] f1(L)]
< (L4 2MAle(L)DIF (L) + [u(L)*
< max (1, 1+ 2\[[o(L))(If1 (L) + [u(L)[*)
< clfi(L)* + clu(L)[.

De plus, a partir de la quatriéme équation de (3.34), on a

pal1) = =imxa(n) = [l O 0(e)dE + m s
Alors
ea(L) < 202 API(L)? + 2m2 2 G
CmPPRDE 2t (3.37)

+oo

vec( [ T@vmtnora) [ e mioepa

e} —0o0

< 2m?APJu(L) P + cl|U [l Fllw + <N F 13
D’aprés la troisieme équation de (3.34), obtient

u(L)p(€) = (IA+ & +m)o — f3(6). (3.38)

En multipliant ’équation (3.38) par (i\ +&* +n)~1 | nous trouvons

(X + & 4+ n) " u(L)p*(€) = p(€)d — (X + & 4+ )~ u(&) f5(8). (3.39)

Par conséquent, en prenant les valeurs absolues des deuz membres de (3.39) , en intégrant
sur] — 0o, +00[ par rapport a la variable £ et en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz

, on obtient
) h I 2 -1
| i< [ wlel+ [0+ €+ n ol
D’apres 3.1.1, et en appliquant l'inégalité de Cauchy Schwartz, on obtient
[ = 2o+
et

[ oo = [ @ nimeie ol

o0 —00

< ([ @ rnmera) ([T @ nlore)

—00
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étape 2.

et
+00 1 +00

/ :O<|A|+52+n>-1|u<s>||f3<f>| <( [ wresnueora)’( | ) o)

—00 —

Donc on obtient
+oo

nPd) . @40

stni<u( [ @ vmisra) +v( [

Avec

+oo
S= [ € u©Pds = (A +
u=( [ €@ mere)’
v= ([0 ©r)” = (-0 ()

Ainsi, en utilisant nowveau l'inégalité 2PQ < P2+ Q% VP > 0,Q > 0. , nous trouvons

™

sin o

suwp < ( [ mioerae) +vi( [ i)

“+o00

vau( [ j(§2+n)|¢(§)!2d§>éV( /- ()’

<w( [ @ vnloerd) + ([ i)

Donc
“+oo

EPd).  (3.41)

Sunf <26 | :0@2 o) +2v°( |

On conclut que

o <G ([ @ mioora)+ 5 ( [ Inera)

<1 [ e vnioras) +o [ in@ra).

Alors
[u(L)|* < el AP2U ||| Fllag + el F I3, (3.42)

Maintenant, nous utilisons la méthode des multiplicateurs classique.

On introduit la notation suivante
L
T,(0) = [u@)P +lerla). (D) = [ T, (s
Lemme 3.3.1. Soit g € H'(0,L). On a
(L) = [qzw}oL + R (3.43)

ou R satisfait :
R < Ce(L) + a2 F 3.

pour C une constante positive.
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étape 3.

Preuve 3.3.3. Pour obtenir (3.43), multiplions la deuxiéme l’équation de (3.34) par qp,,

et en intégrant sur (0, L) on obtient

L L L
i / uqp,dr — / PoaPpdr = / J2q,dx,
0 0 0

o L L L
0 0 0
Comme i g, = u; + fiz, en prenant la partie réelle dans ’égalité ci-dessus,

1 d 1

L , Log. L L
-5 | agpluPe =5 [Cariepio=re [ fupidn s Re [ ufiudo

i.e Loy . L
— / qg— [|u|2 + |g0$|2} dxr = 2Re / foqp,dr + 2Re / uqfide.
o dr 0 0

En utilisant ["intégration par parties, nous trouvons

/0 ¢ ()[|u(s)? + |0s(5)P)ds = [qT,JE + R,

avec . .
R =2Re / foqp,dx + 2Re / uqf,,dz.
0 0

. x nT__ . . o .
Si nous prenons q(x) = [, €"*ds = <= L (ici n sera choisi assez grand) dans le lemme
n

3.3.1 nous arrivons a

eo(L) = q(L)Z,(L) + R. (3.44)
On a aussi
R < /0 q(x) (|u(s)]* + lpa(s)[?) ds + /0 q(@) (| fo(s)]* + | fra(5)[?) ds (3.45)

Ln /

<C—|Ifl3+> / ¢/(5) (Ju(s)[* + [0 (s)*) ds.

En utilisant les inégalités (3.44) et (3.45) , nous concluons qu’il existe une constante

positive C' telle que
L
/ T,(s)ds < OT, (L) + C'|[F> (3.46)
0

a condition que n soit assez grand.

Comme
+oo +oo
/ 6(&)[2de < © / (€ + )|é(6)2de < ClU Nl Flle

On injecte l’équation (3.37) et (3.42) dans (3.46) ,nous trouvons :

10115 < CON2 + P72 + DU Tl Fllae + €7 (1A + D) 1F 15

47



Troisieme Chapaitre o La stabilité

Donc nous avons
1Ull3 < CIN*2* (| Fllag,  silA] = oo.

On a
(N — AU =F < U= (M- A)'F.

Alors
CIAP2Fllag = |U 3¢ = [[GAT = A) ]| F ||

Nous concluons que
|/\|4—_2a||(@'>\f —A) <M
Ensuite, en utilisant le théoréeme 3.5.1 avec 6 = 4 — 2« , on a la conclusion du théoréme.

La preuve est maintenant terminée.
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Conculision

On a étudié la stabilisation frontiere dynamique du systeme des ondes de type dérivée fraction-
naire. En utilisant une analyse spectrale , on a prouvée que le systéeme n’est pas uniformément
stable.

En utilisant d’autre part le théoreme d’Arend-Batty , on a prouvé la stabilité asymptotique
forte. Si » > 0, en utilisant I'approche du domaine fréquentiel , on a prouvé certain taux de

décroissance de I'énergie qui dépend du parametre a.
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Perspectives

Il est intéressant de développer certaines méthodes d’énergie pour traité des probléme d’évolu-
tion non linéaire sous un contrdle de type dérivée fractionnaire.
Il a un probleme ouvert qui représente une équation des ondes de type de Kirchhoff pour étudier

I'existence globale de la solution et de la décroissance de 1’énergie.

)
wir(w,t) = M (|[wel| 72 1)) taa(@,t) = 0, dans (0, L) x (0, +00)
u(0,t) =0, dans (0,400)

M(HuxH%Q(mL))ux(L,t) = —70y""u,(L,t), dans (0,+00)

(u(7,0) =uo(z), w(z,0)=wi(x), dans (0,L)

20



Bibliographie

1]

2]

[10]

Arendt, W. and Batty, C. J. K., Tauberian theorems and stability of oneparameter
semigroups. Trans. Amer. Math. Soc. 306 (1988), 837 - 852.

Benaissa,A., H. Benkhedda : Energy Decay of Solutions to a Wave Equation with a
Dynamic Boundary Dissipation of Fractional Derivative Type. Zeitschrift fur Analysis und
ihre Anwendungen . Journal of Analysis and its Applications. Volume 37 (2018), 315-339.
DOI : 10.4171/ZAA/1616.

Blanc, E., Chiavassa, G. and Lombard, B., Biot-JKD model : Simulation of 1D
transient poroelastic waves with fractional derivatives. J. Comput. Phys., 237 (2013), 1 -
20.

Borichev, A. and Tomilov, Y., Characteristic conditions for exponential stability of
linear dynamical systems in Hilbert spaces. Ann. Diff. Equ. 1 (1985), 43 - 55.

Borichev, A. and Tomilov, Y., Optimal polynomial decay of functions and operator
semigroups. Math. Ann. 347 (2010) (2), 455 - 478.

Bouziad Ahmed et Jean Calbrix . Théorie de la mesure et de I'intégration . Publication
de 'unversité de Rouen NO . 1993

Brézis, H., Analyse Fonctionnelle Théorie et Application, Masson, Paris, 1983.

Brézis, H., Opérateurs Maximaux Monotones et Semi-Groupes de Contractions dans les
Espaces de Hilbert (in French). Notas de Matematica 50. Amsterdam North-Holland 1973.

Caputo, M. and Mainardi, F., A new dissipation model based on memory mechanism.
Pure Appl. Geophys. 91 (1971), 134 - 147.

CARLIER ,G., ANALYSE FONCTIONNELLE, ENS, 2009-2010.

[11] Chalendar,I. Analyse fonctionnelle et théorie des opérateurs, 2011

[12]

Choi, J. U. and Maccamy, R. C. | Fractional order Volterra equations with applica-
tions to elasticity. J. Math. Anal. Appl. 139 (1989), 448 - 464.

51



Troisieme Chapaitre La stabilité

[13] Ignaczak, J. and Ostoja-Starzewski, M., Thermoelasticity with Finite Wave Speeds.
Oxford : Oxford Univ. Press 2010.

[14] Liu, Z., S. Zheng, Semigroups Associated with Dissipative Systems, Chapman Hall,
1999

[15] Llioushin, A. A. and Pobedria, B. E., Fundamentals of the Mathematical theory of
Thermal Viscoelasticity (in Russian). Moscow : Nauka 1970.

[16) LUBKIN,S., CO0-Semigroups and applications, Elsevier Science B. V. 2003.

[17] Luo, Z. H., Guo, B. Z. and Morgul, O., Stability and Stabilization of In

nite Dimensional Systems with Applications. Comm. Control Engrg. Ser. London : Springer
1999

[18] Lyubich Yu, I. and Ph’ong, V. Q., Asymptotic stability of linear differential equations
in Banach spaces. Studia Math. 88 (1988)(1), 37 - 42.

[19] Mainardi, F. and Bonetti, E., The applications of real order derivatives in linear
viscoelasticity. Rheol. Acta 26 (1988), 64 - 67.

[20] Mbodje, B., Wave energy decay under fractional derivative controls. IMA J. Math.
Control Inform. 23 (2006), 237 - 257.

[21] Munnierl, A., Espaces de Sobolev et introduction aux équations aux dérivées partielles
Institut Elie Cartan 2007-2008

[22] Pazy, A., Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Dixerential
Equations, Sepringer-Verlag New York, 1983.

[23] Saint-Raymond,L. Analyse fonctionnelle, Université Paris VI and DMA Ecole Normale
Supérieure, 45 rue d’Ulm, 75230 Paris Cedex 05, FRANCE,2013-2014.

[24] Schnaubelt,S., Lecture Notes Spectral theory, Kharlsruhe, 06 Aotit 2012

52



	Introduction
	Définition et préliminaire
	Généralités sur des espaces fonctionnels 
	Injections de Sobolev.
	Opérateurs bornés et non bornés
	Théorie spectrale des opérateurs
	Opérateurs m-dissipatifs
	Semi-groupe fortement continu
	Stabilité pour les semi-groupes
	Contrôle à dérivée fractionnaire 

	Existence et unicité
	Théorèmes fondamentaux
	Position de problème 
	Modèle augmenté 
	Existence et unicité de la solution de (P')
	Formule analytique fonctionnel 
	Exestence Globale

	 La stabilité 
	Monque de la stabilité exponentielle 
	Stabilité forte 
	Stabilité polynomiale 


