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Notation

N l’ensemble des nombres naturels

C l’ensemble des nombres complexes

Q l’ensemble des nombres rationnels

[n] l’ensemble {1, 2, .., n}

xn̄ le produit x(x+ 1)..(x+ n− 1) pour n ∈ N et x0̄ = 1

xn le produit x(x− 1)..(x− n+ 1) pour n ∈ N et x0 = 1

(n
k

)
le coefficient binomial

Γ(x) la fonction Gamma

pFq

(
a1, · · · , ap

b1, · · · , bq
;x
)

la fonction hypergéometrique

1F1

(
a1
b1

;x
)

la fonction hypergéometrique confluente⌊n
k

⌋
le nombre de lah

⌊n
k

⌋
r

le nombre r-lah

⌈n
k

⌉
r

le nombre r− Lah de deuxieme espéce .

δn,k symbole de Kronecker égale à 1 si n = k et 0 sinon

L(k)
n le n-ième polynôme de Laguerre

:= égalité par définition (affectation).

Ln,s (x) le n-ième polynôme s-Lah .
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RÉSUMÉ

Ce mémoire de Master, intitulé "Sur les polynômes de Lah", porte sur l’étude de plusieurs propriétés
et types de ces polynômes. L’objectif de ce mémoire est d’établir plusieurs identités et propriétés, telles
que les fonctions génératrices, les récurrences et les formules explicites.

Tout au long de ce travail, nous avons introduit dans la première partie les notions de base qui
seront utilisées dans les autres chapitres.

Dans la deuxième partie du mémoire, nous nous concentrons sur l’étude des polynômes de
r−Lah et des polynômes de Laguerre. Nous y présentons leurs fonctions génératrices, leurs relations de
récurrence, et d’autres propriétiés importantes.

Enfin, dans la dernière partie, nous définissons les polynômes de s−Lah et explorons la trans-
formation de Lah. Cette partie nous permet de comprendre les polynômes de s−Lah et leur relation
avec polynômes de Laguerre associée.

Mots-Clés : Fonctions génératrices, relations de récurrences, polynômes de r-Lah, polynômes
s-lah.
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INTRODUCTION

Dans cette mémoire intitulée "Les Polynômes Lah", nous résumons certaines des méthodes utilisées
pour déterminer et étudier ces polynômes, notamment les méthodes explicites, les fonctions génératrices
et les relations de récurrence. L’objectif principal de ce travail est d’étudier les polynômes de Lah
généralisés. Nous proposons d’étudier la relation de récurrence à trois termes suivante [21, 24] :

an+1,m(x) = (n+m)an,m(x) + xan,m+1(x). (1)

Les polynômes de Lah sont une classe importante de polynômes qui trouvent leur utilité dans divers
domaines des mathématiques. Ces polynômes ont été introduits pour la première fois par le mathéma-
ticien slovène Vito Lah au début du 20e siècle, et depuis lors, ils ont été étudiés en détail en raison de
leurs propriétés intéressantes et de leurs applications pratiques. Les polynômes de Lah se présentent
sous différentes formes, mais l’une des plus courantes est leur utilisation pour représenter les coefficients
du développement binomial généralisé. Contrairement au développement binomial standard, où l’on
s’intéresse aux coefficients binomiaux, les polynômes de Lah sont utilisés pour représenter les coeffi-
cients binomiaux généralisés, qui sont souvent nécessaires pour résoudre des problèmes mathématiques
complexes. Ces polynômes sont également utilisés dans des domaines tels que la combinatoire. Ils
offrent un outil puissant pour résoudre des problèmes de comptage et de dénombrement dans des
contextes variés. Ce projet d’étude est divisé en trois chapitres :

Chapitre 01 : Notions de base

Dans le premier chapitre, nous exposons des concepts théoriques essentiels qui servent de bases
fondamentales à ce mémoire. Ces notions comprennent les factorielles ascendantes et descendantes,
les coefficients binomiaux, ainsi que les fonctions génératrices, les fonctions hypergéométriques, les
fonctions hypergéométriques confluentes, la transformation binomiale, les suites unimodales et les
fonctions log-concaves.

Chapitre 02 : Nombres et Polynômes de Lah et Polynômes de lagurre

Ensuite, dans le deuxième chapitre, nous abordons les nombres et les polynômes de Lah en
détaillant certaines de leurs propriétés. Par la suite, nous nous penchons sur l’exploration et l’analyse
des caractéristiques spécifiques des polynômes de Lah, notamment ceux désignés sous le nom de
polynômes de r-Lah.

Chapitre 03 : Sur les polynômes de s−Lah

Dans ce chapitre, nous nous pencherons sur l’étude d’une classe de polynômes qui généralisent les
polynômes de Lah, connus sous le nom de polynômes de s-Lah. Cette classe a été introduite par M.
Sebaoui, D. Laissaoui, G. Guettai et M. Rahmani [21].

1



2



CHAPITRE 1

NOTION DE BASE

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques concepts fondamentaux. Nous débutons par un
rappel concernant les factorielles croissantes et décroissantes, les coefficients binomiaux, les fonctions
génératrices, la fonction hypergéométrique ainsi que les fonctions hypergéométriques confluentes. Les
sources de référence pour cette section sont citées dans [2, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 21, 22, 23, 24].

1.1 Factorielle descendante
Soit x ∈ C et m ∈ N, la factorielle descendante de x d’ordre m est notée xm, et définie par :

xm =
{

1 si m = 0
x(x− 1)(x− 2) · · · (x−m+ 1) si m > 0.

Si x = m alors mm = m! ( m factorielle).

Exemple 1.1.

x0 =1
x1 =x
x2 =x(x− 1) = x2 − x
x3 =x(x− 1)(x− 2) = x3 − 3x2 + 2x
x4 =x(x− 1)(x− 2)(x− 3) = x4 − 6x3 + 11x2 − 6x.

Propriétés
Soient x, y ∈ C et m,n ∈ Z, on a :

xm = x!
(x−m)! (1.1)

xm+n = xm(x−m)n (1.2)

x−m = 1
(x+m)m

(1.3)

(x+ y)m =
m∑

k=0

(
x

m

)
xkym−k (1.4)

mm−1 = m! (1.5)
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xm = Γ(x+ 1)
Γ(x−m+ 1) .

où Γ(x) est la fonction gamma d’Euler.

Démonstration. On a

xm+n =
m+n−1∏

j=0
(x− j)

=
m−1∏
j=0

(x− j)
n−1∏
j=m

(x− j)

=
m−1∏
j=0

(x− j)
n−1∏
j=0

((x−m)− j)

= xm(x−m)n.

Pour démonter la propriété (1.5) on utilise (1.1) :

mm−1 = m!
(m− (m− 1))!

= m!
1!

= m!.

1.2 Factorielle montante
Soit x ∈ C et m ∈ N, la factorielle montante de x d’ordre m est notée xm, est définie par :

xm =
{

1 si m = 0
x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+m− 1) si m > 0.

Exemple 1.2.

x0 =1

x1 =x

x2 =x(x+ 1) = x2 + x

x3 =x(x+ 1)(x+ 2) = x3 + 3x2 + 2x

x4 =x(x+ 1)(x+ 2)(x+ 3) = x4 + 6x3 + 11x2 + 6x.

Propriétes
Pour x ∈ C et m,n ∈ Z, on a :

xm = (x+m− 1)!
(x− 1)! (1.6)

xm = (−1)m(1−m− x)m (1.7)

xm+n = xm(x+m)n (1.8)

xm = (−1)m(−x)m (1.9)
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xm = (x+m− 1)m. (1.10)

xm = Γ(x+m)
Γ(x) . (1.11)

Démonstration. On va démontrer (1.8), on a

xm+n =
m+n−1∏

j=0
(x+ j)

=
m−1∏
j=0

(x+ j)
n−1∏
j=m

(x+ j)

=
m−1∏
j=0

(x+ j)
n−1∏
j=0

((x+m) + j)

= xm(x+m)n,

Maintenant, on va démontrer (1.9) et (1.10)

(−x)m =
m−1∏
j=0

(−x− j)

=
m−1∏
j=0

(−1)(x+ j)

= (−1)m
m−1∏
j=0

(x+ j)

= (−1)mxm,

d’autre part on a

(−1)m(−x)m = (−1)m(−1)mxm

(−1)m(−x)m = (−1)2mxm

(−1)m(−x)m = xm,

alors,

xn =
n−1∏
j=0

(x+ j)

= x(x+ 1)...(x+ n− 1)
= (x+ n− 1)(x+ n− 2)...(x+ 1)x

=
n−1∏
j=0

((x+ n− 1)− j)

= (x+ n− 1)n.
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1.3 Coefficients binomiaux
Définition 1.3.

Soit x ∈ C n ∈ N. Le confficient binomial noté
(n

k

)
, définie par la formule :(

x

n

)
= xn

n! . (1.12)

En particulier, on a
(x

0
)

=
(x

x

)
=1.

Pour n et k des entiers positif, alors
(n

k

)
est le nombre de façons de choisi un sous-ensemble à k

élément dans un ensemble à n élément.

Exemple 1.4. Dans l’ensemble [4], il y’a 6 sous-ensembles à deux éléments :

{1, 2}; {1, 3}; {1, 4}; {2, 3}; {2, 4}; {3, 4}.

d’autre part on a :
(4
2
)

= 4!
2!2! = 6.

Propriétés

1. Pour n et k des entiers positif, on a(
n

k

)
=
(
−n+ k − 1

k

)
(−1)k. (1.13)

2. pour n ≥ k ≥ 0, on a (
n

n− k

)
=
(
n

k

)
. (1.14)

3. Pour tout n ≥ k ≥ 1, les coefficients binomiaux satisfont la relation de récurrence de Pascal(
n

k

)
=
(
n− 1
k − 1

)
+
(
n− 1
k

)
, (1.15)

avec
(n

0
)

=
(n

n

)
= 1.

Démonstration. Pour démontrer la formule de pascal (1.15), on utilise la définition (1.12) pour le
deuxième membre. (

n− 1
k − 1

)
+
(
n− 1
k

)
= (n− 1)!

(k − 1)!(n− k)! + (n− 1)!
k!(n− 1− k)! ,

comme

k! = (k − 1)!k,
(n− k)! = (n− k − 1)!(n− k).

6



On obtient : (
n− 1
k − 1

)
+
(
n− 1
k

)
= k(n− 1)!
k!(n− k)! + (n− k)(n− 1)!

k!(n− k)!

= (n− 1)!(n− k) + (n− 1)!k
k!(n− k)!

= (n− 1)!(n− k + k)
k!(n− k)!

= (n− 1)!n
k!(n− k)!

= n!
k!(n− k)!

=
(
n

k

)
.

La conclusion.

A partir de la relation (1.15) nous pouvons construire le triangle de pascal :

n = 0 1
n = 1 1 1
n = 2 1 2 1
n = 3 1 3 3 1
n = 4 1 4 6 4 1

Table 1.1 – Triangle de Pascal

Théorème 1.5. Soit n ∈ N et x, y ∈ C, ces coefficients binomiaux apparaissent dans le développement
de la puissance n-iéme de x+ y :

(x+ y)n =
n∑

j=0

(
n

j

)
xjyn−j . (1.16)

Démonstration. Pour démontrer la formule du binôme de Newton, on utilise la démonstration par
récurrence sur n
Pour n = 0,

(x+ y)0 = 1, donc (x+ y)0 est vraie.

Maintenant, nous supposons que : (x+ y)n est vraie et montrons que (x+ y)n+1 est vraie, c’est-à-dire :
on va démontrer

(x+ y)n+1 =
n+1∑
j=0

(
n+ 1
j

)
xjyn+1−j .

On a :
(x+ y)n+1 = (x+ y)(x+ y)n.
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Par l’hypothèse de récurrence :

(x+ y)n+1 = (x+ y)
n∑

j=0

(
n

j

)
xjyn−j

= x
n∑

j=0

(
n

j

)
xjyn−j + y

n∑
j=0

(
n

j

)
xjyn−j

=
n∑

j=0

(
n

j

)
xj+1yn−j +

n∑
j=0

(
n

j

)
xjyn+1−j .

On fait un changement d’indice dans la première somme et aprèès quelques réarrangements, on obtient

(x+ y)n+1 =
n+1∑
j=1

(
n

j − 1

)
xjyn+1−j +

n∑
j=0

(
n

j

)
xjyn+1−j

=
(
n

n

)
xn+1y0 +

n∑
j=1

(
n

j − 1

)
xjyn+1−j +

(
n

0

)
x0yn+1 +

n∑
j=1

(
n

j

)
xjyn+1−j

=
(
n

n

)
xn+1y0 +

n∑
j=1

((
n

n− j

)
+
(
n
j

))
xjyn+1−j +

(
n

0

)
x0yn+1,

d’après la formule de pascal (1.15), on obtient

(x+ y)n+1 = xn+1 +
n∑

j=1

(
n+ 1
j

)
xjyn+1−j + yn+1

=
n+1∑
j=0

(
n+ 1
j

)
xjyn+1−j .

Alors (x+ y)n+1 est vraie. D’ou (x+ y)n est vraie.

1.4 Fonctions génératrices
Soit (an)n∈N une suit des nombres réels. On appelle fonction génératrice ordinaire de la suite

(an)n∈N la fonction définie par
Φ(x) =

∑
n≥0

anx
n. (1.17)

On appelle fonction génératrice exponentielle de la suite (an)n∈N, la fonction définie par :

Ψ(x) =
∑
n≥0

an
xn

n! . (1.18)

Remarque 1.6. L’existence de telles fonctions nécessite la convergence de la série de terme général
an
n! et an respectivement.

1.5 Fonctions hypergéométriques
Les fonctions hypergéométriques se présentent sous deux formes distinctes : intégrales et séries

entières. Cette section se consacre à la présentation des définitions ainsi qu’à quelques propriétés de la
fonction hypergéométrique. Nous amorçons cette section par la fonction gamma.
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1.5.1 Fonction Gamma

Définition 1.7.

Pour tout x ∈ C tel que <(x) > 0 et, on définit la fonction Gamma notée Γ, par

Γ(x) =
+∞∫

x=0

tx−1e−tdt. (1.19)

En intégrant par partie, on obtient une conséquence immédiate, pour tout x ∈ C tel que <(x) > 0

Γ(x+ 1) = xΓ(x). (1.20)

En particulier, on a pour x = 1,Γ(1) = 1, alors on peut déduire ∀n ∈ N∗ :

Γ(n) = (n− 1)!. (1.21)

1.5.2 Fonction hypergéométrique

Définition 1.8.

— La fonction hypergéométrique généralisée pFq

(
a1, · · · , ap

b1, · · · , bq
;x
)

est définie par

Pour x ∈ C

pFq

(
a1, · · · , ap

b1, · · · , bq
;x
)

=
∑
n≥0

an
1a

n
2 ...a

n
p

bn
1b

n
2 ...b

n
q

xn

n! .

— La fonction hypergéométrique fait référence en cas particulier :
Pour p = 2, q = 1, a1 = a, a2 = b, b1 = c, la fonction hypergéométrique est définie par

2F1

(
a, b
c

;x
)

=
∑
n≥0

anbn

cn

xn

n! .

Exemple 1.9. Pour p = 2, q = 1 a = b = c = 1, la fonction hypergéométrique est réduite à la série
géométrique 1 + x+ x2 + ..., i.e :

2F1

(
1, 1
1 ;x

)
=
∑
n≥0

xn = 1
1− x.

Théorème 1.10. [2]

2F1

(
a, b
c,

;x
)

= (1− x)−b
2F1

(
b, c− a
c,

;x/(x− 1)
)
(Pfaff), (1.22)

2F1

(
a, b
c,

;x
)

= (1− x)c−a−b
2F1

(
c− a, c− b

c,
;x
)
(Euler). (1.23)

Théorème 1.11. (Représentation intégrale d’Euler)[2]

Si Re(c) > Re(a) > 0, alors

2F1

(
a, b
c

;x
)

= Γ (c)
Γ (a) Γ (c− a)

∫ 1

0
ta−1 (1− t)c−a−1 (1− xt)−b dt. (1.24)

Théorème 1.12. ( Formule de Gauss) [2]

Si Re(c− a− b) > 0, on a

2F1

(
a, b
c

; 1
)

= Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b) . (1.25)
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1.6 Fonction hypergéométrique confluente
Définition 1.13. [7]

La fonction hypergéométrique confluente notée 1F1

(
a
b

;x
)

est définie par

1F1

(
a
b

;x
)

=
∑
n≥0

an

bn

xn

n! .

Proposition 1.14. [7]

lim
b→+∞

2F1

(
a, b
c

; x
b

)
= 1F1

(
a
c

;x
)
, (1.26)

lim
c→+∞ 2F1

(
a, b
c

; cx
)

=2 F0

(
a, b
.

;x
)
. (1.27)

Théorème 1.15. [7] La fonction hypergéométrique confluente 1F1

(
a
b

;x
)

est une solution de l’équa-

tion :
x2d

2F

dx2 + (b− x)dF
dx
− aF = 0 (1.28)

(l’équation hypergéométrique confluente ou équation de Kummer). Si b n’est pas un entier une
deuxième solution indépendante est donnée par

x1−b
1F1

(
a− b+ 1

2− b ;x
)
.

Théorème 1.16. (Représentation intégrale )[7]

1F1

(
a
b

;x
)

= Γ (b)
Γ (a) Γ (b− a)

∫ 1

0
ta−1 (1− t)b−a−1 extdt, (1.29)

pour b > a > 0.

1.7 Transformation binomiale
La transformation binomiale d’une suite a0, a1, ... est la suite b0, b1, b2, ..., donnée par

an =
∑
k≥0

(
n

k

)
bk, (1.30)

et la transformation inverse
bn =

∑
k≥0

(−1)n−k

(
n

k

)
ak. (1.31)

Exemple 1.17. Pour an =
∑

k≥0
(n

k

)
bk, les premiers termes sont

a0 =
∑
k≥0

(
0
k

)
bk = b0. (1.32)

a1 =
∑
k≥0

(
1
k

)
bk = b0 + b1. (1.33)

a2 =
∑
k≥0

(
2
k

)
bk = b0 + 2b1 + b2. (1.34)
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1.8 Unimodalite et Log-concavite
Pour obtenir une variété de résultats concernant l’unimodalité et la log-concavité, voir [3, 9, 16, 24]

1.8.1 Suites Unimodales

Soit une suite de nombres réels positifs Ck (pour k = 1, ..., n) est unimodale, s’il existe deux entiers
a et b (avec 1 ≤ a ≤ b ≤ n ) où : Ck est croissante pour 1 ≤ k ≤ a, décroissante pour b ≤ k ≤ n et
constante pour a ≤ k ≤ b.

En d’autres termes, le graphique de la suite Ck possède un maximum qui peut se présenter sous la
forme d’un plateau s’étendant de a à b c’est-à-dire :

C1 ≤ ... ≤ Ca−1 ≤ Ca = Cb ≥ Cb+1 ≥ ... ≥ Cn. (1.35)

1.8.2 Log-covcave

La suite de nombres réels positifs Ck (pour k = 1, ..., n), est dite logarithmiquement concave (en
abrege,log-covcave) si

Ck
2 ≥ Ck+1Ck−1, pour k = 2, ..., n− 1. (1.36)

Proposition 1.18. Toute suite de nombres positifs strictement log-concave est unimodale.

Théorème 1.19. (Inégalité de Newton [16])

Si le polynôme F (x) =
n∑

k=0
Ckx

k ,a coefficients positifs, ne possède que des racines rèelles (néga-

tives), alors :

Ck
2 ≥ Ck+1Ck−1

(
k

k − 1

)(
n− k + 1
n− k

)
, pour k = 2, ..., n− 1.

Remarque 1.20. L’inégalité de Newton entraîne la stricte log-concavité.
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CHAPITRE 2

NOMBRES ET POLYNÔMES DE LAH ET
POLYNOMES DE LAGUERRE

Dans ce chapitre, nous présentons les nombres et les polygones de Lah, ainsi que les polynômes de
Laguerre et de laguerre associés.

2.1 Nombres et polynômes de Lah

2.1.1 Nombres de Lah

Les nombres de Lah (non signés), notés
⌊n

k

⌋
, sont les coefficients qui permettent d’exprimer les

factorielles montantes en fonction des factorielles descendentes et inversement [20, 21, 22, 24].

xn =
n∑

k=0

⌊
n

k

⌋
xk et xn =

n∑
k=0

(−1)n−k

⌊
n

k

⌋
.

Ces nombres comptent le nombre de partitions d’un ensemble de n éléments en exactement k listes
non vides.

Exemple 2.1. Dans l’ensemble [4], il y’a 16 sous-ensembles

∅; {1}; {2}; {3}; {4}; {1, 2}; {1, 3}; {1, 4}; {2, 3}; {2, 4}; {3, 4}; {1, 2, 3}; {1, 2, 4}; {1, 3, 4}; {2, 3, 4}; {1, 2, 3, 4}.

On a
⌊4

3
⌋
comptent le nombre de partitions de l’ensemble {1, 2, 3, 4} en 3-listes non vides.⌊

4
2

⌋
= 4!

3!

(
3
2

)
= 12

{(1, 2), (3), (4)}, {(2, 1), (3), (4)},{(1, 3), (2), (4)}, {(3, 1), (2), (4)},{(1, 4), (2), (3)}, {(4, 1), (2), (3)},
{(2, 3), (1), (4)}, {(3, 2), (1), (4)},{(2, 4), (1), (3)}, {(4, 2), (1), (3)},{(3, 4), (1), (2)}, {(4, 3), (1), (2)}.
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Propriétés
1. Relation de récurrence :

Pour n ≥ k ≥ 1 on a la forme relation de récurrence :⌊
n

k

⌋
=
⌊
n− 1
k − 1

⌋
+ (n+ k − 1)

⌊
n− 1
k

⌋
, (2.1)

avec
⌊n

0
⌋

= δn,0 pour n ≥ 0 ,
⌊0

k

⌋
= δk,0 pour k ≥ 0.

En utilisant la relation de récurrence (2.1), voici le tableau représentant les premières valeurs de
ces nombres :

n\k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1
2 2 1
3 6 6 1
4 24 36 12 1
5 120 240 120 20 1
6 720 1800 1200 300 30 1
7 5040 15120 12600 4200 630 42 1
8 40320 141120 141120 58800 11760 1176 56 1
9 362880 1451520 1693440 3386880 211680 28224 2016 72 1
10 3628800 16329600 21772800 12700800 3810240 635040 60480 3240 90 1

Table 2.1 – Les premières valeurs de ces nombres de Lah

2. Fonction génératrice : La fonction génératrice exponentielle des nombres de Lah est définie
comme suit :

∑
n≥k

⌊
n

k

⌋
xn

n! = 1
k!

(
x

1− x

)k

.

3. Formule explicite : la formule suivante est la formule explicite pour les nombres de Lah :

⌊
n

k

⌋
= n!
k!

(
n− 1
k − 1

)
, n ≥ k ≥ 1 et

⌊
0
0

⌋
= 1.

2.1.2 Les polynômes de Lah

Les polynômes de Lah notés par Ln(x), sont définis par

Ln(x) =
n∑

k=0

⌊
n

k

⌋
xn.
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Les premières valeurs des polynômes de Lah

L0(x) =1
L1(x) =x
L2(x) =x2 + 2x
L3(x) =x3 + 6x2 + 6x
L4(x) =x4 + 12x3 + 36x2 + 24x
L5(x) =x5 + 20x4 + 120x3 + 240x2 + 120x
L6(x) =x6 + 30x5 + 300x4 + 1200x3 + 1800x2 + 720x
L7(x) =x7 + 42x6 + 630x5 + 4200x4 + 12600x3 + 15120x2 + 5040x
L8(x) =x8 + 56x7 + 1176x6 + 11760x5 + 58800x4 + 141120x3 + 141120x2 + 40320x
L9(x) =x9 + 72x8 + 2016x7 + 28224x6 + 211680x5 + 3386880x4 + 1693440x3

+ 1451520x2 + 362880x
L10(x) =x10 + 90x9 + 3240x8 + 60480x7 + 635040x6 + 3810240x5 + 12700800x4

+ 21772800x3 + 16329600x2 + 3628800x.

2.2 Nombres et polynômes r−Lah
Soient n, k et r des entiers positifs. Les nombres r−Lah, notés

⌊n
k

⌋
r
, comptent le nombre de

partitions de l’ensemble 1, 2, ..., n en k listes non vides, telles que les éléments 1, 2, ..., r se trouvent
dans des listes différentes.

Exemple 2.2. Dans l’ensemble [4], il y’a 16 sous-ensembles :

∅; {1}; {2}; {3}; {4}; {1, 2}; {1, 3}; {1, 4}; {2, 3}; {2, 4}; {3, 4}; {1, 2, 3}; {1, 2, 4}; {1, 3, 4}; {2, 3, 4}; {1, 2, 3, 4}.

On a
⌊4

3
⌋

3 comptent le nombre de partitions de l’ensemble {1, 2, 3, 4} en 3-listes non vides, telles que
les éléments 1, 2 et 3 se trouvent dans des listes différentes. . {(1, 3), (2), (4)}, {(3, 1), (2), (4)},{(1, 4), (2), (3)},
{(4, 1), (2), (3)},{(2, 3), (1), (4)}, {(3, 2), (1), (4)},
{(2, 4), (1), (3)}, {(4, 2), (1), (3)},{(3, 4), (1), (2)}, {(4, 3), (1), (2)}.
Par conséquent,

⌊4
3
⌋
2 = 10.

Propriétes Voici quelques propriétés des nombres r−Lah [6, 18] :
1.

(x+ 2r)n =
n∑

k=0

⌊
n+ r

k + r

⌋
r

xk,

(x− r)n =
n∑

k=0
(−1)n+k

⌊
n+ r

k + r

⌋
r

(x+ r)k.

2. Relation de récurrence : Les nombres r−Lah satisfont la relation de récurrence suivante
pour n > r :

⌊
n

k

⌋
r

=
⌊
n− 1
k − 1

⌋
r

+ (n+ k − 1)
⌊
n− 1
k

⌋
r

,

avec
⌊n

k

⌋
r

= δk,r si n = k et
⌊n

k

⌋
= 0 si n < r, où δk,r est le symbole de kronecker.

Le tableau suivant represente les premières valeurs de nombres 2−Lah :
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n\k 2 3 4 5 6 7 8
2 1 0 0 0 0 0 0
3 4 1 0 0 0 0 0
4 20 10 1 0 0 0 0
5 120 90 18 1 0 0 0
6 840 840 252 28 1 0 0
7 6720 8400 3360 560 40 1 0
8 60480 90720 45360 10080 1080 54 1

Table 2.2 – 2-Lah numbres
⌊n

k

⌋
2 pour 2 ≤ n, k ≤ 8.

3. Fonction génératrice : La fonction génératrice exponentielle des nombres r−Lah est définie
comme suit :

∑
n≥k

⌊
n

k

⌋
r

xn

n! = 1
k!

xk

(1− x)k+2r
.

4. Formules explicites : La formule explicite des nombres r−Lah est donnée par :⌊
n

k

⌋
r

= (n+ r − 1)!
(k + r − 1)!

(
n− r
k − r

)
, n ≥ k ≥ r. (2.2)

Dans [18], Théorème(3,7), la formule explicite des nombres r−Lah est donnée par :⌊
n

k

⌋
r

= n!
k!

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 1

)
. (2.3)

Les polynomes de r−Lah notés par Ln,r(x), sont définis par

Ln,r(x) =
n∑

k=0

⌊
n

k

⌋
r

xk.

Pour r = 2 on a les premières valeurs des polynômes de r−Lah [19] :

L2,2(x) =x2

L3,2(x) =x3 + 4x2

L4,2(x) =x4 + 10x3 + 20x2

L5,2(x) =x5 + 18x4 + 90x3 + 120x2

L6,2(x) =x6 + 28x5 + 252x4 + 840x3 + 840x2

L7,2(x) =x7 + 40x6 + 560x5 + 3360x4 + 8400x3 + 6720x2

L8,2(x) =x8 + 54x7 + 1080x6 + 10080x5 + 45360x4 + 90720x3 + 60480x2.

Dans [18], la relation de récurrence des nombres r−Lah est donnée par le théorème suivant :

Théorème 2.3.
Si 1 ≤ k ≤ n et r ≥ 0, alors ⌊

n+ 1
k

⌋
r

=
⌊

n

k − 1

⌋
r

+ (n+ k + 2r)
⌊
n

k

⌋
r

.
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Démonstration. D’après (2.3), on a⌊
n+ 1
k

⌋
r

= (n+ 1)!
k!

(
n+ 2r

k + 2r − 1

)

= (n+ 1)!
k!

(n+ 2r)!
(k + 2r − 1)!(n− k + 1)! .

D’autre part on a⌊
n

k − 1

⌋
r

+ (n+ k + 2r)
⌊
n

k

⌋
r

= n!
(k − 1)!

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 2

)
+ (n+ k + 2r)n!

k!

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 1

)

= n!
(k − 1)!

(n+ 2r − 1)!
(k + 2r − 2)!(n− k + 1)! + (n+ k + 2r)n!

k!
(n+ 2r − 1)!

(k + 2r − 1)!(n− k)!

= k(k + 2r − 1)n!(n+ 2r − 1)!
k(k − 1)!(k + 2r − 1)(k + 2r − 2)!(n− k + 1)!

+ (n+ k + 2r) (n− k + 1)n!(n+ 2r − 1)!
k!(k + 2r − 1)!(n− k + 1)(n− k)!

= n!(n+ 2r − 1)!
k!(k + 2r − 1)!(n− k + 1)! [k(k + 2r − 1) + (n+ k + 2r)(n− k + 1)]

= (n+ 1)n!(n+ 2r)(n+ 2r − 1)!
k!(k + 2r − 1)!(n− k + 1)!

k2 + 2rk − k + n2 − kn+ n+ nk − k2 + k + 2rn− 2rk + 2r
(n+ 1)(n+ 2r)

= (n+ 1)!(n+ 2r)!
k!(k + 2r − 1)!(n− k + 1)!

n2 + n+ 2rn+ 2r
n2 + n+ 2rn+ 2r

= (n+ 1)!(n+ 2r)!
k!(k + 2r − 1)!(n− k + 1)! .

Conclusion : ⌊
n+ 1
k

⌋
r

=
⌊

n

k − 1

⌋
r

+ (n+ k + 2r)
⌊
n

k

⌋
r

.

Dans [18], la relation entre la factorielle descendante et la factorille montantes en fonction des
polynômes r−Lah est donnée par le théorème suivant :

Théorème 2.4. Si n, r ≥ 0, alors

(x+ 2r)n =
n∑

k=0

⌊
n

k

⌋
r

xk, (x− 2r)n =
n∑

k=0
(−1)n−k

⌊
n

k

⌋
r

xk. (2.4)

Théorème 2.5. [18] Si 0 ≤ k ≤ n et r ≥ 0, alors⌊
n+ 1
k + 1

⌋
r

=
n∑

j=k

(n+ k + 2r + 1)n−j

⌊
j

k

⌋
r

.

Théorème 2.6. [18] Pour n ≥ 1 et r ≥ 0, la suite
(⌊n

k

⌋
r

)n

k=0
est strictement log-concave, par

conséquent, elle est unimodale.
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Démonstration. Nous devons prouver que⌊
n

k − 1

⌋
r

⌊
n

k + 1

⌋
r

<

⌊
n

k

⌋2

r

. (2.5)

Pour 1 ≤ k ≤ n− 1, on peut supposer que n ≥ 2.
Pour k = 0 et r = 0 on a : ⌊

n

0

⌋
0

⌊
n

k + 2

⌋
0

= 0× (n− 1)n!
2 = 0

et ⌊
n

1

⌋2

0
= (n!)2,

alors ⌊
n

0

⌋
0

⌊
n

k + 2

⌋
0
<

⌊
n

1

⌋2

0
,

donc (2.5) est vraie pour k = 0 et r = 0.
Pour les autres cas, nous supposons que (2.5) est vraie, et en utilisant la formule explicite (2.3), on a⌊

n

k − 1

⌋
r

⌊
n

k + 1

⌋
r

<

⌊
n

k

⌋2

r

équivalent à

n!
(k − 1)!

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 2

)
n!

(k + 1)!

(
n+ 2r − 1
k + 2r

)
<

(n!)2

(k!)2

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 1

)2

1
(k − 1)!(k + 1)!

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 2

)(
n+ 2r − 1
k + 2r

)
<

1
(k!)2

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 1

)2

k!(k + 1)!
(k − 1)!(k + 1)!

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 2

)(
n+ 2r − 1
k + 2r

)
<
k!(k + 1)!
k!k!

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 1

)2

k

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 2

)(
n+ 2r − 1
k + 2r

)
< (k + 1)

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 1

)2

k
(n+ 2r − 1)!

(k + 2r − 2)!(n− k + 1)!
(n+ 2r − 1)!

(k + 2r)!(n− k − 1)! < (k + 1) (n+ 2r − 1)!2

(k + 2r − 1)!2(n− k)!2

k
1

(k + 2r − 2)!(k + 2r)!(n− k + 1)!(n− k − 1)! < (k + 1) 1
(k + 2r − 1)!(k + 2r − 1)!(n− k)!(n− k)!

k
(k + 2r − 1)!(k + 2r)!(n− k + 1)!(n− k)!

(k + 2r − 2)!(k + 2r)!(n− k + 1)!(n− k − 1)! < (k + 1)(k + 2r − 1)!(k + 2r)!(n− k + 1)!(n− k)!
(k + 2r − 1)!(k + 2r − 1)!(n− k)!(n− k)!

k(k + 2r − 1)(n− k) < (k + 1)(k + 2r)(n− k + 1)
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et

k(k + 2r − 1)(n− k) < (k + 1)(k + 2r)(n− k + 1)

est vraie car

k < (k + 1), (k + 2r − 1) < (k + 2r) et (n− k) < (n− k + 1)

toujours vraie c’est-à-dire (2.5) est vraie.

Donc la suite pour
(⌊n

k

⌋
r

)n

k=0
est log-concave et possède un ou deux points maximum consécutifs,

qui peuvent être complètement décrits, c’est-à-dire qu’elle est unimodale.

Théorème 2.7. [18] Soit n ≥ 1 et r ≥ 0. Si n + r2 + 1 n’est pas un nombre carré, alors la suite(⌊n
k

⌋
r

)n

k=0
atteint son maximum uniquement pour k = b

√
n+ r2 + 1c − r, tandis que si n+ r2 + 1 est

un nombre carré, , alors elle atteint ses maxima à k =
√
n+ r2 + 1− r − 1 et

√
n+ r2 + 1− r.

Démonstration. On a
⌊n

0
⌋
0 = 0 et

⌊n
k

⌋
r
est toujours positif ; il suffit donc de gérer ces valeurs.

En utilisant la formule explicite (2.3) on a : ⌊
n

k − 1

⌋
r

Q

⌊
n

k

⌋
r

n!
(k − 1)!

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 2

)
Q
n!
k!

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 1

)
1

(k − 1)!
(n+ 2r − 1)!

(k + 2r − 2)!(n− k + 1)! Q
1
k!

(n+ 2r − 1)!
(k + 2r − 1)!(n− k)!

k!
(k − 1)!

1
(k + 2r − 2)!(n− k + 1)! Q

k!
k!

1
(k + 2r − 1)!(n− k)!

k
(k + 2r − 1)!(n− k + 1)!
(k + 2r − 2)!(n− k + 1)! Q

(k + 2r − 1)!(n− k + 1)!
(k + 2r − 1)!(n− k)!

k(k + 2r − 1) Q (n− k + 1)
k2 + 2rk − k Q n− k + 1

k2 + 2rk + r2 − r2 Q n+ 1
(k + r)2 Q n+ 1 + r2

k + r Q
√
n+ r2 + 1

k Q
√
n+ r2 + 1− r.

− Si n + r2 + 1 n’est pas un nombre carré alors la suite
(⌊n

k

⌋
r

)n

k=0
à un seul maximum à k =

b
√
n+ r2 + 1c − r.

− Si n + r2 + 1 nombre carré alors la suite
(⌊n

k

⌋
r

)n

k=0
à un maximum à k =

√
n+ r2 + 1 − r − 1 et

√
n+ r2 + 1− r.

Théorème 2.8. [18] Pour k, r ≥ 0, la fonction génératrice exponentielle de
(⌊n

k

⌋
r

)∞
n=k

est

∞∑
n=k

⌊
n

k

⌋
r

xn

n! = 1
k!

(
x

1− x

)k ( 1
1− x

)2r

.

Démonstration. On peut supposer que k, r ne sont pas tous les deux 0. En appliquant la formule
explicite (2.3), on a
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∞∑
n=k

⌊
n

k

⌋
r

xn

n! =
∞∑

n=k

n!
k!

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 1

)
xn

n!

=
∞∑

n=k

1
k!

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 1

)
xn−k+k

= xk

k!

∞∑
n=k

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 1

)
xn−k.

De (1.14) on a
(n+2r−1

k+2r−1
)

=
(n+2r−1

n−k

)
donc

∞∑
n=k

⌊
n

k

⌋
r

xn

n! = xk

k!

∞∑
n=k

(
n+ 2r − 1
n− k

)
xn−k.

On fait un changement d’indice n = n+ k

∞∑
n=k

⌊
n

k

⌋
r

xn

n! = xk

k!

∞∑
n=0

(
n+ k + 2r − 1

n

)
xn.

De (1.13)on a
(n+k+2r−1

n

)
=
(−(n+k+2r−1)+n−1

n

)
(−1)n =

(−k−2r
n

)
(−1)n donc

∞∑
n=k

⌊
n

k

⌋
r

xn

n! = xk

k!

∞∑
n=0

(
−k − 2r

n

)
(−x)n.

De (1.16) on a
∞∑

n=0

(−k−2r
n

)
(−x)n =

∞∑
n=0

(−k−2r
n

)
(−x)n1−k−2r−n = (1− x)−k−2r donc

∞∑
n=k

⌊
n

k

⌋
r

xn

n! = xk

k! (1− x)−k−2r

= xk

k! (1− x)−k(1− x)−2r

= 1
k!

(
x

1− x

)k ( 1
1− x

)2r

.

Le théorème suivant représente l’expression des polynômes r-Lah en termes de polynômes (r−s)-Lah
[19].

Théorème 2.9. [19] Si n, r, s ≥ 0 et s ≤ r, alors

Ln,r(x) =
n∑

j=0

(
n

j

)
Lj,r−s(x)(2s)n−j .

Théorème 2.10. [19] Si m,n, r, s ≥ 0 et s ≤ r alors

Lm+n,r(x) =
m∑

i=0

n∑
j=0

⌊
m

i

⌋
r

(
n

j

)
Lj,r−s(x)(m+ i+ 2s)n−jxi.
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Démonstration. D’après (2.4), on obtient

(x+ 2r)m+n =
m+n∑
k=0

⌊
m+ n

k

⌋
r

xk.

D’autre part, en utilisant à (1.16), (1.8) et (2.4), on a aussi

(x+ 2r)m+n = (x+ 2r)m(x+ 2r +m)n

=
m∑

i=0

⌊
m

i

⌋
r

xi(x− i+ 2r − 2s+m+ i+ 2s)n

=
m∑

i=0

⌊
m

i

⌋
r

xi
n∑

j=0

(
n

j

)
(x− i+ 2r − 2s)j(m+ i+ 2s)n−j

=
m∑

i=0

n∑
j=0

⌊
m

i

⌋
r

xi

(
n

j

)
(m+ i+ 2s)n−j

j∑
k=0

⌊
j

k

⌋
r−s

(x− i)k

=
m∑

i=0

n∑
j=0

j∑
k=0

⌊
m

i

⌋
r

(
n

j

)
(m+ i+ 2s)n−j

⌊
j

k

⌋
r−s

xi+k.

On fait un changement d’indice k → k − 1

(x+ 2r)m+n =
m∑

i=0

n∑
j=0

i+j∑
k=i

⌊
m

i

⌋
r

(
n

j

)
(m+ i+ 2s)n−j

⌊
j

k − i

⌋
r−s

xk

=
m+n∑
k=0

min{m,k}∑
i=0

j∑
j=max{0,k−i}

⌊
m

i

⌋
r

(
n

j

)
(m+ i+ 2s)n−j

⌊
j

k − i

⌋
r−s

xk.

En comparant les coefficients de xk dans les deux expressions ci-dessus donne :⌊
m+ n

k

⌋
r

=
min{m,k}∑

i=0

j∑
j=max{0,k−i}

⌊
m

i

⌋
r

(
n

j

)
(m+ i+ 2s)n−j

⌊
j

k − i

⌋
r−s

.

Si nous multiplions les deux côtés par xk et que nous faisons la somme pour k (k = 0; ...;m+ n), nous
obtenons :

m+n∑
k=0

⌊
m+ n

k

⌋
r

xk =
m+n∑
k=0

min{m,k}∑
i=0

n∑
j=max{0,k−i}

⌊
m

i

⌋
r

(
n

j

)
(m+ i+ 2s)n−j

⌊
j

k − i

⌋
r−s

xk

=
m∑

i=0

n∑
j=0

i+j∑
k=i

⌊
m

i

⌋
r

(
n

j

)
(m+ i+ 2s)n−j

⌊
j

k − i

⌋
r−s

xk.

On fait un changement d’indice k → k + 1

m+n∑
k=0

⌊
m+ n

k

⌋
r

(x)k =
m∑

i=0

n∑
j=0

j∑
k=0

⌊
m

i

⌋
r

(
n

j

)
(m+ i+ 2s)n−j

⌊
j

k

⌋
r−s

xi+k.
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2.3 Transformation de Lah
transformation de Lah [4, 18] de la suite (an)n≥0 est la suite (bn)n≥0, donnée par la formule suivante :

bn =
n∑

k=0

⌊
n

k

⌋
ak, k ≥ 0

et la formule de la transformation inverse est donnée par :

an =
n∑

k=0
(−1)n−k

⌊
n

k

⌋
bk.

Le tableau suivant répresente la transformation de Lah [4] :

an transformer lah bn

A000290 A103194
A104600 A121020
A000262 A025168
A000079 A052897
A000110 A084357
A000085 A049376
A000670 A084358

Table 2.3 – Tableau des transformations de Lah.

Exemple 2.11. Pour la suite A000290 c’est-à-dire la suite (an)n≥0 où an = n2, si l’on applique la
transformation de Lah, on obtient la suite A103194, c’est-à-dire (bn)n≥0. Voici les premières valeurs
de la suite (an) :

a0 =02 = 0
a1 =12 = 1
a2 =22 = 4
a3 =32 = 9
a4 =42 = 16
a5 =52 = 25
a6 =62 = 36.
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Les premières valeurs de la suite (bn) :

b0 =
0∑

k=0

⌊
0
k

⌋
ak =

⌊
0
0

⌋
a0 = 1× 0 = 0

b1 =
1∑

k=0

⌊
1
k

⌋
ak =

⌊
1
0

⌋
a0 +

⌊
1
1

⌋
a1 = 0 + 1 = 1

b2 =
2∑

k=0

⌊
2
k

⌋
ak =

⌊
2
0

⌋
a0 +

⌊
2
1

⌋
a1 +

⌊
2
2

⌋
a2 = 0 + 2× 1 + 1× 4 = 6

b3 =
3∑

k=0

⌊
3
k

⌋
ak =

⌊
3
0

⌋
a0 +

⌊
3
1

⌋
a1 +

⌊
3
2

⌋
a2

⌊
3
3

⌋
a3 = 0 + 6× 1 + 6× 4 + 1× 9 = 39

b4 =
4∑

k=0

⌊
4
k

⌋
ak =

⌊
4
0

⌋
a0 +

⌊
4
1

⌋
a1 +

⌊
4
2

⌋
a2

⌊
4
3

⌋
a3

⌊
4
4

⌋
a4 = 0 + 24× 1 + 36× 4 + 12× 9 + 1× 16 = 292

b5 =
5∑

k=0

⌊
5
k

⌋
ak =

⌊
5
0

⌋
a0 +

⌊
5
1

⌋
a1 +

⌊
5
2

⌋
a2

⌊
5
3

⌋
a3

⌊
5
4

⌋
a4

⌊
5
5

⌋
a5 = 0 + 120× 1 + 240× 4 + 120× 9 + 20× 16

+ 1× 25 = 2505

b6 =
6∑

k=0

⌊
6
k

⌋
ak =

⌊
6
0

⌋
a0 +

⌊
6
1

⌋
a1 +

⌊
6
2

⌋
a2

⌊
6
3

⌋
a3

⌊
6
4

⌋
a4

⌊
6
5

⌋
a5

⌊
6
6

⌋
a6 = 0 + 720× 1 + 1800× 4 + 1200× 9

+ 300× 16 + 30× 25 + 1× 36 = 24306.

2.4 Polynomes de Laguerre et polynomes de Laguerre associés

2.4.1 Polynomes de Laguerre

L’équation différentielle de laguerre est donnée par :

xy′′ + (1− x)y′ + ny = 0, (2.6)

ou n = 0, 1, 2, 3, ... Les solutions de cette équation sont les polynômes de laguerre, exprimés par
l’équation différentielle suivante [24] :

Ln(x) = ex

n!
dn

dxn
(xne−x). (2.7)

Propriétes
1. Fonction de génératrice :

e−x/(1−t)

1− t =
∞∑

n=0

Ln(x)
n! tn. (2.8)

2. Relations de récurrences :

Ln+1(x) = (2n+ 1− x)Ln(x)− n2Ln−1(x).
L′n(x)− nL′n−1 + nLn−1 = 0.

xL′n−1(x) = nLn(x)− n2Ln−1(x).

3. Orthogonalité :

∞∫
0

e−xLm(x)Ln(x)dx =
{

0, si m 6= n
(n!)2, si m = n.

(2.9)
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4. Développement en série : Si

f(x) = A0L0(x) +A1L1(x) +A2L2(x), (2.10)

donc :

An = 1
(n!)2

∞∫
0

e−xf(x)Ln(x)dx. (2.11)

5. Les polynômes de Laguerre :

L0(x) = 1
L1(x) = 1− x

L2(x) = 1
2
(
x2 − 4x+ 2

)
L3(x) = 1

6
(
−x3 + 9x2 − 18x+ 6

)
.

Il faut remarquer que Ln(x) est un polynôme de degré n.

2.4.2 Polynomes de Laguerre associés

Les polynômes de Laguerre associés, notés par Lm
n (x), sont définis par la formule suivante [1, 2, 24] :

Lm
n (x) = x−mex

n!
dn

dxn
(e−xxn+m), n ≥ 0, (2.12)

et satisfaisant l’équation
xy′′ + (m+ 1− x)y′ + (n−m)y = 0. (2.13)

Si m > n alors Lm
n (x) = 0.

Nous avons alors : ∞∫
0

xme−xLm
n (x)Lm

p (x)dx = 0 p 6= n, (2.14)

∞∫
0

xme−xLm
n (x)Lm

p (x)dx = (n!)3

(n−m)! . (2.15)

Propriétés

1. Fonction génératrice : La fonction génératrice est donnée par :
∞∑

n=0
Lm

n (x)tn = 1
(1− t)m + 1

e−xt/(1−t)

1− t . (2.16)

2. Relation de récurrence : Les polynomes de laguerre généralisés satisfont

(n+ 1)Lm
n+1(x) = (−x+m+ 2n+ 1)Lm

n (x)− (n+m)Lm
n−1(x) pour n ≥ 1. (2.17)

3. Formule explicite : La formule explicite des polynômes de Laguerre associés en termes de la
fonction hypergéométrique confluente est donnée par la formule suivante :

Lm
n (x) = (n+m)!

m!n! 1F1

(
−n
m+ 1 ;x

)
. (2.18)
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CHAPITRE 3

LES POLYNOMES S-LAH

Dans cette partie, l’objectif principal est d’étudier la transformation de Lah généralisée [21, 24]. Pour
ce faire, nous allons construire une matrice infinie M := (an,m)n,m≥0, où la première ligne αm = a0,m

est la suite initiale et la première colonne de la matrice βn := an,0 est la suite finale. Plus précisément,
nous allons étudier la relation de récurrence suivante [21, 24] :

an+1,m(x) = (n+m)an,m(x) + xan,m+1(x). (3.1)

Tous les résultats étudiés dans ce chapitre sont extraits des références suivantes [21, 24]. :

3.1 La transformation de Lah généralisée
Dans les deux théorèmes, nous allons fournir deux formules explicites différentes pour les éléments

de la matrice M .

3.1.1 Formules explicites

Théorème 3.1. Soit αm une suite initiale associée à la relation de récurrence (3.1). Les éléments de
la matrice M sont alors donnés par la formule explicite suivante :

an,m(x) =
n∑

k=0

n!
k!

(
n+m− 1
k +m− 1

)
xkαm+k. (3.2)

Démonstration.

Pour démontrer ce théorème, nous utilisons le raisonnement par récurrence :
- Pour n = 0, par la relation (3.2) on a :

a0,m =
0∑

k=0

0!
k!

(
m− 1

k +m− 1

)
xkαm+k

= 0!
0!

(
m− 1
m− 1

)
x0αm

= αm.

Alors la relation (3.2) est vraie pour n = 0.
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Ensuite, on suppose que la relation (3.2) est vraie pour n, et on démontre qu’elle est également
vraie pour n+ 1. C’est-à-dire :

an+1,m(x) =
n+1∑
k=0

(n+ 1)!
k!

(
n+m

k +m− 1

)
xkαm+k.

De la relation de récurrence (3.1) :

an+1,m(x) = (n+m)an,m(x) + xan,m+1(x)

= (n+m)
n∑

k=0

n!
k!

(
n+m− 1
k +m− 1

)
xkαm+k + x

n∑
k=0

n!
k!

(
n+m

k +m

)
xkαm+k+1

= (n+m)n!
0!

(
n+m− 1
m− 1

)
x0αm + (n+m)

n∑
k=1

n!
k!

(
n+m− 1
k +m− 1

)
xkαm+k

+ x
n!
n!

(
n+m

n+m

)
xnαm+n+1 +

n−1∑
k=0

n!
k!

(
n+m

k +m

)
xk+1αm+k+1

= (n+m)n!
(
n+m− 1
m− 1

)
αm + (n+m)

n∑
k=1

n!
k!

(
n+m− 1
k +m− 1

)
xkαm+k

+ xn+1αm+n+1 +
n∑

k=1

n!
(k − 1)!

(
n+m

k +m− 1

)
xkαm+k

= (n+m)n!
(
n+m− 1
m− 1

)
αm + xn+1αm+n+1

+
n∑

k=1

[
(n+m)n!

k!

(
n+m− 1
k +m− 1

)
+ n!

(k − 1)!

(
n+m

k +m− 1

)]
xkαm+k

= (n+m)n!
(
n+m− 1
m− 1

)
αm + xn+1αm+n+1

+
n∑

k=1

(
(n+m)n!

k!
(n+m− 1)!

(k +m− 1)!(n− k)! + n!
(k − 1)!

(n+m)!
(k +m− 1)!(n− k + 1)!

)
xkαm+k

= (n+m)n!
(
n+m− 1
m− 1

)
αm + xn+1αm+n+1

+
n∑

k=1

n!
(k − 1)!

(n+m)!
(k +m− 1)!(n− k)!

( 1
n− k + 1 + 1

k

)
xkαm+k

= (n+m)n!
(
n+m− 1
m− 1

)
αm + xn+1αm+n+1

+
n∑

k=1

n!
(k − 1)!

(n+m)!
(k +m− 1)!(n− k)!

k + n− k + 1
(n− k + 1)k x

kαm+k

= (n+m)n!
(
n+m− 1
m− 1

)
αm + xn+1αm+n+1

+
n∑

k=1

n!
(k − 1)!

(n+m)!
(k +m− 1)!(n− k)!

n+ 1
(n− k + 1)kx

kαm+k

= (n+m)n!
(
n+m− 1
m− 1

)
αm + xn+1αm+n+1

+
n∑

k=1

(n+ 1)!
k!

(n+m)!
(k +m− 1)!(n− k + 1)!x

kαm+k

25



= (n+m)n!
(
n+m− 1
m− 1

)
αm + xn+1αm+n+1

+
n∑

k=1

(n+ 1)!
k!

(
n+m

k +m− 1

)
xkαm+k

=
n+1∑
k=0

(n+ 1)!
k!

(
n+m

k +m− 1

)
xkαm+k.

Donc, la relation (3.2) est vraie pour n+ 1, ce qui signifie qu’elle est également vraie pour n.

Théorème 3.2. Soit βn une suite finale associée à la relation de récurrence suivante :

an,m+1(x) = 1
x

(an+1,m(x)− (n+m)an,m(x)). (3.3)

Les éléments de la matrice M sont donnés par la formule explicite suivante :

an,m(x) = 1
xm

m∑
k=0

(−1)m+km!
k!

(
m+ n− 1
k + n− 1

)
βn+k. (3.4)

Démonstration.

Si m = 0 alors, par la relation (3.4), on a :

an,0 = 1
x0

0∑
k=0

(−1)k 0!
k!

(
n− 1

k + n− 1

)
βn+k

= (−1)0 1
0!

(
n− 1
n− 1

)
βn

= βn.

Alors la relation (3.4) est vraie pour m = 0.
Maintenant, supposons que la relation (3.4) soit vraie pour m, et démontrons qu’elle est également
vraie pour m+ 1. C’est-à-dire :

an,m+1(x) = 1
xm+1

m+1∑
k=0

(−1)m+k+1 (m+ 1)!
k!

(
m+ n

k + n− 1

)
βn+k.

De la relation de récurrence (3.3) :

an,m+1(x) = 1
x

(an+1,m(x)− (n+m)an,m(x))

= 1
x

(
1
xm

m∑
k=0

(−1)m+km!
k!

(
m+ n

k + n

)
βn+k+1 − (n+m) 1

xm

m∑
k=0

(−1)m+km!
k!

(
m+ n− 1
k + n− 1

)
βn+k

)

= 1
xm+1

m∑
k=0

(−1)m+km!
k!

(
m+ n

k + n

)
βn+k+1 − (n+m) 1

xm+1

m∑
k=0

(−1)m+km!
k!

(
m+ n− 1
k + n− 1

)
βn+k

= 1
xm+1 (−1)2mm!

m!

(
m+ n

m+ n

)
βn+m+1 + 1

xm+1

m−1∑
k=0

(−1)m+km!
k!

(
m+ n

k + n

)
βn+k+1
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− (n+m) 1
xm+1 (−1)mm!

0!

(
m+ n− 1
n− 1

)
βn − (n+m) 1

xm+1

m∑
k=1

(−1)m+km!
k!

(
m+ n− 1
k + n− 1

)
βn+k

= 1
xm+1βn+m+1 + 1

xm+1

m−1∑
k=0

(−1)m+km!
k!

(
m+ n

k + n

)
βn+k+1

− (n+m) 1
xm+1 (−1)mm!

(
m+ n− 1
n− 1

)
βn − (n+m) 1

xm+1

m∑
k=1

(−1)m+km!
k!

(
m+ n− 1
k + n− 1

)
βn+k

= 1
xm+1βn+m+1 + 1

xm+1

m∑
k=1

(−1)m+k−1 m!
(k − 1)!

(
m+ n

k + n− 1

)
βn+k

− (n+m) 1
xm+1 (−1)mm!

(
m+ n− 1
n− 1

)
βn − (n+m) 1

xm+1

m∑
k=1

(−1)m+km!
k!

(
m+ n− 1
k + n− 1

)
βn+k

= 1
xm+1βn+m+1 + (n+m) 1

xm+1 (−1)m+1m!
(
m+ n− 1
n− 1

)
βn

+ 1
xm+1

m∑
k=1

(−1)m+k+1 m!
(k − 1)!

(
m+ n

k + n− 1

)
βn+k + (n+m) 1

xm+1

m∑
k=1

(−1)m+k+1m!
k!

(
m+ n− 1
k + n− 1

)
βn+k

= 1
xm+1βn+m+1 + (n+m) 1

xm+1 (−1)m+1m!
(
m+ n− 1
n− 1

)
βn

+ 1
xm+1

m∑
k=1

(−1)m+k+1
[

m!
(k − 1)!

(
m+ n

k + n− 1

)
+ (n+m)m!

k!

(
m+ n− 1
k + n− 1

)]
βn+k

= 1
xm+1βn+m+1 + (n+m) 1

xm+1 (−1)m+1m!
(
m+ n− 1
n− 1

)
βn

+ 1
xm+1

m∑
k=1

(−1)m+k+1
(

m!
(k − 1)!

(m+ n)!
(k + n− 1)!(m− k + 1)! + (n+m)m!

k!
(m+ n− 1)!

(k + n− 1)!(m− k)!

)
βn+k

= 1
xm+1βn+m+1 + (n+m) 1

xm+1 (−1)m+1m!
(
m+ n− 1
n− 1

)
βn

+ 1
xm+1

m∑
k=1

(−1)m+k+1 m!
(k − 1)!

(m+ n)!
(k + n− 1)!(m− k)!

( 1
m− k + 1 + 1

k

)
βn+k

= 1
xm+1βn+m+1 + (n+m) 1

xm+1 (−1)m+1m!
(
m+ n− 1
n− 1

)
βn

+ 1
xm+1

m∑
k=1

(−1)m+k+1
(

m!
(k − 1)!

(m+ n)!
(k + n− 1)!(m− k)!

k +m− k + 1
(m− k + 1)k

)
βn+k

= 1
xm+1βn+m+1 + (n+m) 1

xm+1 (−1)m+1m!
(
m+ n− 1
n− 1

)
βn

+ 1
xm+1

m∑
k=1

(−1)m+k+1
(

m!
(k − 1)!

(m+ n)!
(k + n− 1)!(m− k)!

m+ 1
(m− k + 1)k

)
βn+k

= 1
xm+1βn+m+1 + (n+m) 1

xm+1 (−1)m+1m!
(
m+ n− 1
n− 1

)
βn

+ 1
xm+1

m∑
k=1

(−1)m+k+1 (m+ 1)!
k!

(m+ n)!
(k + n− 1)!(m− k + 1)!βn+k

= 1
xm+1βn+m+1 + (n+m) 1

xm+1 (−1)m+1m!
(
m+ n− 1
n− 1

)
βn

+ 1
xm+1

m∑
k=1

(−1)m+k+1 (m+ 1)!
k!

(
m+ n

k + n− 1

)
βn+k
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= 1
xm+1

m+1∑
k=0

(−1)m+k+1 (m+ 1)!
k!

(
m+ n

k + n− 1

)
βn+k.

Donc, la relation (3.4) est vraie pour m+ 1, ce qui implique qu’elle est vraie pour m.

À partir du Théorème (3.1) et du Théorème (3.2), nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.3. Pour n,m ≥ 0, on a

n∑
k=0

n!
k!

(
n+m− 1
k +m− 1

)
xkαm+k =

m∑
k=0

(−1)m+km!
k!

(
m+ n− 1
k + n− 1

)
x−mβn+k. (3.5)

Remarque 3.4. Pour m = 0 et x = 1, la relation (3.5) se réduit à une transformation de Lah :

βn =
n∑

k=0

n!
k!

(
n− 1
k − 1

)
αk.

Pour n = 0 et x = 1, la relation (3.5) se transforme en une inverse transformation de Lah :

αm =
m∑

k=0
(−1)m−km!

k!

(
m− 1
k − 1

)
βk.

3.1.2 Fonctions génératrices

Théorème 3.5. On suppose que la suite initiale αm+s a une fonction génératrice exponentielle :

As(z) =
∑
k≥0

αk+s
zk

k! . (3.6)

Alors, la suite (an,s(x))n≥0, correspondant à la s-ième colonne de la matrice M , possède également une
fonction génératrice exponentielle.

Bs(z;x) =
∑
n≥0

an,s(x)z
n

n! , (3.7)

donnée par :
Bs(z;x) = 1

(1− z)s
As

(
xz

1− z

)
. (3.8)

Démonstration.

De la relation (3.7)et (3.2), on a :

Bs(z;x) =
∑
n≥0

an,s(x)z
n

n!

=
∑
n≥0

n∑
k=0

n!
k!

(
n+ s− 1
k + s− 1

)
xkαk+s

zn

n!

=
∑
k≥0

1
k!x

kαk+s

∑
n≥0

(
n+ s− 1
k + s− 1

)
zn.

Car

∑
n≥0

(
n+ s− 1
k + s− 1

)
zn = zk

(1− z)k+s
.
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On a

Bs(z;x) =
∑
k≥0

1
k!x

kαk+s
zk

(1− z)k+s

= 1
(1− z)s

∑
k≥0

1
k!αk+s

(
xz

1− z

)k

.

D’autre part, en utilisant à (3.6), on a :

As

(
xz

1− z

)
=
∑
k≥0

αk+s

(
xz

1− z

)k 1
k! .

Donc

Bs(z;x) = 1
(1− z)sAs( xz

1− z ).

Théorème 3.6. On suppose que la suite finale βn+s a pour fonction génératrice exponentielle,

Bs(z) =
∑
k≥0

βk+s
zk

k! . (3.9)

Alors, la suite (as,m(x))m≥0, correspondant à la s-ième colonne de la matrice M , possède également
une fonction génératrice exponentielle.

As(z;x) =
∑
m≥0

as,m(x)z
m

m! , (3.10)

donnée par :
As(z;x) = xs

(x+ z)s
Bs

(
z

x+ z

)
. (3.11)

Démonstration.

De (3.10) et (3.4), on a :

As(z;x) =
∑
m≥0

as,m(x)z
m

m!

=
∑
m≥0

(
1
xm

m∑
k=0

(−1)m+km!
k!

(
m+ s− 1
k + s− 1

)
βs+k

)
zm

m!

=
∑
k≥0

(−1)k 1
k!βs+k

∑
m≥0

(−1)m

(
m+ s− 1
k + s− 1

)(
z

x

)m

Car

∑
m≥0

(−1)m

(
m+ s− 1
k + s− 1

)(
z

x

)m

= (−1)k

(
z
x

)k(
1− z

x

)k+s

= (−1)k

(
z
x

)k(
x−z

x

)k+s

= (−1)k z
k

xk

xk+s

(x− z)k+s

= (−1)k
(

z

x− z

)k ( x

x− z

)s

.
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On a

As(z;x) =
∑
k≥0

(−1)k 1
k!βs+k(−1)k

(
z

x− z

)k ( x

x− z

)s

=
(

x

x− z

)s ∑
k≥0

(−1)2k 1
k!βs+k

(
z

x− z

)k

.

D’autre part, en utilisant à (3.9), on a :

Bs

(
z

x− z

)
=
∑
k≥0

βk+s
1
k!

(
z

x− z

)k

.

Donc

As(z;x) =
(

x

x− z

)s

Bs

(
z

x− z

)
.

3.1.3 Étudier d’un exemple

Exemple 3.7. On pose la suite initiale a0,m = 1. En utilisant la relation (3.1), on obtient la matrice
suivante :

M =



1 1 1 1 . . .
x x+ 1 x+ 2 x+ 3 . . .

x2 + 2x x2 + 4x+ 2 x2 + 6x+ 6
...

x3 + 6x2 + 6x x3 + 9x2 + 18x+ 6
...

x4 + 12x3 + 36x2 + 24x
...

...


De théorème (3.5), on a :

As(z) =
∑
k≥0

αk+s
zk

k!

=
∑
k≥0

zk

k!

= exp(z).

La fonction génératrice (3.8) devient la suivante :

Bs(z;x) = 1
(1− z)s

exp
(

xz

1− z

)
. (3.12)
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En particulier, pour s = 0, nous obtenons ce qui suit :

B0(z;x) = 1
(1− z)0 exp

(
xz

1− z

)
= exp

(
xz

1− z

)
= A0(z)

(
xz

1− z

)

=
∑
k≥0

(
xz

1−z

)k

k!

=
∑
k≥0

xkzk

(1− z)k

1
k! .

Car

zk

(1− z)k
=
∑
n≥0

(
n− 1
k − 1

)
zn.

Donc

B0(z;x) =
∑
k≥0

∑
n≥0

(
n− 1
k − 1

)
znx

k

k!

=
∑
n≥0

∑
k≥0

n!
k!

(
n− 1
k − 1

)
xk z

n

n!

=
∑
n≥0

∑
k≥0

⌊
n

k

⌋
xk

 zn

n!

=
∑
n≥0

Ln(x)z
n

n! .

Où Ln(x) sont les polynômes de Lah.
Donc la relation (3.5) devient la suivante

n∑
k=0

n!
k!

(
n+m− 1
k +m− 1

)
xk =

m∑
k=0

(−1)m+km!
k!

(
m+ n− 1
k + n− 1

)
x−mLn+k(x). (3.13)

On prend n=0, on obtient

xm =
m∑

k=0
(−1)m−k

⌊
n

k

⌋
Lk(x).

3.2 Sur les polynômes s−Lah
La relation (3.13) engendre une nouvelle classe de polynômes généralisant les polynômes de Lah.

Voici la définition associée :

Définition 3.8. Les polynômes s−Lah sont notés Ln,s(x) et définis comme suit :

Ln,s(x) =
n∑

k=0

n!
k!

(
n+ s− 1
k + s− 1

)
xk

= x−s
n∑

k=0
(−1)s+k s!

k!

(
s+ n− 1
s− 1

)
Ln+k(x).
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Maintenant, nous discutons les deux cas où le nombre s dans la fonction génératrice exponentielle
(3.12) est paire où impaire.

Pour s = 2r dans (3.12), on pose Yn,r(x) = an,2r(x), alors

B2r(z;x) =
∑
k≥0

Yn,r(x)z
n

n! .

Avec

Yn,r(x) =
2r∑

k=0

n!
k!

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 1

)
xk

= x−2r
m∑

k=0
(−1)k 2r!

k!

(
n+ 2r − 1
k + n− 1

)
Ln+k(x).

D’où, pour s = 2r, B2r(z;x) est la fonction génératrice exponentielle des polynômes r-Lah (dans
l’article [21] appelés r-Lah de première espèce). D’après le théorème 19 dans [18], on a :

⌊
n

k

⌋
r

=
∑
k≥0

n!
k!

(
n+ 2r − 1
k + 2r − 1

)
.

est la formule explicite des nombres r−Lah.
Maintenant :
Pour s = 2r + 1 dans (3.13), on pose Zn,r(x) = an,2r+1(x), alors

B2r+1(z;x) =
∑
k≥0

Zn,r(x)z
n

n! .

Avec

Zn,r(x) =
n∑

k=0

n!
k!

(
n+ 2r
k + 2r

)
xk

= x−2r−1
2r+1∑
k=0

(−1)k−1 (2r + 1)!
k!

(
2r + n

k + n− 1

)
Ln+k(x).

De la même manière que les nombres r-Lah de première espèce, nous avons la définition des nombres
r−Lah de deuxième espèce [21].

Définition 3.9. [21] Les nombres r−Lah de deuxième espèce, notés par
⌈n

k

⌉
r
, sont définis par la

formule explicite suivante :⌈
n

k

⌉
r

= n!
k!

(
n+ 2r
k + 2r

)
, pour n ≥ k ≥ 0 et r ≥ 0. (3.14)

Propriétés :

Le théorème suivant donne quelques propriétés des nombers r−Lah de deuxième espèce

Théorème 3.10.

1. Les nombres r−Lah de deuxième espace satisfont la relation de récurence suivante :⌈
n+ 1
k

⌉
r

=
⌈

n

k − 1

⌉
r

+ (n+ k + 2r + 1)
⌈
n

k

⌉
r

. (3.15)
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2. On a
(x+ 2r + 1)n =

n∑
k=0

⌈
n

k

⌉
r

xk,

et

(x+ 2r + 1)n =
n∑

k=0
(−1)k−1

⌈
n

k

⌉
r

xk.

3. La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres r−Lah de deuxième espace est
donnée par : ∑

n≥k

⌈
n

k

⌉
r

zn

n! = 1
k!

zk

(1− z)k+2r+1 . (3.16)

Démonstration. 1. ⌈
n+ 1
k

⌉
r

=
⌈

n

k − 1

⌉
r

+ (n+ k + 2r + 1)
⌈
n

k

⌉
r

D’après (3.14) , on a ⌈
n+ 1
k

⌉
r

= (n+ 1)!
k!

(
n+ 2r + 1
k + 2r

)

= (n+ 1)!
k!

(n+ 2r + 1)!
(k + 2r!(n− k + 1)! ,

et on a⌈
n

k − 1

⌉
r

+ (n+ k + 2r + 1)
⌈
n

k

⌉
r

= n!
(k − 1)!

(
n+ 2r

k + 2r − 1

)
+ (n+ k + 2r + 1)n!

k!

(
n+ 2r
k + 2r

)

= n!
(k − 1)!

(n+ 2r)!
(k + 2r − 1)!(n− k + 1)!

+ (n+ k + 2r + 1)n!
k!

(n+ 2r)!
(k + 2r)!(n− k)!

= (n+ 1)!
k!

(n+ 2r + 1)!
(k + 2r)!(n− k + 1)![

k(k + 2r)
(n+ 1)(n+ 2r + 1) + (n+ k + 2r + 1) (n− k + 1)

(n+ 1)(n+ 2r + 1)

]
= (n+ 1)!

k!
(n+ 2r + 1)!

(k + 2r)!(n− k + 1)!

[
n2 + 2rn+ 2n+ 2r + 1
n2 + 2rn+ 2n+ 2r + 1

]

= (n+ 1)!
k!

(n+ 2r + 1)!
(k + 2r)!(n− k + 1)! .

Conclusion : ⌈
n+ 1
k

⌉
r

=
⌈

n

k − 1

⌉
r

+ (n+ k + 2r + 1)
⌈
n

k

⌉
r

.

2. ∑
n≥k

⌈
n

k

⌉
r

zn

n! = 1
k!

zk

(1− z)k+2r+1 . (3.17)
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On peut supposer que k, r ne sont pas tous les deux 0. En appliquant la formule explicite (3.14),
on a :

∑
n≥k

⌈
n

k

⌉
r

zn

n! =
∑
n≥k

n!
k!

(
n+ 2r
k + 2r

)
zn

n!

=
∑
n≥k

1
k!

(
n+ 2r
k + 2r

)
zn−k+k

= zk

k!
∑
n≥k

(
n+ 2r
k + 2r

)
zn−k.

De (1.14) on a (
n+ 2r
k + 2r

)
=
(
n+ 2r
n− k

)
,

donc ∑
n≥k

⌈
n

k

⌉
r

zn

n! = zk

k!
∑
n≥k

(
n+ 2r
n− k

)
zn−k.

On fait un changement d’indice n→ n+ k

∑
n≥k

⌈
n

k

⌉
r

zn

n! = zk

k!
∑
n≥0

(
n+ k + 2r

n

)
zn.

De (1.13) on a(
n+ k + 2r

n

)
=
(
−(n+ k + 2r) + n− 1

n

)
(−1)n =

(
−k − 2r − 1

n

)
(−1)n,

Donc ∑
n≥k

⌈
n

k

⌉
r

zn

n! = zk

k!
∑
n≥0

(
−k − 2r − 1

n

)
(−z)n.

De (1.16) on a

∑
n≥0

(
−k − 2r − 1

n

)
(−z)n =

∑
n≥0

(
−k − 2r − 1

n

)
(−z)n1−k−2r−1−n = (1− x)−k−2r−1.

Donc ∑
n≥k

⌈
n

k

⌉
r

zn

n! = zk

k! (1− z)−k−2r−1

= zk

k!
1

(1− z)k+2r+1

= 1
k!

zk

(1− z)k+2r+1 .
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Quelques propriétés des polynômes s−Lah

Dans cette partie, nous allons examiner certaines propriétés des polynômes s−Lah, telles que les
relations de récurrence, les formules explicites et le lien entre ces polynômes et les polynômes de
Laguerre associés...
Théorème 3.11.

Les polynômes Ln,s(x) satisfont la relation de récurrence suivante :

Ln+1,s(x) = sLn,s(x) + xLn,s+2(x). (3.18)

Démonstration.

On a
d

dz
Bs(z;x) = d

dz

[ 1
(1− z)s

exp

(
xz

1− z

)]
= d

dz

[
(1− z)−sexp

(
xz

1− z

)]
= (−1)(−s)(1− z)−s−1exp

(
xz

1− z

)
+ (1− z)−s

[
x(1− z) + xz

(1− z)s
exp

(
xz

1− z

)]
= exp

(
xz

1− z

)[
s

(1− z)s+1 + x

(1− z)s(1− z) + xz

(1− z)s+2

]
= exp

(
xz

1− z

)
s

(1− z)s+1 + exp

(
xz

1− z

)[
x

(1− z)s+1

](
1 + z

1− z

)
= sBs+1(x, z) + exp

(
xz

1− z

)
x

(1− z)s+1
1

(1− z)

= sBs+1(x, z) + exp

(
xz

1− z

)
x

(1− z)s+2 .

Donc
d

dz
Bs(z;x) = sBs+1(x, z) + xBs+2(x, z).) (3.19)

Nous allons prendre la dérivée de l’équation suivante :

Bs(z;x) =
∑
n≥0

Ln,s(x)z
n

n! .

On a
d

dz
Bs(z;x) =

∑
n≥0

Ln,s(x)dz
n

n!

=
∑
n≥0

Ln,s(x)nz
n−1

n!

=
∑
n≥1

Ln,s(x) zn−1

(n− 1)! .

On fait un changemant d’indice : n→ n− 1
d

dz
Bs(z;x) =

∑
n≥0

Ln,s(x)z
n

n! .

Donc la relation (3.19) devient :∑
n≥0

Ln+1,s(x)z
n

n! = s
∑
n≥0

Ln,s+1(x)z
n

n! + x
∑
n≥0

Ln,s+2(x)z
n

n! .

En comparant les coefficients de zn

n! , on obtient le résultat.
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Remarque 3.12. En particulier :
Pour s = 2r dans (3.18), on obtient

Ln+1,2r(x) = 2rLn,2r+1(x) + xLn,2r+2(x)
Ln+1,2r(x) = 2rLn,2r+1(x) + xLn,2(r+1)(x)

n+1∑
k=0

(n+ 1)!
k!

(
n+ 2r

k + 2r − 1

)
xk = 2r

n∑
k=0

n!
k!

(
n+ 2r
k + 2r

)
xk + x

n∑
k=0

n!
k!

(
n+ 2(r + 1)− 1
k + 2(r + 1)− 1

)
xk.

qui est équivalente à cette relation de récurrence

Yn+1,r(x) = 2rZn,r(x) + xYn,r+1(x).

De même manière si s = 2r + 1, on a

Ln+1,2r+1(x) = (2r + 1)Ln,2r+2(x) + xLn,2r+3(x)
Ln+1,2r+1(x) = (2r + 1)Ln,2(r+1)(x) + xLn,2(r+1)+1(x)

n+1∑
k=0

(n+ 1)!
k!

(
n+ 2r + 1
k + 2r

)
xk = (2r + 1)

n∑
k=0

n!
k!

(
n+ 2r + 1
k + 2r + 1

)
xk + x

n∑
k=0

n!
k!

(
n+ 2(r + 1)
k + 2(r + 1)

)
xk.

qui est équivalente à cette relation de récurrence

Zn+1,r(x) = (2r + 1)Yn,r+1(x) + xZn,r+1(x).

Ce théorème donne une formule explicite des polynômes s-Lah en termes de la fonction hypergéo-
métrique confluente de Kummer.

Théorème 3.13. On a

Ln,s(x) = (n+ s− 1)!
(s− 1)! .1F1

(
−n
s

;−x
)
, (3.20)

oú 1F1

(
−n
s

;−x
)

est la fonction hypergèométrique confluente de paramètres complexes a, b et

d’une variable complexe z.

Démonstration. On a

Ln,s(x) =
n∑

k=0

n!
k!

(
n+ s− 1
k + s− 1

)
xk

=
n∑

k=0

n!
k!

(n+ s− 1)!
(k + s− 1)!(n− k)!x

k.

D’autre part on a

(k + s− 1)! = (k + s− 1)(k + s− 2)...(k + s− k)(s− 1)(s− 2)(s− 3)...1
= s(s+ 1)(s+ 2)...(s+ k − 2)(s+ k − 1)(s− 1)(s− 2)(s− 3)...1

= sk(s− 1)!
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Et

(n− k)! = (n− k)!n!
n!

= (n− k)(n− k − 1)...1
n(n− 1)(n− 2)...(n− k + 1)(n− k)(n− k − 1)...1n!

= n!
n(n− 1)(n− 2)...(n− k + 1)

= n!
(−1)k(−n)(−n+ 1)(−n+ 2)...(−n+ k − 1)

= n!
(−1)k(−n)k

.

Donc

1
(n− k)! = (−1)k(−n)k

n!

Ln,s(x) =
n∑

k=0

n!
k!

(n+ s− 1)!(−1)k(−n)k

sk(s− 1)!(n− k)!n!
xk

= (n+ s− 1)!
(s− 1)!

n∑
k=0

(−n)k

skk!
(−x)k

= (n+ s− 1)!
(s− 1)! .1F1

(
−n
s

;−x
)
.

Théorème 3.14. On a

Ln,s(x) = n!L(s−1)
n (−x)

= (−1)ndn

exxs−1
dn

dxn
(exxn+s−1).

Démonstration. De (2.18), (3.20) et (2.12), on a

Ls−1
n (−x) = (n+ s− 1)!

(s− 1)!n! 1F1

(
−n
s

;−x
)

= 1
n!Ln,s(x).

Donc

Ln,s(x) = n!Ls−1
n (−x)

= n! (−x)−(s−1)e−x

n!
dn

dxn
(ex(−x)n+s−1)

= (−1)−(s−1)(−1)n+s−1x−(s−1)e−x dn

dxn
(exxn+s−1)

= (−1)n

exxs−1
dn

dxn
(exxn+s−1).

Les polynômes s-Lah satisfont les propriétés suivantes :

Théorème 3.15.
d

dx
Ln,s(x) = nLn−1,s+1(x).
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preuve

Démonstration. On a

d

dx
Ln,s(x) = n! d

dx
Ls−1

n (−x)

= n! d
dx
Ls

n−1(−x)

= n!
(n− 1)!Ln−1,s+1(x)

= nLn−1,s+1(x).

En sachant que les racines des polynômes de Laguerre associés Lm
n (x) sont positives, on obtient le

théorème suivant :

Théorème 3.16. Les polynômes Ln,s(x) ne possèdent que des racines réelles négatives.

Corollaire 3.17. D’après le théorème (3.16) et la Proposition 1.18, la suite
(

n!
k!
(n+s−1

k+s−1
))

k
est stricte-

ment log-concave , donc est unimodale.

Remarque 3.18. Dans la proposition 3 [17], Mihoubi et Reggane ont démontré que les polynômes
r-Lah (de première espèce) ne possèdent que des racines réelles négatives. Ainsi, si l’on pose s = 2r, le
théorème précédent permet d’obtenir ce résultat.

Une application du Theorémè (3.14), Barry démontre que pour m ≥ 1,

detMm = (m− 1)!L(1)
m−1(1).

Où detMm est le déterminant de la matrice M = (mi,j)1≤i,j≤n, avec mi,i = i, mi,j = 1 si i > j,
mi,j = j − i si j > i.
En utilisant le theorémè (3.14), on obtient la formule explicite suivante, pour la suite A066668 dans [25]

detMn = (n− 1)!L(1)
n−1(1)

= Ln−1,2(−1)

=
n−1∑
k=0

(n− 1)!
k!

(
n

k + 1

)
(−1)k.

On fait un changemant d’indice : n→ n− 1

detMn =
n∑

i=1

(n− 1)!
(i− 1)!

(
n

i

)
(−1)i−1

=
n∑

i=1

(n− 1)!
(i− 1)!

(
n

i

)
(−1)i+1

=
n∑

i=1
(−1)i+1

⌊
n

i

⌋
pour n ≥ 1.
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