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Notation

N I'ensemble des nombres naturels

C I'ensemble des nombres complexes

Q I'ensemble des nombres rationnels

[n] I'ensemble {1,2,..,n}

" le produit z:(z +1)..(x +n—1) pour n € Net 20 = 1
x le produit z(z —1)..(x —n +1) pour n € Net 2% =1
() le coefficient binomial

I'(x) la fonction Gamma

E | 9 oy la fonction hypergéometrique
ptq bl7 7bq ) ypergeometriqu

1F1 Zl ;x> la fonction hypergéometrique confluente

1

2] le nombre de lah

el le nombre r-lah

5] le nombre r— Lah de deuxieme espéce .
On,k symbole de Kronecker égale a 1 si n = k et 0 sinon
]L%k) le n-ieme polynéme de Laguerre

= égalité par définition (affectation).

Ly (x) le n-iéme polyndme s-Lah .
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RESUME

Ce mémoire de Master, intitulé "Sur les polynémes de Lah", porte sur I’étude de plusieurs propriétés
et types de ces polynomes. L’objectif de ce mémoire est d’établir plusieurs identités et propriétés, telles
que les fonctions génératrices, les récurrences et les formules explicites.

Tout au long de ce travail, nous avons introduit dans la premiére partie les notions de base qui
seront utilisées dans les autres chapitres.

Dans la deuxieme partie du mémoire, nous nous concentrons sur 1’étude des polynémes de
r—Lah et des polynomes de Laguerre. Nous y présentons leurs fonctions génératrices, leurs relations de
récurrence, et d’autres propriétiés importantes.

Enfin, dans la derniere partie, nous définissons les polynémes de s—Lah et explorons la trans-
formation de Lah. Cette partie nous permet de comprendre les polynémes de s—Lah et leur relation
avec polynémes de Laguerre associée.

Mots-Clés : Fonctions génératrices, relations de récurrences, polynémes de r-Lah, polynémes
s-lah.



INTRODUCTION

Dans cette mémoire intitulée "Les Polynémes Lah", nous résumons certaines des méthodes utilisées
pour déterminer et étudier ces polynémes, notamment les méthodes explicites, les fonctions génératrices
et les relations de récurrence. L’objectif principal de ce travail est d’étudier les polynémes de Lah
généralisés. Nous proposons d’étudier la relation de récurrence a trois termes suivante [21, 2] :

nt1,m(2) = (0 + M)anm () + Tanm+1(2). (1)

Les polynémes de Lah sont une classe importante de polynémes qui trouvent leur utilité dans divers
domaines des mathématiques. Ces polyndmes ont été introduits pour la premiere fois par le mathéma-
ticien slovene Vito Lah au début du 20e siecle, et depuis lors, ils ont été étudiés en détail en raison de
leurs propriétés intéressantes et de leurs applications pratiques. Les polynémes de Lah se présentent
sous différentes formes, mais I'une des plus courantes est leur utilisation pour représenter les coefficients
du développement binomial généralisé. Contrairement au développement binomial standard, ou ’'on
s'intéresse aux coefficients binomiaux, les polynémes de Lah sont utilisés pour représenter les coeffi-
cients binomiaux généralisés, qui sont souvent nécessaires pour résoudre des problemes mathématiques
complexes. Ces polynémes sont également utilisés dans des domaines tels que la combinatoire. Ils
offrent un outil puissant pour résoudre des problemes de comptage et de dénombrement dans des
contextes variés. Ce projet d’étude est divisé en trois chapitres :

Chapitre 01 : Notions de base

Dans le premier chapitre, nous exposons des concepts théoriques essentiels qui servent de bases
fondamentales a ce mémoire. Ces notions comprennent les factorielles ascendantes et descendantes,
les coefficients binomiaux, ainsi que les fonctions génératrices, les fonctions hypergéométriques, les
fonctions hypergéométriques confluentes, la transformation binomiale, les suites unimodales et les
fonctions log-concaves.

Chapitre 02 : Nombres et Polyndmes de Lah et Polyndmes de lagurre

Ensuite, dans le deuxiéme chapitre, nous abordons les nombres et les polynémes de Lah en
détaillant certaines de leurs propriétés. Par la suite, nous nous penchons sur ’exploration et I'analyse
des caractéristiques spécifiques des polynomes de Lah, notamment ceux désignés sous le nom de
polyndmes de r-Lah.

Chapitre 03 : Sur les polynomes de s— Lah
Dans ce chapitre, nous nous pencherons sur I’étude d’une classe de polynémes qui généralisent les

polynoémes de Lah, connus sous le nom de polynémes de s-Lah. Cette classe a été introduite par M.
Sebaoui, D. Laissaoui, G. Guettai et M. Rahmani [21].






CHAPITRE 1
NOTION DE BASE

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques concepts fondamentaux. Nous débutons par un
rappel concernant les factorielles croissantes et décroissantes, les coefficients binomiaux, les fonctions

génératrices, la fonction hypergéométrique ainsi que les fonctions hypergéométriques confluentes. Les

sources de référence pour cette section sont citées dans [2, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 21, 22,23, 24].

1.1 Factorielle descendante

Soit x € C et m € N, la factorielle descendante de x d’ordre m est notée =™, et définie par :

m_ )1 sim=20
T z(x—1)(z—=2)---(x—m+1) sim>D0.

Si z = m alors m™ = m! ( m factorielle).

Exemple 1.1.
22 =1
ot =z
2=x(z-1)=2>-2
=z —1)(z-2) =23 - 322 + 22
2t =x(z —1)(z — 2)(z — 3) = 2* — 623 + 1122 — 6.
Propriétés

Soient z,y € C et m,n € Z, on a :

= wom) (1.1)

oA — (g — )2 (1.2)

2= — W (1.3)

@y =30 () ety (1)
k=0

mm=L — ) (1.5)



m _ I(z+1)

Mz—m+1)
ou I'(z) est la fonction gamma d’Euler.
Démonstration. On a
m+n—1
| )
j=0
m—1 n—1
=1l @=5 1] @-7)
7=0 j=m
m—1 n—1
= 11 @ =5 [[((z—=m)-7)
7=0 7=0
=z™(x —m)™
Pour démonter la propriété (1.5) on utilise (1.1) :
|
m—1 __ m:
T T m—(m—1))!
m/!
T
=ml

1.2 Factorielle montante

Soit € C et m € N, la factorielle montante de & d’ordre m est notée 2™, est définie par :

- 1 stm=20
v :{ z(x+1)(z+2)---(z+m—1) sim>0.
Exemple 1.2.
20 =
ol =z
2 =z(z+1)=2"+=x
2 =x(z + D(z+2) =23 4 322 4+ 2z
ot =x(z + D(z+2)(x +3) = 2* + 62° + 112° + 62.
Propriétes

Pour x e Cet m,n € Z,on a :




2" =(x+m—1)" (1.10)

PO AL (1.11)

Démonstration. On va démontrer (1.8), on a

m+n—1
pmtn — H (IL"F])
7=0
m—1 n—1

(x+7) |] (= +7)

<
o
<
Il
3

I
[

i
—
3
|

—

I
—

(z+J) [ (@ +m)+7)

Il
o

I
SRS
3
8
_l_
g
Il
o

\'3‘&

Maintenant, on va démontrer (1.9) et (1.10)

d’autre part on a

I
T
=
E

|
=
E

8
=

ERERE

I
|

—_

o

3
8

3

I
8

alors,



1.3 Coefficients binomiaux

Définition 1.3.

Soit x € C n € N. Le confficient binomial noté (}), définie par la formule :
x s
= —. 1.12

Pour n et k des entiers positif, alors (Z) est le nombre de fagons de choisi un sous-ensemble a k
élément dans un ensemble a n élément.

En particulier, on a (5) = (7)=L1.

Exemple 1.4. Dans l'ensemble [4], il y’a 6 sous-ensembles d deux éléments :

{1,2}:{1,3}:{1,4};{2,3}; {2,4}; {3,4}.
d’autre part on a : (;J‘) = 2%, = 6.

Propriétés

1. Pour n et k des entiers positif, on a

<Z>__<_"+:"_1>(—Uk. (1.13)
(nffk> - <Z>. (1.14)

3. Pour tout n > k > 1, les coefficients binomiaux satisfont la relation de récurrence de Pascal
n n—1 n—1
= 1.1

Démonstration. Pour démontrer la formule de pascal (1.15), on utilise la définition (1.12) pour le

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
(k:—1>+< k )(k—l)!(n—k)!+k!(n—1—k)!’

k= (k — 1)k,
(n—k)!'=(n—-—kF—1l(n-—k).

2. pourn>k>0,0na

avec (7) = (1) = 1.

deuxiéme membre.

comine



On obtient :

n—1 n—1 E(n—1)! (n—k)(n—1)!
<k—1> " ( k: ) T Hm =R k(0 k)
(n=DYn—k)+(n-1)k
kEl(n — k)!
(n—Dln—Fk+k)
El(n — k)!
_(n—=1)n
Kl(n—k)!
n!

El(n —k)!

_[(n

=]

La conclusion. O

A partir de la relation (1.15) nous pouvons construire le triangle de pascal :

n=>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1
n=23 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

TABLE 1.1 — Triangle de Pascal

Théoreme 1.5. Soit n € N et x,y € C, ces coefficients binomiaux apparaissent dans le développement
de la puissance n-iéme de T +y :

(z+y)" = Zn: <n> aly" . (1.16)

=0 \J

Démonstration. Pour démontrer la formule du bindme de Newton, on utilise la démonstration par
récurrence sur n
Pour n =0,

(r 4+ y)? =1, donc (x + y)? est vraie.
Maintenant, nous supposons que : (z + y)" est vraie et montrons que (z +y)"**
on va démontrer

est vraie, c’est-a-dire :

n+1
(z+ y)”“ = Z (n + 1) TR

=0\ 7

(z+y)" = (z+y)(z+y"



Par I’hypothese de récurrence :

On fait un changement d’indice dans la premiere somme et aprees quelques réarrangements, on obtient

n+1
oS o o

(e M(Jwﬂé(n)
i) )6

d’apres la formule de pascal (1.15), on obtient

0 n+1
Yy,

(1‘ + y)n—I—l n zn: <n + 1) n+1 -7 + yn+1
j:
n+
J

B

7=0

Alors (z + y)"*! est vraie. D’ou (x + y)™ est vraie. O

1.4 Fonctions génératrices

Soit (an)neny une suit des nombres réels. On appelle fonction génératrice ordinaire de la suite
(an)nen la fonction définie par
= Zana:”. (1.17)
n>0

On appelle fonction génératrice exponentielle de la suite (ay)nen, la fonction définie par :

Zan . (1.18)

n>0

Remarque 1.6. L’existence de telles fonctions nécessite la convergence de la série de terme général

‘:T’!‘ et a, respectivement.

1.5 Fonctions hypergéométriques

Les fonctions hypergéométriques se présentent sous deux formes distinctes : intégrales et séries
entieres. Cette section se consacre a la présentation des définitions ainsi qu’a quelques propriétés de la
fonction hypergéométrique. Nous amorgons cette section par la fonction gamma.



1.5.1 Fonction Gamma

Définition 1.7.

Pour tout x € C tel que R(x) > 0 et, on définit la fonction Gamma notée I', par
+o0
I(z) = /t”_le_tdt. (1.19)
=0
En intégrant par partie, on obtient une conséquence immédiate, pour tout x € C tel que R(z) > 0

N(z+1) =al(x). (1.20)
En particulier, on a pour x = 1,I'(1) = 1, alors on peut déduire Vn € N* :
I'(n)=(n—1) (1.21)

1.5.2 Fonction hypergéométrique

Définition 1.8.

. P . R a tet a o
— La fonction hypergéométrique généralisée ,Fy ( blj ’bp ;:L') est définie par
1, " ,0g
Pour x € C
ai, . , ap ) . a?ag...alﬁ) xn
pEq )= Z Tpn B ol
by, -+ ,bg "0 byby...by nl

— La fonction hypergéométrique fait référence en cas particulier :
Pour p=2,9g=1,a1 = a,a2 = b, by = ¢, la fonction hypergéométrique est définie par
ab” x"

a, b - "
2F1<c ,w)—z cm onl’

n>0

Exemple 1.9. Pourp=2,q=1a=b=c=1, la fonction hypergéométrique est réduite a la série
géométrique 1 +x + 2% + ... i.e :

1, 1 1
2F1<1 ;$>:Zl‘n:1_x.

n>0

2Fy ( “0 ;x) = (1-2)"F ( PETO e - 1)) (Pfaff), (1.22)

o Fy ( @b ;x) =(1—2)" R ( ¢mae—b ;x) (Euler). (1.23)

) C?
Théoréme 1.11. (Représentation intégrale d’Euler)[’]
Si Re(c) > Re(a) > 0, alors
a,b I'(c) /1 -1 —a—1 —b
F T = (1 =) (1 —at) " dt. 1.24
2 1< c ,.’E) F(Q)P(C—CL) 0 ( ) ( .I') ( )
Théoréme 1.12. ( Formule de Gauss) [?]

Si Re(c—a—0)>0, ona

S ( a,b ;1> _ I'(e)l'(c—a— b)' (1.25)



1.6 Fonction hypergéométrique confluente

Définition 1.13. [7]

La fonction hypergéométrique confluente notée 1 I} ( Z x) est définie par
o
x™
Fy ol
Proposition 1.14. [7]
im o (@ P I o m (% (1.26)
b_>+002 1 c 3 b — 141 ¢’ ) .
lim oF) ( a, b ;cx) = F) ( a, b ;a:) . (1.27)
c—+00 & .
Théoréme 1.15. [7] La fonction hypergéométrique confluente 1 Fy ( b > est une solution de l’équa-
tion : )
9 d“F dF
—+b—2)— —aF =0 1.28
gt b-a) o —a (1.28)

(Iéquation hypergéométrique confluente ou équation de Kummer). Si b n’est pas un entier une
deuziéme solution indépendante est donnée par

1—b a—b—l—l
X 1F1< 2_p ,1‘).

Théoréme 1.16. (Représentation intégrale )[7]

a o F(b) ! a— —a—1 =z
1F1<b,x>_w(b_a)/o (1 — )Pt ertay, (1.29)

pour b > a > 0.

1.7 Transformation binomiale

La transformation binomiale d’une suite ag, a1, ... est la suite bg, b1, bo, ..., donnée par
n
an =Y <k> b, (1.30)
k>0

et la transformation inverse

b= > (—1)"F (Z) a. (1.31)

k>0

Exemple 1.17. Pour an, =)_;>q (3)bk, les premiers termes sont

ag = Z (2) bk = b(]. (1.32)

k>0

a1 = Z <]1‘> br, = bo + b1. (1.33)

k>0

2
as = Z (k‘) b, = by + 2b1 + bo. (134)

k>0

10



1.8 Unimodalite et Log-concavite

Pour obtenir une variété de résultats concernant I'unimodalité et la log-concavité, voir [3, 9,

» 2]

1.8.1 Suites Unimodales

Soit une suite de nombres réels positifs Cy (pour k£ = 1,...,n) est unimodale, s’il existe deux entiers
aetb(avecl <a<b<n)ou: Cy est croissante pour 1 < k < a, décroissante pour b < k < n et
constante pour a < k < b.

En d’autres termes, le graphique de la suite Cj posséde un maximum qui peut se présenter sous la
forme d’un plateau s’étendant de a a b c’est-a-dire :

C1 < <Cuy <Cy=Cy>Chyy > ... > Ch. (1.35)

1.8.2 Log-covcave

La suite de nombres réels positifs Cy (pour k = 1,...,n), est dite logarithmiquement concave (en
abrege,log-covcave) si

Cp? > Cpp1Cr_1, pour k=2,..,n—1. (1.36)
Proposition 1.18. Toute suite de nombres positifs strictement log-concave est unimodale.

Théoréme 1.19. (Inégalité de Newton [1(])

n
Si le polynome F(z) = Y. Crx* ,a coefficients positifs, ne posséde que des racines réelles (néga-
k=0

tives), alors :

k —k+1
C’kZZC'kHC'k_l( )(n + ), pour k=2,...n—1.
k—1 n—k

Remarque 1.20. L’négalité de Newton entraine la stricte log-concavité.
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CHAPITRE 2

NOMBRES ET POLYNOMES DE LAH ET
POLYNOMES DE LAGUERRE

Dans ce chapitre, nous présentons les nombres et les polygones de Lah, ainsi que les polynémes de
Laguerre et de laguerre associés.

2.1 Nombres et polynéomes de Lah

2.1.1 Nombres de Lah

Les nombres de Lah (non signés), notés [ZJ, sont les coefficients qui permettent d’exprimer les
factorielles montantes en fonction des factorielles descendentes et inversement [20, 21, 22, 24].

z" = Z {k‘J ket = Z(—l)"_k L{:J

k=0 k=0

Ces nombres comptent le nombre de partitions d’un ensemble de n éléments en exactement k listes
non vides.

Exemple 2.1. Dans l'ensemble [4], il y’a 16 sous-ensembles

0; {1} {2} {35 {4 {1, 215 {1, 315 {1, 4} {2, 3} {2,4}; {3,4}; {1, 2,3}; {1,2,4}; {1, 3,4}; {2,3,4}; {1, 2, 3, 4}.

On a LgJ comptent le nombre de partitions de l’ensemble {1, 2, 3, 4} en 3-listes non vides.

12



Propriétés
1. Relation de récurrence :
Pour n > k > 1 on a la forme relation de récurrence :

m - {Z:”ﬂnw—wrﬂ,

avec |g] = dn0 pourn >0, ng = 0,0 pour k > 0.

(2.1)

En utilisant la relation de récurrence (2.1), voici le tableau représentant les premieres valeurs de

ces nombres :

n\k 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 |10
1 1

2 2 1

3 6 6 1

4 24 36 12 1

5 120 240 120 20 1

6 720 1800 1200 300 30 1

7 5040 15120 12600 4200 630 42 1

8 40320 141120 141120 58800 11760 1176 56 1

9 362880 | 1451520 | 1693440 | 3386880 | 211680 | 28224 | 2016 72 1

10 | 3628800 | 16329600 | 21772800 | 12700800 | 3810240 | 635040 | 60480 | 3240 | 90 | 1

TABLE 2.1 — Les premiéres valeurs de ces nombres de Lah

2. Fonction génératrice : La fonction génératrice exponentielle des nombres de Lah est définie

comme suit :
ZHM_l( x )’f
Al _ :
Sk k| n! Kl'\1—-=x

3. Formule explicite : la formule suivante est la formule explicite pour les nombres de Lah :

n n!fn—-1 0
= — > > = 1.
M k!(kz—l)’ nzkzl e M L

2.1.2 Les polynémes de Lah

Les polynémes de Lah notés par L, (z), sont définis par

13



Les premieres valeurs des polynémes de Lah

Lo(x) =1

Ly(z) =x

Lo(x) =x* + 22

Ly(z) =23 + 627 + 62

Ly(x) =2* + 1223 + 3622 + 24z

Ls(x) =2° + 20x* + 12023 + 24022 4 120z

Le(z) =25 4+ 302° 4 3002 + 120023 4 180022 + 720z

L7 (x) =27 + 4225 + 6302° + 42002 + 126002 4 151202 + 5040z

Lg(x) =2® 4+ 562" + 11762° + 117602° 4 588002 + 1411202 + 14112022 + 40320z
Lo(z) =2° + 7225 4+ 201627 + 282242° 4 2116802° 4 3386880z + 16934402°

+ 145152022 + 362880z
Lio(z) =2 + 9027 + 32402% 4 604802" + 6350402° + 3810240° + 12700800z
+ 2177280023 + 1632960022 + 3628800z

2.2 Nombres et polynéomes r—Lah

Soient n, k et r des entiers positifs. Les nombres r—Lah, notés [ZJT, comptent le nombre de
partitions de ’ensemble 1,2,...,n en k listes non vides, telles que les éléments 1,2, ...,r se trouvent
dans des listes différentes.

Exemple 2.2. Dans l'ensemble [4], il y’a 16 sous-ensembles :

0: {1} {2 31 {4} {1, 28 {1,315 {1,415 {2, 31 {2,4}: {3, 4} {1, 2,31 {1, 2,4}: {1, 3,4}: {2,3,4}; {1, 2,3, 4}.

Ona [§J3 comptent le nombre de partitions de l’ensemble {1, 2, 3, 4} en 3-listes non vides, telles que
les éléments 1,2 et 3 se trouvent dans des listes différentes. . {(1,3), (2), (4)}, {(3,1),(2), (4)},{(1,4),(2),(3)},
{(4,1),(2), 3)}.{(2,3), (1), ()}, {(3,2),(1),(4)},
{(2,4),(1),(3)}, {(4,2), (1), (3)}.{(3,4), (1), (2)}, {(4,3), (1), (2)}.

Par conséquent, ngz = 10.

Propriétes Voici quelques propriétés des nombres r—Lah [6, 18] :
1.

n - n+r

k=0
(=) =3 (-1 {’; N jﬁJ (a4 1)".
k=0 r

2. Relation de récurrence : Les nombres r—Lah satisfont la relation de récurrence suivante
pour n > 1 :

avec ] =g, sin=ket [}| =0sin <r, ol b, est le symbole de kronecker.

Le tableau suivant represente les premiéres valeurs de nombres 2—Lah :
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n\k 2 3 4 ) 6 718
2 1 0 0 0 0 010
3 4 1 0 0 0 010
4 20 10 1 0 0 010
5 120 90 18 1 0 010
6 840 840 252 28 1 010
7 6720 | 8400 | 3360 560 40 110
8 | 60480 | 90720 | 45360 | 10080 | 1080 | 54 | 1

TABLE 2.2 — 2-Lah numbres LZJQ pour 2 < n,k < 8.

3. Fonction génératrice : La fonction génératrice exponentielle des nombres r—Lah est définie
comme suit :

O - zt
k| nl T OEN(1 — gkt

n>k

4. Formules explicites : La formule explicite des nombres r—Lah est donnée par :

n (n+r—1!{n—r
= 7 >k>r 2.2
Ler (k+r—1)!<k—r>’n_ =" (2:2)
Dans [18], Théoreme(3,7), la formule explicite des nombres r—Lah est donnée par :
n n!fn+2r—1
= — . 2.
L{:J . K <k: +2r — 1) (2:3)

Les polynomes de r—Lah notés par L, ,(z), sont définis par

Lor() =Y m ",

k=0

Pour 7 = 2 on a les premiéres valeurs des polynomes de r—Lah [19] :

Dans [18], la relation de récurrence des nombres r—Lah est donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.
Sil<k<netr>0, alors
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Démonstration. D’apres (2.3), on a

n+1
k

C(n+ D n+2r
! k+2r—1

_ (n+1)! (n+2r)!
K (k+2r=D(n—k+ 1)

r

D’autre part on a

n n n! n+2r—1 n!(n+2r—1
k42 = k4 2r)
Lc—1 tlatks ”Mr (k—l)!<k+2r—2>+(n+ " T)k!<k+2r—1>

n! (n+2r—1)! n! (n+2r—1)!

S DG — ok T R e i —

k(k +2r — 1)nl(n+2r —1)!
T k(k—Dl(k+t2r—D(k+2r—2)(n—k+1)!
(n—k+1)nl(n+2r—1)!
Elk+2r—Dln—k+1)(n—k)!
| — 1)
- +”é£”_+1§f(n _1)];: Sk + 2= 1)+ (ot k20— k4 1)
(n+ 1)nl(n+2r)(n+2r —1)!
T k2 —Di(n—k+ 1)
k2 +2rk —k+n?—kn+n+nk—k?>+k+2rn —2rk +2r
(n+1)(n+2r)
(n 4 D)(n + 2r)! n? +n+2rn +2r
kN k+2r — Dl(n—k+1)!n2 +n+2rn+2r
(n+ Dl(n+2r)!
kN k+2r—Dl(n—k+ 1)

+(n+k+2r)

Conclusion :
n+1 n n
= kE+2
T T
O
Dans [18], la relation entre la factorielle descendante et la factorille montantes en fonction des
polynémes r—Lah est donnée par le théoréme suivant :
Théoréme 2.4. Sin,r > 0, alors
7 = |7 - n| %
(x+2r)" = kZ: L{J mﬁ, (x—2r)% = Z(—l)”_k L{J ", (2.4)
=0 r k=0 T

Théoréme 2.5. [15] Si0<k<netr >0, alors

n

k‘-l-lJT —g(n+k+2r+l){kJr.

Théoréme 2.6. [/8] Pour n > 1 et v > 0, la suite ([er)n est strictement log-concave, par

conséquent, elle est unimodale.
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Démonstration. Nous devons prouver que

L] <[, +

Pour 1 < k <n —1, on peut supposer que n > 2.
Pour k=0etr=0ona:

{n

0 0

— |
n :0><(n l)n':()
k+2],

et

alors

{n
0],

{ n

k+2 0

donc (2.5) est vraie pour k =0 et r = 0.

Pour les autres cas, nous supposons que (2.5) est vraie, et en utilisant la formule explicite (2.3), on a

" " <n2'ilnt\
k=1 [k+1] = |k] SRS

n! n+2r—1 n!
(k—1)!\k+2r—2)(k+1)!

k+2r—2

n+2r—1 2
N2\k+2r—1

()
ey
(nﬁi 1) ;f(m)(mzr_ 1)
()

=7

(k— k+1

A

(k—DWk+ 1) \k+2r—2 klk! kE+2r—1

2r—1
kn—i—r

{3e)
k'k:+1 <n+2r—1>
5

2
n+2r—1
<<k+1)<k+2r—1>

(n+2r —1)1?
(k+2r —1)*(n—k)"?

(n+2r—1)! (n+2r—1)!
(k+2r—=2)(n—k+ 1! (k+2r)(n—k—1)!

< (k+1)

1 1
S (PR e 7 v ppy o v pry g G o e 7 s e 3 o 2 e

(k+2r—1)Nk+2r)(n—k+1)l(n—k)!
(k+2r—=2)(k+2r)!(n—k+1l(n—k—1)!

(k+2r—Dl(k+2r)(n—k+1)l(n—k)!
(k+2r—1)l(k+2r—1)l(n—Ek)l(n—k)!

<(k+1)

k(k+2r —1)(n— k) < (k+1)(k + 2r)(n — k + 1)
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et
E(k+2r—1)(n—Fk) < (E+1)(k+2r)(n—k+1)
est vraie car
E<(k+1),(k+2r—1)<(k+2r) et (n—k)<(n—k+1)
toujours vraie c’est-a-dire (2.5) est vraie.

n
Donc la suite pour (LZJT>I€*O est log-concave et possede un ou deux points maximum consécutifs,
qui peuvent étre complétement décrits, c’est-a-dire qu’elle est unimodale. O

Théoréme 2.7. [15] Soit n > 1 et r > 0. Sin+r? + 1 n'est pas un nombre carré, alors la suite
kJr o0 atteint son mazximum uniquement pour k = |vVn +r? + 1] —r, tandis que si n +1r°+ 1 est
un nombre carré, , alors elle atteint ses mazima a k=+vn+r2+1—r—1etvVn+r2+1—r.

Démonstration. On a [(], =0 et [}] est toujours positif; il suffit donc de gérer ces valeurs.
En utilisant la formule explicite (2.3) on a :
n n
k—1 k
T T

n! n+2r—1 gﬁl n+2r—1
(k—D!\k+2r—2) = KI\k+2r—1

VIA

1 (n+2r—1)! <1  (n+2r-1)
(k=1 (k+2r—=2)!(n—k+1)! = El(k+2r —1)I(n — k)!
k! 1 _ K 1
k-1 (k+2r—2n—k+ 1) = K (k+2r — Dl(n— k)
(k+2r—=Dln—k+1)! - (k+2r—1l(n—k+1)!
(k+2r=2)n—k+1)! = (k+2r—1)l(n—k)!
k(k+2r—1)S (n—k+1)
K +2rk—kSn—k+1
k2+2rk+7‘2—7’2§n+1
(k:+7")2§n—|—1+r2
k‘—|—r§ vVn+r2+1
ESvVn+ri+1l-—r

n
— Si n+ 72 4+ 1 n'est pas un nombre carré alors la suite ([ZJT)k o a un seul maximum a k =

[Vn+r2+1] —r.
n
— Si n+ 72+ 1 nombre carré alors la suite ([ZJJ aun maximuim a k=+vn+r2+1—r—1et

vn+rZ4+1—r. O

Théoréme 2.8. [18] Pour k,r > 0, la fonction génératrice exponentielle de (LZJT)n:k est

S m-n ) ()

n=~k

Démonstration. On peut supposer que k,r ne sont pas tous les deux 0. En appliquant la formule
explicite (2.3), on a
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i n ﬁ_iﬁ' n+2r—1 ﬁ
krn!_n:kk! k+2r—1) n!

il n+2r—1\ . pie
= T
S kN\k+2r-1

De (1.14) on a (Zig:j) = ("1 donc

i L{:J z - k‘ Z (n+27‘—1>xnk.

n—

On fait un changement d’indice n =n + k

i M . Z<n+k+2r—1> -

n—=

De (113)011 a (n-&-k—l’r—LZr—l) _ (—(n+k+2;—1)+n—1)(_1)n _ (—k:—27”)(_1)n donc

n

S [5-25( ")

n=

De (1.16) on a 3 (TF2) () = » (TF2) ()1 7R = (1 — o) 72" donc
n=0 n=0
i n ﬁ:ﬁ(l_x)—k—Qr
= k Tn! k!
= ”;(1 —z)F1 )
1

:m<1fx>k<1ix>2r'

Le théoréme suivant représente 1’expression des polynomes r-Lah en termes de polyndmes (r—s)-Lah

[19].

Théoréme 2.9. [19] Sin,r,s >0 et s <r, alors

O]

Ly,(z)= Z (?) ijr_s(a:)(Qs)ﬁ

J=0

Théoréme 2.10. [19] Sim,n,r,s >0 et s <r alors

m+nr izn:\‘ J ( > Jyr— s(l’)(m+i+23)nfjl‘i-

=0 j=0
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Démonstration. D’apres (2.4), on obtient

m+n
(x+2r)" " = Z mn k.
k=0 k T

D’autre part, en utilisant a (1.16), (1.8) et (2.4), on a aussi

:Z " gtz —i+2r —2s+m+i+2s)"
=0 Z_r
—i{m :c’Z()x—H—Qr—Zs) (m+z+2s)
Ak
=0 _ 7=0
=> > (" (m+i+25)"7 ) J (x — i)k
= J prd k|
1=0 L T r—s
m n J I .
B (o]
=0 j=0 k=0 ¢ r J k r—s

On fait un changement d’indice k — k — 1

m n 1+J .
(4 2r) m+" ZZZ{ J < ) (m+i+2s)"" j{k]—zJ 7x5

=0 j=0 k=1t
m~+n min{m,k} 7 _ i
Z 2 2 {mJ <n> iz Lf : J .
= =0  j=max{0,k—i} L r J 1 r—s
En comparant les coefficients de 2% dans les deux expressions ci-dessus donne :
min{m,k} 7 .
m-4+n m n . n—il| J
{ k J - 2 LJ <j>(m+z+2s)nj{k—iJ '
r =0  j=max{0,k—i} r r—s
Si nous multiplions les deux cotés par z£ et que nous faisons la somme pour k (k=0;..;m+n), nous
obtenons :
m+n m~+n min{m,k} n .
m+n m| [n . =l J k
2s)"
Z{ J Z Z 2 L <j>(m+z+ ” {k—zJ ’
T T T—S8
k

k=0 = j=max{0,k—i}
€T .

S (ool

i=075=0%k

r—Ss
On fait un changement d’indice k — k + 1

m+n m+n m n J m n o j '
Z{ k J("’“)k:ZZZLJ <j>(m+i+2s)"_3{kJ itk

k=0
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2.3 Transformation de Lah

transformation de Lah [1, 18] de la suite (a,)n>0 est la suite (b, )n>0, donnée par la formule suivante :

" n
b, = ap, k>0

et la formule de la transformation inverse est donnée par :
“ n

ap = z:(—l)”"g bj.
k=0 k

Le tableau suivant répresente la transformation de Lah [1] :

an, transformer lah b,
A000290 A103194
A104600 A121020
A000262 A025168
A000079 A052897
A000110 A084357
A000085 A049376
A000670 A084358

TABLE 2.3 — Tableau des transformations de Lah.

Exemple 2.11. Pour la suite A000290 c’est-a-dire la suite (an)n>0 0U an, = n?, si l'on applique la

transformation de Lah, on obtient la suite A103194, c’est-d-dire (by)n>0. Voici les premiéres valeurs
de la suite (ay) :

ap =0 =0
ap=12=1
ag =22 =4
az =3>=9
as =42 = 16
as =52 =25
ag =6° = 36.
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Les premieres valeurs de la suite (by,) :

S
S
I
[]=
> O

i
=]
T

j=p
S
Il
(-
N

i
o
T

=
I\
I
(]
TN

i
=]
T

S
w
I
(]
T W

i
[e=]
T

o
iy
Il
=
E

o
T

> o X x>

6
b=
k=0

+ 300 x 16 + 30 x 25 + 1 x 36 = 24306.

ap =

ap =

ap =

ap =

ap =

ap =
25 =2

ap =

o o

O =

S N

o W

S >

o

505

6
0

CLO:1><0:0

ag +

[\

ap +

[y

ap +

— W

ag +

—

ap +

= ot

ap + 1

ai +

ay +

ay +

DN Ot N > N W N DO

ay +

6
2

ai +

1
a1 =0+1=1

ay=04+2x14+1x4=6

a2

a2

a2

a2

as

as

as

as

=0+6x1+6x4+1x9=39

a1 =04+24x14+36x44+12x94+1x16=292

as|_|as =0+120 x 14240 x 4 + 120 x 94 20 x 16

6
a4 a5{6Ja6:0+720x1+1800><4—|—1200><9

2.4 Polynomes de Laguerre et polynomes de Laguerre associés

2.4.1 Polynomes de Laguerre

L’équation différentielle de laguerre est donnée par :

2y’ + (1 —2)y’ +ny =0, (2.6)

oun = 0,1,2,3,... Les solutions de cette équation sont les polynoémes de laguerre, exprimés par
I'équation différentielle suivante [21] :

Propri

étes

1. Fonction de génératrice :

2. Relations de récurrences :

L), (xz) —nl;,_; +nly,—y

3. Orthogonalité :

e’ d"

L,(z) = H(M—n(x"e_z). (2.7)
/1) E L),
I Bl (2:8)
Lyti(z) =(2n+1—2)Ly(z) — n?L,_1(x).

xlly, ()

(2.9)
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4. Développement en série : Si

f(x) = AgLo(z) + A1l (x) 4+ Asllo(x), (2.10)
donc : .
1 —x
= W/e ()L () de. (2.11)
70
5. Les polyn6mes de Laguerre
]Lo(x) =1
Li(z)=1—x
1

11 faut remarquer que L, (z) est un polyndéme de degré n.

2.4.2 Polynomes de Laguerre associés

Les polynémes de Laguerre associés, notés par L (x), sont définis par la formule suivante [1, 2, 2] :

™M d”
L' (x) = o dgv—n(e Tty >0, (2.12)
et satisfaisant 1’équation
zy" +(m+1—-2z)y + (n—m)y =0. (2.13)

Sim > n alors L (z) = 0.

Nous avons alors :
o

/xme_anm(a:)Lg‘(x)dx =0 p#n, (2.14)
0
[ e (n))?
/:Ume Ly (2)Ly (z)dw = — . (2.15)
/ (n—m)!

Propriétés
1. Fonction génératrice : La fonction génératrice est donnée par :

S 1 o—at/(1-1) .
7;) n (@)t Ta-Hm+1 1-t (2.16)

2. Relation de récurrence : Les polynomes de laguerre généralisés satisfont
(n+ DLy (x) = (—z+m+2n+ DL (z) — (n+m)Ly (x) pour n > 1. (2.17)

3. Formule explicite : La formule explicite des polynémes de Laguerre associés en termes de la
fonction hypergéométrique confluente est donnée par la formule suivante :

Ly (z) = mlFl ( m_fl ;ﬂc)- (2.18)
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CHAPITRE 3
LES POLYNOMES S-LAH

Dans cette partie, 'objectif principal est d’étudier la transformation de Lah généralisée [21, 24]. Pour
ce faire, nous allons construire une matrice infinie M := (an m)n,m>0, Ol la premiere ligne o, = agm
est la suite initiale et la premiére colonne de la matrice 3, := a, o est la suite finale. Plus précisément,
nous allons étudier la relation de récurrence suivante [21, 24] :

ant1,m(z) = (n+m)apm(x) + xanmi1 (). (3.1)

Tous les résultats étudiés dans ce chapitre sont extraits des références suivantes [21, 241]. :

3.1 La transformation de Lah généralisée

Dans les deux théorémes, nous allons fournir deux formules explicites différentes pour les éléments
de la matrice M.

3.1.1 Formules explicites

Théoréme 3.1. Soit v, une suite initiale associée a la relation de récurrence (3.1). Les éléments de
la matrice M sont alors donnés par la formule explicite suivante :

n

nlfn+m-—1
Ap,m () = kz_%) il (k o 1>xkam+k. (3.2)

Démonstration.

Pour démontrer ce théoréme, nous utilisons le raisonnement par récurrence :
- Pour n = 0, par la relation (3.2) on a :

o o m—1 k
aO,m:kz_%g Etm—1 T mtk

o fm -1\ ,
ol m—lmam
= Q-

Alors la relation (3.2) est vraie pour n = 0.
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Ensuite, on suppose que la relation (3.2) est vraie pour n, et on démontre qu’elle est également

vraie pour n + 1. C’est-a-dire :

n+1

n 4+ 1)! n+m

() = Y Y <k Fm- 1)””kam+’“'
k=0 :

De la relation de récurrence (3.1) :

= (n+ m)anm(z) + zanms1(x)

(n+m)z (neri)a:koszrk—i—xZ

k+m P

k:O
n n+m-—1 " nlfn+m-—1 k
0( )-T am+(n+mk§1k‘<kz+m—l> A4k

an+1,m ()
(n +m

k
T«
k+ ) m+k+1

??“3

n+m n-—+m
( " Qmnt1 + Z (k: +m> " g

n—+m
" nlfn+m-—1

n+m-—1 L
e | —_
(n+m)n.< 1 )am+(n+m)]§:1 1 <k—|—m—1>x Otk

n! n+m
+ 2" + Z )< >$k04m+k
k= 1

n+m—1 1
) m"”xn+ Om+4n+1

=(n+m)n ( 1
n+m-—1 n! n+m i
(n+m) g <k+m—1> " (k—1)1<k+m—1>]x Cmh

n+m-—1
= (n+m)n!< " 1 )am + 2"y

(n+m—1)! n! (n+m)!
+Z<n+mkl(k+m—1)( Epn i )(k+m—1)(n—k+1)>xkam+k

k+m-—1

n

+2

k=1

n+m-—1
= (n+m)n!< m—1 )am + 2"y

- n! (n+m)! < 1 1) K
+Z + — ) TV amik
k=Dl k+m—-Dln—k!\n-k+1 &k

n+m-—1
= (n+m)n!< m—1 )am + 2" g

- ! (n+m)! E+n—k+1 ,
2 k- (k+m—Dn—k)! (n—ktl)k  Omtk

n+m-—1
=(n+ m)n!( m—1 )am + 2" g
n+m)! n+1

(n+m) o

. nl
+kz (k=DM (k+m—Dn—k)!(n—k+1)k

Il
a

n+m-—1
=(n+ m)n!( q )am + 2"y
Z": (n+1)! (n+m)! Py
K (k+m—Di(n—k+1)" —™

=1

e
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n+m-—1
m—1

“(n+1)![ n+m &
2 W kam 1 )E

n+1
)Oém+$ + Am+n+1

k=1
i+ ) nt+m &
=2 \bpme 1) Ome
= ! m
Donc, la relation (3.2) est vraie pour n + 1, ce qui signifie qu’elle est également vraie pour n. O

Théoreme 3.2. Soit B, une suite finale associée a la relation de récurrence suivante :

tnmt1(2) = = (Gn g1 m (&) = (1 + M)an (). (3.3)

8

Les éléments de la matrice M sont donnés par la formule explicite suivante :

1 & m +n—1
anan(@) = == 3 (<1) +’”Z (’Z+ :_1>ﬁn+k. (3.4)

Démonstration.

Si m = 0 alors, par la relation (3.4), on a :
0! n—1
ano = OZ 1) <k+n_1>/8n+k

_ ol (n—1
- (_1) 0'(”— 1)51@

Alors la relation (3.4) est vraie pour m = 0.
Maintenant, supposons que la relation (3.4) soit vraie pour m, et démontrons qu’elle est également
vraie pour m + 1. C’est-a-dire :

m+1
_ 1)mth+l (m + 1) m+n
CanJrl = merl Z Ll kdn—1 ﬁn—f—k-

De la relation de récurrence (3.3) :

1
An,mt1(T) = ;(an-x-l,m(x) — (n+m)anm(v))

1 1 & m! (m+n 1 & m!fm+n—1

= — J— 1 m+k . _ T 1 m—+k -
x(wkz; P (0 i = e S (0

B wemt fm+n 1 = ! m—l—n—l
_$m+1z )" <k+n>ﬁn+k+1_(n+m)xmﬂz_:(_l)m i\ kn— Brik

1 omM! (M +n 1 & m+km m+n
_xm+1(_1) pr Bn+m+1+sz%(_ \Een Brtk+1
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1 mml(m+n—1 1 = ym m!fm+n—1
*(n+m)mm+1(*1) 0!< >5n(n+m)$m+1;( +kk,< >5n+k

n—1 k+n—
= ﬁﬁmmﬂ + ﬁ T;’g‘:( m+k7: (TIZ: n) Brtkt1
- (n+m)$ml+1(—1)mm!<m,:il1_ 1) Bn i m+km' (ZL::; B 1>5n+k
7$77}+16n+m+1+ — i; m+k 1 km' (kyj:l—il >
—(ntm) s < n—1> —(n+m) m+1i m%m (Z:::f)ﬁn%
- ﬁﬁnmﬂ - <n+m>x,,f+1< b+ (m A 1>ﬁn

! m —
Pyt m! m-—+n 1 _ m+k+1m m+mn—1
:L,m+1 Z k‘— 1)| (k‘—{—n— 1>Bn+k+(n+m)$m+1 ];1( M\ k+n—1 Bn-ﬁ-k

1 1 m+n-—1
_ +1
= :Em—i-l Bn+m+1 + (n + ’I?’L) xm+1 (_1)m m'( n—1 >Bn

1 & m! m+n m+n—1
_1m+k+1 -
e o e ) e (L) e

1 1 m+n—1
= Wﬁn+m+l+(n+m)mm+1( )™ m < >5n

n—1

IR m m! (m+n)! m!  (m+n-—1)!
+ gt 2 " ((k—l)!(k+n—1)!(m—k+1)! ) G Dl — R )ﬁ’”’“

xmtl n—1

R m! (m +n)! 1 1
et 2 T - Dim Rt G ka1 T E) P

1 1 m+n—1

1 1 m m+n—1
:Wﬁn+m+1+(n+m) (—1)™*m ( >ﬁn

n—1

1 ! b m) (m+n)! k+m—k+1
+ g 2D ((k_1)!(k+n—1)!(m—k)! (m—k+1>k)5"+k

n—1

+ W};(_l) e ((k — ) (k+n—-1(m—Fk)! (m—k+ 1)k> P

1 1 m+n-—1
:7m+16n+m+1+(n+m)xm+1( 1)+ ( o >5n

1 1 m+n—1

m+k+1 (m+1)! (m+n)!
3:’”’““1 Z k! (k—i—n—1)!(m—/<:+1)!5nHC

1 1 m+n—1
— +1
o ogmtl Bugmir + (n+m) g:m+1( v ( n—1 >5n

m+k+1 (m+1)![ m+n
mm“ Z k! k+n—1 B
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1 et (m+1D![ m+n
_ k41
- 1 ];)(—1)”1 k! k4+n—1 571—0—]4‘
Donc, la relation (3.4) est vraie pour m + 1, ce qui implique qu’elle est vraie pour m. ]
A partir du Théoréme (3.1) et du Théoréme (3.2), nous obtenons le corollaire suivant :

Corollaire 3.3. Pour n,m >0, on a
“nlfn+m—1) 4 - marm! (m4n—1\ _
;k!(k—km—l xaerk:Z(—l) T k+n-1)" Bt (3:5)
=0 k=0
Remarque 3.4. Pour m =0 et x = 1, la relation (3.5) se réduit a une transformation de Lah :
" nlfn—1
Bn = Z ' < )akz-
i k\k—1
Pour n =0 et x = 1, la relation (3.5) se transforme en une inverse transformation de Lah :

m

! -1
=0 (0

k=0

3.1.2 Fonctions génératrices
Théoreme 3.5. On suppose que la suite initiale ay1s a une fonction génératrice exponentielle :
Zk
A2 = Y onrory. (3.6)
k>0

Alors, la suite (an,s(x))n>0, correspondant a la s-iéme colonne de la matrice M, posséde également une
fonction génératrice exponentielle.

Bs(z;2) = Z an,s(az)%, (3.7)
n>0 ’

donnée par :

1 Tz
B.(z:z) = A . .
(9) = o (1) (33)
Démonstration.

De la relation (3.7)et (3.2), on a :

Bs(zyz) = Z an,s(az)%?:

n>0

Zin!(n—i—s—l) & 2"
= - T qs—
| — |
nZOk:Ok' k+s—1 n!
1 . n+s—1\ ,
=D DR FLONS of (i =2

>0 ¥ nso \Fts—1

Car

Z n+s—1 o P
k+s—1 (1= )kt

n>0
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1 P
Bs(z;1) = Z kaak—i-sm

k>0
1 zz \F
Z Halﬁs 71 — .

_ 1
(1-2)s =0

D’autre part, en utilisant a (3.6), on a :

Tz zz \F 1
As( ):Zak—l-s( ) T
1—=2 >0 1—2/) k!

Donc

1 Tz
1—=z2

).

Théoreme 3.6. On suppose que la suite finale Bh1s a pour fonction génératrice exponentielle,

ok
Bs<z) = Z 6k+sﬁ-

k>0

(3.9)

Alors, la suite (asm(x))m>0, correspondant a la s-iéme colonne de la matrice M, posséde également

une fonction génératrice exponentielle.

m

As(zx) = Z as,m(x)%7

m>0

donnée par :

As(zyz) = a B< : )

(x4+2)5 " \z+=2

Démonstration.

De (3.10) et (3.4), on a :

Zm
As(zyz) = asm () —
mzz:o m!
1 & m!(fm+s—1 zZm
— T -1 m+k " ~
n;)(xm kz:%( S <k+s—1>5s+k> m!
1 m-+s—1 z\™
= —1)k= —1)m d
S g LD <k+s_1><x>

Car

m(m+s—1\ 2\ _ (2)"
> (=1) <k+51> <1:> _(_1)k(1_z)k+8

xT
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Ag(z2) = Z(_l)k%ﬁ”’“(_l)k (:c i z)k (zv i Z)S

k>0

- () B ()

k>0

D’autre part, en utilisant a (3.9), on a :

B (o) - ot (2)"

k>0

Ag(z;7) = (m f Z>SBS (3: i z) ’

Donc

3.1.3 Etudier d’un exemple

Exemple 3.7. On pose la suite initiale ag,m = 1. En utilisant la relation (3.1), on obtient la matrice

sutvante :
i 1 1 1 1 i
x z+1 x+2 z+3
2 + 2z 22 +4x+2 22+ 62+ 6
M= 23 + 622 + 61 23 4+ 922 + 182 + 6
2t + 1223 + 3622 + 24x '

De théoreme (3.5), on a :

Zk
AS(Z) = Z ak—&-sﬁ

k>0

= 2

- Kl
=0 k!

= exp(z).

La fonction génératrice (3.8) devient la suivante :
Bi(zi2) = — e (‘m) (3.12)
z;x) = X . .
SRR IS o) (g
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En particulier, pour s = 0, nous obtenons ce qui suit :

Bo(z;2) = a _12)0 P <133_22>

Car
P (n - 1> n
= z
(1—2)k 22:0 k—1
Donc
1 k
By(z;x) = (Z )an'
k>0n>0 -1
ey (i)
250450 k-1 n!

Il
3
Vv
o
S~
-
g
> =
|
8
ol
N———
=%

z
= Z n(x)*,
=0 n!
Ou L, (z) sont les polynémes de Lah.
Donc la relation (3.5) devient la suivante
“nlfn+m—1\ , & m! (m+n—1
— =) (-1t L : 3.13
k;k!<k+m—1>:” kz:%( T (3.13)

On prend n=0, on obtient

2 =3 (1) k m Li(x).

k=0

3.2 Sur les polynémes s—Lah

La relation (3.13) engendre une nouvelle classe de polynomes généralisant les polynémes de Lah.
Voici la définition associée :

Définition 3.8. Les polynomes s—Lah sont notés Ly s(x) et définis comme suit :

I (x)z":n!<n+s—1>xk
n,s - T
k:Ok! k+s—1
n s+n—1

:xSZ(—l)SJrk]i!!( o )Ln+k(aﬁ).

k=0
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Maintenant, nous discutons les deux cas ou le nombre s dans la fonction génératrice exponentielle
(3.12) est paire ou impaire.
Pour s = 2r dans (3.12), on pose Y}, () = ap2,(x), alors

Zn
Ba,(z;x) = Z Yn,r(ﬁ)m-

k>0

Avec

2r
n!(n+2r—1\ ,
Y, r(z) = Z < )x
k:ok! k+2r—1

Ui 2rl (n+2r — 1
—2r k
= —1)F— L .
3 (4 ) e
D’ou, pour s = 2r, Ba,(z;x) est la fonction génératrice exponentielle des polynémes r-Lah (dans
larticle [21] appelés r-Lah de premiére espece). D’apres le théoréeme 19 dans [18], on a :
{HJ _Z <n+2r—1>
‘ L
k . 30 K'\k+2r—1

est la formule explicite des nombres r—Lah.
Maintenant :
Pour s = 2r + 1 dans (3.13), on pose Z, »(z) = an2r+1(x), alors

B2r+1 2 l‘ Z an
k>0

Avec

“onlfn+2r\ 4
Znsrle) = Z K (k: + 27‘>x
2r+1

_ @r+1)!f 2r+n
2r—1 k 1
—_— L, .
Z Kl <k+n— 1) +(2)

De la méme maniere que les nombres r-Lah de premiere espéce, nous avons la définition des nombres
r—Lah de deuxiéme espeéce [21].

Définition 3.9. [21] Les nombres r—Lah de deuxiéme espéce, notés par ﬁﬂr, sont définis par la
formule explicite suivante :

n n! (n+2r
’Vk:-‘rzlf:!<k+2r>7 pour n>k>0 e r>0. (3.14)

Propriétés :

Le théoréme suivant donne quelques propriétés des nombers r—Lah de deuxiéme espece

Théoréme 3.10.

1. Les nombres r— Lah de deuziéme espace satisfont la relation de récurence suivante :
k-1
T T
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n+1
k

(n+k+2r+1) m . (3.15)
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2. On a

et

(x+2r+1)~= zn:(—l)kfl F]z-‘ T:Uk.

k=0

3. La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres r—Lah de deuxiéme espace est

donnée par :
n| 2" 1 2k
2 L—‘ nl  Kl(1— z)kt2ril (3.16)

n
k r

Démonstration. 1.

w :{ " w +(n+k+2r+1)

D’apres (3.14) , on a

n+1f  (n+1)!{n+2r+1

{ k -‘T_ k! ( k+2r >
(n+1)! (n+2r4 1)
kD (k42 (n—k+ 1)V

et on a
n n n! n+2r n! (n+2r
le r+(n+k+2r+1)Mr_(k1)!<k+2r1>+(n+k+2r+1)k!<k+2r>
~nl (n+ 2r)!
(k—D!'(k+2r—Dl(n—k+1)!
n! (n+ 2r)!
k+2 1)—
k2 D o — Rl
_ (n+1)! (n+2r+1)!
El (k+2r)!(n—k+1)!
k(k+ 2r) (n—k+1) }
k+2 1
(n+1)(n+2r+l)+(n+ e )(n+1)(n+2r—|—1)

n24+2rn+2n+2r+1
n2+2rm+2n+2r+1

_ (n+1)! (n+2r+1)!
kD (k+2n)(n—k+1)!
_ (n+1)! (n+2r+1)!

K (k+2r)(n—k+ 1)1

Conclusion :
n+1 n n
p— 2 1 .
L L:_lr—i—(n—i-k—i- r+ )LL
2. i
n| 2" 1 z
Il A A — 3.17)
k+2r (
et {k—‘rn! k(1 — z)k+2r+1
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On peut supposer que k,r ne sont pas tous les deux 0. En appliquant la formule explicite (3.14),
on a :

De (1.14) on a

donc

n| 2" 2k n+2r\ ,_
Sl w5 ()

n>k

On fait un changement d’indice n — n + k

n| 2 2K n+k+2r\ ,

n>k

De (1.13) on a
<n+k+2r> _ (—(n+k+2r) +n— 1>(_1)n _ (—k —2r— 1)(_1)n’

n

Donc

De (1.16) on a

Z <_k —2r— 1) (_z)n _ Z <_k _,:T - 1) (_Z)nl—k—2r—1—n _ (1 - x)—k—Zr—l.

n>0 n

Donc

n k
npz _z —k—2r—1
2 M a - mtd

n>k
- 2k 1
Tl (1 — z)k+2r+l
_ 1 2k
Tk (1 _ Z)k+2r+1'

34



Quelques propriétés des polynémes s—Lah

Dans cette partie, nous allons examiner certaines propriétés des polyndémes s—Lah, telles que les
relations de récurrence, les formules explicites et le lien entre ces polyndémes et les polynémes de
Laguerre associés...

Théoréme 3.11.

Les polynomes Ly, s(x) satisfont la relation de récurrence suivante :

Lns1,6(2) = 8Ly o(z) 4+ 2Ly o1 2(). (3.18)
Démonstration.
On a
2= [ e (72)
- g [a-aen (7))
= (—1)(=8)(1 — 2)~*Leap <1:”_ZZ> +(1—2) {96(1(1_—2)2«; L2 exp <1:’fz>}
= e (773 [<1 D T T
- (133_,22) (1 —8z)8+1 e (156—2) {(1 —H;)S“ <1 = Z>
— $Byy1(x, 2) + exp (19022) q 72)“1 q . 5
— 5Byi1(2,2) + eap <1x_zz) i _Z)M.
oo Z%BgzmszHﬂ%@+mBHx@@) (3.19)

Nous allons prendre la dérivée de 1’équation suivante :

Bs(z;x) = Z Lns(a:)%r:

n>0
On a
d dz"
@Bs(zﬁ T) = ;;;Ln,s(if)ﬁ
nznfl
= Los(@)——
w30 n!
Zn—l
=D Lns(z) :
7; I (= 1)!
On fait un changemant d’indice : n = n — 1
d z"
%Bs(z; x) = rngs(x)ﬁ.
Donc la relation (3.19) devient :

Z" Z" z"
> Ln+17s(9ﬁ)ﬁ =5 Ln7s+1(37)g +ary Ln,s+2(x)ﬁ-
n>0 : n>0 : n>0 ’

En comparant les coefficients de Zn—T, on obtient le résultat. O
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Remarque 3.12. En particulier :
Pour s = 2r dans (3.18), on obtient

Ln+1,2r(x> = 2TLn,2r+1(x) + $Ln,27‘+2(x>
Lyti2:(x) = 27’Ln,2r+1(95) + 2Ly or41)(T)

+1 n
m+1! [ n+2r n+2r o nl(n+2(r+1)—1\ 4
k— o — .
> ke Z k+2r +xk§k! k+20r+1)—1)"

k=0

qui est équivalente a cette relation de récurrence
Yog1,0(2) = 2rZnp(2) + 2Yn ri1 ().
De méme maniére si s =2r +1, on a

Ln+172r+1<x) = (27’ + 1)Ln727"+2(x) + an,Q’r—l—?;(x)
Lnt12r1(7) = (2r + 1) Ly, 2(041) (%) + 2Ly 23041y 41 ()

n+1 n n
m+D!n+2r+1\ , nln+2r+1\ , nl(n+2(r+1)\ 4
—2r+1)Y = y i :
> o N )k:Ok! krore1)” +xk:0k! kr2r+1))”

k=0

qui est équivalente a cette relation de récurrence
Zny1r(@) = 2r + )Y p1(2) + 2Zpr 41 (2).

Ce théoreme donne une formule explicite des polynémes s-Lah en termes de la fonction hypergéo-
métrique confluente de Kummer.

Théoréme 3.13. On a

_(n+s—1)! -n
Ln7s(l') = W.lFl s ,— X s (320)
o 1 —Sn ;—x | est la fonction hypergéométrique confluente de parameétres complexes a,b et

d’une variable compleze z.

Démonstration. On a

D’autre part on a

(k+s—1)=(k+s—1)k+s—2)..(k+s—k)(s—1)(s—2)(s—3)..1
=s(s+1)(s+2)..(s+k—2)(s+k—-1)(s—1)(s—2)(s—3)...1
= SE(S —1)!
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Et

(n— k) = (n— k:)!Z—i
_ (n—k)(n—k-1)..1 ol
nn—1(n-2)..(n—k+1)(n—k)(n—k—1)..1 "~
n!
- nn—1)n-2)..(n—k+1)
n!
T (CDF(=n)(—n+ ) (—n+2)..(—n+k—-1)
n!
DR
Donc
L _(Den)f
(n—k)! n!
! (n 4 s — DI(=1)*(—n)*
bl = e D bt
(n+s—1) < (—n)F
Goit 2
n+s—1 —n
:((s—l)!) 1F1< s ,—x)
Théoréme 3.14. On a
Lns(z) = nlLE Y (~2)
_ (;lx)sicin;l;;(ea:xn-i-s—l)'
Démonstration. De (2.18), (3.20) et (2.12), on a
Lo = s ( " ;—x>
= %Lns(az)
Donc
Lns(z) = nlLi (—x)
—x —(s—l)e—x n
— n|( ) p ddﬁ(ez(_x)n—&-s—l)
s— n s—1,_.—(s— —x d" T, n+s—
( ) ( 1)( + 1 ( 1) dmn(ex-ﬁ— 1)
— e(mxls) - ddxn (ezxn—ks 1)

Les polynomes s-Lah satisfont les propriétés suivantes :

Théoréme 3.15.

d

%Ln,s("f) = nLn—l,s—i—l (1')
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preuve

Démonstration. On a

—Lps(z) = n!—L5 Y (—x)

= 7Ln— s
(=D ten (@)
=nLy_1s+1(x).
O

En sachant que les racines des polynémes de Laguerre associés L]'(xz) sont positives, on obtient le
théoréme suivant :

Théoréme 3.16. Les polynomes L, s(x) ne possédent que des racines réelles négatives.

Corollaire 3.17. D’aprés le théoréme (3.16) et la Proposition 1.18, la suite (Z—,’(Ziij))k est stricte-

ment log-concave , donc est unimodale.

Remarque 3.18. Dans la proposition 3 [17], Mihoubi et Reggane ont démontré que les polynémes
r-Lah (de premiére espéce) ne possédent que des racines réelles négatives. Ainsi, si l'on pose s = 2r, le
théoréeme précédent permet d’obtenir ce résultat.

Une application du Theoréme (3.14), Barry démontre que pour m > 1,
_ (1)
det My, = (m —1)IL,." (1).
Ou det M,, est le déterminant de la matrice M = (m;;)i<ij<n, avec m;; = i, m;; = 1 si i > j,

mij =7 —1817>1.
En utilisant le theoréme (3.14), on obtient la formule explicite suivante, pour la suite A066668 dans [25]

det My, = (n— 1LY (1)
= Ly_12(—1)

-0 n
_kz:% k! <k+1>(_1)k'

On fait un changemant d’indice : n = n — 1

“(n—1!(n i
detMn:;((i_l))!<i>(—1) !
“(n—1!(n i

- ; ((z 1))! <i>(_1) "
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