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Dans ce mémoire, nous étudions une équation des ondes unidimensionnelle fai-
blement dégénérée avec un feedback frontiére dynamique non locale de type fraction-
naire agissant en un point dégénéré.

e Tout d’abord, nous montrons que le probleme est bien posé, cest a dire quil admit
une solution globale faible et forte, en utilisant la théorie des semi-groupes.

¢ Ensuite, nous démontrons, par une analyse spectrale (méthode du domaine fréquen-
tiel), que notre systéme n’est pas uniformément stable, Par conséquent, on va établir

la stabilité asymptotique du systéme, en utilisant la méthode dArend-Batty.

Mots-clés :équation des ondes faiblement dégénérée, feedback frontiere dynamique

non local de type fractionnaire, fonctions de Bessel, taux de décroissance optimal, sta-

bilisation exponentielle et polynomiale des solutions.
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Le but de cette these et d’étudier I'existence globale de la solution et la stabilisation
de I’équation d’'ondes avec des controles interne.
Le probléeme que 'on va étudier est donné par :

U (x, 8)—(x%uy(x, 1)), =0

—mu,, (0, £)+(x%u, )0, £)= 03, u(0, t)
u(l,t)=0

u(x,0)=uy(x), u,(x,0)=u(x)

0,1) % (0,+00),
0,+00),
0,+00),

0,1).

(S)

in (
in (
in (
in (

Avec
(x,£)€(0,1)x(0,+00), a€[0,1), m>0etp>0.

qui s'appelle systeme modele augmenté, Cette représentation permet d’avoir un sys-

teme augmenté qui peut se maitre sous la forme abstraite d'un probleme de Cauchy
du premier ordre dans Hcomme suit :

U'(t)=AU(t), t>0,

{ (1)

u0)=0

A est le générateur infinitésimal d 'un semi-groupe ce qui rend l'application des ou-
tils de I'analyse fonctionnelle et controle possible notamment I'étude de la stabilité
asymptotique via un théoreme général d’Arendt-Batty dans pour montrer la forte sta-
bilité du C,-semi-groupe associé au systeme d’ondes (S).

Notre travail est basé principalement sur larticle intitulé n Decay Estimates for a Dege-
nerate Wave Equation with a Dynamic Fractional Feedback Acting on the Degenerate
Boundary zréalisé par les auteurs : 1 Fatiha Chouaou, Chahira Aichi et Abbes Benaissa
z publié par Faculty of Sciences and Mathematics, University of Nis, Serbia. 2021.



Plan de mémoire :
Notre mémoire est divisée en trois chapitres :

e Le premier chapitre: est consacré aux généralités et rappels de quelques théoremes
et résultats qui sont nécessaires pour le travail.

¢ Le deuxiéme chapitre : est consacré a 1étude de lexistence globale de la solution
du systeme.

e Le troisiéme chapitre : est divisé en deux sections :

Dans la premiere section, on étudie le manque de stabilité exponentielle, en utilisant
I'analyse spectrale.

Dans la deuxieme section du chapitre trois on étudie la stabilité asymptotique, nous
utilisons un théoreme général d’Arendt-Batty dans pour montrer la stabilité forte du
Cy-semi-groupe associé au systeme (S).
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Lobjectif de ce chapitre est de rappeler 'essentiel des notions et résultats utilisés
tout au long de ce travail.

1.1 Généralités sur des espaces fonctionnels

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1 :

Soit E un espace vectoriel sur R et soit f : E x E — R une fonction.

On dit que f est un produit scalaire si :

1) Pour tous (u,v) de E f(u,v)=f(v, u).

2) Pour tous (u,v,w) de E f(u+v,w)=f(u,w)+ f(v, w).

3) Pour tous (u,v,w) deE f(u,v+w)=f(u,v)+ f(u,w).

4) Pour tous A€R et tous (u,v) de E , f(Au,v)=Af(u,v).

5) Pour tous ude E, f(u,u)>0,et f(u,u)=0si, et seulement si , u=0.

Définition 1.2 : (Espaces de Hilbert )

Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel E muni d'un produit scalaire (u,v) et
qui est complet pour la norme

1
| wll=(u,u)?.



Chapitre 1. Gnéralités

1.1.2 Espace de Lebesgue

Définition 1.3 : (Espace de Lebesgue L”(12))

On définit I'espace de Lebesgue LP(SY) par :
1. Pour1<p <400

L”(Q)z{f:ﬂ—»R , [ mesurable et Jlf(x)lpdx<+oo},
Q

”f”LP(Q) = (f |f(X)|pdx)p .

L'espace LP(Y) muni de la norme ||.||1»q) est un espace de Banach.

mini de la norme

2. Pour p =+00

L®Q)={f:Q—R :f mesurableet 3 C >0 telle que |f(x)|<C p.p.sur Q},
muni de la norme
||f||Loo(Q)=inf{C >0,|f(x)/[<C p.p er}.

L’espace L*°(2) muni de la norme ||.||+0(q) est un espace de Banach.

Remarque 1.1.
Si f e L*=°(Q).
On a alors,

|F <N fll ooy P-p- SUT.




1.1. Généralités sur des espaces fonctionnels

Théoreme 1.1. .[4]
Pour 1< p <+oo, lespace LP(Q) est un espace de Banach et de Hilbert pour
p =2, muni du produit scalaire :

1. Si LP(Q) est un espace de Banach surR

<f’g>L2(Q):f f(x)g(x)dx.
Q

2. Si LP(Q) est un espace de Banach sur C

<f’g>L2(Q):f f(X)@dx.
Q

Notation :

Soit p eR avec 1< p <+o00,on désigne par g 'exposant conjugué de p, c’est a dire
que 5+ =1.

Théoreme 1.2 —[4](Inégalité de Holder) .
Soient f € LP(Q) et g€ L9(Q2) avec 1 < p <+o00, et q lexposant conjuguéde p . Alors
fgeL'(Q) etdeplusona

J [f(x)g(x)dx < fllvelIgllLr@-
Q

Corollaire 1.1.
Soit 1<p<qg<+00.8i|Q<+00,alors L9(Q)c LP(Q).

Théoreme 1.3 —[4](Inégalité de Cauchy-Shwartz).
pour p=q=2 si felL?et geL?alors:

fgel! etona |fgllu<Iflllglle.

Théoreme 1.4 —[4](Inégalité de Minkowiski).
Soient f € L” etg e L? alors

If+gllee <Iflle +l1gllze-
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1.1.3 Espaces de sobolev,résultats de densité
Soit 2 un ouvertde R”

Définition 1.4 :
L’espace de Sobolev H'(Q) est défini par

H'(Q)={vel’Q): & € L¥(Q),i=1,2,..,n},

ov . o
ou —— est prise au sens des distributions.

4
L’espace H'(Q) est muni du produit scalaire

et la norme correspondante

2 ou(x)e . |
||u||H1(Q):lL|”(x)|2+Z| EP |dx] :(||u||iz(m+||Vu||izm)) :
i=1 l

D=

Remarque 1.2.

Par définition de la dérivation dans l'espace des distributions ©'(Q), les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

i)veHY(Q).

ii)YveL*Q)etilexisteg,, g, ...,8, € L*(Q) tel que :

1%
Vgoe@’(ﬂ),f v Sdez—f gipdx.
q 9% 0

. OV U
Alors par définition 5y =8 ausens des distributions.
Xi

La définition ci- dessus peut etre prolongeé lorsqu'on remplace l'espace L*(Q) par
l'espace LP(Q),1< p <+oo.

Définition 1.5:
Pour tout 1< p <+oo l'espace de Sobolev W'P(Q) est defini par :

o
WLP(Q) = {v e LP(Q): a—” cLP(Q)i=1,2,.., n}

1




1.1. Généralités sur des espaces fonctionnels

Jv ) e
Ou P est prise ou sens des distributions.
x.

1
L’espace WP (Q) est muni de la norme

”v”WLP(Q): [J (
Q

10lwrren = max{nvuoo,u

dv|p ?
E‘ )dx] , pour 1< p <+00,

Jv

00 ***)y %) 7 =+0Q.
Hlcarn |5l pour p

Lorsque p =2, w**(Q)= H'(Q).

Définition 1.6 :
Onprend meNet 1< p<+oo. L'espace de Sobolev W™P(Q) est défini par

Wm™P(Q)={ve L’(Q): D% e LP(Q), VaeN avec |a| < m},
oit D*v est la dérivé de v au sens des distributions de symboles a .
olely

On rappelle que a=(a;,s,....a,), Dv = m

L'espace W™P(Q) est muni de la norme

S

[l wmrg l JID“ Ipdx] , pour 1< p <400,

1Vllwnse= max |D“vlies , pour p=-+oo.

Lorsque p=2

w™(Q)=H"(Q)={v e L*Q): D e LXQ), YaeN", |a| < m},

H™(Q) est muni du produit scalaire.

(U, V) m(y = Z f u(x)Dev(x)d x,
lalsm J

et la norme associée

”u”Hm(Q):(Z f |ID%u(x)| dx)
lal<m J

\_/
=

(Z 1D u(

lal<m

—, avec |a|=a;+a,+...

(1.1)
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L’espace W'P(Q) peut aussi muni de la norme équivalente

” ” Q En 2
v + -
LP(Q2) :

i=1

Q)

Théoreme 1.5. [4]

Soit Q un ouvertde R". Pour tout m €N et tout nombre réel p avec

1< p < +oo, W™P(Q) est un espace de Banach. Lorsque p =2, W™P(Q)= H™(Q) est
un espace de Hilbert.

Proposition 1.1 :

)Si m>m’ (m,m’€N), alors H™(Q) est contenu, avec une injection, dans H™ (Q).

ii) H™(Q) muni du produit scalaire (1.1) est un espace de Hilbert.

Définition 1.7 :

Par définition

® H)(Q) = la fermeture de D(Q) dans H'(Q) .

e H () = sous espace de H'(Q) des fonctions nulles sur 05
o W, () = la fermeture de D(Q) dans WP(K).

o W,"P(Q) = la fermeture de D(Q2) dans W™P(1Q).

Puisque (par définition) D(Q) est dense dans HJ (), on peut identifier le dual
H™'(Q)de Hy a un espace de distribution sur Q

H™(Q)=(H} () ,
HI(Q) c L¥(Q) c H(Q) c D'(Q)

Définition 1.8 :

Pour meN , on désigne par HJ"(2) la fermeture de D(Q) dans H™(Q).

De maniere évidente, H/"(Q2) est un sous-espace fermé de H™(Q) , mais en général
H"(Q)#H™(Q).

Signalons deux cas ot on a bien I'égalité

i) Sim=0,alors H(Q)=L*(Q) et donc H)(Q)=H).

ii) Si Q=R", alors on peut montrer que HJ*(R")=H™(R").

Théoreme 1.6 —[4](Inégalité de Poincaré ).
Soit Q un ouvert bornéde R" et u < Hy (). Alors il existe une constante positive C




1.1. Généralités sur des espaces fonctionnels

qui dépend seulementde Q) et n telle que

NVl 20 S ClIVVIl 121y, YV € Hol(Q)-

Définition 1.9 :

Soient deux espaces de Banach E et F tels que F C E . On dit que F s’injecte de
manieére continue dans E si et seulement si I'opérateur identité

F—E
Id :

y=Y,

est continu. De méme,on dit que F s’injecte de maniere compacte dans E (en notation
F —_ E) si et seulement si l'opérateur identité de F dans E est compact.

Notation 1.
(F—E)et( F—_,E)

Théoreme 1.7 —[4]( de Relliche ).
Si Q un ouvert borné et a bord continu, alors

H™Q)—. H"Q), Ym eN*.
En particulier

H™)—. L*(Q), Ym eN¥,

Théoreme 1.8 —[4]( injection de sbolev ).
Si Q un ouvert borné a bord lipschitzien, alors on a les deux injections suivantes :

n n
H™Q)— LP(Q), VmeN*, 1<p<+oo ftell que m—gg__

p

)

H™Q)— C@), YmeN* tell que m—g>0.

Soit © un ouvert borné de R” de frontiere 2 de classe C!.
Alors, pour toute fonction u € H'(Q), I'estimation suivant a lieu

1 1
” u“LZ(ﬁQ) < C” u“]z-[l(g)” u”zz(g);

avec C une constante positive indépendante de u .

Théoreme 1.9—[3]( formule de Green ).
Soit Q un ouvert borné de R" de classe C'.

(1)SiueCl),veCli) et AveC(Q), alors
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f u(x)Av(x)dx =—J Vu(x).Vv(x)dx+J u(x)ﬁ—vdl".
0 0 ov

oQ

2)Si u, veC3(QNCYQ) et Au, AveC(Q) , alors

f [u(x)Av(x)—v(x)Au(x)]dx :f
Q

2

du(x) du(x)
Q(u(x) 3y —v(x) 3y )dl“.

10



1.2. Opérateurs bornés et non bornés

1.2 Opérateurs bornés et non bornés

On commence dans ce chapitre par donner quelques résultats qui sont connus sur
les opérateurs bornés et non bornés . On n'essaye pas de donner tout, mais de donner
les définitions et les théoremes de base dans la plus part on les présente sans démons-
trations que 'on voit nécessaires dans notre travail. Soient (E,|.||z) et (F,|.||z) deux
espaces de Banach sur C, et H désigne toujours un espace de Hilbert muni d’un pro-
duit scalaire (.,.);; etlanorme correspondante ||.||y-.

Définition 1.10:

Un opérateur linéaire T : E— F est dit bornée s’il existe C >0 telle que
ITxllr <Cllxllg, Vx<€E,

dans le cas contraire, T est dit non borné.
L’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de E dans F est noté par L(E,F).
De plus, I'ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de E dans E est noté par L(E).

Définition 1.11 :

Un opérateur linéaire non borné de E dans F est un couple (T,D(T)), avec D(T)C
E est un sous-espace de E (dit le domaine de T) et la transformation linéaire

T:D(T)c E—F,

dans le cas ot E =F , alors on dit que (T,D(T)) est un opérateur linéaire non borné sur
E .

Définition 1.12:

Soit T :(T,D(T))C E— F un opérateur linéaire non borné.
i) L'image de T est définie par
Im(T)={Tx:xeD(T)}CF,
ii) Le noyau de T est définie par
Ker(T)={xeD(T):Tx=0}CE,
iii) Le graphe de T est défini par
Gr(T)={(x,Tx):xeD(T)}CEXF,

Définition 1.13 :

L'opérateur T € L(E, F) est dit compact si de toute suite (x,),en de E avec
llx,|l=1 pour tout neN, lasuite (T x,),en admet une sous-suite convergente dans F .

Notation 2.
Lensemble de tous les opérateurs compacts de E dans F estnoté par K(E,F), et
si E=F ,onécrit K(E,E)=K(E).

11
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Définition 1.14 :

Un opérateur T :(T,D(T))C E— F est dit fermési Gr(T) est fermédans Ex F .
Un opérateur linéaire non borné fermé est caractérisé par :
T est fermé si et seulement si

Pour tout suite (x,) telle que (x,)c D(T), x€D(T),
X, — x dans E, = et
etTx, — y dans F. Tx=y.

12



1.3. Théoréemes Fredholm

1.3 Théoremes Fredholm

Le théoreme suivant, appelé'alternative de Fredholm permet, entre autre, de mon-
trer I'existence et I'unicité des solutions des équations aux dérivées partielles de type
elliptique ne vérifiant pas les conditions de coercivité.

Théoreme 1.10 — (Alternative de Fredholm ).
Soit T € K(E) et A+#0. On considere l'équation de Fredholm : pour y € E, trouver
x€E telque:

Ax—Tx=y. (1.2)

(1.2)

Théoreme 1.11 — (Alternative de Fredholm ).

Soit E un espace de banach et soit T un opérateur compact de E dans lui méme.
Alors :

e Ker{I—T) est de dimension finie.(I est l'opérateur identité de E ).

o Im(I —T) est fermé, et plus précisément Im(I — T) = (Ker{(I — T*))".

o Lopérateur I —T estinjectif si et seulement s'il est surjectif, cest a dire

KelI-T)=0< Im(I—T)=E.

e dim Ker(I — T)=dim Ker(I — T*).

Remarque 1.3.

1) On emploie ce résultat dans le cas d'un opérateur de la forme AI—T ou T estun
opérateur compact et A#0 pour exprimer que deux cas, et deux seulement peuvent se
présenter :

- Ou l'équation homogene (A1 —T)u = 0 nadmet que la solution nulle, et alors I'équa-
tion (Al — T)u = f admet ue solution unique pour tout f.

- Ou l'équation (AI — T)u = 0 admet un nombre fini n de solutions linéairement in-
dépendantes et alors l'équation (Al —T)u = f admet des solutions si et seulement si
f vérifie n relations linéairement indépendantes (n conditions dorthogonalités), au-
quel cas l'équation (AI—T)u= f admetn solutions.

. L . T
2) Le méme résultat est vrai pour lopérateur I — T puisque X est compact.

13
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1.4 Analyse spectrale

Définition 1.15:

Soit E un espace de Banach et (A, D(A)) un opérateur borné ou non borné

1) On appelle ensemble résolvant de A I’ensemble
p(A)={AeC: AI—A: D(A)— E est inversible}.

L’ensemble résolvant est un ouvert de C .

2) Pour X € p(A) on note, R(A)=(AI—A)™".
La famille d’opérateurs linéaires {(AI—A)™: A€ p(A)} est appelée la résolvante de A,
e La fonction A — R(A) est analytique de p(A) dans L(E).

e D’apres le théoreme du graphe fermé, il résulte que I'opérateur
(AI—A)"': E— E est continu sur E .

o Lapplication (AI —A)™" : E — D(A) ¢ E est compacte si l'injection
(D(A), lI-lpcay)—(E II.|lg) est compacte.

e On a pour tout (A, u) € p(A) x p(A), lidentité de la résolvante
R(A)—R(u)=(u—A)R(A)R(u).
3)On appelle spectre de A 1’ensemble
o(A)=C\ p(A)={A€C: Al — A non inversible}.

Un tel A est appelle une valeur spectrale de A.
e 0(A) est compacte de C.

4)
o,(A)={1eC :AI—A:D(A)— E non injectif},

0 ,(A) est I'ensemble des valeurs propres de A. o ,(A) est I'ensemble des A € C tels qu'il
existe u € E\ {0} tel que :

Au=Au.
5)
0,(A)={AeC :AI—A:D(A)— E injectifet Im(AI—A)#E}

0 .(A) est le spectre résiduel de A,
et
o ()] AEC AI—A:DA)—E injectifet Tm(AI—A)=F
e et (AI—A)":Im(AI—A)— D(A) non born ’

0 .(A) est le spectre continu de A.

6) L'ensemble o .(A) se décompose en I'union disjointe
o(A)=0,(A)uo,(A)uo(A).

14



1.5. Opérateurs dissipatifs et m-dissipatifs

1.5 Opérateurs dissipatifs et m-dissipatifs

Définition 1.16:

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni d'un produit scalaire (.,.) et de la
norme induite ||.|| . Soit A un opérateur linéaire a domaine dense sur H, c’est a dire

A:D(A)cH— H et D(A)=H.
-Encasoun H estde Hilbert sur C, on dit que A est dissipatif si pour tout x € D(A),
R (Ax,x)<0.
- En cas ot H est de Hilbert sur R, on dit que A est dissipatif si pour tout x € D(A),
(Ax, x)<0.

Définition 1.17 :

Un opérateur linéaire A dans un espace de Banach E est dit m-dissipatif si A et
dissipatif et AI—A est surjectif c’est a dire Im(AI—A)=E, pour tout A> 0.

Théoréeme 1.12.
Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné sur un espace de Banach E. Si A est

dissipatif avec Im(I—A)=E, et E estréflexif, alors D(A)=E.

Théoréeme 1.13.

Soit A un opérateur m-dissipatif, alors
e Im(AI—A)=E.

¢ ]0,+00[C p(A).

15



Chapitre 1. Gnéralités

1.6 Théoréme de (Lax-Milgram)

Théoreme 1.14 —[4](Lax Milgram ).
Soit H un espace de Hilbert sur R muni du produit scalaire (.,.);; et la norme cor-

respondante |||z =(,.)};.
Soit a:H x H— R une forme bilinéaire qui satisfait les deux condition suivantes

i) a estcontinue, cest a dire il existe une constante M >0 telle que
Vu,veH |a(u,v)|<Mlullgllvle,
i) a est coercive, cest a dire il existe une constante a >0 telle que
YveH a(v,v)>alv|,

Alors pourtout L € H’ (L est une forme linéaire continue sur H), il existe une unique u €
H tel que

a(u,v)=L(v) YveH.

16



1.7. Semi-groupes

1.7 Semi-groupes

1.7.1 Concepts sur les semi-groupes

Dans cette section on va introduire quelques notions de base concernant les semi-
groupes. On commence par des définitions et théoremes de base.

Définition 1.18 :

La famille (S(t)),»o d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach E (c’est a
dire Yt >0, S(t)€ L(E)) est dite un semi-groupe fortement continu

(en bref Cy-semi-groupe)si :

1) S(0)=1 (I=l'opérateur identité).

2)S(t+s)=S(t)S(s) Vt, s>0.

3) (S(2));»0 est fortement continue sur [0,+00]
(ce qui est équivalent a tlir(1)1+||S(t)x —x|lp=0,Vxe€E).

Pour un tel Cy-semi-groupe (S(t));»o, l'opérateur A défini sur l'ensemble :

t —
D(A)= {x €E :lim m existe},
1 —0+ t
par
S(t)x—

est dit le générateur infinitésimal du semi-groupe (S(t)),»o et D(A) est dit le domaine
de A.

Etant donné un opérateur A, si A coinside avec le générateur infinitésimal du semi
-groupe (S(t));o , alors on dit qu’il génére le semi-groupe fortement continu (S(t));o -
Parfois on note également S(t)=e'".

Proposition 1.2:

Soit (S(1));so un Cy-semi-groupe sur un espace de Banach E. Alors ils existent des
constantes M >1 etw >0 telles que

ISy < Me®", Vi 2 0.

Si w =0 alors le semi-groupe correspondant est uniformément borné, de plus, si
M =1 alors (S(t)), estdit C,-semi-groupe de contraction.(cest a dire ||S(t)|| )< 1)

17



Chapitre 1. Gnéralités

Théoreme 1.15—[4](Hille-Yosida).
Un opérateur linéaire (non borné) A est le générateur infinitésimal d'un C,-semi-
groupe de contraction (S(t)),so sur un espace de Hilbert H si et seulement si :

i) A estferméet D(A)=H.
ii) l'ensemble résolvant p(A) de A contient R* et pour tout A>0

(AT —A)| <

| =

Théoreme 1.16. [4]

Soit (S(t));»9 un C,-semi-groupe de générateur infinitésimal A sur un espace de
Banach E

Alors le type w, du semi-groupe (S(t)),s, satisfait

_ o InIS()
wo= lim ———.
t—+00 t

Théoreme 1.17. [4]

Soit (S(t));so un C,-semi-groupe de générateur infinitésimal A sur un espace de
Banach E et o(A) le spectre de A.

Alors le type w, du semi-groupe (S(t)),so satisfait

(On > sup {%(A)’ Ae G(A)} )

ot R(A) désigne la partie réelle de A et sup{Z(A), Aco(A)} estla borne spectrale
de A.

Théoreme 1.18. [4]

Soit (S(t));»0 un C,-semi-groupe analytique de générateur infinitésimal A sur un
espace de Banach E eto(A) le spectre se A.

Alors le type w, du semi-groupe (S(t)),s, Satisfait

wo=sup{Z(A), Aco(A)},.

18
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Théoreme 1.19 —[4](Lumer-Phillips).
Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach E. Alors A est générateur d'un
Cy-semi-groupe de contraction (S(t)),s, Si et seulement si :

i) D(A)=E.

ii) A est m-dissipatif.

Corollaire 1.2.
Soit A Un opérateur linéaire sur un espace de Banach E. Alors A est générateur d'un
C,-semi-groupe de contraction (S(t)),;s, sur E si et seulement si :

i) A estferméet D(A)=E.

ii) A et A* sont dissipatifs.

Corollaire 1.3.

Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire non borné sur un espace de Hilbert H . A est le
générateur d'un C,-semi-groupe de contraction si et seulement si A est un opérateur
m-dissipatif.

Théoreme 1.20. [4]

Soit A un opérateur linéaire a domaine dense D(A) sur un espace de Hilbert H.

Si A est dissipatif et 0 € p(A) l'ensemble résolvant de A, alors A est le générateur
infinitésimal d’'un C,-semi-groupe de contraction sur H. La majorité des équations
d’évolution peuvent étre réduites sous la forme d’'un probleme de Cauchy abstrait sui-
vant

U=AU >0,
{ (1.3)

uo=t, ,

Théoreme 1.21 — (Hille-Yosida ).
Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire non borné sur H. Supposons que A est le généra-
teur infinitésimal d'un C,-semi-groupe de contraction (S(t)),s . Alors,

1)Pour U, € D(A), le probleme (1.3) admet une solution forte unique
U(t)=S(t)Uy € C°(Ry, D(A))NC' (R, H).
2)Pour Uy€ H le probleme (1.3) admet une solution faible unique

U(t)e C'R,, H).

19



Chapitre 1. Gnéralités

1.7.2 Stabilité des semi-groupes

Définition 1.19:

Soit w(A)=sup{Z(A), A€ co(A)} la borne spectrale de A .
On dit que le semi-groupe (S(t)),»¢ est stable si :

lim S(£)=0, pourtout x €E.
t—+00

Si w(A)<0,alors (S(t));»o est dit exponentiellement stable.

Définition 1.20 :

Supposons que A est le générateur d'un Cy-semi-groupe de contraction (S(t));»o sur un
espace de Banach E. On dit que le Cy-semi-groupe (S(t));»o est
1) Fortement stable si

t1i£n ||S(t)x||z =0, Pour tout x € E.
2) Uniformément stable si

Tim [IS(6)lez) =0.
3) Faiblement stable si

Pour tout x€ E et y€E’, (S(t)x, y) —0 lorsque t— oo.
4) Asymptotiquement stable si
Pour tout x € E : ||S(¢)x||—0 lorsque t — oo.
5)Exponentiellement stable sils existent deux constantes M >1 et w >0 telles que
IS(t)x]| < Me ®||x||g Pourtout t>0,x€E.
6) Polynomialement stable s’ils existent deux constantes positives C et a telles que

[|S(t)x|| < Ct79||x||z Pourtout t>0,x<E.

Définition 1.21 :

Un semi-groupe (S(t));so sur H est dit uniformément exponentiellement asymptoti-
quement stable si et seulement s'ils existent deux nombres positifs M >1 et w tell
que

[IS(B)|| < Me=®" Pour tout t>0.

Définition 1.22 :

Un Cy-semi-groupe (S(t)),»o sur H est dit fortement L*-stable si et seulement si,

IS(¢)x|l € L*([0,4+09[), Pour tout x € H .
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Définition 1.23 :

Un semi-groupe (S(t));»o sur H est dit uniformément stable ou L,-stable, ou unifor-
mément borné, si et seulement s'il existe une constante positive M telle que , pour tout
t=>0

IS(2)l < M.

Théoreme 1.22. [4]
Soit (S(t));s0 un C,-semi-groupe sur E de générateur A. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) (S(1));o estexponentiellement stable . Ceest a dire
IS(t)|| < Me~“*, pourtoutM >1, w>0.
i) (S(1));»o est uniformément stable. Ceest a dire
tl_l)géolls(t)”L(E) =0.

iii) Il existe t,> 0 tell que ||S(t)llgr<1.

Théoreme 1.23. [4]
Soit (S(t));»o un Cy-semi-groupe uniformément borné sur un espace de Banach E et
soit A son générateur . Alors

i) Si(S(t):so estasymptotiquement stable, alors o(A)NiR c o .(A) lespectre continu
de A.

ii) Si o(A)niR c o.(A), et o.(A) est dénombrable, alors (S(t));s, est asymptoti-
quement stable.

iii) Si (AI—A)™! est compacte, alors (S(t));s, est asymptotiquement stable si et seule-
ment si RA <0 pour tout A€ o(A).

Théoréme 1.24. [4]
Soit (S(t));so un C,-semi-groupe sur un espace de Hilbert H de générateur A . Alors
(S(1));0 est exponentiellement stable si et seulement si

{A:RA >0} Cc p(A),
et

A=A |<M <M pourtout A avec RA>0 et M >0 une constante.
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Corollaire 1.4.
Soit (S(t));s0 un C,-semi-groupe uniformément borné sur un espace de Hilbert H de
générateur A . Alors (S(t));»o estexponentiellement stable si et seulement si

iIRC p(A) et M,:=supl||(int] —A)7'||<+o0

neR

Théoréeme 1.25.
Soit S(t) = e un C,-semi-groupe sur un espace de Hilbert H. Alors (S(t)),s, est
exponentiellement stable si et seulement si

sup{RA, Aeo(A)} <0,
et

sup||(AI —A) Y| < oo
RAZ0

Lemme 1.1.
Soitif € iR, pour tout fixe n >0, l'intégrale

)
foo mdi—m, lorsque |B,| — oo (n— o).

1.7.3 Critere du domaine fréquentiel

Théoréeme 1.26.
Les deux énoncés suivants sont équivalents dans le contexte d'un espace de Hilbert :

1). Le semi-groupe (S(t));so , est exponentiellement stable :

dAM >1,3a>0,||S(t)|| < Me . (1.4)
2).
p(A)2{iB: B eR}=iR, (1.5)
et
sup||(ifI—A)"|| < +oo. (1.6)
BeR

Théoreme 1.27 —[1]Théoréme de Rouché .

Soient f et g deux fonctions holomorphes a lintérieur d’'un contour fermé simple
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C dans le plan complexe C.
Si, pourtoutze Cona:

lg(2)l <1f(2)l,

alors f et f + g ont le méme nombre de zéros, comptés avec multiplicité, a l'intérieur
deC.

Remarque 1.4.

- Lapplication du théoreme de Rouché est introduit pour montrer le manque de sta-
bilité exponentielle :

L'idée est d’utiliser ce théoreme pour montrer que le spectre de lopérateur généra-
teur d’'un semi-groupe sapproche de l'axe imaginaire, voire contient une suite de va-
leurs propres sen approchant arbitrairement prés. Cela implique que le semi-groupe
nlest pas exponentiellement stable.

Soit A lopérateur générateur d'un semi-groupe (S(t)),», Sur un espace de Hilbert H
et soit p(A) lensemble résolvant de A. Pour que le semi-groupe soit exponentiellement
stable, il faut et il suffit que le spectre de A qui est o(A) soit contenu dans le demi-plan
gauche, cest-a-dire que

sup{Re(1): Aeo(A)} <O.

On cherche les valeurs propres de A comme racines d'une fonction analytique F(1) =
f(A)+g(A) o f(A) est une partie dominante dont les zéros sont bien connus, et g(1) est
un terme de perturbation "faible".

On utilise le théoreme de Rouché : on vérifie qu'il existe un contour C tel que|g(A)| <
|f(A)| sur C. Cela implique que F(A) et f(A) et g(A) ont le méme nombre de zéros a l'inté-
rieur de C.

On conclut que si l'on peut trouver une suite de contours C,, dont les intérieurs sap-
prochent de l'axe imaginaire, et sur lesquels Rouché sapplique, alors cela signifie que
les zéros de F (c'est-a-dire dans notre cas les valeurs propres de A) sapprochent de l'axe
imaginaire. Et cela exclut la stabilité exponentielle, car si les valeurs propres de A sac-
cumulent pres de l'axe imaginaire, cela signifie que le semi-groupe(S(t)),, ne peut pas
décroitre exponentiellement pour toutes données initiales. Le meilleur que l'on puisse
espérer est alors une décroissance plus lente (souvent polynomiale).

Théoreme 1.28. [2](d’Arend-batty )

Soit A le générateur dun C,-semigroupe uniformément borné {S(t)},, sur un es-
pace de Hilbert X . Si :

(i) A na pas de valeurs propres sur iR.
(i) Lintersection du spectre o(A) avec iR est au plus un ensemble dénombrable,

alors le semigroupe {S(t)},, est asymptotiquement stable, cest-a-dire ||S(t)z||x — 0
quand t — oo pour toutz € X.
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2.1 Position du probléeme

Dans ce chapitre, on va établir I'existence et I'unicité de la solution de I'’équation
d’onde avec controle interne général de type diffusif .
Le systeme est donné par :

U (x, )= (x%uy(x, 1)), =0 (0,1) x (0, +00),
(s —mu (0, 1)+ (x%u,)0,£)= 03, u(0,t) (0,+00),

u(l,t)=0 (0,+00),

u(x,0)=ug(x), u,(x,0)=u(x) (0,1),

Dans cette section, nous donnons un résultat d’existence et d'unicité pour le pro-
bleme (S).
Nous définissons l'espace suivant :

H} (0,1)={u € AC(0,1]| x**u’ € L*(0,1)/u(1) = 0}
et 'espace de I'énergie :

A = Hy ,(0,1)x L*(0,1) x L}(—00,+00) x C 2.1)

Lemme 2.1.
Lespace ¢ défini dans (2.1) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire :

1

<U’l~]>‘%:f x“uxaxdx+f
0 0

telle que : U =(u,v,9)" ,U=(i1,, )7, v=u,.

1

vﬁdx+cjf GpPdE+mbo.

2.1.1 Modele augmenté
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Proposition 2.1

soit v la fonction définie par
nE)=1E[* V2, —co<E<+00, 0<T<L

Alors, la relation entre lentrée U et la sortie O du systeme

avec la condition initiale

¢(&,0)=
et la sortie définie par
+00
o(t)=n"" sin(m)f nE)p(E,1)dS,
est donnée par
o=1""0,
ou

17 f)() = % f (t— sy e M9 f(s)ds.
0

89(E,0)+(E*+me(E, 1)=U(1)E)=0, —oco<E<+00, N0,

t>0,

Lemme 2.2.

SiA€ D, =C\]—o00,—n], alors

(T A o .
F(A)_Lo e T g AT

En utilisant maintenant la Proposition (2.1.1) , le systéeme (S) peut étre reformulé

en modeéle augmenté comme suit :

‘

utt(x!t)_(xaux(x’ t))x:() XG(O,].),
9:(& 1) +(E+MP(E, )= ur(0, )(E) = in, (0,1)x (~00,00) x (0, +00)
(py ] 0,80+ ()00, het f - v(&)cp(& 1)dg,
u(l,t)=0,
u(x,0)= u(x),  u(x,0)= (),
LP(E,0)=0, in (—oo, 00).

ou ¢ =pn'sin(tn).
Ainsi, le systeme (S) est équivalent au systeme augmenté (P).
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Chapitre 2. Existence et unicité de la solution du systeme (5)

Proposition 2.2

La fonction d’énergie associée a la solution du probleme (P) est définie par la formule :
1 1 m 4, +00
E(1)=3 J (P + x“ )+ | (0, 0P + f (e, e
0 —00

etona:

E’(t)=—§J (E*+nlg(E, IFdE <o.

Démonstration.
En multipliant la premiere équation de (P) par u,, en intégrant sur (0, 1) et en utilisant
une intégration par parties, nous obtenons

1 1
f u,(x,t)u,dx —f (x“u,(x,t),u,dx=0.
0 0
Ainsi,

1 1
i(lf lu,(x, t)lzdx)+lij xu(x, OPdx—R[(x%u,)(x, )u,];=0. (2.2)
ar\2 ), i

2dt
D’ou
1d 1 2 a 2 m 2 e
>d: (o (s 0P + x e (x, 1) )dX+?|ut(0,t)| +{S‘ut(0,t)J NE)P(E, 1)dE =0.
0 —00

(2.3)

En multipliant la deuxieme équation de (P) par {¢ et en intégrant sur (—oo,+00),
nous obtenons:

Cfm ¢S, 0)P(C, t)d§+§f+oo(§2 +n)lo(&, )PdE—Lu,(0, t)fm n&)P(E, 1)dE =0.
Ainsi - -
g%fm p(&, 1)IPdE + §f+oo(€2+n)l¢(€, HPFdE—Ru, 0, t)fm M&)@(S, 1)dE =0.
(2.4)
A partir de (2.2), (2.3) et (2.4), nous obtenons
E’(t)=—§f+oo(€2+n)l¢(€, t)*dE <0.
Ceci compléte la preuve de la propo_:;tion.
Remarque 2.1. Le systeme (P) sappelle systeme augmenté .
[
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2.2 Existence et unicité de la solution du systéeme

Notre ideé pour étudier I'éxistence et 'unicité de la solution, est I'utilisation du
théoréme des semi-groupes, Pour définir le semi-group associé (P),On considére la
condition au limite droit :

u,(0,)=0(t), t>0,

En remplacent dans I'equation (3) de (p),On obtient :

—m8,(£)+(x"u,)0, t)—Cf NS)P(E,1)dS=0. (2.5)
avec la condition initiale :
0(0)= u,(0)= 6. (2.6)
(P) est équivalente au systeme suivant :
(10, (x, 1) (x%uy(x, 1)), =0, xe(0,1)
@&, 1)+(E2+ne(E, 1) —u, (0, 1)1(E)=0, dans (0,1) x (—00, 00) x (0, +00),
—m,(£)+(x“u )0, )= [ AEP(E, t)dE =0,
u(l,t)=0,
(Py)
u(x,0)=ug(x), u,(x,0)=u,(x),
»(&,0)=¢, dans (—oo, 00).
u,(0,6)=0(t), t>0,
| 0(0) = u,(0)= 6.

(10)

En posant U = (u, u,, ¢,0)" et Uy = (uy, 13,0, 0,)", le systeme (P,) peut s’écrire sous
la forme abstraite suivante :

{ U'(t)=AU(t) t>0, 2.7)

U(O) = Uo,
On considére 'espace de I'énergie :
A = H,; ,(0,1)x L*(0,1) x L*(—00,+00) x C,
muni du produit scalaire :
u

(|

0

1 1 +00
=f x“uxaxdx+f uﬂdx+gJ pPpdE+mba.
0 0 —00

b

\/

DT ™

ou 'opérateur A est donné par:

v
(xaux)x

5|, @ rme o) : 2.8)
L ) 0)— = [ w22 dg
m m

SRR SN

27



Chapitre 2. Existence et unicité de la solution du systeme (5)

ueH0, 1)mH1 (0,1), ueHO{a(o,l),HeC,
D(A) =1 (u,v,¢,0)e 4 : —(E*+1n)p + v(0) W) € L*(—00,+00),v(0)=0, ;. (2.9)
|E]¢p € L*(—00,+00)

Loperateur A est définie par :

Théoreme 2.1 — (Hille-Yosida).
Pour(uy, u,,0,0,) € #, le probleme (2.7) admet une solution unique faible

(u, u,, ¢, 0) € C'R,, ).

Et pour (uy, u,,0,8,) € D(A), le probleme (2.7) admet une solution unique forte

(u, u,,¢,0)€ C°'(R,, D(A))N CY(R,, 7).

Théoreme 2.2.
Lopérateur A défini par (2.8) et (2.9) engendre un C,-semi-groupe de contractions e'™
dans l'espace de Hilbert # .

Démonstration. Utilisons le théoreme Lumer-Phillips 1.19 c’est a dire on va montrer
que l'operateur A est m-dissipatif .
(i) Montrans que A est dissipatif c’est a dire on montre que (AU, U),, <0:

1. Calcul de (AU, U) ,,
Nous calculons le produit scalaire (AU, U) ,, et prenons sa partie réelle :

(AU,U)%:f x%v,u dx+f (x%u, vdx+{J [—(E2+ )¢ + v(O)UE)] @ dE
0

+m

(x u )(0)_E &) ( i)dil

—0Q

1
I, =f x‘viu,dx
0

1
IZ:f (x“u,),vdx
0

I = Cf [~(E2+ )¢ + v(0)1E)] ¢ d&

m

On pose:

L xru0)-= v@«ﬂ@d&]ﬁ.
m m

—00

IL,=+m
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2.2. Existence et unicité de la solution du systeme

e Evalions |, :

1 1
f x“vxuxdx:—f (x“uy,),vdx.
0 0
1 1
J x“vxuxdx+f (x“u,), vdx=0.
0 0

Ainsi :

e Evalions I, :

I;= Cf [—(E2+m)¢ + v(0) 5)]¢d§——é’f €2+n|¢lzd§+lv(0)f W) de.

eEvalions I, :

m[—(x%x)(m—£ 5¢(§)d5] (U )0 ¢ f
m m

—0Q

$(£)dg0.

2. On regroupe les valeurs de quatre intégrales, on obtient

R(AU,U)

W——CJ &+l de.

Comme £?+n>0,0na:

%(AU,U>3¢=—CJ (& +nlglas <o.

Par conséquent, 'opérateur A est dissipatif dans I'espace .#

(ii) Montrons que A est maximal, c’est a dire 'operateur (A — A) est surjectif

Soit A > 0 et soit F =(fi, £, f5, fa) € €, le vecteur U = (u, v, ¢, 0) € D(A) est une solution
de I’équation A1 — AU = F si ses composantes satisfont

/lu—vzfl,
Av—(x%u, f2,

Ap +(€2+n)¢

(2.10)
=fs
A0 —=(x%u,)(

iffif WEVP(E)AE = f,.

Supposons que u soit trouvé avec la régularité appropriée Alors, (2.10) donnee

v=Au—fieH, (0,1), (2.11)
_ B Au(0 )V(i)_ H(0)(E)
¢(5)_§2+n+/1+§2+n+/1 E24n+ A" (2.12)
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Chapitre 2. Existence et unicité de la solution du systeme (5)

En utilisant (2.10) et (2.12), on peut facilement montrer que u satisfait :

AMu—(xuy) = o+ Afi. (2.13)

Résoudre I'équation (2.13) équivaut a trouver u € H2(0,1)N Ho{a(o, 1) tel que:

J (Azuw—(xaux)xw)dxzf (L+Afwdx, (2.14)
0 0

pour tout w € Hy (0,1). En utilisant (2.14), la condition aux limites (2.10), le fait que
0 = v(0) et (2.12), la fonction u satisfait I'’équation suivante :

- {fol A uw + x%u, w,)d x + A(mA+&)u(0)w(0)
[+ AR wdx—¢ [ 29 £(E)dEw(0)+(mA+ &) f(0)w(0)— m fw(0),

ou

Z= CJ &+n+x de.

Le probleme (G) est de la forme :

B(u,w)=L(w), YweH,,0,1), (2.15)

B:[H,,(0,1)x H, (0,1)]-C
est la forme sesquilinéaire définie par :
1
B(u, w) =f Auw+ x“u, w,)dx +A(mA+ Ou(0)w(0),
0

et
. 1
L:H,} (0,1)—>C

est la forme antilinéaire donnée par :

L(w) ffz+/1f1 Jwd x — Zf €2+ +Af(§)d€w(0)+(m/1+5)f1(0)w(0)—mﬁW(O)-

en utilisant le théoreme de Lax-Milgram, nous concluons que (2.15) a une unique
solution u € Ho{a(o, 1).
1. Sesquilinéarité de B

La forme B est sesquilinéaire car :

o Elle estlinéaire en la premiere variable u :
B(‘uul + Uy, lU) = .uB(ul’ LU)+ B(u2’ l/U), V‘LL € C» Uy, Uy, W E Hol’a(o) 1)
o Elle est antilinéaire en la deuxieme variable w :

B(u, vw, + w,) =VB(u, wy)+ B(u, w,), VveC, u, w, w, € Hy 0,1).
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2.2. Existence et unicité de la solution du systeme

2. Continuité de B

Montrons que B est continue, c’est-a-dire qu'’il existe C > 0 tel que :

|B(u, w)| < Cllullmllwllg:, Yu,we Hy,(0,1).

Estimation des termes :

1
f uwdx
0

2. Deuxiéme terme :

1
a. —
f x“u, w, dx
0

3. Troisieme terme (inégalité de trace) :

1. Premier terme :

<IAPIull allwll e < TPl gl w]] g

1
SJ xullwldx < flugllellwelle < llwllgllwll
0

IA(mA+ Ol w(0)] < [AmA+ ICllullg llwllg:.
Ainsi, B est continue avec :

C=|AP+1+|A(mA+Q)|C:.

3. Coercivité de B
La forme B est coercive s'il existe y > 0 tel que :

M(B(u, w) = yllullz,, VYueH],01)

Calcul de R(B(u, u)):

1

R(B(u, u) = RA|ull7, +f xugl’dx +RA(MA+ )| u(0).

0
Hypotheéses pour la coercivité :
o R(A?)>0,
s R(A(mA+E)>0,

o >0 (pour que x*>0).

Sous ces hypotheses, en utilisant I'inégalité de Poincaré (||u||;. < Cpl|u,||;2), on ob-
tient :

R(B(u, u)) 2 min(R(A*), DllullF,.

Donc B est coercive.
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Chapitre 2. Existence et unicité de la solution du systeme (5)

1. Antilinéarité de L

Une forme L est antilinéaire si pour tout w,, w, € H*%(0,1) et tout u€ C,on a:
o L(uw)=uL(w) (antilinéarité).

1. Premier terme:

f (L+Afil)wdx
0

Lintégrale est linéaire en w, donc antilinéaire par conjugaison complexe.

2. Deuxiéme terme:
A (3
—zJ_OO Ty 2 MO )

Le coefficient est indépendant de w, et w — w(0) est linéaire.

3. Troisiéme terme :
(mA+2)£,(0)w(0)

Similaire au deuxiéme terme, linéaire en w.

4. Quatriéeme terme :
—m fyw(0)

Linéaire en w.

Donc Chaque terme est antilinéaire en w, donc L est antilinéaire.

2. Continuité de L
Pour montrer que L est continue, on cherche C >0 tel que :
IL(w)| < Cllwllge, YweH"(0,1).

1. Premier terme:

<llp+Afllellwle < Gllwllge.

1
J (L+Afi)wdx

2. Deuxiéme terme:

< Gw(0) < Cllwllgre

(3
—Cf_oo mfz(i)di'w(o)

lw(0)| < Cllwllpa.)

3. Troisiéme et quatriéme termes :

(mA+fiOwO) < Gllwlige,  |—=mfw0) < Cillwllge.
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2.2. Existence et unicité de la solution du systeme

En combinant les majorations, on obtient :
IL(w)| <(C,+ C)+ Cs+ Cy) |l wll g1

Ainsi, L est continue sur H%(0,1).

Alors B(.,.) est sequilinéaire, continue et coercitif surHO{a(O, 1) x Ho{a(o, 1), et L(.) est
antilinéaire et continue sur HO{Q(O, 1).

D’aprés le théoreme de Lax-Milgram, on en déduit que pour tout w € H;(0,1)) le
probleme (2.15) admet une solution unique u € Hj(Q).
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Le but de la stabilisation est de réduire les vibrations par un feedback, il s’agit de
garantir la décroissance de |’énergie vers zéro plus ou moins rapide lorsque t — +oo .
Plus précisément, on est intéressé de déterminer le comportement asymptotique de
I'énergie E(t) .

Il y’a divers types de stabilisation :

1). Stabilisation forte : E(t)— 0 lorsque t — +o0.
2). Stabilisation uniforme: E(¢)< Ce™%*,C,6 > 0.

C
3). Stabilisation polynomiale: E(t) < e C et 6>0.

C
4). Stabilisation logarithmique : E(t)< ——— ,C,0 > 0.
) garithmique : E(1)< o
Dans la premiere section de ce chapitre, on va établir le manque de Stabilité expo-
nentielle de la solution, ot on utilise 'analyse spectrale. Et dans la deuxiéme section
de ce chapitre, on établit la stabilité forte de la solution. .

3.1 Manque de stabilité uniforme (exponentielle)

On sait que si les valeurs propres de A sont a partie réelle constante C <0 ,alors
on a la stabilité exponentielle.
Mais sila partie réelle des valeurs propres tend vers zéro, c’est a dire sont assez proches
de I'axe imaginaire, alors on a pas une stabilité exponentielle.
Dans cette section, on va établir le manque de stabilité exponentielle, pour ce but on
a le théoreme principal suivant :

Théoréeme 3.1.
Le semi-groupe engendré par l'opérateur A nest pas exponentiellement stable.
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3.1. Manque de stabilité uniforme (exponentielle)

Pour démontrer le théoreme (3.1), on aura besoin du théoréeme (1.26) : C’est a dire

on va montrer que sup||(i I — A)!|| < +00. n'est pas satisfaite .
BeR

Démonstration.

Nous examinerons deux cas :

Cas1n=0:

Nous montrerons que iA =0 n‘appartient pas a 'ensemble résolvant de I'opérateur A.
En effet, en notant que F = (sin(x —1),0,0,0) € H, et en supposant qu’il existe U =
(u,v,¢,0)" € D(A) tel que —AU = F, nous obtenons ¢ (&) = |£[>*5/2sin1. Mais alors
¢ ¢ L*(—o0,+00), puisque 7 €]0,1[. Donc (u, v, ¢, 0)" ¢ D(A) et 'opérateur A n’est pas
inversible.

Cas2n#0:

Nous voulons montrer qu'un nombre infini de valeurs propres de A s'approchent
de 'axe imaginaire, ce qui empéche le systeme (P,) d’étre exponentiellement stable.
Nous calculons d’abord I'’équation caractéristique donnant les valeurs propres de A.
Soit A une valeur propre de A avec le vecteur propre associé U = (u, v, ¢,0)". Alors
AU = AU est équivalent a:

Au—v =0,

Av—(x“u,), =0,

A9 +(E2+n)p —v(0)n(E) =0,

20— L(x*u,)0)+ 5 [ AEP(E)dE =0.

(3.1

Il est bien connu que les fonctions de Bessel jouent un réle important dans ce type
de probleme. A partir de (3.1), - (3.1), pour un tel A, nous trouvons :

Au—(x%u,), =0. (3.2)
En utilisant les conditions aux limites et (3.1)3;, nous déduisons que :
Au—(x%u,), =0,

(x%uy)0)—(mA?+ o AMA+n)"Hu(0)=0, (3.3)
u(1)=0.

Supposons que u est une solution de (3.3) associée a la valeur propre —A?, alors on
vérifie facilement que la fonction :

u(x)=x7 ( iszEa) (3.4)

2—a

est une solution du probléme suivant :
2 .. . 2 a_l)z
—| — =0. 3.5
yy+yy+(y (Z—a y (3.5)
Nous avons :

u(x)=c,it, +c_i_, (3.6)
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Chapitre 3. Stabilité du systeme

ou i1, et i_ sont définis par :

l1—a 2 2—a
i (x)=x7], (Z_aiAxZ) (3.7)
et
- 1a 2 ., 2«
u_(x)=x72J,, (mlkx 2 ), (3.8)
ou
y 2m+v_ - + 2m+v
Iy)= Zm'l" (m+ V+1)(2) —;)vamy ' (3-9)
— (_].)m y 2m—y - 2m—
= — = m=y .1
JA) ;)mll"(m—v+l)(2) ;)C_V’my (3-10)

vy =32, et ], et ], sontlesfonctions de Bessel de premiere espéce d’ordre v, et —v,.
Comme v, ¢N, J, et ], sontlinéairement indépendantes, et donc la paire (J,,,J_,,)
(résultat classique) forme un systéme fondamental de solutions .

o~ _ _ 0o ~_ —
(I)+(JC) — Zm:O C:;’mxl a+(2 a)m’ (I)_(X) — Zm:O Cva,mx(z a)m’

avec
+  —et (2
—cva'm( i

)2m+ Va -
Vg, M 2—a

y G =0y (Eia

)Zm va
VM

On vérifie facilement que &, ®_< Ha (0,1): en effet @ (x)~EF x17,

x“/2<I>’+(x)~(1—a)6;:'0x“"/2,<1>_(x)~Ev‘wo, x“29 (x)~(2—Q)¢;, x1 a/z

ol on a utilisé la relation : x J',(x) = uJ,(x) — x J,.11(x).

Ainsi, pour c* et ¢~ donnés, u(x)=c*® (x)+c~®_(x)€ H,(0,1) avec les conditions aux limites :
(x%u,)0)—(mA*+ o MA+n)"1u(0)=0,
{u(l) =0.
Alors,

(1-a)c; (m7@+gk(7t+n)f‘1)cy ct) [0
mneo=(; (4% e[ ) SR

Une solution non triviale u existe si et seulement si det(M(A))=
On pose f(A)=det(M(A)). Léquation caractéristique est donc f(A)=0.

Notre objectif est de prouver, grace au théoréme de Rouché, qu'’il existe une sous-
suite de valeurs propres dont la partie réelle tend vers 0. Comme A est dissipatif, on étu-
die le comportement asymptotique des grandes valeurs propres A de A dans la bande
—7o <R(A) <0, pour 7,> 0 assez grand. Pour de tels A, on remarque que ®, et ®_ restent bornées.

Lemme 3.1.
Il existe Ne N suffisamment grand et une suite (Ay)rez- k=n de racines simples de det(M)
(qui sont aussi des valeurs propres simples de P).
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3.1. Manque de stabilité uniforme (exponentielle)

satisfaisant le comportement asymptotique suivant :

2—a Y 3 l—a 2 ¢l sin(v,m

Ap=— i(k+—“+—)n—i ( ) 20 SV T)
2 2 4 m \2-a)c, ,(km)>=2v
11—

+ a( 2 ) rut (2—2 )(—V"+3) in(v,7)
i —2v = |sin(v,m
m \2—a)c, (m?2vak32v “\2 4 “

(1=« Z(C:mo)z 8 sin(v,m)cos(v,) .
( m ) —ap (ke
—i( 2 )3—T Q(l—a)C;;’Osin(van)sin((l—r)g) 1

Cva,O

2—a m2 C; 0 TA—T—2v, kA—T12v,4
ar
B 2 V¥ "o(l—a) wao sin(van)cos((l—f)g) 1
2—qa m?2 co TT4—T—27, k41274
V4,0

1
+o0 E .
Ar=A_g sik <—N, ol w =max{4—7—2va,4—4va}. De plus, pour tout |k| > N, les

valeurs propres A, sont simples.
Nous étudions les racines de f(A). D’aprées (3.11), nous avons

(1w 2, : g g (2 )
f()t)_(l a)c+va,O]—va(2_alA)+(mA +Q)L(A+T’) )C—va,Ojva(z_alA)_O-

Nous utilisons le développement asymptotique classique :
pour tout 6 > 0, le développement suivant est valable lorsque |argz| <m—6 :

]H(z) = (%)1/2 cos (z —,ug — %) (1 + ﬁ(#))—(%)m sin(z—,ug — %) 0 (#)

(3.12)
Nous divisons la preuve en cing étapes :
Ftape 1.
En utilisant le développement asymptotique, nous obtenons
1
= 1+0(27). 3.13
(A+ni—s  Ale (1+07) (3.13)
Ensuite, en utilisant (3.12) et (3.13), nous obtenons :
2 \1/2 2 —va p—i(Z—vai—%) _
MN=m|— | A "c ( ) A), 3.14
f=m( =) A o —— ) .14
ol )
zZ= iA
2—a
et

— 2va ,2i(z2—7%) —ivan
F)= (i1 1) 4.2 ac”“'“( & i) o e
m C_ygp 2—a A2—2va

5D ER) (1)

- 2

= ﬁ)(k) + A2—2va A2—T
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Chapitre 3. Stabilité du systeme

avec v, ¢ N
avec
fiA)= e i) 4, (3.15)
l—ac 20 N\ L s ;
)= — C+va,0 : ai) (921(2—1)+e—lvan)’ (3.16)
—va,0 -

H(A)= % (eF2279) 4 1), (3.17)

Remarquons que f;, f; et f, restent bornées dans la bande —7, < %(A) < 0.
Etape 2.
Nous cherchons les racines de f;. D’apres (3.17), f; possede une famille de racines que
nous notons A.

HA) =0 i 11 =0,

Ainsi 5
T T
Zi( i/l—va———)zi(Zk-i—l)n, k eZ.

2—a 2 4

i.e. ) 5
—a va

Ay =— i(k+—+—)ﬂ, keZ.
2 2 4

Maintenant, a I'aide du théoréme de Rouché et de I'équation asymptotique (3.16),
nous allons montrer que les racines de f sont proches de celles de f;,. Commengons
par la premiere famille. En changeant dans (f(A)) 'inconnue A par u =2iz, alors (3.16)
devient :

f(u)=(e”+1)+O(%)=ﬁ)(u)+0(%),

ol @ = max{2—2va,2—1}. Les racines de f; sont u; = —%5%i(k+%2+3)rm, k€Z, eten
posant u = u; + re'’, t €[0,27], on peut facilement vérifier qu'il existe une constante
C >0 indépendante de k telle que |e“+1|> Cr pour r assez petit. Cela permet d’appli-
quer le théoreme de Rouché 1.27. Par conséquent, il existe une sous-suite de racines
de f qui tend vers les racines u, de f;. Equivalemment, cela signifie qu'il existe N € N
et une sous-suite {1, };;»y de racines de f(2), telle que A, = A¥ + o(1) qui tend vers les
racines —%5%i (k + % + 3)n de f. Enfin, pour k| > N, A, est simple puisque A} l'est.
Etape 3.
D’apres I'étape 2, on peut écrire :

2—a ., va 3
Ap=— 5 z(k+7+4—1)n+sk. (3.18)

En utilisant (3.18), on obtient :

eZi((ﬁMk)—va%—%) :_e—ﬁé‘k :_1 +

2—a€k+o(€’2“)' (3.19)

En substituant (3.19) dans (3.16), et en utilisant que f(A,) =0, on obtient :

< 4 l—ac}™ 2 \?2isinvarn
F)= sy + (5=2) T

2—a m ¢\ 2—a
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3.1. Manque de stabilité uniforme (exponentielle)

etdonc:

l—a( 2 )¢ sinvan
Er=—
m

2—a) o (k2

Etape 4.
D’apres I'étape 3, on peut écrire :

Ap=— +£;. (3.21)

2—a,( va 3) _l—a( 2 )Cf“'o sin van
T—1i
2

ik+—+~
2 4 m \2—a) ¢’ (kmr)22va
En utilisant (3.18), on obtient :

4 4c 1

E J—
2—aq F 2—q k22w

o2i((aire) a5 %) - o staeit % i — ] 4

+0(e7),  (3.22)

l—a( 2 )Cf“'ﬂ sinvar

Cc =
2—a ) c¥*0 m2-2va

m

En substituant (3.22) dans (3.16), et en utilisant que f(A,) =0, on obtient :

) 4 d—a( 8 \c0@—2va)(¥+3) 1
f(/lk):z_ask—z - ((Z—a)Z)c_V""O - smvan+o(sk)+o(k3_2m):0
etdonc:
d—af 2 o 2—2va)(Z+3)
e =1— (Z—a)c_mvo prarsmear el LRLUE
Etape 5.

D’apres I'étape 4, on peut écrire :

2—a v, 3 1—a 2 Cy  sinv,m
Ap=— i(k+—a+z)7£—i ( )Cva,o a4

2 2 m \2—a v—ao(kn)2—zva
Ve 3 (3.23)
.1_a( 2 )C:;O(Z_ZVa)(?+Z).
+1 ' sin yam + &
m \2—-ajc, = m*27%K32%
En utilisant (3.18), on obtient :
o2i((FZaine)7a5-5)  _ g riaeit i o
_ . 4 4c 1 4511402102
= S T gk Ta—qken 2\2—a) i O
(3.24)
ou:
l—af 2 \c*sinvam
" m \2—a) 70 g
o odl—af 2 e e-2va)(%+3) .
c=i sin var.
m (2—(1) C,Va'o 2270 [c3—-2va
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Chapitre 3. Stabilité du systeme

En substituant (3.24) dans f(A,), et en utilisant que f(A,)=0, on obtient :

f()tk)zz_agk_z_akg_zm+2_a k3—2va_5 k4—4va'

- 4 4c 1 4¢ 1 1( 4c )2 1
2—a

2,écﬁz‘“asirlvoﬂz 93(9—3 Ve 3\ écd*?esinv,n
el k2274 +2i(2=2v,) ?+Z 3274
eécco*?e2—qe’™ o 4 c

4 Jc4—4v, - % 2—qa k4 72ve 52—

+o(e)+o0 (i)

ko
2 + 2 .
4 N ( 1 —a) €0 32 sinv,cosv, .
= € i
2—a "\ m ) \c;,) =) (mkyin

4 6°7" 1
—g—c—+o(ek)+o (—) =0,

m?2—a k4—T—2va
ouw=max{4—1—2v,,4—4v,} et

+
2—a . o 1=aCof 2
o=— it, é.,= — i ,
2 m c, ,\2—a
@

et donc

. __(l—a)z o 8 sinvacosvai
¢ m ) \c,,) @—ap (mk)

i( 2 )B_T9(1—a)Cia,osinvaﬂsin(“—”%) !

5_ g m2 C;a,o TT4—7-27, Je4—1—2v,4
~ 2 3—7 Q(l—(Z) C:;,O sin VaTL'COS((l_T)%) 1 i
2—a m2 Cy0 TTA—T—27 k427 ° ko)

Comme (3.12) le montre, les valeurs propres A; de A approchent I'axe imaginaire
lorsque k tend vers'infini, Ainsi, le systeme (2.7) n’est pas uniformément stable. D’apres
(A), nous avons :

2 )3—7 o(1—a) ¢y ysinv,meos((1—1)5)
m2 Cva,O 471274 )

k4—1’—2vo(m)L N—(
[kl e~v=l5

Lopérateur A possede une branche de valeurs propres qui ne décroit pas exponen-
tiellement. Ainsi, la preuve est compleéte.

3.2 Stabilité asymptotique(polynomiale)

3.2.1 Stabilité forte

Théoréme 3.2.

Le Cy-semigroupe e'™ est fortement stable dans H ; cest-a-dire que pour tout Uy €
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3.2. Stabilité asymptotique(polynomiale)

H, la solution de (2.7) vérifie
tlifgo le'? Uollg =0.

Pour demontrer ce théoréme, on utilise le théoreme d’Arend-batty (1.28) :
Notre résultat principal est le théoreme suivant :
Pour la preuve du( Théoréme 3.2), nous avons besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 3.2.

A na pas de valeurs propres sur iR.

Preuve

Nous distinguons les cas iA =0 et iA #0.
Etape 1.

La résolution de AU = 0 conduit au systeme

v=0,

(x*u,), =0,

(£ +m¢ —v(0)1E) =0,
—x(xu)0)+ 5 [ AEP(E)dE =0.

Alors, v=0, ¢ =0, (x%u,)0)=0, et
(x%u,)(x)=c.
Comme (x%u,)(0)=0,ona(x%u,)(x)=0. Ainsi,
u.(x)=0 pourxe€(0,1).

Puisque u(1) =0, alors u = 0. Donc, U = 0. Par conséquent, i A = 0 n’est pas une valeur
propre de A.
Etape 2.

Soit A € R\ {0}. Nous montrons que iA n’est pas une valeur propre de A en prouvant
que la seule solution U € D(A) de I'équation

AU =iAU (3.25)

est U =0. Soit U =(u, v, ¢,0)". Léquation (3.25) signifie que

iAu—v=0,
l:/lv—(x‘:ux)x =0, (3.26)
AP +(E°+n)p —v(0)¥(E) =0,
A0 — & (x u)0)+ 5 [ WEP(E)dE =0.
En utilisant (3.25), on trouve
¢ =0, (3.27)
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Chapitre 3. Stabilité du systeme

puis, en utilisant la troisieme équation de (3.26), on déduit que

v(0)=0. (3.28)
Par conséquent, a partir de la premiére et de la derniere équation de (3.26), on obtient
u(0)=0 et (x%u,)(0)=0. (3.29)

Ainsi, en éliminant v, le systeme (3.26) implique que

Au+(x%u ) =0 sur(0,1),
u(0)=u(l)= (3.30)
(x“u,)0)=0.

La solution de I’équation (3.30) est donnée par

u(x)=Cy (x)+ Gy_(x)

ol y, et yy_ sont définies par

¢+(x):xlzajya(2 szz”), Y (x)=x7 ] ( 2 szz“). (3.31)

2—a

A partir des conditions aux limites (3.30), et (3.30)5, on déduit que u = 0. Par consé-
quent, U =0. Ainsi, P ne possede pas de valeurs propres purement imaginaires.

Lemme 3.3.

1. SiA#0, lopérateur i1 — A est surjectif.
2. SiA=0etn#0, lopérateur iAI — A est surjectif.

Démonstration.
Cas1:1#£0.Soit F =(f;, f», fs, ) € H donné, et soit U = (u, v,¢,0)" € D(A) tel que

(iAI-A)U =F. (3.32)

De maniere équivalente, on a:

iAu—v="A,
iAv— (xzu =/, (3.33)
AP +(E7+n)p —v(0)V(E) = f,
. +00
iIAD — (xu, ) 0)+ 5 [0 MEPE)dE = f,
avec les conditions aux limites, On en déduit une formulation faible :
B(u,w)=1(w), YweH,0,1), (3.34)
ol
B(u, w)= B,(u, w)+ By(u, w), (3.35)
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avec

{Bl(u,w) f xu,w,dx+iAp(iA+n)T u(0)w(0), (3.36)

By(u,w)=— fo Auwdx—mA?u(0)w(0),
et

l(w)= sz"‘llfl Jwdx— évf mf(g)dgw(o)

+(mid+p(ir+n)t ) f(0)w(0)—m fw(0). (3.37)

Soit (HO{Q(O, 1)) I'espace dual de HO{a(O, 1), On définit les opérateurs suivants :

B:H, (0,1)—(H,,0,1)), uw~— Bu,B;:H,(0,1)—(H,,0,1), i€{l,2}, u~— Bu,

(3.38)
tels que

(Bu)w = B(u, w), \7’wGHO{H(O,I),(Biu)w=Bi(u,w), VweHol,a(O,l), ie{l,2}.

(3.39)
On doit prouver que l'opérateur B est un isomorphisme, Pour cela, la preuve se
décompose en trois étapes :
Etape 1.
Montrons que B, est un isomorphisme, Il est clair que B, est une forme sesquilinéaire
continue sur Ho{a(O, 1), De plus,

RBy(u, u) =l x " ull; + AR (i(EA+0)T™ ) [u(0) = |, |l5, (3.40)
Ol nous avons utilisé le fait que :

AR (i(iA+n)") =A% T dg>0
€ ! oo PFEER T

Ainsi, B, est coercif Alors, d’apres 3.38 et le théoreme de Lax-Milgram, 'opérateur
B, est un isomorphisme.

Etape 2.

Dans cette étape, nous voulons prouver que I'opérateur B, est compact. Pour cela,
a partir de 3.36 et 3.39, nous avons :

|By(u, w)| < C”u||L2(0,1)||w”L2(0,1) + C/| u|H01_a(0,1)| W|H01_a(0,1)»

et par conséquent, en utilisant I'injection compacte de H; (0,1) dans L*(0, 1), nous dé-
duisons que B, est un opérateur compact.

Par conséquent, a partir des étapes précédentes, nous obtenons que I'opérateur
B = B, + B, est un opérateur de Fredholm d’indice zéro, Maintenant, suivant I'alter-
native de Fredholm, il nous reste a prouver que I'opérateur B est injectif pour obtenir
que B est un isomorphisme.

Etape 3.

Soit u € ker(B), alors :
B(u,w)=0 YweH,,0,1). (3.41)
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En particulier, pour w = u, il suit que::

A2 ull g )+ mAP (O — i@ AGIA +n)  u(0) =[x ulI7

L2(0,1) L2(0,1)°

D’ol1, nous avons :
u(0)=0. (3.42)

De (3.42), nous obtenons :
(x“?u,)(0)=0 (3.43)

et ensuite :
—A2u—(x%u,), =0,
u(0)=(x*?u,)0)=0,
u(1)=0.

Alors, d’apres le Lemme 3.3, nous déduisons que u = 0 et par conséquent ker(B) =
{0}. Finalement, a partir de I'Etape 3 et de I'alternative de Fredholm, nous déduisons
que 'opérateur B est un isomorphisme, et on a que I'opérateur [ est une forme antili-
néaire et continue sur Hol,a(O, 1), Par conséquent, 3.34 admet une unique solution u €
Hy (0,1). En utilisant la régularité elliptique classique, nous déduisons que U € D(A)
est une solution unique de 3.32. Ainsi, iA— A est surjectif pour tout A e R*.
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Ce mémoire a démontré que 'équation d'onde dégénérée avec dissipation fron-
tiere fractionnaire admet des solutions stables bien que non exponentiellement stables.
Lanalyse spectrale arévélé 'absence de stabilité exponentielle due au comportement
asymptotique des valeurs propres, tandis que le théoréme d’Arendt-Batty a permis
d’établir une stabilisation polynomiale, Ces résultats, obtenus par une combinaison
d’analyse fonctionnelle, de théorie des semi-groupes et de méthodes spectrales, ouvrent
des perspectives intéressantes pour le controle des systemes a mémoire longue et les
applications en physique mathématique, La méthodologie employée, s'appuyant no-
tamment sur les fonctions de Bessel et le théoreme de Rouché, pourrait étre étendue
a des cas plus généraux de dégénérescence.
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