


ڲڪٌۘ
۰ਃ಻؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ሌᇿإ ّޝدي ، ݁ڰݠدة َگ؇ط أرًأ۰ ًـ ଩ଃറണ೺ มฆܳا واܳྡྷފྟ٭۰ اᆇᅀܳި݁٭۰ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ႟၍؇ލৎ৊ا ݁أޙܾ

اܳٺگܹ٭ڎل۰. اࠍ੅؇ݬ۰ ً؇ᄴᄟوال ؇۳ܹ༡ ஓ୷ܝ݆ ৖৑
۱ڍه ሒᇭ اᆇᅀܳި݁٭۰ اࠍ৖৑؇੆ت وݬژ ۱٭ިن ᄴᄟوال ஓ୷ܝ݆ ۋ٭ت ،႟၍؇ލৎ৊ا ୒ୖڍه اܳޚٴ٭أ٭۰ ل؇ݪ٭۰ ීෂا ا৙৑داة ሒሃ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د

ࢻࣖڢ۰. اৎ৊أگڎة ا৙৑َޙ۰݄
، ݁ިݪި؜ٷ؇ ّڰ٭ڎ ڢڎ มฆܳا لڰ؇ت واܳٺأݠ ا۱ଫଊৎ৊ٷ؇ت ًأݥ ؜݆ ؇਍ುڎොູ ا৙৑ول اܳڰݱܭ ڣࠕࠫ ڣݱިل، 5 ؇਍ಱᄴᄟ ۱ڍه ؇਍ಾாண݁ڍ ሒᇭ و
ᄭᄟ݁أ؇د ؜݆ ؇਍ುڎොູ اܳټ؇ܳت اܳڰݱܭ ሒᇭو ل؇ء، ଩ଃاܳڰ ሒᇭ ؇ዛኤ৖৑؇݄اݿٺأ ًأݥ و ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ༂຃ر؇ّ ؜݆ ؇਍ುڎොູ ሒᇃ؇اܳټ اܳڰݱܭ ሒᇭو

۰ਃಮ؇਍ು و ۰෠੼ڎৎ৊Ⴄ၍ اරඝ৙৑ى ۱٭ިن ݁أ؇د৖৑ت ؜݆ ً؇ۊٺݱ؇ر ؇਍ುڎොູ اෂීاًؕ اܳڰݱܭ ሒᇭو ،؇۱ଫଃ༚ و ༡ߺࠊل ݆݁ اܳأ؇۰݁ ۱٭ިن
اৎ৊ިݪؕ. ؕ݁ દઊଫଃ݁ٺ؞ ᄭᄥ঺঒ و ᆇᅀܳިن ؗިردن ඔ൹ၯ၍ ᄭᄟ݁أ؇د ොຳܭ ᆇᅪٷ؇ اࠍ੅؇݁ݴ اܳڰݱܭ ሒᇭو ، ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج

اࠍ੅؇ݬ۰ اᄴᄟوال ڢڎرة ౯౜ళ؇وز ݁أگڎة ᄭႍၽ݁ލ ި۱ ݁ٺ؞ଫଃان ᆇᅒިن و ᄭᄥ঺঒ ᄩᄟ وݿޔ ሒᇭ ሒᇧިᆇᅒ ۏފࡗࡲ وݬژ ႞࿾࿮۾िऻا •
اܳٺگܹ٭ڎل۰.

.۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ا৙৑َޙ۰݄ ୒ୖڍه اܳޚٴ٭أ٭۰ ل؇ݪ٭۰ ීෂا اይዧ؞۰ ሒሃ (۰෠੼ڎৎ৊ا ؇ୖ୒Ⴄၽأނ (وً؇৙৑ۊݧ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د اॊूداة: •
.(… ,HeunB ,HeunC) اࠍ੅؇ݬ۰ ۱٭ިن دوال ሒሃ ًܭ ૭૖٭ޚ۰، ۏ٭ྟ٭۰ أو أݿ٭۰ ྘ܳފب اৎ৊ިۏ٭۰ اᄴᄟوال اݾষڞ: •

Résumé
La plupart des problèmes physiques, quantiques et relativistes, qui se caractérisent par
quatre points singuliers, conduisent à une équation différentielle du second ordre qui ne
peut pas être résolue par les fonctions spéciales classiques.

L’équation de Heun est l’outil mathématique naturel pour ces problèmes, car les
fonctions de Heun permettent de décrire avec précision les états quantiques dans ces
systèmes complexes.

Dans notre mémoire, nous avons cinq chapitres. Dans le premier chapitre, nous avons
parlé de certains théorèmes et définitions qui pourraient être utiles à notre sujet. Dans le
deuxième chapitre, nous avons parlé de l’histoire de l’équation de Heun et de certaines de
ses applications en physique. Dans le troisième chapitre, nous avons parlé de l’équation
générale de Heun, de ses solutions et d’autres aspects. Dans le quatrième chapitre, nous
avons parlé brièvement des autres équations de Heun, telles que la confluente et la double
confluente. Dans le cinquième chapitre, nous avons résolu l’équation de Klein-Gordon
pour un potentiel et une masse variables avec la position.

• Le problème : Décrire une particule quantique dans un milieu ayant une masse
et un potentiel variables est un problème complexe qui dépasse la capacité des
fonctions spéciales classiques.
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• L’outil : L’équation de Heun (et plus particulièrement ses formes fusionnées) est
le langage mathématique naturel pour ces systèmes physiques hétérogènes.

• La solution : Les fonctions d’onde ne sont pas de simples fonctions exponentielles
ou sinusoïdales, mais ce sont des fonctions de Heun spéciales (HeunC, HeunB, …).

Abstract
Most quantum and relativistic physical problems, which are characterized by four singular
points, lead to a second-order differential equation that cannot be solved by classical
special functions.

The Heun equation is the natural mathematical tool for these problems, as Heun
functions can accurately describe quantum states in these complex systems.

In our thesis, we have five chapters. In the first chapter, we talked about some theorems
and definitions that might be useful for our topic. In the second chapter, we talked about
the history of the Heun equation and some of its applications in physics. In the third
chapter, we talked about the general Heun equation, its solutions, and other aspects. In
the fourth chapter, we briefly talked about other Heun equations, such as the confluent
and double confluent ones. In the fifth chapter, we solved the Klein-Gordon equation for
a position-dependent potential and mass.

• The Problem : Describing a quantum particle in a medium with variable mass
and potential is a complex problem that exceeds the capability of classical special
functions.

• The Tool : The Heun equation (and particularly its confluent forms) is the natural
mathematical language for these heterogeneous physical systems.

• The Solution : The wave functions are not simple exponential or sinusoidal func-
tions, but rather special Heun functions (HeunC, HeunB, …).
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و֍ոؔদن ાણ۳
ᄩᄟآ আॻ༟و ଫଃ᛻੅اࠍ ل۰ ๤དྷྟܳا ݁أ޺ّ޾ আॻ༟ واܳފఈఃم واܳݱఈఃة اܳݱ؇ࠍ੆؇ت، ّࡤࡲ ਍ಸأ݄ٺ۬ اᄳᄟي Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ

.ඔ൹أᆇᅹأ وොේٴ۬
ً؇ܳأ۳ڎ ً ووڣ؇ء ،(َՄ ّ֟ ՃՂا ِ ୍ُଲ૰َْ૏ ᕤَْረ ؇سَ ّ֟ اܳٷ ِ ୍ُଲ૰َْ૏ ᕤَْረ ْ݆ َ ݁) صلى الله عليه وسلم: ቕሹ୍ଲاܳـ اෂීݿިل ܳگިل ً ৖৑؇ا݁ٺټ

દઊᄳᄟا اఈః༥৙৑ء ؇਍ಾࣕأݿ؇ࣁ Ⴄ၍ڣ۰ ሌᇿإ ا৖৑݁ٺٷ؇ن و؜ޙࡗࡲ ୍ଲاܳލ لܭ ෠ຳݞ ਐ಻گڎم ً؇ܳڰݯܭ؛ ً واଫଐ༟اڣ؇
اࠍ੊؇݁أ٭۰. ؇਍ಾݿٷިا ఈః༠ل وّިۏዛዀٷ؇ ّأܹ٭݄ٷ؇ আॻ༟ أ๤ཇڣިا

႟၍ ܳٺۛޚ޶ ۰ஓ୷اܳأݞ اಣಕᕬڎدَ؇ ુળݬරඞو ુળగఒ༟ ڣ٭ݥ و݆݁ واܳگڎوة، اܳފٷڎ ܳٷ؇ ܋ٷࡤࡲ ܳگڎ
ሒᇭو ቕመر؇ᆇᅦأ ሒᇭ ਊಱ؇رك أن اܳگڎߌߵ ঌॻاܳأ Մ៰Ղا ૭૙؊ل اܳ٭ިم. ۱ڍا ሌᇿإ واܳިݬިل اܳݱأ؇ب
و݁گ؇݁؇ً. ً رڣأ۰ ቕመࣖ ࢴ ߌ߳ أن و ુળّ؇ۋފٷ ଩ଃ݁ان ሒᇭ ܳٷ؇ ڢڎ݁ٺ݄ިه ؇݁ ෠ຬأܭ وأن ،ુળగఒ༟
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إ٢׿اء
،۰గၵၽً واৎ৊أݠڣ۰ اܳأ޺޾ دروب ሒᇿ وأݪ؇ء اႤ၍৙৑دஓ୷٭۰، ሒᇆଫଃ݁ފ ޗިال มฃᆇᅦد ݆݁ ႟၍ ሌᇿإ

اܳ؞؇ܳ٭۰، มฆܹف؇༟ ً؇۱৕৑ڎاء وأۊݧ ،୍ଲاܳލ لܭ ෠ຳݞ ુળإܳ٭ أّگڎم ّިۏ٭۬... أو د༟؇ء، أو
ۊޚިة، ႟၍ ሒᇭ ً و؜ިَ؇ ً ݿٷڎا ሒᇿ ܋ٷࡤࡲ ܳگڎ ا৙৑وڣ٭؇ء؛ ሒᆶ؇وأݬڎڢ اఈః༥৙৑ء، ሒᇆࣕوأݿ؇ࣁ

اࠍ۳੊ڎ. ۱ڍا ஓஇݠة ુળأ۱ڎل واܳ٭ިم
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: ચੴڲજઁاڤ

෥໋ոֵ ൄളا তগൄളا اڤ෕ໃح / اڤץמոن
CN(X,Y ) ਵਦة N ఈዳዧނٺگ؇ق ᄭᄥً؇اܳگ اᄴᄟوال ۰༟ިᆇ୞୘

∀ أي) أ༥ܭ ݆݁) اܳލ؇݁ܭ اܳٺᆇᅀࡗࡲ
∃ ا৙৑ڢܭ) আॻ༟ (ل༥ިڎ اܳިۏިدي اܳٺᆇᅀࡗࡲ

MN×N(C) اܳأگڎل۰ اৎ৊ݠًأ۰ اৎ৊ݱڰިڣ؇ت ۰༟ިᆇ୞୘
dm

dzm
ਵਦة m اܳأ؇دي ا৖৑ނٺگ؇ق ݁ޝߜߵ

∂m

∂zm
ਵਦة m ሒᆶݞ੊اࠍ ا৖৑ނٺگ؇ق ∫݁ޝߜߵ

C

C ݆݁ C اৎ৊ފ؇ر আॻ༟ Ⴄၽّ݁ܭ
Λ1,Λ2, L1, L2,M1,M2 ّڰ؇ݪܹ٭۰ ݁ޝߜߵات

BKN (z0, r) r ڢޚݠ۱؇ وَݱژ z0 ؇۱஼ணਵਦ ޗިًިܳިۏ٭۰ ∫∫ாணة
C1C2

C2 و C1 દઊފ؇رৎ৊ا আॻ༟ ਲ਼ਦدوج Ⴄၽّ݁ܭ

∼ ሒᇀّگ؇ر Ⴄၽّڣޝ
W اܳިزن ᄭᄟدا
Hl 0 ෠ຳިار اܳأ؇۰݁ ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ঌॻො੼ ༡ܭ

HeunC 0 ෠ຳިار ۰෠੼ٷڎৎ৊ا ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ঌॻො੼ ༡ܭ
HeunB 0 ෠ຳިار ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج ۰ਃಮ؇਍ು ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ঌॻො੼ ༡ܭ
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اڤء٤ۑس
٢מܙن ڲո֔دूेت ֍ڷ اिऻ֔ݫݻڲոت ּۖ֔ : 1 اڤءۢڞ �

ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ ؇ዛኤ؇ّޚٴ٭گ وًأݥ ۱٭ިن دوال 1 .1
ّ؇رෛຬ٭۰ ݁گڎ۰݁ 1 .1 .1

(1929 -1859) ۱٭ިن Ⴄ၍رل :۰ਃಾاᄳᄟا اܳފଫଃة 2 .1
واܳٺأܹࡗࡲ اܳྡྷލ؊ة 1 .2 .1

ا๤ང৙৑ل۰ واࠍ੆٭؇ة ୍ଲٴৎ৊ا มฃ۳ৎ৊ا اৎ৊ފ؇ر 2 .2 .1
ඔ൹ܳߓߵ ሒᇭ واܳٷ༶؇ح Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊ا ިොຶ اܳٺۜިل 3 .2 .1

(1922 -1902) Ⴄ၍ر๤ཏܳوه ሒᇭ ا৙৑ݿٺ؇ذل۰ 4 .2 .1
ر྘ཬފ٭۰) ڣଫଐات (ఈఃٔث اܳأగఒ޶ ۱٭ިن ਐ಻؇ج 5 .2 .1

واܳިڣ؇ة اଫଃ༠৙৑ة اܳފٷިات 6 .2 .1
۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ل؇ݪ٭۰ ීෂا اࠍ੅ݱ؇فݧ 3 .1

واࠍ੅؇ݬ۰ ۰෠੼ڎৎ৊ا ا৙৑ނႤၽل 4 .1
ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ ۱٭ިن ݁أ؇د৖৑ت ّޚٴ٭گ؇ت 5 .1

ոֵۛמ١) ൄളا واॊूدوات اڤר܊ۑي (اूॆ܈ոر :2 اڤءۢڞ �
اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰ اᄴᄟوال 1 .2

P رஓ୷؇ن ਲ਼ਦر 2 .2
اৎ৊أ۰݄݄ ا୒ୖٷڎݿ٭۰ ڣިق ᄭᄟاᄴᄟا 3 .2

؇݁؇༚ ᄭᄟدا 4 .2
ᄭᄥ݄ܝٺည৊ا ଫଃ༚ ًܭ ༡ڎود ܋ټଫଃات 5 .2

ߓߵون دي ڣ؇ ݬ٭؞۰ 6 .2
۰ਃಸިاܳ٭أگ ا۱৕৑ܹ٭ܹ۠٭۰ اᄴᄟوال 7 .2

ިَ؇ਃಸ ۱ଫଊ݁ٷ۰ 8 .2
ܳ٭ٷڎܳިف Ⴄၽਃಸر ۱ଫଊ݁ٷ۰ 9 .2

۱ଫଊ݁ٷ۰ 10 .2

اڤո֔ڲ١ ٢מܙن ႞႐دո֔ڲ :3 اڤءۢڞ �
۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اܳݱ٭؞۰ 1 .3
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۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د لఈఃت ިොູ 2 .3
ଫଃٺ؞ৎ৊ا لܭ ިොູ 1 .2 .3

y ᄭᄟاᄴፁዧ اܳگިة لܭ ިොູ 2 .2 .3
ا৙৑رًؕ اৎ৊ڰݠدة اܳٷگ؇ط لܭ ިොູ 3 .2 .3

اዛኡఈዳዧ؇ل۰ ؜ٷڎ ݁ڰݠدة وَگޚ۰ ො੼ڎودة ݁ڰݠدة َگ؇ط ఈఃٔث ذات ᄭᄟ݁أ؇د 4 .2 .3
ᄭᄟاᄴፁዧ ๴ང৙৑ا لܭ اܳٺۜި 5 .2 .3

௧ਤਃಸଫଐܳا لܭ اܳٺۜި 6 .2 .3
๴ཏاܳأܝ ௧ਤਃಸଫଐܳا لܭ اܳٺۜި 7 .2 .3

اৎ৊ټܹټ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ًأݥ لܭ ިොູ 8 .2 .3
اࠍ੅؇ݬ۰ ل۰ ଫଊ᛻੊اࠍ اৎ৊أ؇د৖৑ت ًأݥ لܭ ިොູ 9 .2 .3

۰ਃಸިاܳ٭أگ ا۱৕৑ܹ٭ܹ۠٭۰ اܳݱިرة ሌᇿإ لܭ اܳٺۜި 10 .2 .3
اࠍ੆ߺࠊل 3 .3

۱ٷڎݿ٭۰ ڣިق ᄕცوال اࠍ੆ߺࠊل 1 .3 .3
اܳگިى ᄭᄥ݁ྥފܹފ 2 .3 .3
اࠍ੆ڎود ݁ٺأڎدة 3 .3 .3

۱٭ިن ༡ڎود ܋ټଫଃات 4 .3 .3
۱ٷڎݿ٭۰ ڣިق دوال ݆݁ ᆇᅒྥފܹފఈఃت اࠍ੆ߺࠊل 5 .3 .3

اৎ৊ٺگ؇ر۰ً اࠍ੆ߺࠊل 6 .3 .3
أරඝى أݬٷ؇ف ݆݁ ۱٭ިن دوال ਍ಸ؇ء 7 .3 .3
اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ᆙᆍ٭ڎت ༡ܭ 8 .3 .3

اܳٺأ؇݁ڎ ఈః༟ڢ؇ت 4 .3
۱٭ިن ᄴᄟوال اܳڰݠدل۰ اܳٺأ؇݁ڎ ఈః༟ڢ۰ 1 .4 .3

۱٭ިن ᄴᄟوال اෑෂوۏ٭۰ اܳٺأ؇݁ڎ ఈః༟ڢ؇ت 2 .4 .3
اܳٺႤၽܹ݁٭۰ واܳأఈఃڢ؇ت اܳٺႤၽܹ݁٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت 3 .4 .3

اܳٺႤၽܹ݁٭۰ اܳٷިاة 1 .3 .4 .3
ይዧٷިاة ঌ႓ၽاܳލ اܳٺޚިر 2 .3 .4 .3

۰ਃುఈఃٔ ل۰ ިَ৙৑ اܳٺأ؇݁ڎ ఈః༟ڢ؇ت 4 .4 .3
ل۰ ިَ৙৑ا ؜݆ اܳٴۜت 1 .4 .4 .3

ይዧٷިاة ঌ႓ၽاܳލ اܳٺިݿؕ 2 .4 .4 .3

اബഎॊूى ٢מܙن ڲո֔دूेت :4 اڤءۢڞ �
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۰෠੼ٷڎৎ৊ا ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د 1 .4
ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج ۰ਃಮ؇਍ು ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د 2 .4

ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج ۰༥دوਲ਼ਦ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د 3 .4
ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج ۰ਃುఈఃٔ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د 4 .4

ոֵء ચੴاڤء ᆃᅞ ٢מܙن ڲո֔دूेت ا۰׫֔ڵոूेت ؼܙل ׂ܋ץמؠոت :5 اڤءۢڞ �
اৎ৊ިݪؕ ؕ݁ ๴ངأ ႟ၽ૰૖ દઊଫଃ݁ٺ؞ وᆇᅒިن ᄭᄥ঺঒ :1 ᄭᄟ؇੆اࠍ 1 .5

اৎ৊ިݪؕ ؕ݁ ۊޚ޶ ႟ၽ૰૖ દઊଫଃ݁ٺ؞ وᆇᅒިن ᄭᄥ঺঒ :2 ᄭᄟ؇੆اࠍ 2 .5
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اिऻؠ׿ڲ١
اࠍ۳੊ިد ّިۏب وڢڎ .۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اܳޙިا۱ݠ وݬژ ሒᇭ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ل؇ݪ٭۰ ීෂا ا৙৑دوات ݆݁ اܳأ؇دل۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ّأُڎ
اܳڰ؇فگ۰، ۱ٷڎݿ٭۰ اܳڰިق و ܳ٭۠٭ٷڎر و ྘ྲྀފܭ دوال ݁ټܭ اৎ৊أ؇د৖৑ت، ۱ڍه ොູܭ ༠؇ݬ۰ دوال ً؇܋ྥލ؇ف ا௯௫௵؇ل ۱ڍا ሒᇭ ل؇ݪ٭۰ ීෂا

ا௯௫௵؇ل. ل۰ وَޙݠ ل۰ اࠍ੆ݠار Ⴄၽ݁٭؇਍ಱᄴᄟوا ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ واݿأ۰ ّޚٴ٭گ؇ت و༥ڎت มฆܳا
أوݿ؇ط ሒᇭ ۏފ٭݄؇ت ذات ᆇᅒި݁٭۰ أَޙ۰݄ আॻ༟ ਍ಾޚިي มฆܳا ጥ጑ّ ؇ಣಈᕬ ৖৑ ،۰਒ಱڎ੆اࠍ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اৎ৊ފ؇فܭ ݆݁ اܳأڎࢴࣖ أن ৖৑إ
݁ٷٺޙ۰݄. ނ؇ذة َگ؇ط ఈఃٔث ݆݁ ଫ଒܋؊ً ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ݁أ؇د৖৑ت ሌᇿإ ّگިد ݁أگڎ، ۏ۳ڎ ذات أو ۰૭૙؇༶݁ٺ ଫଃ༚
إذ ، ۱ٷڎݿ٭۰ ڣިق ᄭᄟأ؇دగጻዧ ً ّأ݄٭݄؇ ଫଊّأٺ ۋ٭ت ،ً৖৑ިᆙᆍ ଫ଒وأ܋ ޗٴ٭أ٭۰ ل؇ݪ٭۰ ر Ⴇ၍داة ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ଫଊّز اܳފ٭؇ق، ۱ڍا ሒᇭ
ا৖৑ཹྥټ؇ر ݁ފ؇فܭ ݆݁ ً اਐಸڎاء ،۰༟ި݁ٺٷ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ޖިا۱ݠ ۰༥ڍஓ஁ ሒᇭ ڣ؇فگ۰ ਵਦو۰َ ஓ୷ٷ۳ۜ؇ ؇ᆙᆘ ݁ٷٺޙ۰݄، ނ؇ذة َگ؇ط أرًؕ আॻ༟ ොູٺިي

اܳأ؇۰݁. اܳྡྷފྟ٭۰ ሒᇭ اܳފިداء اܳټگިب ༥ިஓ஄؇ت دراݿ۰ ሌᇿإ ુળاܳـ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ݁٭ ሒᇭ
ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ୒ୖڍه ل؇ݪ٭۰ ීෂا ೞ಻ިا੊اࠍ ل؇ݪ٭؇ت، ීෂا ሒᇭ ଫଐݿ؇ৎ৊ا ዝཇ؇دة ਃ಻ܭ ݁ٺޚܹٴ؇ت ݆݁ ً ඹජءا ّأُڎ มฆܳا اৎ৊ڍாணة، ۱ڍه ૭૜ٺܝލژ
ّأܝݴ ༠؇ݬ۰ ৖৑؇༡ت ሒᇭ દઊఈ႙၍-ؗިردون ᄭᄟ݁أ؇د ༡ܭ ఈః༠ل ݆݁ اܳٺޚٴ٭گ٭۰ ؇ዛኤިڢ আॻ༟ اܳݯިء و૭૜ܹޔ ،۰༟ިٺٷৎ৊ا ؇ୖ୒ߺࠊ༡و
ل؇ݪ٭۰ ීෂا ܋଩ଃීة ෂا ႟ၽ૰૜ มฆܳا ا৙৑وܳ٭۰ ༇຀؇واܳٷٺ ا৙৑ݿݴ ቕሹگڎਐಸ ਊಾڎأ ڣݱިل، ᆇᅴފ۰ ሌᇿإ اܳأ݄ܭ ྾ཏگ਍ಱ واڢأ٭۰. ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ أَޙ۰݄
ᄭᄟأ؇دৎ৊ اܳٺ؇رෛຬ٭۰ اࠍ੅ܹڰ٭۰ ሒᇭ ሒᇃ؇اܳټ اܳڰݱܭ ਐಱأ݄ݑ ቕ቉ ࠯࠵࠺ߺࠊل. وا༡ިܳڎة اܳިۏިد ل؇ت وَޙݠ اࠍ੅؇ݬ۰ اᄴᄟوال لژ ܋ٺأݠ ،ᄭᄟ؇ݠݿይዧ

ل؇ء. ଩ଃاܳڰ ሒᇭ اܳٴ؇ாணة ؇ዛኤ؇ّޚٴ٭گ واݿٺܝލ؇ف ۱٭ިن Ⴄ၍رل ࢴࣖ আॻ༟ ؇ዛውؗ؇ݬ٭ ݁ٷڍ ّޚިر۱؇ ً ݁ٺྥٴأ؇ ۱٭ިن،
ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰: ؇ዛውًݱ٭؞ ୒ୖ٭ިن اܳأ؇۰݁ ᄭᄟأ؇دৎ৊؇ً ปฃُلأ ۋ٭ت اৎ৊ڍாணة، ۱ڍه ሒᇭ اܳٷޙݠي اܳأ݄ܭ ۏ۱ިݠ اܳټ؇ܳت اܳڰݱܭ ஓ୷ټܭ

d2y

dz2
+

(
γ

z
+

δ

z − 1
+

ε

z − a

)
dy

dz
+

αβz − q
z(z − 1)(z − a)

y = 0,

َިع ݆݁ ݁ٷٺޙ۰݄ ނ؇ذة ً َگ؇ޗ؇ z = 0, 1, a,∞ اܳٷگ؇ط ّܝިن أن لݯ݄݆ اᄳᄟي γ + δ + ε = α + β + 1 ๤ཇط ؕ݁
ً ఈఃل ިොູ 24 ྾ཟّ ۰݄ෛෘ ۰ஓ୴؇ڢ ૰૜݄ܭ มฆܳوا اৎ৊ٺأڎدة، ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د لఈఃت ިොູ ݁ިݿؕ ႟ၽ૰૖ اܳڰݱܭ ۱ڍا ૭૏ٺأݠض ܋ިݴ. ڣ
ل؇ݪ٭۰ ر ݿ٭؇ڢ؇ت ሒᇭ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۰༚؇ݬ٭ ّأ٭ڎ มฆܳا لఈఃت اܳٺۜި ݆݁ ؇۱ଫଃ༚و ،z → z

z−1
و ،z → 1

z
و ،z → 1−z ݁ټܭ ଫଃٺ؞గጻዧ

ዛኞڎف y(z) = zρ(z − 1)σ(z − a)τ ỹ(z) ႟ၽܳލ؇ً ༡ܭ لڰଫଐُض ۋ٭ت ᄭᄟاᄴፁዧ اܳگިة لܭ ިොູ ሌᇿإ ਐಱޚݠق პაႰ ෛ੼ٺܹڰ۰.
اࠍ੆ڎود. ًأݥ إܳ؞؇ء أو ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ོྟފ٭ޔ

اܳگ٭؇ݿ٭۰ ۱٭ިن ݬ٭؞۰ ሌᇿإ ݁ٷٺޙ۰݄ ݁ڰݠدة َگ؇ط أرًؕ ذات ᄭᄟ݁أ؇د لܭ ިොູ ዛዊ݁۠٭۰ لگڎم ًܭ ،ዻዧذ আॻ༟ اܳڰݱܭ ๤ཡلگٺ ৖৑و
لܭ واܳٺۜި ᄭᄟاᄴፁዧ ๴ང৙৑ا لܭ اܳٺۜި ૭૏ٺأݠض პაႰ .(0, a, 1,∞) ሌᇿإ (a1, a2, a3, a4) ෛ੼ٺܹڰ۰ َگ؇ط أرًؕ لܭ ިොູ ఈః༠ل ݆݁
:ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݁ټܭ ۱٭ިن، ݬ٭؞۰ ሌᇿإ اࠍ੅؇ݬ۰ ل۰ ଫଊ᛻੊واࠍ اৎ৊ټܹټ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ًأݥ لܭ ܳٺۜި ً ؇݄ዛᔻ ً ݁ٴۜټ؇ ෛຬݱݧ و و༟ܝފ۬، ௧ਤਃಸଫଐܳا

(1 + A cos 2θ)d
2y

dθ2
+B sin(2θ)dy

dθ
+ (C +D cos 2θ)y = 0

لܭ اܳٺۜި ؇਍ಱᄴᄟ პაႰ .ε = (1
2
− a)B و γ = δ = 1

2
ஓ୾أ؇ఈః݁ت ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ሌᇿإ z = sin2 θ لܭ ިොູ ًأڎ ّݱٴں มฆܳوا

ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ؜ٷ۬ ཯ྡྷٺھ ؇ᆙᆘ ،a = K−2 ۋ٭ت z = sn2(u,K) ً؇ݿٺ༱ڎام ۰ਃಸިاܳ٭أگ ا۱৕৑ܹ٭ܹ۠٭۰ اܳݱިرة ሌᇿإ
.۰ਃಸިاܳ٭أگ dn و cn و sn دوال

ۏިار ሒᇭ ۱ٷڎݿ٭۰ ڣިق ࢻࣖوال ؇ዛዊ؜ ଫଊأৎ৊ا اࠍ੆ߺࠊل ݆݁ ً ࢻࣖءا ،۰༟ިٺٷৎ৊ا اܳޚݠق ݆݁ ߜߵوة اܳڰݱܭ ڣ٭گڎم ࠯࠵࠺ߺࠊل, ً؇ܳྡྷފٴ۰ أ݁؇
ෛູݯؕ ۋ٭ت اܳݱڰݠ، ۋިل y(z) =

∑∞
n=0 cnz

n ڢިى ݁ྥފܹފఈఃت ႟ၽނ আॻ༟ اࠍ੆ߺࠊل لأݠض პაႰ ނ؇ذة. َگޚ۰ ႟၍
. Rrcr+1 − (Qr + q)cr + Prcr−1 = 0 ႟ၽܳލ؇ً ۰ਃುఈఃٔ اݿٺگݠار ܳأఈఃڢ۰ اৎ৊أ؇ఈః݁ت
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۱٭ިن ༡ڎود ܋ټଫଃات ޖ۳ިر ሌᇿإ لޝدي ؇ᆙᆘ ݁أ٭ٷ۰ ๤ཇوط ؜ٷڎ ᄭᄥྥފܹފৎ৊ا ሒᇭ اَگޚ؇ع ༡ڎوث ᄭᄟ؇ොຳ ዻዧᄔც اܳڰݱܭ ዛኗࡤࡲ و
ۋ٭ت Hp(z) = zσ1(1− z)σ2(z − a)σ3P (z) ႟ၽܳލ؇ً ّأُݠف มฆܳوا

اܳڰݱܭ لگڎم პაႰ .N ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ༡ڎود ܋ټଫଃة P و (σ1, σ2, σ3) ∈ {0, 1 − γ} × {0, 1 − δ} × {0, 1 − ε}
ۋ٭ت yv(z) = 2F1(−v, v + ω; γ; z) ႟ၽܳލ؇ً ّިݿؕ دوال ً؇ݿٺ༱ڎام ۱ٷڎݿ٭۰ ڣިق دوال ݆݁ ܋ྥފܹފఈఃت اࠍ੆ߺࠊل
ঌॻܹ٭༲اܳٺ ೞ಻؇੊اࠍ اܳڰݱܭ ل؞ڰܭ ৖৑ و .Fv و Ev و Dv اৎ৊أ؇ఈః݁ت ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ا৖৑ݿٺگݠار ఈః༟ڢ؇ت وّݱُ؇غ ،ω = γ + δ − 1

ؕ݁ Lz := d
dz

(
P (z) d

dz

)
+ αβz : ሒᇆذا ݁ޝߜߵ ؇਍ಱᄴᄟ لܝިن ۋ٭ت ۱٭ިن، ᄴᄟوال اܳٺأ؇݁ڎ ఈః༟ڢ؇ت ሒᇭ اৎ৊ٺ݄ټܭ اܳأ݄٭ݑ

ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ (q1 − q2)
∫
C
Wy1y2dz = 0 أن ૭ُ૏ྥٷٺھ و ،W (z) = zγ−1(z − 1)δ−1(z − a)ε−1 اܳިزن ᄭᄟدا

႟ၽܳލ؇ً ᄭᄟاᄴᄟا لܭ ިොູ ఈః༠ل ݆݁ أරඝى أݬٷ؇ف ݆݁ ۱٭ިن دوال ྲྀྟٷ؇ء ปฃُلأ პაႰ اࠍ੆ߺࠊل. ّأ؇݁ڎ ཯ྦྷٴب ؇ᆙᆘ اৎ৊ٷ؇ݿٴ۰، ا๤དྷܳوط
ਵਦو۰َ আॻ༟ ً ݁ޝᄕცا ،α̂, β̂, γ̂, δ̂, ε̂, q̂ ᄭᄟ݁أڎ ஓ୾أ؇ఈః݁ت ༥ڎࢴࣖة ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د আॻ༟ واࠍ੆ݱިل y(z) = zσ1(z− 1)σ2f(z)

ሒᆶ؇اܳٴٷ ೞ಻؇੊اࠍ ඔ൹ً ؕᆇ໶໢ ᄭᄥ݁Ⴄၽ݁ٺ ل؇ݪ٭۰ ر أداة اܳڰݱܭ ۱ڍا ႟ၽ૰ُ૏ اৎ৊ޚ؇ف، ዛኡ؇ل۰ ሒᇭو .๴ཚ؇ل ීෂا ؇ዛኔ؇ؗٷ و ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه
݁ٺگڎ۰݁. ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ܳٺޚٴ٭گ؇ت ا৙৑رݪ٭۰ ฟ෹ዛኤو ،ঌॻܹ٭༲واܳٺ

؜ٷڎ ݁ٺଲ୍ر ႟ၽ૰૖ ّޙ۳ݠ มฆܳوا ۱٭ިن، ᄭᄟأ؇دৎ৊ ۰෠੼ٷڎৎ৊ا ا৙৑ނႤၽل ؜݆ ᄭᄥ݁؇ނ ۰௱௯௫ ቕሹگڎਐಸ ا৚৑ڣ؇ق ڣ٭ިݿؕ اෂීاًؕ، اܳڰݱܭ أ݁؇
:۰ਃ಻ިَ؇اܳگ ؇ዛውًݱ٭؞ ۰෠੼ٷڎৎ৊ا ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ڣ྘ފٺأݠض ݁ٷٺޙ۰݄. ଫଃ༚ ނ؇ذة َگ؇ط ذات أَޙ۰݄ ؕ݁ اܳٺأ؇݁ܭ

d2u

dz2
+

(
γ

z
+

δ

z − 1
+ ε

)
du

dz
+

αz − q
z(z − 1)

u = 0,

۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ألݯ؇ ཯ྥٷ؇ول პაႰ . HeunC(q, α, γ, δ, ε; z) = ∑∞
n=0 bnz

n ۰෠੼ٷڎৎ৊ا ۱٭ިن ᄭᄟࢻࣖا ঌॻ௱௯௫ا ؇۳ܹ༡ لأݠض و
ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج. ۰ਃುఈఃٔ و ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج ۰ਃಮ؇਍ು و ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج ۰༥دوਲ਼ਦ

܋ިن ᄭᄟ؇༡ ሒᇭ ሒᇧިᆇᅒ ࠍ੊ފࡗࡲ દઊఈ႙၍-ؗިردون ᄭᄟ݁أ؇د ༡ܭ لࡤࡲ ۋ٭ت ا৙৑ߓߵز، ً؇ܳٺޚٴ٭ݑ اܳأ݄ܭ اࠍ੅؇݁ݴ اܳڰݱܭ وෛຬٺࡤࡲ
اৎ৊ިݪؕ: ؕ݁ ๴ང֡أ ႟ၽ૰૖ واࠍ۳੊ڎ ᄭᄥ൞ശܳا ଫଃ؞ਐಾ ۋ٭ت ،ሌᇿو৙৑ا ᄭᄟ؇੆اࠍ ڣࠕࠫ . اৎ৊ިݪؕ ؕ݁ દઊଫଃ݁ٺ؞ V (x) وۏ۳ڎه m(x) ঺঒ܹٺ۬

m(x) = m0 +
S0

2
exp

(x
a

)
, V (x) =

V0
2

exp
(x
a

)
,

۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ሌᇿإ ܳٺٺۜިل ϕ̃(y) = eiηyyiq(1 − y)νΘ(y) ᄭᄟاᄴᄟا لܭ ިොູو y = − S0

2m0
exp(x

a
) ଫଃٺ؞ৎ৊ا لܭ ިොູ لࡤࡲ

:႟ၽܳލ؇ً ۰෠੼ٷڎৎ৊ا
y(1−y)d

2Θ

dy2
+(1+2iq−2(iq+2)y+2iηy(1−y))dΘ

dy
+(iη(iq−1)+τ−2−(iη(iq+2)+τ)y)Θ = 0,

:۰෠੼ٷڎৎ৊ا ۱٭ިن ᄭᄟࢻࣖا ሒᆶ؇ዛዊܳا اࠍ੆ܭ لأُޚް ሒᇿ؇وً؇ܳٺ

ϕ(x) =

(
− S0

2m0

e
x
a

)iq (
1 +

S0

2m0

e
x
a

)ν
exp

(
−iη S0

2m0

e
x
a

)
×

[
C1HeunC

(
α, β, γ, δ, ε;− S0

2m0

e
x
a

)
+ C2

(
− S0

2m0

e
x
a

)−β

HeunC
(
α,−β, γ, δ, ε;− S0

2m0

e
x
a

)]

.ᄭᄟ؊ފৎ৊ا ೑ಸٔިا ᄭᄟ৖৑ࣖࢻ ො੼ڎدة ݁أ؇ఈః݁ت ؕ݁
اৎ৊ިݪؕ: ؕ݁ ۊޚ޶ ႟ၽ૰૖ واᆇᅀܳިن ᄭᄥ൞ശܳا ଫଃ؞ਐಾ ۋ٭ت ،۰ਃ಻؇اܳټ ᄭᄟ؇੆اࠍ ሒᇭو

V (x) = V0x, m(x) = S0x+m0,
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ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج: ۰ਃಮ؇਍ು ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ݬ٭؞۰ ሌᇿإ ܳߺࠊݬިل ᄭᄟاᄴᄟوا ଫଃٺ؞గጻዧ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ لఈఃت ިොູ ሌᇿإ ا࠯࠵࠾ިء لࡤࡲ
d2ξ

dy2
+

(
α + 1

y
− 2y − β

)
dξ

dy
+

(
(γ − α− 2)− δ + β(α + 1)

2y

)
ξ = 0,

: ሒᇆঢ়৑Ⴄ၍ ؗިردن ඔ൹ၯ၍ ᄭᄟ݁أ؇د ༡ܭ ܳ٭ܝިن

Ψ(x) = exp
(
−µ

1
2

(
x2

2
+
η

µ
x

))
·
[
C1HeunB

(
α, β, γ, δ;µ

1
4

(
x+

S0AE
m0

))
+C2

(
µ

1
4

(
x+

S0AE
m0

))−α

HeunB
(
−α, β, γ, δ;µ

1
4

(
x+

S0AE
m0

))]
.

ً؇ݿٺ༱ڎام اࠍ੆ܭ আॻ༟ ؜ݱ٭۰ ଫଊّأُٺ ೑಻Ⴄ၍ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ݁ފ؇فܭ ۰੊݁أ؇ࠍ ሒᇭ اࠍ੅؇ݬ۰ ۱٭ިن ᄴᄟوال اܳأ؇ܳ٭۰ اܳڰأ؇ܳ٭۰ ᄕცلޝ اܳٺޚٴ٭ݑ ۱ڍا
ሒᇭ اᄴᄟوال ۱ڍه ৖৑ݿٺ༱ڎام ༥ڎࢴࣖة ً آڣ؇ڢ؇ لڰٺں و اৎ৊ټܹټ٭۰، أو ا৙৑ݿ٭۰ اᄴᄟوال أو اܳڰ؇فگ۰ ا୒ୖٷڎݿ٭۰ اᄴᄟوال ݁ټܭ اܳٺگܹ٭ڎل۰ اᄴᄟوال

اည৊ܝټڰ۰. اৎ৊ިاد ل؇ء ଩ଃوڣ واܳྡྷފྟ٭۰ ુળاܳـ ل؇ء ଩ଃڣ
؇ዛውᚶႤၽ݁ وߙߵݿ٭ڹ ۱٭ިن، ᄭᄟ݁أ؇د وّޚٴ٭ݑ ڣ۳ܾ ሒᇭ ݁ٺިاݪأ۰ ۰ᆇᆅ؇݁ފ ቕሹّگڎ ሌᇿإ اৎ৊ڍாணة ۱ڍه ௡ਤ૭૜ اࠍ۳੊ڎ، ۱ڍا ఈః༠ل ݆݁
ଫ଒أ܋ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ أَޙ۰݄ وݬژ ሒᇭ ؇ዛᔻڎا༱ݿٺ৖৑ ༥ڎࢴࣖة آڣ؇ق وڣٺں ،۰਒ಱڎ੆اࠍ ل۰ اܳٷޙݠ ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ ؇ዛዊ؜ ปฃؗ ৖৑ ل؇ݪ٭۰ ر Ⴇ၍داة

ّأگ٭ڎاً.

٣



ڲո֔دूेت 1:ׂ܋ץמؠոت اڤءۢڞ
١ॴయذا જੴ۰ة و ոֵء ચੴاڤء ᆃᅞ ٢מܙن

٢מܙن ڤပ࿮رل
ոֵء ચੴاڤء ᆃᅞ ոቌሕոׂ܋ץמؠ وּ֔ۖ ٢מܙن دوال 1 .1

(Heun Functions and Some of Their Applications

in Physics)

ոׂرൌฝמ١ 1. 1. 1ڲؠ׿ڲ١
ورڢ۰ ሒᇭ 1889 ༟؇م ሒᇭ (Karl Heun) ۱٭ިن Ⴄ၍رل ሒᇃ؇ৎ৊৙৑ا ل؇ݪ٭؇ت ීෂا ቕረ؇༟ ڢٴܭ ݆݁ ਵਦة ৙৑ول ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ݬ٭؞ب

”Über die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, deren ًأٷިان أݿ؇ݿ٭۰ ොຳټ٭۰
มฆܳا ۰ਃ಻؇اܳټ ۰ਊಾීෂا ݆݁ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت (ۋިل Integrale durch Kettenbrüche darstellbar sind”
َگ؇ط أرًؕ ጥ጑ٺஓ஄ มฆܳا اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت دراݿ۰ ި۱ "۱٭ިن" ۱ڎف Ⴄ၍ن ݁ފٺ݄ݠة). ًܝފިر ؇ዛኤఈః݁Ⴄၽّ ஓ஄ټ٭ܭ ஓ୷ܝ݆

.(∞ و ،a ،1 ،0 ؜ٷڎ ܳٺܝިن ොިل ُູ ؇݁ ً (༚؇ܳٴ؇ ۰ਃ಻؇ஓ୷ ීෂا اܳـଲ୍ة আॻ༟ (Regular Singular Points) ݁ٷٺޙ۰݄ ݁ٷڰݠدة
݁گ؇ر۰َ ଫଃ༠৙৑ا اܳأگڎ ሒᇭ ؇ୖ୒ިۋ اৎ৊ྡྷލިرة اොຳ৙৑؇ث ༟ڎد ّݯ؇؜ژ ۋ٭ت ݁ޝරඝاً، اَڰ༶؇ري ႟ၽ૰૖ ߙ߳اࢴࣖ ؇ዛኞ ا۱৖৑ٺ݄؇م إن

.2008 ปฆوۋ 1889 ༟؇م ݁ٷڍ اܳފ؇ًگ۰ اܳڰଫଐة ႟ၽً
: ሒሃ ଫଃ༠৙৑ا اܳأگިد ሒᇭ ًگިة اܳأగఒ޶ اܳٴۜت واۏ۰۳ ሌᇿإ ۱٭ިن ݁أ؇د৖৑ت ؜ިدة أݿٴ؇ب ඔ൹ً ݆݁ و

༡ܭ ؜ٷڎ ௧ਤޗٴ٭ ႟ၽ૰૖ ّޙ۳ݠ ا௰௯௫ٺܹڰ۰ ؇ୖ୒Ⴄၽނ؊ً ۱٭ިن ݁أ؇د৖৑ت أن ل؇ਃಮިن ଩ଃاܳڰ و༥ڎ :١ֵ اڤר܊ۑ ոֵء ચੴاڤء ᆃᅞ اڤ׫ؠ׿م .١
. ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ اৎ৊ފ؇فܭ ًأݥ

Maple (݁ټܭ ۰਒ಱڎ੆اࠍ ሒᇀިݿ؇੆اࠍ ଫଊ᛻੊اࠍ أَޙ۰݄ ًڰݯܭ :(Symbolic Computation) ١ֵতগൄളا اݾষܙ۰ץ١ ׂ܋ܙر .٢
؇ዝཛྷۊިا ؕ݁ واܳٺأ؇݁ܭ ؇ዛኤఈః݁ྥފܹފ وّިܳ٭ڎ ۱٭ިن ݁أ؇د৖৑ت ༡ߺࠊل ۋފ؇ب اৎ৊݄ܝ݆ ݆݁ أݬٴں ،(Mathematicaو

اܳٷޙݠي. اܳٺأگ٭ڎ ۋٴ྘ފ۰ ೑಻Ⴄ၍ أن ًأڎ ঌॻ݄اܳأ ይዧٺޚٴ٭ݑ ۰༡؇݁ٺ ۏأ۳ܹ؇ ؇ᆙᆘ ،۰༟๤ངو ࢻࣖڢ۰ اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰

٤



(1859–1929) ٢מܙن ပ྾رل :١ॴయاႤ႐ا اڤۻજੴة 1 .2
৖৑و ل۰، اܳٷޙݠ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊وا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ሒᇭ ّ۬؇݁؇ዝང؆࿓ اނዛውݠ ً؇رزاً، ؇ًਃ಻؇ৎ৊أ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽو݁٭ ل؇ݪ٭؇ت ر ቕረ؇༟ ٢מܙن ပ྾رل Ⴄ၍ن

۱٭ިن''. و``݁أ؇د৖৑ت ۱٭ިن'' لگ۰ ``ޗݠ ఈః༠ل ݆݁ اܳ٭ިم ปฆۋ ً ۋ٭ّ؇ ۬ᆙᆊا ߌ߳ال

واڤ׫֔ڪ߈ߣ 1. 2. 1اڤ༓۾ջة
َ؇ݿި. دوڢ٭۰ ۰ᆙᆗ؇༟ ؇ዛዊۋ٭ ೑಻Ⴄ၍ มฆܳا ،(Wiesbaden) ༉ؔۻץոدن ۰਍ಱ݁ڎ ሒᇭ 1859 لܭ أߓߵ 3 ሒᇭ ᄴᄟو اिऻמ୹୴د: •

ڣ྘ފٴ؇دن. ሒᇭ (Realschule) ل۰ اܳټ؇َި ً؇ৎ৊ڎرݿ۰ اܳٺۜݑ :෥ີ׿رिऻا اڤ׫֔ڪ߈ߣ •
وֈܙॾయ֏ڷ. ႚ႐ո٢ มฆ݁أ؇༥ ሒᇭ ل؇ء ଩ଃواܳڰ ل؇ݪ٭؇ت ීෂا درس :(1881 --1878) اݾո঻ڲ֔מ١ اႥ႐را١۰ •

ل۰. اܳـଲ୍و اܳٺިاڣگ٭؇ت ෠੼؇ل ሒᇭ ਗ৻ո٢ إدوارد ؕ݁ ᆇᅦܭ :ᄩᄟ؇۱ ሒᇭ –
۳ܙار݊ݤ. أڲո࠯ࡇوس وજੴ٢ڲոن ցॾఢજੴ۳ ֙ਫ਼੊إر إ๤ཇاف ොູب درس ਍ಾިؗ؞݆: ሒᇭ –
اఈዳዧ݁أ۰. واܳިޖ؇فژ ل۰ اܳـଲ୍و اܳٺިاڣگ٭؇ت ሒᇭ ዝཇ؇دّ۬ আॻ༟ ۋݱܭ :(1881) اႥ႐ټ׫ܙراه •

١ֵ෕ີॊूا واݾষמոة ાણץिऻا ඒ൴٤िऻا 2. 2. 1اिऻۻոر
݁ڎرݿ۰ ሒᇭ ً ݁ڎرݿ؇ ܳ٭أ݄ܭ إଫଐܹ෠ຶا ሌᇿإ اਐ಻گܭ ݁؇رًިرغ، ༥؇݁أ۰ ሒᇭ ݁ڎرس ܳگص আॻ༟ ᄩᄟިۋݱ ًأڎ إ൑วڪજઁا: ᆃᅞ ༦ඡاڤ׫׿ر •

.ඔ൹݁؇༟ ৎ৊ڎة ``أو྘ྲྀٷ؞۳؇م''
۱ިارد :ඔ൹ܹޗڰ ؇ዛዊ݁ أ෠ຶص وᄴᄟان). ؇ዛኗᄴᄟو ᄭᄥً݁وأر ؇݁؇༟ 14 ًـ ّܝଫଊه ೑಻Ⴄ၍) ոຖׅܙ ֙༉໠જ੾٢ ݆݁ ߙ߳وج :١ֵ ෕ີॊूا اݾষמոة •

.(1891) و૰૜؇رܳިت (1884)
༥؇݁أ۰ ݆݁ (venia legendi) ا৙৑ݿٺ؇ذل۰ ۰༥در আॻ༟ وۋݱܭ ؇ਃ಻؇ৎ৊أ ሌᇿإ ༟؇د :(1890 --1886) ڲמܙॴబت જઁؔة •

.(Privatdozent) ༠؇ص ๤ཚ؇༲ᆇᅒ ᆇᅦܭ ۋ٭ت ݁٭ਃ಻ިڹ،
ᄭᄟ؇༟৕৑ اࠍ੊؇݁أ۰ ଫଐܳك اݪޚݠه ؇ᆙᆘ ،ᄭᄥاܳݯྕ٭ اܳޚఈఃب رݿިم আॻ༟ ا؜ٺ݄ڎ ًܭ ،ً؇ਐಸ؇ٔ ً ؇ਊಾرا ๮ཚ؇گਐಱ لܝ݆ ቕረ اڤ׫ຣ׿ոֵت: –

.ّ۬๤ངأ

അ೪݄ݦڤ ᆃᅞ واڤרոວح ပ࿮ॴబပ࿮מिऻا ว്ܙ اڤ׫ٍܙل 1 .2 .3
:۰ਃ಻؇اܳټ ّ۬ଫଃ݁ފ ༃ံఈః݁ ࢻࣖأت و۱ٷ؇ك ݁ڎرݿ٭؇ً، ً ݁ڎرݿ؇ ܳ٭أ݄ܭ അ೪݄ݦڤ ሌᇿإ اਐ಻گܭ ،1890 ༟؇م ሒᇭ

.Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ٭గጻዧ ڣ۳݄۬ ܳٺأ݄٭ݑ દઊఈ႙၍و ޗި݁ފިن، ،༇ຍاਵؗ৖৑ لܹݠ، أو ݁ټܭ اܳأగఒ؇ء ঴঒؇ر أᆇᅦ؇ل درس :١ֵ اڤר܊ۑ اݾশڪءמ١ .١
اܳٺܝٷިܳިۏ٭۰ اܳٺޚٴ٭گ؇ت ۋިل 1886 ༟؇م (DMV) ل؇ݪ٭؇ت ይዧݠ ۰ਃ಻؇ৎ৊৙৑ا ا৵৩ৠأ٭۰ ሒᇭ ๤ཚ؇ො੼ة أܳࠔࠥ اڤஈஃ֔ܧ: જੴׅջاڤ׫ .٢

اܳأగఒ޶. ا௯௫௵ٺ݄ؕ إ࿾ே؇ب أٔ؇ر ؇ᆙᆘ ،Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ٭గጻዧ
ً ݿྟٴ؇ اܳٴۜت ۱ڍا وႤ၍ن اࠍ੆ݠ܋٭۰، اৎ৊ލఈ႙ၽت ۋިل ۰༲ݬڰ 100 ෠ູ؇وز ً ఈః݁ڰݱ ً ොຳټ؇ ܋ٺص :(1900) DMV ׂؠۑܽݦ .٣

ا৙৑ݿٺ؇ذل۰. ๴ང୍ଲܳـ ۬༲ߙߵނ٭ ሒᇭ ً ر྘ཬފ٭؇

٥



(1922 --1902) ပ྾رڤ෕ເوه ᆃᅞ 4. 2. 1ا۰ॊू׫ոذ١ֵ
اܳٺگٷ٭۰. Ⴄ၍ر๤ཏܳوه ༥؇݁أ۰ ሒᇭ ل۰ اܳٷޙݠ Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ٭గጻዧ ً أݿٺ؇ذا ۱٭ިن ඔ൹ُ༟ ،ਗ৻୹ည྾ ؔמڪמڎۥ ݆݁ ّިݬ٭۰ আॻ༟ ً ਍ಸ؇ء

وڲۻຐո׿ֵٝ: ּٝ୹୴܈ أ݄ݦز
ይዧأߺࠊم. اଫଊܳوݿ٭۰ اႤ၍৙৑دஓ୷٭۰ ሒᇭ ً ؜ݯިا ً ৖৑ۋگ؇ أݬٴں ո٢ڲڞ: ـܙرج •

྘཯ٷ؇. ༥؇݁أ۰ ሒᇭ ً أݿٺ؇ذا أݬٴں ؔמרոஈ࿦࿮ن: ڲոټۥ •
.1923 ༟؇م Ⴄ၍ر๤ཏܳوه ሒᇭ اܳأగఒ޶ ாணݿ٭۬ ሒᇭ ۱٭ިن ༠ܹژَ ո۰࠯ࡇن: ؔܙن ټܙرت •

.มฆاܳފިڣ٭ اොູ৖৑؇د ቕ቉ ߓߵఈః૭૏و ሌᇿإ ᄩᄟ؇گਐ಻ا ڢٴܭ ୒ୖ٭ިن ً ݁ފ؇༟ڎا ᆇᅦܭ ،(ଫ଒ل ިَ ஓ୷޶ إ اଫଃዝདྷܳة ଫଊ᛻੊اࠍ ۰ৎ৊؇༟ (ނگ٭ݑ :જઃֵ ֿܙ ચઁֵ ؔۑ •

ر༉ໝۻמ١) જઁؔات (୹୴ׅث اڤஈஃ֔ܧ ٢מܙن ոঁబج 1 .2 .5
اڤஈஃ֔ܧ ચੴټજઁاڤ اပ࿮िऻن اڤءજઁة

ورڢ۰ 12 ๤๑ฺ) ܋ިݴ ڣ ل۰ وَޙݠ اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت
ොຳټ٭۰).

݁٭ਃ಻ިڹ 1889 --1881

Ⴄၽਃ಻Ⴄၽ٭ৎ৊وا ( رو๸෾-ټܙոׂ-٢מܙن لگ۰ (ޗݠ اܳأڎدي اܳٺႤၽ݁ܭ
اࠍ੆ݠ܋٭۰.

ඔ൹ܳߓߵ 1902 --1890

اܳټިرة ሒᇭ وّޚٴ٭گ؇ّ۬ (Kinematics) ၿၛۑষاݾ ຐܫܯ আॻ༟ ଩ଃ܋ଫଐܳا
اᄴᄟߌ߳ل). ො੼ݠႤ၍ت (݁ټܭ اܳݱٷ؇؜٭۰

Ⴄ၍ر๤ཏܳوه 1922 --1902

اܳ٭ިم اৎ৊أݠوڣ۰ ሒሃو ৖৑ۋگ؇ً، ؇ዛዊ྘ފ౫౜భ ``܋ިّ؇'' ڢ؇م اܳأڎدي ይዧٺႤၽ݁ܭ لگ۰ ޗݠ ۱٭ިن ޗިر ոׂرൌฝמ١: ڲ୹୴ؼ܊١
اܳٺأܹ٭݄٭۰. اৎ৊ݠاۏؕ ݆݁ ොຳڍڣ۬ ۱٭ިن ྾ངا لޙُ޺޾ ؇݁ ً و༚؇ܳٴ؇ ``رو༇ຍ-܋ިّ؇''، لگ۰ ًޚݠ

واڤܙոؔة اજੴຑॊूة اڤۻרܙات 1 .2 .6
༟؇م اܳٺگٷ٭۰ ඔ൹ܳߓߵ ༥؇݁أ۰ ݆݁ ل۰ اܳڰۛݠ واᄴᄟ܋ٺިراه ،1912 ༟؇م (Geheimer Hofrat) ܳگص আॻ༟ ۋݱܭ :ᇆᆪાણاڤ׫ •

.1921

.1922 ༟؇م ሒᇭ ୍ଲٴৎ৊ا اܳٺگ؇༟ڎ আॻ༟ أଫଊ༥ه ؇ᆙᆘ ،ᄩፓ጑ނ ሌᇿإ أدت 1921 ༟؇م ሒᇭ د݁؇ؗ٭۰ ૭૖ܝٺ۰ أݬ྘ص اڤٍۢמ١: اॊूزڲ١ •
ݿٷިات. ఈఃٔث ًأڎ زوۏٺ۬ ً۬ وࠍ੆گب ပ྾رڤ෕ເوه، ۰਍ಱ݁ڎ ሒᇭ 1929 ਍ಱ؇ߌߵ 10 ሒᇭ ሒᇭިّ اڤܙոؔة: •

٢מܙن ႞႐دո֔िऻ ոֵۛמ١ ൄളا ֲۘոۢশ3. 1اݾ
ڲר׫܊ڵ١ ڲءۑدة ֿؠոط ֆּأر ጥ጑ٺஓ஄ ۰ਃ಻؇اܳټ ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د ؇ዛኡ؊ً ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ଩ଃറണ೺ اिऻءۑدة: اڤרؠոط ༓໧מ١ •

و݁؇ዛኡ৖৑؇ل۰). ،a ،1 ،0) ؜ٷڎ (Regular Singular Points)

༡ܭ ሒᇭ ඔ൹݁ٺٺ؇ܳ٭ ඔ൹ܹ݁؇݁أ ඔ൹ً ଲ୍ّار ఈః༟ڢ۰ আॻ༟ اࠍ੆ݱިل ஓ୷ܝ݆ ৖৑ ا૭૖৙৑ޔ، اৎ৊أ؇د৖৑ت ༟ܝݴ আॻ༟ اڤ׫ાણار: ոؓ୹୴ຐت •
.જઃأټ أو ڲո֔ڲ୹୴ت ١ׅ୹୴ׅ ඔ൹ً ఈః༟ڢ۰ ༥ިّڎ ًܭ اৎ৊ྥފܹފᄭᄥ؛
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اৎ৊ڰݠدة. ይዧٷگ؇ط ෛ੼ٺܹڰ۰ لఈఃت ިොູ ؜݆ ۰෠ູ؇َ ۱٭ިن، ᄭᄟأ؇دৎ৊ ً ො੼ܹ٭؇ ً ఈః༡ 192 ݆݁ ۰༟ިᆇ୞୘ ༥ިّڎ اୠଡ଼ୢڪמ١: اݾষݫݻل •
݆݁ ߌ߳ࢴࣖ ؇ᆙᆘ أ૭૖ޔ، ً ৖৑دوا ਐಱݯ݄݆ ො੼ڎد Ⴄၽّ݁ܭ ႟ၽނ ሒᇭ ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ஓ஄ټ٭ܭ ا৚৑ن ปฆۋ ل༥ިڎ ৖৑ اڤ׫ပ࿮ڲ࣬ࣽ: ا߫ࠉࠗ׭מڞ •

.๴ཚ؇ل ීෂا ّأگ٭ڎ۱؇

(Confluent Forms) ١۝ոশواݾ ١൑৭׿िऻا اပ࿮۳ॊूل 1 .4
أߓߵز۱؇: و݆݁ اৎ৊ڰݠدة، َگ؇ޗ۳؇ ``اࢾࣖ݁؇ج'' ؜ٷڎ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ݆݁ ෛ੼ٺܹڰ۰ أނႤၽل ོྡྷٺھ

(Kerr ''ଫଃ܋`` ݁گ٭؇س ༠ܹڰ٭۰ ሒᇭ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟ݁أ؇د ༡ߺࠊل ሒᇭ وّޙ۳ݠ :(Confluent Heun) ١൑৭׿िऻا ႞႐دո֔िऻا •
.metric)

ݿٺ؇رك). ଫଃٔ؊ّ) ۰ਃಮ؇ً۳ݠ៺ ৖৑؇෠੼ت وۏިد ሒᇭ اᄳᄟرة ݁ފ؇فܭ ሒᇭ و૭૜ٺ༱ڎم :(Biconfluent) ١ॴటոاڤ׭ר ١൑৭׿िऻا ႞႐دո֔िऻا •
''ިਃಾ؇݁`` دوال ݁ټܭ ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ ݁أݠوڣ۰ أරඝى دوال ۱٭ިن دوال ᄭᄥف؇༟ ොູب ਍ಾڎرج જੴ቎ຸة: ١۝ոຑ أပ࿮۳ل •

ل۰. اܳـଲ୍و ``܋ިܳިم'' ودوال ،(Lamé) ``৖৑݁٭۬'' ودوال ،(Mathieu)

ոֵء ચੴاڤء ᆃᅞ ٢מܙن ڲո֔دूेت ׂ܋ץמؠոت 1 .5
݁گ؇྘཯ݴ ؕ݁ ይዧٺأ؇݁ܭ لݯޚݠ۱ܾ ؇ᆙᆘ ݁ٺٴگ٭۰، ``૭૖٭ޚ۰'' ݁ފ؇فܭ وۏިد ༟ڎم ሌᇿإ اᄴᄟوال ዛኞڍه ا଩ଐৎ৊اࢴࣖ ඔ൹ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ا۱ٺ݄؇م ߌߵۏؕ

:؇ዛኤ؇ّޚٴ٭گ أ۱ܾ و݆݁ .আॻ༟أ أًأ؇د أو ً ّأگ٭ڎا ଫ଒أ܋ ۰ਃ಻Ⴄၽ݁
اڤـڎܙن: وຐܫܯ اڤո֔ڲ١ اڤ༓ۻ༐מ١ •

(Kerr) ''ଫଃ܋`` ݁گ٭؇س ݁ټܭ ݁أ٭ٷ۰ ۱ٷڎݿ٭۰ ༠ܹڰ٭؇ت ሒᇭ ۰༥ިৎ৊ا ৎ৊أ؇د৖৑ت دڢ٭گ۰ ༡ߺࠊل ෠ຬ৕৑؇د ل۰ ๤ཚور ّأڎ –
.(Schwarzschild) ''ᄴᄥނިارزނ٭`` و݁گ٭؇س

ا৵৤ৠފ۰). ا৙৑ًأ؇د (݁ټܭ আॻ༟৙৑ا ا৙৑ًأ؇د ሒᇭو اܳފިداء، اܳټگިب ሒᇭ ل۰ ا௱௯௫ިر ا৖৑ݪޚݠاً؇ت دراݿ۰ ؜ٷڎ ّޙ۳ݠ –
:ਲਤاڤـ ပ࿮ॴబပ࿮وڲמ ١ֵ اႤ႐ر ոֵء ચੴاڤء •

.(Stark effect) ``ݿٺ؇رك'' ଫଃٔ؊ّو ሒᇃިل৙৑ا ඔ൹༥ୖ٭ڎرو୒ا ඹජيء دراݿ۰ ሒᇭ ૭૜ٺ༱ڎم –
ਐಾݯ݄݆ มฆܳا واࠍ۳੊ިد اৎ৊ݞدوج ``݁ިرس'' ۏ۳ڎ ݁ټܭ ݁أ٭ٷ۰، ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ࠍ۳੊ިد ``๤ཇود෠ຶݠ'' ᄭᄟ݁أ؇د ༡ߺࠊل ሒᇭ ّޙ۳ݠ –

ෛ੼ٺܹڰ۰. ೞಾر ݆݁ ༟ܝފ٭۰ ڢިى
اऻཻڎ׭ء١: اոिऻدة ոֵء ચੴؔ •

اᆇᅀܳ޶ وا৖৑ཹྥލ؇ر ل۰ اܳٴߺࠊر اৎ৊ިاد ሒᇭ (Dislocations) ا৖৑ݪޚݠاً؇ت ᄎცݠොຳ اৎ৊ٺأܹگ۰ اܳޙިا۱ݠ ۰༥ڍஓ஁ ሒᇭ ༟؇૭૜ڎ –
.؇ዛዀڣ
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ا٢જ੻िऻרոت ּۖ֔ :2 اڤءۢڞ
ֵءոت اڤ׫֔ۑ و

:z0 ֍ר׿ ส്ڪמڪמ١ f ႞႐اႥ႐ا 2 .1
ොູگݑ: إذا z0 ؜ٷڎ ොູܹ٭ܹ٭۰ ؇ዛኡأ f ؜݆ َگިل :؉ֵ ׂ֔ۑ

∃r > 0, ∃(Cn)n∈NN , ∀z ∈ BKN (z0, r) : f(z) =
∑
n∈NN

Cn(z − z0)n

f : BKN (z0, r) ⊂ KN −→ C

∑
n∈NN

|Cn||z − z0|n < +∞ ∀z ∈ BKN (z0, r) (1)
(੯੩݁ޚ (ّگ؇رب

.C اৎ৊ݠ܋ٴ۰ ا༟৙৑ڎاد ۋگܭ أو R اࠍ੆گ٭گ٭۰ ا༟৙৑ڎاد ۋگܭ K

(z − z0)n =
N∏
k=1

(zk − z0,k)ηk , n = (ηk)
T k=N
k=1 ∈ NN (2)

Riemann P-symbol : رո଄૨ن ୡୠଡ଼܋܅ اڤո֔م اڤજઁټמ֦ 2 .2

P


z1 z2 . . . zn ∞
ρ
(1)
1 ρ

(1)
2 . . . ρ

(1)
n λ1 z q

ρ
(2)
1 ρ

(2)
2 . . . ρ

(2)
n λ2

 (٣)

. ١ॴబոاڤ׭ ١ॻయൄളا ڲڷ اڤ׫ءոۛڪמ١ ո֔िऻոּدूेت ١۝ոຑ ᆃᅴو
(
d2y

dz2
+ p(z)

dy

dz
+ q(z)y = 0

)
(٤)

٨



: ส്ؠۂ إذا ڲר׫܊ڵ١ ׂءۑد ֿؠ܋١ أֿٝ zi ֍ڷ ֿؠܙل ୘ଽوڤـ zi اिऻר׫܊ڵ١ اڤ׫ءۑد ֿؠոط ֆؓڲܙا : اॊूول اڤۢ؉ •
(

limz→zi(z − zi)p(z)
limz→zi(z − zi)2q(z)

)
∈ C2 (٥)

: ټܙن ڲڷ اڤ׫ٍؠۂ ∞ؔמّ֦ ֍ڷ ոأڲ •


lim|z|→∞

1/z
p(z)

1/z2

lim|z|→∞
1/z2

q(z)

 ∈ C2 (٦)

ּءۑض ቬቘوذ ڲר׫܊ڵ١ ֿؠ܋١ တ࿮ڤ ؔۑو༓໧מܙس ႞႐دո֔ڲ ຒݫݻل : واڤ׭ոڤ֛ ᆃᄴոاڤ׭ اڤۢ؉

y(z) =
+∞∑
n=0

an(z − zi)n+λ (٧)

: ൑ว׿ اڤ׫ءոۛڪמ١ ႞႐دո֔िऻا ᆃᅞ ո቎໐ֵ وׂ֔ܙ

0 =
+∞∑
n=0

an(z − zi)n+ρi−2
[
(n+ λ)(n+ λ− 1) + (z − zi)p(z)(n+ λ) + (z − zi)2q(z)

] (٨)

(n+ λ)(n+ λ− 1) + (z − zi)p(z)(n+ λ) + (z − zi)2q(z) = 0 ∀z, ∀n ∈ N (٩)
: إذن

ρi(ρi − 1) + ρi lim
z→zi

(z − zi)p(z) + lim
z→zi

(z − zi)2q(z) = 0 (١٠)

: જੴ֏׫िऻا ༖໧ץ׿ֵڞ ֿؠܙم ոॾబշؔ ڲר׫܊ڵ١ ׂءۑد ∞ֿؠ܋١ ూబပ྾ إذا ոأڲ

y(z) = u(t) و z =
1

t
(١١)


dy

dz
=
dt

dz

du

dt
= − 1

z2
du

dt
= −t2du

dt
d2y

dz2
= 2t3

du

dt
+ t4

d2u

dt2

(١٢)

: ոቌሾּؠոڤۻ ڲပ࿮ؔכ١ ׂءոۛڪמ١ ႞႐دո֔ڲ ոॾఢႥ႐ ؔ׫ۢץث
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d2u

dt2
+ p̃(t)

du

dt
+ q̃(t)u = 0 (١٣)

: ١ॴయोूا ႞႐دո֔िऻا ว്ڞ ᇆᆺ

λ(λ− 1) + λ lim
t→0

tp̃(t) + lim
t→0

t2q̃(t) = 0 (١٤)
: (Generalized Hypergeometric function) اिऻ֔ڵڵ١ ٢ר׿۰מ١ ؔܙق ႞႐اႥ႐ا 2 .3

: ًـ وّأݠف pFq ًـ ؇ୖ୒ ਲ਼ਦߌߵ : ؉ֵ اڤ׫֔ۑ

pFq(a; b; z) =
+∞∑
n=0

∏p
k=1(ak)n∏q
k=1(bk)n

· z
n

n!
(١٥)

(p, q) ∈ N2, (a, b) ∈ Cp × (Cq/− Nq) : ؼמ֛ (١٦)
: ا༉ໝൄളۻמ١ ֲۘոۢশاݾ

. z ∈ C ႟၍ أ༥ܭ ݆݁ ݁ٺگ؇ر۰ً ᄭᄥاܳފܹފ p ≤ q Ⴄ၍ن إذا •
ً ؇༲٭ොේ ً ༟ڎدا ak Ⴄ၍ن إذا اَگޚ؇ع ᄭᄥྥފܹފৎ৊ا ୒ୖڍه .ොຬڎث |z| < 1 أ༥ܭ ݆݁ ݁ٺگ؇ر۰ً ᄭᄥاܳފܹފ p = q+1 Ⴄ၍ن إذا •

ً ݿ؇ܳٴ؇
. ݿ؇ܳص ොේ٭ں ༟ڎد ak ොຳ٭ت k ل༥ިڎ أن ෠ຬص p > q + 1 Ⴄ၍ن إذا •

: 0 ෠ຳިار ۰ਃಾ৚৑ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ༡ߺࠊل أ༡ڎ ሒሃ •

[
z

q∏
i=1

(
z
d

dz
+ bi − 1

)
− z

p∏
j=1

(
z
d

dz
+ aj

)]
y(z) = 0 (١٧)

: (Gamma function) ոڲո຋ ႞႐اႥ႐4. 2ا
: ؉ֵ اڤ׫֔ۑ

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1 · e−tdt, Re(z) > 0 (١٨)
: ּـ n ∈ N ֆڲ −n− 1 < Re(z) < −n ؼמ֛ z ∈ C ࣷ࣬ຐ ոوֿ֔ۑ٤ؔ

١٠



Γ(z) =
Γ(z + n)∏n−1
k=0(z + k)

(١٩)

: ا༉ໝൄളۻמ١ ֲۘոۢশاݾ ּۖ֔

Γ(z) = lim
n→∞

n!nz∏n
k=0(z + k)

∀z /∈ −N (٢٠)
ո຋وس) ؉ֵ (ׂ֔ۑ

=
e−γz

z

∞∏
n=1

ez/n

1 + z
n

(٢١)

ոؔܽݦજઁ۳اس) ؉ֵ (ׂ֔ۑ

ζ(s) · Γ(s) =
∫ ∞

0

xs−1

ex − 1
dx, Re(s) > 1 (٢٢)

Γ(z) · Γ(1− z) = π

sin(πz) (٢٣)
•

Γ

(
n+

1

2

)
=

(2n)!

4n(n!)

√
π (٢٤)

: ցڤמרજੴ۰׫ ۝מ֏١

Γ(x) ∼x→∞

√
2π

x

(x
e

)x
exp

(
+∞∑
m=1

B2m

2m(2m− 1)x2m−1

)
(٢٥)

: ؼמ֛ ᆃᅰ݄ݦֿܙ أຐ׿اد Bm ، ؼؠמޅޜ ຐ׿د x و

B0 = 1,
n∑

K=0

(
n+ 1

K

)
BK = 0 (٢٦)

: ڲרٝ x ∈ Cn−k+1 ڤמڎڷ : ؉ֵ ׂ֔ۑ : Bn,k ႞႖ཻڎ׫ڵऻا જੴ຋ ॴ఩ڞ ຒ׿ود 5. 2ټ׭જੴات

Bn,k(x) =
∑

j∈Mn,k

n!∏n−k+1
i=1 (ji!)

·
n−k+1∏
i=1

(xi
i!

)ji (٢٧)

١١



Mn,k =

{
{ji}i=1,...,n−k+1 ⊂ N ;

n−k+1∑
i=1

ji = k ,
n−k+1∑
i=1

iji = n

}
(٢٨)

႞႖ཻڎ׫ڵऻا ॴ఩ڞ ຒ׿ود ټ׭જੴات Bn =
∑n

k=1Bn,k

: (Bruno’s Formula Faa di) ݄ݦوֿܙ دي ոؔ ۝מ֏١ 2 .6
(f, g) ∈ Cn(Y,A)× Cn(X,Y ) ڤמڎڷ : اڤۢמ֏١

. K ᆃᅞ ١ຒڲء׫ܙ ჸ૏ૉܙոຐت A,X, Y ؼמ֛

dn

dxn
(f ◦ g)(x) =

n∑
k=1

(
dkf

dgk

)
(g(x)) · Bn,k(Gn,k)(x) (٢٩)

, Gn,k =

{
di

dxi
g

}
i=1,...,n−k+1

, x ∈ X (٣٠)

: أن ༖ਫ਼੊ר׫د ڲרٝ و

(dnf)(x)
(dg)n(x)

=

dn

dxn
(f ◦ g−1)(x)−

∑n−1
k=1

dkf
dgk

(g−1)(x) · Bn,k(Gn,k)(x)

Bn,n(Gn,n)(x)
(٣١)

n ∈ N∗/{1}

(df)(x)
(dg)(x)

=

(
1

dg
dx
(x)

)(
d(f ◦ g−1)

dg

)
(x) (٣٢)



(
df−1

df

)
(f)(x) =

1
df
dx
(x)

(
df

df−1

)
(f−1)(x) =

1
df−1

dx
(x)

(٣٣)

: ؉ֵ اڤ׫֔ۑ : (Elliptic functions Jacobi) ١ॴ఩اڤמ֔ؠܙ ا٢ॆूڪמّמ١ ႞႐اႥ႐7. 2ا


Fk(ϕ) =

∫ ϕ

0

dθ√
1− k2 sin2 θ

= u ∈ R

F−1
k (u) = ϕ ∈ R , k ∈ [0, 1]

(٣٤)

١٢



: ᆃᄷोूပ྾ ᆃᅴ ١ॴ఩اڤמ֔ؠܙ اႥ႐وال

sn(u, k) = sinϕ
cn(u, k) = cosϕ

dn(u, k) =

√
1− k2 sin2 ϕ

(٣٥)

: ١۝ոຑ ոຒूेت
k = 0 : •

sn(u, 0) = sinu , cn(u, 0) = cosu , dn(u, 0) = 1 (٣٦)
: ڲרٝ ϕ ∈ [0, π

2
] و k = 1 ပ྾ن إذا •

sn(u, 1) = tanhu , cn(u, 0) = dn(u, 0) = sechu (٣٧)

: اिऻ۾׫ؠոت

d

du
sn(u, k) = cn(u, k) dn(u, k)

d

du
cn(u, k) = −sn(u, k) dn(u, k)

(٣٨)

: ո׫༉໰ دوال ּܙا۰܋١ ոֵء٤ ׂ֔ۑ


sn(u, k) =
θ3(0, q) · θ1(û, q)
θ2(0, q) · θ4(û, q)

cn(u, k) =
θ4(0, q) · θ2(û, q)
θ2(0, q) · θ4(û, q)

dn(u, k) =
θ4(0, q) · θ3(û, q)
θ3(0, q) · θ4(û, q)

(٣٩)

ۋ٭ت q = eiπτ , τ = i
K ′

K
, û =

u

2K
(٤٠)

K =

∫ π
2

0

dθ√
1− k2 sin2 θ

, K ′ =

∫ π
2

0

dθ√
1− (1− k2) sin2 θ

, 0 < k < 1 (٤١)

١٣



ֆڲ


θ1(z, q) = 2
+∞∑
n=0

(−1)nq(n+
1
2
)2 sin((2n+ 1)πz)

θ2(z, q) = 2
+∞∑
n=0

q(n+
1
2
)2 cos((2n+ 1)πz)

θ3(z, q) = 1 + 2
∞∑
n=1

qn
2 cos(2nπz)

θ4(z, q) = 1 + 2
∞∑
n=1

(−1)nqn2 cos(2nπz)

(٤٢)

. C ࣷ࣬ຐ ١ॴ఩اڤמ֔ؠܙ ا٢ॆूڪמّמ١ اႥ႐وال ଄૵׿ࠥࡇ ոڎרר଄૨ ؉ֵ اڤ׫֔ۑ ٢׾ا ּܙا۰܋١ : ڲ୹୴ؼ܊١
ڤמڎڷ : (Peano’s Existence Theorem) ոॴ఩ֿܙ 8. 2ڲ٢જ੻ר١

∀a, b > 0, ∀(t0, y0) ∈ R× R, ∀f ∈ C ([t0 − a, t0 + a]× [y0 − b, y0 + b]) (٤٣)

∃y ∈ C1 ([t0 − h, t0 + h], [−M,M ]) ∩ C ([t0 − a, t0 + a], [y0 − b, y0 + b]) : (٤٤)



dy

dt
(t) = f(t, y(t)) , ∀t ∈ [t0 − h, t0 + h]

y(t0) = y0 , h = min
(
a,

b

M

)
.

M = max {|f(t, y)| : (t, y) ∈ [t0 − a, t0 + a]× [y0 − b, y0 + b]}

(٤٥)

: (Picard-Lindelöf Theorem) ڤמר׿ڤܙف - ပ࿮ॴ఩ر ١ֵ 9. 2ֿ܊ۑ

∀a, b > 0, ∀(t0, y0) ∈ R× R, ∀f ∈ C ([t0 − a, t0 + a]× [y0 − b, y0 + b],R) (٤٦)

(٤٧)
, Mf < +∞, ∃! y ∈ C1 ([t0 − h, t0 + h], [−M,M ]) ∩ C ([t0 − a, t0 + a], [y0 − b, y0 + b]) :
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(٤٨)

dy

dt
(t) = f(t, y(t)) ∀t ∈ [t0 − h, t0 + h]

y(t0) = y0 , h = min
(
a,

b

M

)
.

M = max {|f(t, y)| : (t, y) ∈ [t0 − a, t0 + a]× [y0 − b, y0 + b]}

Mf = sup
{∣∣∣∣f(t, y1)− f(t, y2)y1 − y2

∣∣∣∣ : (t, y1, y2) ∈ [t0 − a, t0 + a]× [y0 − b, y0 + b]2
}

: ڲ٢જ੻ר١ 2 .10

∀r > 0, ∀(t0, y0) ∈ R× CN , ∀A ∈ C
(
[−r + t0, t0 + r],MN×N(CN)

) (٤٩)

, ∃! y ∈ C1([−r + t0, t0 + r],CN) :


dy

dt
(t) = A(t) · y(t)

y(t0) = y0

(٥٠)

ؕ݁



y(t) =

(
I +

∞∑
n=1

Φn(t, t0)

)
· y0

Φn(t, t0) =

∫ t

t0

∫ t1

t0

· · ·
∫ tn−1

t0

n∏
k=1

A(tk) dtn . . . dt2 dt1

∥Φn(t, t0)∥ ≤
|t− t0|n

n!
(sup {∥A(t)∥ : t ∈ [t0 − r, t0 + r]})n

(٥١)

١٥



اڤո֔ڲ١ ٢מܙن ႞႐دո֔3:ڲ اڤءۢڞ
: Heun ٢מܙن ႞႐دո֔िऻ ا۰ո۰ॊूמ١ اڤۢמ֏١ 3 .1

: ሒᇆ৚৑ا اܳٷۜި আॻ༟ ሒሃ اܳأ؇۰݁ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د

(1) . . .
d2y

dz2
+

(
γ

z
+

δ

z − 1
+

ε

z − a

)
dy

dz
+

αβz − q
z(z − 1)(z − a)

y = 0 (٥٢)

: }ۋ٭ت
(α, β, γ, δ, ε, q, a) ∈ C6 × C/{0, 1} (parameters)

γ + δ + ε = α + β + 1

. (Fuchsian type) ๴ཏި܋ اܳڰ اܳٷިع ݆݁ ᄭᄟأ؇دৎ৊وا z = 0, 1, a,∞ ؜ٷڎ اৎ৊ٷٺޙ۰݄ اܳٺڰݠد َگ؇ط
. (singularity parameter) اܳٺڰݠد ஓ୾أ޺޾ ؇ዛው݄٭૭૜ وஓ୷ܝ݆ اܳټ؇ܳټ۰ اܳٺڰݠد َگޚ۰ ݁ިڢؕ ොຬڎد a اৎ৊أ޺޾

. (exponent parameters) ا৙৑ݿݴ ݁أగఒ؇ت ؇ዛው݄٭૭૜ وஓ୷ܝ݆ اܳٺڰݠد َگ؇ط ؜ٷڎ ا৙৑ݿݴ α, β, γ, δ, ε

. ( parameter

accessory or auxiliary) اৎ৊ފ؇༟ڎ أو ሒᇭ؇ݪ৕৑ا اৎ৊أ޺޾ ް݄૭૜ q أ݁؇

: (2) ሐᇭႤၽّ (1) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا

z(z − 1)(z − a)d
2y

dz2
(z)+ [γ(z − 1)(z − a) + δz(z − a) + εz(z − 1)]

dy

dz
(z) (٥٣)

+(αβz − q)y(z) = 0 . . . (2) (٥٤)
: જੴ֏׫िऻا ֵڞ ส3 .2 .1്ܙ : ٢מܙن ႞႐دո֔ڲ ୹୴ֵت ส്ܙ 3 .2

←− z
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z (1) 1− z (2) 1

z
(3) 1

1− z
(4)

z

z − 1
(5) z − 1

z
(6) z

a
(7) a− z

a
(8)

a

z
(9) a

a− z
(10) z

z − a
(11) z − a

z
(12)

z − a
1− a

(13) z − 1

a− 1
(14) 1− a

z − a
(15) a− 1

z − 1
(16)

z − a
z − 1

(17) z − 1

z − a
(18) z − a

a(z − 1)
(19) (a− 1)z

a(z − 1)
(20)

a(z − 1)

z − a
(21) a(z − 1)

(a− 1)z
(22) z − a

(1− a)z
(23) (1− a)z

z − a
(24)

. ༠؇ݬ۰ ৖৑؇༡ت ۱ٷ؇ك ّܝިن ڢڎ ܳـܝ݆ اܳٺڰݠد َگ؇ط َڰݴ ༟؇م ႟ၽ૰૖ ཯ྡྷٺھ ৖৑ لఈఃت اܳٺۜި ۱ڍه
ި۱ اৎ৊گݱިد : y ႞႐اႥኲቘ اڤؠܙة ֵڞ ส്ܙ 3 .2 .2

y(z) = zρ(z − 1)σ(z − a)τ ỹ(z) (٥٥)

: ۋ٭ت Q̃ و P̃ ᄭᄟاᄴᄟ؇ً ુળ༲اܳٺ أي ۰ஓ୴ఈః݁ ଫ଒أ܋ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ۏأܭ ި۱ لܭ اܳٺۜި ۱ڍا ݆݁ اܳڰ؇ࢱࣖة

d2ỹ

dz2
(z) + P̃ (z)

dỹ

dz
(z) + Q̃(z)ỹ(z) = 0 (٥٦)



P̃ (z) =
γ + 2ρ

z
+
δ + 2σ

z − 1
+
ε+ 2τ

z − a

Q̃(z) =
ρ(ρ− 1 + γ)

z2
+
σ(σ − 1 + δ)

(z − 1)2
+
τ(τ − 1 + ε)

(z − a)2

+
2ρσ + γσ + δρ

z(z − 1)
+

2ρτ + ερ+ γτ

z(z − a)
+

2στ + δτ + εσ

(z − 1)(z − a)

+
αβz − q

z(z − 1)(z − a)

(٥٧)

P̃ = 0 ڣ؆ن ρ = −γ
2
, σ = −δ

2
, τ = −ε

2
Ⴄ၍ن إذا ،ًఈఃټᆇᅫ

(τ, δ, ρ) ∈ {0, 1− ε} × {0, 1− δ} × {0, 1− γ} Ⴄ၍ن إذا أو
. Q̃ ሒᇭ ݁ިۏިد ଫଃ༚ لݱٴں (z − a)2 و (1− z)2 و z2 ًـ ੯੩ٺأৎ৊ا ڣ؆ن

(τ, σ, ρ) ∈ {0, 1− ε} × {0, 1− δ} × {0, 1− γ} Ⴄ၍ن إذا أ݁؇
اܳފ؇ًگ۰. ً؇ৎ৊أగఒ؇ت ݁ٺأܹگ۰ ؇۳ၯ၍و (α̂, β̂, γ̂, δ̂, ε̂, q̂) ّݱٴں q ሒᇭ؇ݪ৕৑ا اৎ৊أ޺޾ ؕ݁ (α, β, γ, δ, ε) ا৙৑ݿݴ ݁أగఒ؇ت ڣ؆ن
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٢מܙن: ۝מ֏١ ᅽᅰإ ڲר׫܊ڵ١ ڲءۑدة ֿؠոط ֆּأر ذات ႞႐دո֔ڲ ֵڞ ส്ܙ 3 .2 .3
W : C/{a1, a2, a3, a4} −→ C و (a1, a2, a3, a4) ∈ C4 اৎ৊ڰݠدة اܳٷگ؇ط

: ۋ٭ت

d2W

dz2
+ P (z)

dW

dz
+ q(z)W (z) = 0 (٥٨)

P (z) =
4∑
r=1

1− αr − α′
r

z − ar
(٥٩)

q(z) =
1

G(z)

(
λ+

∑4
r=1 αrα

′
r
dG
dz

∣∣
z=ar

z − ar

)
(٦٠)

∑4
r=1 αr + α′

r = 2 , G(z) =
∏4

r=1(z − ar)

: ૭૙ٺأ݄ܭ (0, 1,∞) ሌᇿإ (a1, a2, a4) اܳٷگ؇ط ܳٷۜިل

ζ =
z − a1
z − a4

· a2 − a4
a2 − a1

(٦١)

: ሌᇿإ لܭ اܳٺۜި ۱ڍا ًأڎ a ڣٺݱٴں

a :=
a3 − a1
a3 − a4

· a2 − a4
a2 − a1

(٦٢)

: ڣ۳ި ᄭᄟاᄴᄟا لܭ ިොູ أ݁؇

W (ζ) = ζα1(ζ − 1)α2(ζ − a)α3y(ζ) (٦٣)

:١ֵոቌሒ୹ቤቘا ֍ר׿ ڲءۑدة وֿؠ܋١ ৭്׿ودة ڲءۑدة ֿؠոط ୹୴ׅث ذات ႞႐دո֔4. 2. 3ڲ
ᄭᄟ؊ފగጻዧ ݁ٷٺޙ۰݄ ݁ڰݠدة َگ؇ط (a1, a2, a3, a4) ∈ C3 × {∞}

d2W

dz2
+ P (z)

dW

dz
+ q(z)W = 0 (٦٤)
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P (z) =
3∑
r=1

1− αr − α′
r

z − ar
(٦٥)

q(z) =
1

H(z)

(
αα′z + µ+

∑3
r=1 αrα

′
r
dH
dz

∣∣
z=ar

z − ar

)
(٦٦)

H(z) =
3∏
r=1

(z − ar) (٦٧)

: ሒᇆ৚৑Ⴄ၍ ި۱ ଫଃٺ؞ৎ৊ا لܭ ިොູ
ζ =

z − a1
a2 − a1

(٦٨)

a :=
a3 − a1
a2 − a1

: وَݯؕ 0, 1 ሌᇿإ a1, a2 ොຶިل ۋ٭ت

: ႞႐اႥኲቘ ෥ີॊूا ֵڞ اڤ׫ٍܙ 3 .2 .5
y(z) = eκzŷ(z) , κ ̸= 0

. ݁ٷٺޙ۰݄ ଫଃ༚∞ اৎ৊ڰݠدة اܳٷگޚ۰ ۏأܭ ሒᇭ ଫଃٔ؊ّ ᄩᄟ ܳـܝ݆ C.H.E ۰෠੼ڎৎ৊ا اܳݱ٭ؐ ؕ݁ اܳٺأ؇݁ܭ ሒᇭ ݁ڰ٭ڎ
. اܳگ٭؇ݿ٭۰ ۱؇ن มฆܳ݁أ؇د আॻ༟ ਍ಱޚٴݑ ৖৑ ި۱ ً ؇݁ިᆇᅦ

z = u2 : ୘কॴ఩ જઁاڤ ֵڞ 6. 2. 3اڤ׫ٍܙ

༟؇دل۰. ∞َگޚ۰ أو z = 0 ؜ٷڎ ا৙৑وܳ٭۰ اৎ৊ڰݠدة اܳٷگޚ۰ ّݱٴں (1 : જੴׅջاڤ׫
. ؇ዝཏأݿ ݁ݯ؇؜ڰ۰ ؕ݁ ݁ٷٺޙ۰݄ أوܳ٭۰) ଫଃ༚) اৎ৊ٷٺޙ۰݄ اৎ৊ڰݠدة اܳٷگޚ۰ ّޙܭ (2

. ؇ዛውྟོر ݁ݯ؇؜ڰ۰ ؕ݁ ݁ٷٺޙ۰݄، ଫଃ༚∞ أو 0 ؜ٷڎ اৎ৊ٷٺޙ۰݄ ଫଃ༚ اৎ৊ڰݠدة اܳٷگޚ۰ ਊಾࠔࠥ (3
. u0 = ±z 1

2 ۋ٭ت ඔ൹ل රඝأ ඔ൹گޚٺ਍ಸ ّأިض z ̸= 0,∞ ۋ٭ت اৎ৊ڰݠدة اܳٷگޚ۰ (4
: z = u

1
2 : ෥ເاڤ֔ڎ ୘কॴ఩જઁاڤ ֵڞ 7. 2. 3اڤ׫ٍܙ

. وا༡ڎة ݁ڰݠدة َگޚ۰ ڣٺݱٴں (z0 = ±1) اৎ৊ٺٷ؇ޖݠة اৎ৊ڰݠدة َگ؇ط ؕ݁ اܳٺأ؇݁ܭ ሒᇭ ݁ڰ٭ڎة
.
(
du

1
2

dv
=

1

2u
1
2

)
৙৑ن z0 = 0 ؜ٷڎه ّڰݠد َگޚ۰ ّޙ۳ݠ ڢڎ

: اिऻ׭ڪ׭מ١ اո֔िऻدूेت ּۖ֔ ֵڞ ส3 .2 .8്ܙ
١٩



اܳٺ؇ܳ٭۰: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ؇਍ಱᄴᄟ

(1 + A cos 2θ)d
2y

dθ2
+B sin(2θ)dy

dθ
+ (C +D cos 2θ)y = 0 . . . (F) (٦٩)

. C ݆݁ ೑ಸٔިا C و B و A ۋ٭ت
وොູگݑ ّڰݠد) َگޚ۰ (∞྘ܳފب ݁ٷዛው٭۰ ؇ዛው݄ڢ٭ (F) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّڰݠد َگ؇ط

: أن ૭૙ྥٷٺھ إذن . θ ∈ C ؕ݁ 1 + A cos(2θ) = 0

θ ∈ C/R ⇐⇒ A ∈ C/ (]−∞,−1] ∪ [1,+∞[) (٧٠)

ّڰݠد َگ؇ط أي আॻ༟ ොູٺިي ৖৑ S = {(x+ iy) ∈ C : x ∈ R, y ∈ R, |y| < ∆} ۰༟ި݄௵௯௫ا ሒᇿ؇ܳٺ؇ً
(∀θ ∈ S : 1 + A cos θ ̸= 0) أي (٧١)

1− A2 = Â2
2, Â

2
1 و

و

∆ =
1

2
min

(∣∣∣∣∣ln
∣∣∣∣∣−1 + Â1

A

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣ln
∣∣∣∣∣−1 + Â2

A

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
)

(٧٢)

ᄭᄟ݁أ؇د ۊݱ؇فݧ ොູگݑ ොຳ٭ت (F) ܳـ Ⴄၽ݁ڣ۰٪ ᄭᄟ݁أ؇د إ૰૙؇ء ஓ୷ܝٷٷ؇ y(x) = l(x)ŷ(x) ۋ٭ت y ᄭᄟاᄴፁዧ ݁ٷ؇ݿص لܭ ިොູ ؕ݁
: ި۱ ๴ང؇ݿ৙৑ا لڰ۳؇ وّأݠ (Hill) ۱٭ܭ

d2y

dx2
(x) + q(x) · y(x) = 0

∃T > 0 : q(x+ T ) = q(x) ∀x ل۰) دور ᄭᄟداq)

z = sin2 θ : ሒᇆ৚৑ا لܭ ً؇ܳٺۜި َگިم
: إذن

: ሒᇆঢ়৑Ⴄ၍ (F) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّݱٴں لܭ اܳٺۜި ًأڎ
(٧٣)

d2y

dz2
+

[
1

2z
+

1

2(z − 1)
+

(1− 2a)B

2(z − a)

]
dy

dz
+

[
(1− 2a)Dz − 1

2
(1− 2a)(C +D)

2z(z − 1)(z − a)

]
y = 0 . . . (F ′)

ۋ٭ت
a =

1 + A

2A
(٧٤)
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a ∈ C/[0, 1] ڣ؆ن A ∈ C/[−1, 1] Ⴄ၍ن إذا اܳأ޺޾ ؕ݁
: اܳأ؇۰݁ ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ اৎ৊أగఒ؇ت ڢࡗࡲ ؇਍ಱᄴᄟ

γ = δ =
1

2
, ε =

(
1

2
− a
)
B

: ሒᇆ৚৑ا اࠍ੆ڎود ଫଃܳـܝټ ༥ڍور ሒሃ α و β و

t2 −
(
1

2
− a
)
Bt+

1

2

(
1

2
− a
)
D = 0 (٧٥)

: ّݱٴں لܭ اܳٺۜި ًأڎ (F) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ڣ؆ن A = 0 Ⴄ၍ن إذا

d2y

dz2
+

(
B +

1
2

z
+

1
2

z − 1

)
dy

dz
+

( 1
2
Dz + 1

4
(C +D)

z(z − 1)

)
y = 0 (٧٦)

۰෠੼ٷڎৎ৊ا ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د أނႤၽل أ༡ڎ ۱ڍه و
z = sin2 θ ًިݪؕ : اڤո֔ڲ١ ٢מܙن ႞႐دո֔िऻ ඒ൹׭ڪिऻا တ࿮اڤ۾

: ሌᇿإ ౫౜ళިل ؇ዛኡ؆ڣ
(a− sin2 θ)

d2y

dθ2
+
[
(a− sin2 θ)(2γ − 1) cot θ − (2δ − 1) tan θ (٧٧)
− ε sin 2θ

] dy
dθ

+ 4(αβ sin2 θ − q)y = 0 (٧٨)

: ١۝ոশاݾ ١ֵ જ੻ᙬ঻اݾ اո֔िऻدूेت ּۖ֔ ֵڞ ส്ܙ 3 .2 .9

: ሒሃ اৎ৊ڎروݿ۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا

(1− z2)d
2y

dz2
−Kzdy

dz
(z) + g(z)y(z) = 0 (٧٩)

ّڰݠد َگ؇ط ጥ጑ٺஓ୷ أن g ܳـ ஓ୷ܝ݆
݁ٺ݄۠أ۰. أو ۰݁؇༟ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ሌᇿإ اৎ৊ڎروݿ۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه لܭ ܳٺۜި ඔ൹لگٺ ޗݠ ؇਍ಱᄴᄟ

z = 2ξ − 1 : ᅽᅰوॊूا ֵؠ١ اڤ܋ۑ
: ّݱٴں لܭ اܳٺۜި ًأڎ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا

d2y

dξ2
− 1

2
K

(
1

ξ
+

1

ξ − 1

)
dy

dξ
− g(2ξ − 1)

ξ(ξ − 1)
y = 0 (٨٠)

z = 1,−1 −→ ξ = 1, 0

٢١



. −1
2
K ሒሃ 0, 1 ݆݁ ႟ၽܳ اܳٺڰݠد وأݿ؇ݿ؇ت

زوۏ٭۰) ᄭᄟدا g ّܝިن (؜ٷڎ݁؇ : ١ॴబոاڤ׭ ֵؠ١ اڤ܋ۑ
t = z2 : ๴ཏاܳأܝ ௧ਤਃಸଫଐܳا لܭ اܳٺۜި اݿٺ༱ڎام ஓ୷ܝٷٷ؇

: ሒሃ لܭ اܳٺۜި ۱ڍا ۰༶ཹྥ٭
d2y

dt2
+

( 1
2

t
+

1
2
+K

t− 1

)
dy

dt
−

1
4
g(t2)

t(t− 1)
y = 0 (٨١)

: ١ॴ఩اڤמ֔ؠܙ ا٢ॆूڪמّמ١ اڤۢܙرة ᅽᅰإ ֵڞ 10. 2. 3اڤ׫ٍܙ

K ∈]0, 1[ , z = sn2(u,K) ؕ݁ a = K−2 : َݯؕ
إذن



dy

dz
=

1

2 sn(u,K) cn(u,K) dn(u,K)
· dy
du

4z(1− z)(1−K2z)
d2y

dz2
=

d2y

du2
− cn2(u,K) dn2(u,K)− sn2(u,K) dn2(u,K)−K2 sn2(u,K) cn2(u,K)

cn(u,K) sn(u, k) dn(u,K)
· dy
du

(٨٢)

: ؇਍ಱᄴᄟ ཯ྡྷٺھ لܭ اܳٺۜި ًأڎ

d2y

du2
+

[
(2γ − 1)

cn(u,K)dn(u,K)

sn(u,K)
− (2δ − 1)

sn(u,K)dn(u,K)

cn(u,K)
− (2ε− 1)K2· (٨٣)

× sn(u,K)cn(u,K)

dn(u,K)

]
dy

du
+
(
4αβK2sn2(u,K)− 4K2q

)
y = 0 (٨٤)

لܭ اܳٺۜި ًأڎ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ ݁ިۏިد ଫଃ༚ لݱٴں dy
du

اৎ৊أ؇݁ܭ ڣ؆ن ε = γ = δ = 0, 5 Ⴄ၍ن إذا

: ٢מܙن ڲո֔دڤـ١ ຒݫݻل 3 .3
: ֈܙس ႞႐دո֔ڲ ຒݫݻل 3 .3 .1

: ۰ਃಾ৚৑ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ؇਍ಱᄴᄟ
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
d2y

dz2
+

[
γ

z
+

δ

z − 1

]
dy

dz
+

αβ

z(z − 1)
y = 0

α + β = γ + δ + 1

: ሒሃ ا྘ཬීෂފ٭۰ ا௱௯௫ܹ٭۰ ؇ୖ୒ߺࠊ༡
0 ൑ฤܙار

y(z) = C1 2F1(α, β; γ; z) + C2z
1−γ

2F1(α + 1− γ, β + 1− γ; 2− γ; z) (٨٥)

1 ൑ฤܙار

y(z) = C1 2F1(α, β; δ; 1− z) + C2(1− z)1−δ 2F1(α + 1− δ, β + 1− δ; 2− δ; 1− z) (٨٦)

∞ ൑ฤܙار

y(z) = C1z
−α

2F1

(
α, α− γ + 1;α− β + 1;

1

z

)
+ (٨٧)

C2z
−β

2F1

(
β, β − γ + 1; β − α + 1;

1

z

)
(٨٨)

.(C1, C2) ∈ C2 و γ /∈ N لܝިن أن و෠ຬص 2F1(α, β; γ; z) ۱ٷڎݿ٭۰ ڣިق دوال ؜݆ ؜ٴ؇رة اࠍ੆ߺࠊل : ڲ୹୴ؼ܊١

α∗, β∗, γ∗ ොຳ٭ت σ1, σ2 اۊٺ٭؇ر لࡤࡲ ۋ٭ت zσ1(1−z)σ2 2F1(α
∗, β∗; γ∗; ξ(z)) ݁ټܭ ࠯࠵࠺ߺࠊل أරඝى ّأٴଫଃات ۱ٷ؇ك

ۏިار ༡ߺࠊل ً؊༡ڎ 0 ۏިار ༡ߺࠊل أزواج أ༡ڎ لޚ؇ًݑ ڢڎ . ؇ዝཏَڰ ሌᇿإ (∞, 1, 0) ඔ൹ّأ ᄭᄟدا ξ(z) و α, β, γ ܳـ ّ؋ܳڰ٭۰ دوال
( hypergeometric functions Degenerate ) . اৎ৊ٺڎ۱ިرة ا୒ୖٷڎݿ٭۰ ڣިق ً؇ᄴᄟوال اࠍ੆ߺࠊل ۱ڍه ް݄૭૜ و 1

ۋ٭ت zσ1(1− z)σ2Pn(z) : ۰ਃಾ৚৑ا ا৙৑ނႤၽل ۱ڍه ًأݥ اৎ৊ٺڎ۱ިرة ۱ٷڎݿ٭۰ ڣިق اᄴᄟوال ّ؊༠ڍ و
௧ਤޗٴ٭ ༟ڎد m و ༡ڎود ଫଃ܋ټ Pn و (σ1, σ2) ∈ {0, 1− γ} × {0, 1− δ}


Iاܳڰ۰٪ : σ1 = σ2 = 0 ڣ؆ن α = −m أو β = −m
IIاܳڰ۰٪ : σ1 = 1− γ, σ2 = 0 ڣ؆ن γ − α = −m− 1 أو γ − β = −m− 1

IIIاܳڰ۰٪ : σ1 = 0, σ2 = 1− δ ڣ؆ن β = m+ γ أو α = m+ γ

IVاܳڰ۰٪ : σ1 = 1− γ, σ2 = 1− δ ڣ؆ن β = m+ 1 أو α = m+ 1

: ا۰ո۰ॊूמ١ اڤؠܙى ႞႖ۻڪۻ༖ڲ : اୠଡ଼ୢڪמ١ اݾষݫݻل 3 .3 .2
{
r ∈ N∗ , Rrcr+1 − (Qr + q)cr + Prcr−1 = 0 : Ⴄ၍ن إذا
−qc0 + aγc1 = 0 , c0 = 1

: ۋ٭ت γ /∈ N

Rr = (r + 1)(r + γ)a

Qr = r [(r − 1 + γ)(1 + a) + aδ + ε]

Pr = (r − 1 + α)(r − 1 + β)
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: ݁ٷ۬ و limr→∞
cr+1

cr
= ρ و |a| > 1 َݯؕ

Rr

r2
· cr+1

cr
− Qr + q

r2
+
Pr
r2
· cr−1

cr
= 0 (٨٩)

ρ ̸= 0 و aρ2 − (1 + a)ρ+ 1 = 0

⇒ ρ = 1 ,
1

a
(٩٠)

. |z| < 1/|a| : Ⴄ၍ن إذا ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ༡ܭ ∑+∞
r=0 crz

r اܳأٴ؇رة أن ૭૙ྥٷٺھ

و P−α+1 = 0 ݁ٷ۬ و c−α+1 = 0 ොຳ٭ت اۊٺ٭؇ري q و α ∈ −N أنّ ܳٷڰݠض : ႞႖ۻڪۻ༖िऻا ส്׿ࠥࡇ 3 .3 .3
. −α ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ اࠍ੆ܭ لݱٴں ሒᇿ؇ܳٺ؇ً و c−α+2 = 0

. q ܳـ ً؇ܳྡྷފٴ۰ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ؇݄ዛዀၯ၍و c0 = 1 , c1 =
q0
ad

إن َأ޺޾ პაႰ
أن ૭૙ྥٷٺھ n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ cn أن ܳٷڰݠض cn = P̂n(q) أنّ আॻ༟ ً؇ଫଐܳاۏؕ ݆۱ଫଊܳٷ

. cn+1 = P̂n+1(q) إذن cn+1 =

(
Qn+1 + q

Rn+1

)
P̂n(q)− Pn+1P̂n−1(q)

ᄭᄟأ؇دৎ৊ ༡ܭ −α+1 وۏިد আॻ༟ ݆۱ଫଊل و۱ڍا P̂−α+1 ܳـ ༥ڍر −α+1 ل༥ިڎ ݁ٷ۬ P̂−α+1(q) = 0 มฃلأ c−α+1 = 0

. q ܳـ ො੼ڎدة ڢࡗࡲ ً؇ۊٺ٭؇ر ۱٭ިن
۰༥رᄴᄟا ݆݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ༡ܭ −max(α, β) + 1 ل༥ިڎ ݁ٷ۬ α, β ∈ −N Ⴄ၍ن إذا أරඝى ༠؇ݬ۰ ᄭᄟ؇༡ ؇਍ಱᄴᄟ

−max(α, β)
. −min(α, β) ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ −min(α, β) + max(α, β) و

. Hl(a, q, α, β, γ, δ; z) : ًـ ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ 0 ෠ຳިار ঌॻ௱௯௫ا ༡ܭ ؜݆ ଫଊَأ
(1−z)σ1(z−a)σ2Hl (a∗, q∗;α∗, β∗, γ∗, δ∗; ξ(z)) ႟ၽاܳލ আॻ༟ ّܝٺص ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ 0 ෠ຳިار أරඝى ༡ߺࠊل ۱ٷ؇ك

: ۋ٭ت
(1) . . . (5) . . . (7) . . . (11) . . . (20) . . . (24) ًـ ۰ᆇᅪݠৎ৊ا اᄴᄟوال ጥ጑ّ ξ(z) و (σ1, σ2) ∈ {0, 1−δ}×{0, 1−ε}

ξ(z) ሌᇿإ z لܭ ިොູ ؜݆ ۰෠ູ؇َ a∗, q∗, α∗, β∗, γ∗, δ∗ أن ؇గఒ༟
: ٢מܙن ຒ׿ود ټ׭જੴات 3 .3 .4

Hp(z) = zσ1(1− z)σ2(z − a)σ3P (z) : ި۱ ۱٭ިن ༡ڎود ଫଃ܋ټ : ؉ֵ ׂ֔ۑ
(σ1, σ2, σ3) ∈ {0, 1− γ} × {0, 1− δ} × {0, 1− ε} و ༡ڎود ଫଃ܋ټ P ؕ݁

N ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ P و Hp(z) = P (z) ݁ٷ۬ σ1 = σ2 = σ3 = 0 َݯؕ
−qc0 + aγc1 = 0 , c0 = 1

Prcr−1 − (q +Qr)cr +Rrcr+1 = 0 (r = 1, 2, . . . , N − 1)

PNcN−1 − (QN + q)cN = 0

: ሒᇆঢ়৑ا ොູگݑ cr Hp(z)و =∑N
r=0 crz

r إذن
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۰༶اܳٷྥ٭ ۱ڍه আॻ༟ ොຶݱܭ ௧ௌܳـ α, β, γ, δ, ε, q : ًـ ુળ༲ܳٺ؇ً ዻዧوذ

: ሒᇆঢ়৑Ⴄ၍ ሒሃ و ۱٭ިن ༡ڎود ଫଃ܋ټ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ༡ߺࠊل أ༡ڎ لܝިن ৖৑؇༡ت 8 ؇਍ಱᄴᄟ
1⃝ σ3 = σ1 = σ2 = 0 و α ∈ −N

2⃝ σ2 = σ3 = 0 , σ1 = 1− γ و γ − a ∈ N∗

3⃝ σ1 = σ3 = 0 , σ2 = 1− δ و δ − a ∈ N∗

4⃝ σ3 = 0 , σ2 = 1− δ , σ1 = 1− ε و ε− a ∈ −N∗
0

5⃝ σ3 = 1− ε , σ2 = σ1 = 0 و ε− a ∈ N∗

6⃝ σ3 = 1− ε , σ1 = 1− γ , σ2 = 0 و δ − a ∈ −N∗

7⃝ σ3 = 1− ε , σ2 = 1− δ , σ1 = 0 و γ − a ∈ −N∗

8⃝ σ3 = 1− ε , σ2 = 1− δ , σ1 = 1− γ و α ∈ N∗/{1}

٢ר׿۰מ١ ؔܙق :ا༖िऻۻڪۻ୹୴ت ٢מܙن ႞႐دո֔ڲ ຒݫݻل 3 .3 .5
γ /∈ −N و ω = γ + δ − 1 : وَݯؕ a ∈ C/[0, 1] أنّ َڰݠض

y =
∑

r∈Z cryv0+r و yv(z) := 2F1(−v, v + ω; γ; z) : ሒሃ اܳٺިݿؕ ᄭᄟدا و
: اܳٺ؇ܳ٭۰ اৎ৊ޝߜߵات ؇਍ಱᄴᄟو

Λ1 := z(z − 1)
d2

dz2
+ (γ(z − 1) + δz)

d

dz

Λ2 := z(z − 1)
d

dz
(Lg)(z) := ((z − a)Λ1g + εΛ2g + (αβz − q)g) (z)

݁ٷ۬ و
Λ1yv = v(v + ω)yv

Lyv(z) = (εΛ2yv + zGvyv −Hvyv) (z)

zy(z) = Avyv+1(z) + Bvyv(z) + Cvyv−1(z)

Λ2yv(z) = Âvyv+1(z) + B̂vyv(z) + Ĉvyv−1(z){
Gv = (v + α)(v + β)− εω
Hv = av(v + ω) + q

: ۋ٭ت


Av = −
(v + ω)(v + γ)

(2v + ω)(2v + ω + 1)
, Âv = vAv

Bv =
2v(v + ω) + γ(ω − 1)

(2v + ω + 1)(2v + ω − 1)
, B̂v =

v(v + ω)(γ − ε)
(2v + ω + 1)(2v + ω − 1)

Cv = −
v(v + δ − 1)

(2v + ω)(2v + ω − 1)
, Ĉv = −(v + ω)Cv
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Lyv = Dvyv−1 + Evyv + Fvyv+1 : إذن
: ۋ٭ت

Dv = −
v(v + ω − α)(v + ω − β)(v + δ − 1)

(2v + ω)(2v + ω − 1)

Ev =
εv(v + ω)(γ − δ) + (v + ω + αβ) (2v(v + ω) + γ(ω − 1))

(2v + ω + 1)(2v + ω − 1)
− av(v + ω)− q

= −gv − q

Fv =
(v + α)(v + β)(v + γ)(v + ω)

(2v + ω)(2v + ω + 1)
. Ly = 0 ሐᇭႤၽل ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ༡ܭ y Ⴄ၍ن إذا ݁ٷ۬ و

Ly = 0 ⇔
∑
r∈Z

crLyv0+r = 0 (٩١)

: ৚৑Ⴄ၍ّـ޶ ሒሃ cr ًـ اࠍ੅؇ݬـ۰ اଫଐܳاۏأ٭ـ۰ }اܳأఈఃڢـ۰
Fv0+r−1cr−1 + Ev0+rcr +Dv0+r+1cr+1 = 0

Dv0c0 = 0 , Ev0c0 +Dv0+1c1 = 0

(Dv0 = 0) ⇔ v0 ∈ {0, α− ω, β − ω, 1− δ} = V

. 0 اܳٷگޚ۰ ؜ٷڎ ොູܹ٭ܹ٭۰ y ৙৑ن y =
∑+∞

r=0 cryv0+r ڣ؆ن v0 ∈ V Ⴄ၍ن إذا
. r ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ሒሃ yv0+r ڣ؆ن v0 = 0 ؇ৎ৊

. r ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ Pr ۋ٭ت (1− z)1−δPr(z) ႟ၽނ আॻ༟ ሒሃ yv0+r ڣ؆ن v0 = 1− δ = γ − ω ؇ৎ৊
݁ٺڎ۱ިرة ۱ٷڎݿ٭۰ ڣިق ᄭᄟدا yv0+r ෠ູأܭ v0 ∈ {0, 1− δ} ؇ৎ৊ ඔ൹ܳٺ؇੆اࠍ ఈ႙၍ و

. ඔ൹ّ݁ٺڎ۱ިر ۱ٷڎݿ٭۰ ڣިق ᄭᄟدا yv0+r ଫଊَأٺ৖৑ ሒᇬ؇اܳٴ أ݁؇
: (I) ا৙৑وܳـް اܳڰ٪ـ۰ ݆݁ ۱٭ިن دوال ਍ಸ؇ء 3 .3 .6

اଫଐܳاۏأ٭۰ اܳأఈఃڢ۰ ොູگݑ ݁ٺٺ؇ܳ٭۰ cr لܝިن દઊأ ෠ຬص n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ∑∞
n=0 cryr ۰ਃಾ৚৑ا ᄭᄥྥފܹފৎ৊ا ّݱٴں ௧ௌܳـ

: ۰ਃಾঢ়৑ا

E0c0 +D1c1 = 0

Fr−1cr−1 + Ercr +Dr+1cr+1 = 0 r = 1, 2, . . . , n− 1

Fn−1cn−1 + Encn = 0

(٩٢)

q ۰గఒأగጻዧ n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ༡ڎود ଫଃ܋ټ ᄭᄟ݁أ؇د لأޚ޶ اৎ৊أ؇د৖৑ت ۱ڍه ا૭૜؇ق ๤ཇط إنّ
؇਍ಱᄴᄟ
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
zyv(z) = Avyv+1(z) + Bvyv(z) + Cvyv−1(z)

lim
v→∞

Av = lim
v→∞

Cv = −
1

2
lim
v→∞

Bv = −
1

4

lim
v→∞

(
yv+1

yv

)
(z) = φ(z)

(٩٣)

φ2(z) + (4z − 2)φ(z) + 1 = 0 ݁ٷ۬ و

|φ(z)| =
∣∣√z +√z − 1

∣∣2 : إذن
Fr−1cr−1 + Ercr +Dr+1cr+1 = 0 ؇਍ಱᄴᄟ و
lim
r→∞

Dr

−1
4
r2

= lim
r→∞

Er
(1
2
− a)r2

= lim
r→∞

Fr
−1

4
r2

= 1

lim
r→∞

cr+1

cr
= ρ

{
ρ2 + 2(2a− 1)ρ+ 1 = 0 ݁ٷ۬ و
ρ = −2a− 1± 2

√
a(a− إذن(1

আॻ༟ ݁ޚܹگ؇ ّگ؇رً؇ ਐಾگ؇رب ∑∞
r=0 cryr ᄭᄥྥފܹފৎ৊ا ۱ڍه ڣ؆ن lim

r→∞

∣∣∣∣cr+1 yr+1(z)

cr yr(z)

∣∣∣∣ < 1 ۱ڍا اڣଫଐݪٷ؇ إذا
: ሒᇆঢ়৑ا ا۱৕৑ܹ٭۠޶ اይዧ٭݄؇܋ިن

⇒
∣∣√z +√z − 1

∣∣2 < 1

|ρ|max
ا۱৕৑ܹ٭۠޶) (Limacon) (اይዧ٭݄٭ܝިن

|ρ|max = max (|ρ| ∈ R+ : ρ2 + 2(2a− 1)ρ+ 1 = 0)

: أي 1 اܳٷگޚ۰ ૰૏݄ܭ و ً ݁أݞزا ً ّگ؇رً؇ اࠍ੆ܭ ਐಱگ؇رب ොຳ٭ت q اۊٺ٭؇ر ஓ୷ܝٷٷ؇ ڣ؆َ۬ cr = P̂r(q) أن ؇ஓ୾و
∣∣√z +√z − 1

∣∣2 < 1

|ρ|min
|ρmin| = min {|ρ| ∈ R+ : ρ2 + 2(2a− 1)ρ+ 1 = 0} ؕ݁

لܭ ިොູ إරජاء لݑ ޗݠ ؜݆ (singularities) اৎ৊ڰݠدة اܳٷޚ؇ق ݆݁ රඝآ زوج ৙৑ي ً؇ܳྡྷފٴ۰ ۱٭ިن دوال আॻ༟ اࠍ੆ݱިل ஓ୷ܝ݆
. 1 و 0 ሌᇿإ اܳٷگ؇ط ۱ڍه ਍ಱگܭ ؇ᆙᆘ اৎ৊ڰݠدة اܳٷگ؇ط ۰༡زا৕৑ ݁ٷ؇ݿص

: ۋ٭ت ً أݿ؇ݿ٭؇ ً ఈఃل ިොູ 24 ඔ൹ً ݆݁ g ᄭᄟدا ༥ިّڎ أي

(S1, S2) ∈ {0, 1, a,∞}2 , S1 ̸= S2

و
g(S1) = 0 , g(S2) = 1 , g(ξ) = z

و
لܭ اܳٺۜި ًأڎ ا۱৕৑ܹ٭۠޶ اይዧ٭݄٭ܝިن ሌᇿإ ཯ྡྷٺ݄޶ S1
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: أරඝى أݬٷ؇ف ݆݁ ۱٭ިن دوال ਍ಸ؇ء 3 .3 .7
: আॻ༟ ܳٷۜݱܭ ୒ୖ٭ިن اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ ؇ዝཟل ਐಸأި َگިم y(z) = zσ1(z − 1)σ2f(z) ႟ၽاܳލ ۱ڍا ݆݁ ً ఈః༡ أردَ؇ إذا

d2f

dz2
(z) +

(
γ̂

z
+

δ̂

z − 1
+

ϵ̂

z − a

)
df

dz
(z) +

α̂ · β̂z − q̂
z(z − 1)(z − a)

f(z) = 0

(σ1, σ2) ∈ {0, 1− γ} × {0, 1− δ} : ۋ٭ت

σ1 = σ2 = 0 : ᄭᄟ؇༡ ً ݿ؇ًگ؇ درݿٷ؇ وڢڎ . اܳފ؇ًگ۰ اࠍ੅ޚިات ਍ಸڰݴ َگިم ቕ቉
: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ᆙᆍ٭ڎت ༡ܭ 3 .3 .8

ŷv(z) :=
zv

Γ(1− ω − 2v)
· 2F1

(
−v, 1− γ − v; 1− ω − 2v;

1

z

)
: ৚৑Ⴄ၍ّـ޶ اܳٺިݿؕ ᄭᄟدا (Schmidt) ᆙᆍ٭ڎت أ༠ڍ

y(z) =
∑

n∈Z cnŷn+v(z) : ًـ اࠍ੆ܭ ؜݆ ଫّଊ༟ وڢڎ
و 0 ඔ൹ً ݁ފٺگ٭۰݄ ڢޚأ۰ ሒᇭ ਐಱگ؇رب ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ༡ܭ y ڣ؆ن (∀n ∈ N : c−n = 0) ا྘ܳފ؇ر ݆݁ اَگޚ؇ع ༡ڎث إذا •

༡؇ڣٺ۬ আॻ༟ a لܝިن َ؇ڢݧ ڢޚؕ لݱٴں اৎ৊أݞز اܳٺگ؇رب ؕ݁ 1
∞ ૰૏݄ܭ إ۱ܹ٭۠޶ ࡺࢋࢦ؇܋ިن ሒᇭ ਐಱگ؇رب ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ༡ܭ y ڣ؆ن (∀n ∈ N : cn = 0) ඔ൹اࡺࢋࢦ ݆݁ اَگޚ؇ع ༡ڎث إذا •

a ૰૏݄ܭ ڢڎ اৎ৊أݞز اܳٺگ؇رب ؕ݁

: اܳٺأ؇݁ڎ ఈః༟ڢ؇ت 3 .4
: ۱٭ިن ᄴᄟوال اܳڰݠدل۰ اܳٺأ؇݁ڎ ఈః༟ڢ۰ 3 .4 .1

Mz y = q y : اৎ৊ޝߜߵ ًݱ٭؞۰ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د َܝٺص
: ۋ٭ت

Mz := z(z − 1)(z − a) d
2

dz2
+ [γ(z − 1)(z − a) + δz(z − a) + ϵz(z − 1)]

d

dz
+ αβz

P (z) := zγ(z − 1)δ(z − a)ϵ و W (z) := zγ−1(z − 1)δ−1(z − a)ϵ−1 اܳިزن ᄭᄟدا ሒሃ W
Lz := W ·Mz : ሒᇆঢ়৑Ⴄ၍ َأݠڣ۬ و ሒᇆذا ݁ޝٔـݠ Lz ྘ྲྀٷ݄؇ ً ؇ਃಾذا ً ݁ޝߜߵا ܳـ٭ـݴ Mz ∫اৎ৊ޝٔـݠ

C
WgLz(f) =

∫
C
WfLz(g) : أي ሒᇆذا ݁ޝߜߵ Lz

Lz =
d

dz

(
P · d

dz

)
+ αβz ·W : ሒᇿ؇ܳٺ؇ً و
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Lz y = q ·W · y : ሒᇆঢ়৑Ⴄ၍(self-adjoint form) ሒᇆاᄳᄟا اৎ৊ޝߜߵ ݬ٭؞۰ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د وّ؊༠ڍ

: أي q2 و q1 ܳـ ෛ੼ٺܹڰ۰ ܳگࡗࡲ ݁گ؇ًܭ ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ༡ܭ y2 و y1{
Lzy1 = q1Wy1

Lzy2 = q2Wy2
: ૭૙ྥٷٺھ ݁ٷ۬ و

{
y2Lzy1 = q1Wy1y2

y1Lzy2 = q2Wy2y1
⇒ (q1 − q2)

∫
C
Wy1y2 =

∫
C
y2Lzy1 − y1Lzy2

d

dz

(
P

(
y2 ·

dy1
dz
− y1 ·

dy2
dz

))
= y2

d

dz

(
P
dy1
dz

)
− y1

d

dz

(
P
dy2
dz

)
: أنّ֟ ؇ஓ୾و

(q2 − q1)
∫
C
(Wy1y2)(z)dz =

[
P

(
y2
dy1
dz
− y1

dy2
dz

)
(z)

]
C

: ڣَ֣؆نّ֟
a ∈ C \ [0, 1] : (1) : أنّ َڰݠض
و0 1 ؜ٷڎ ඔ൹ّڎودො੼ y2 و y1 : (2)

Re(γ), Re(δ) > 0 :(3)

q1 ̸= q2 و [0, 1] اৎ৊ފٺگ٭۰݄ اܳگޚأ۰ C اৎ৊ފ؇ر اۊٺ٭؇ر ّ֟ ቕَቆ إذاَ
: ∫ڣَ֣؆نّ֟ 1

0
W (z)y1(z)y2(z) dz = 0

ᄭᄟإزا ஓ୷ܝٷٷ؇ ڣ؆َ۬ 1 و 0 ۋިل (Pochhammer loop) L ਵਦ؇۳ًިۊ ༡ܹگ۰ ஓ୾ފ؇ر [0, 1] اৎ৊ފٺگࡗࡲ اৎ৊ފ؇ر اݿྥٴڎܳٷ؇ إذا
. (3) اܳڰݠض

∫
LW (z)y1(z)y2(z) dz = 0 ∀γ, δ ∈ C{

(σ1, σ2) ∈
(
{0, 1− γ} × {0, 1− δ}

)
\ {(0, Ⴄ၍ن{(0 إذا أ݁؇

yi(z) = zσ1(z − 1)σ2fi(z) i = 1, 2

.f2 و f1 ل ً؇ܳྡྷފٴ۰ اܳٺأ؇݁ڎ ܳٷڎرس لܭ ً؇ܳٺۜި ڣٷگިم
θm :=

∫
LW (z)y2m(z) dz ܳٷأݠف

. 1 و 0 ؜ٷڎ ඔ൹ّڎودො੼ dym
dz

و ym ۋ٭ت
، cm ∈ C و g =∑+∞

m=0 cmym : ႟ၽاܳލ ۱ڍا আॻ༟ ؇ዛውᚳ؇঺঒ ஓ୷ܝٷٷ؇ ۋ٭ت ᄭᄟدا g ܳٺܝ݆

g(z) =
∑+∞

m=0

[
1

θm

∫
L g(s)ym(s)W (s) ds

]
ym(z) : إذن
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(∀m ∈ N∗ : θm ̸= 0) ڣ؆نّ֟ اৎ৊أగఒ؇ت আॻ༟ ݁أ٭ٷ۰ ڢࡗࡲ أ༥ܭ ݆݁ أَ۬ (Ward and Lambe) "وارد" و "৖৑݁ص" اܳأ؇ৎ৊؇ن أޖ۳ݠ

: ۱٭ިن ༡ڎود ܳـܝټଫଃات اৎ৊ݞدوج اܳٺأ؇݁ڎ ఈః༟ڢ؇ت 3 .4 .2

: ۋ٭ت y2 := Hp
(X)
n2,m2 و y1 := Hp

(X)
n1,m1 و ۰ਃ಻؇اࡺ࢚ࢦ ا৙৑ݬٷ؇ف أ༡ڎ ݆݁ ۱٭ިن ༡ڎود ଫଃ܋ټ y2 و y1 ܳ٭ܝ݆

X ∈ {8 ,7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1}
. (Heun) ۱٭ިن ༡ڎود ଫଃ܋ټ ۰༥در : n

. n ۰༥رᄴᄟا ݆݁ ۱٭ިن ༡ڎود ଫଃ܋ټ ොູگݑ มฆܳا qm ڢࡗࡲ ߙߵ྘ོص : m

W (s, t) := (s− t)(st)γ−1
[
(s− 1)(t− 1)

]δ−1[
(s− a)(t− a)

]ϵ−1: اܳިزن ᄭᄟدا∫∫
L L′

y1(s)y1(t)y2(s)y2(t)W (s, t) ds dt = 0 : ڣَ֣؆نّ֟

. qm1 ̸= qm2 أو n2 ̸= n1 ۋ٭ت
. ا྘ོଫଐܳص আॻ༟ {0, a} و {0, 1} ۋިل ਵਦ؇۳ًިۊ มฆܹگ༡ ܋ڰٺ؇ ၯ၍ٺ؇ L′ و L

: ႟ၽاܳލ ዛኞڍا ؇ዛዊ؜ ଫଃاܳٺأٴ ஓ୷ܝ݆ F أنّ֟ ܳٷڰଫଐض
F (s, t) =

∑∞
n=0

∑
m cn,myn,m(t)yn,m(s)

m = n ሌᇿإ m = 0 ݆݁ ؕ৵৩ৠا لܝިن ؇݁ ༟؇دة ،ً ۊޚ٭؇ ᄭᄥފٺگৎ৊ا اࠍ੆ߺࠊل ༟ڎد আॻ༟ ً ا؜ٺ݄؇دا ො੼ڎوداً، m আॻ༟ ؕ৵৩ৠا لܝިن ۋ٭ت

: إذن
cn,m =

1

ϕn,m

∫∫
L L′

F (s, t)yn,m(s)yn,m(t)W (s, t) ds dt

ؕ݁
ϕn,m :=

∫∫
L L′

y2n,m(s)y
2
n,m(t)W (s, t) ds dt
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اܳٺႤၽܹ݁٭۰ واܳأఈఃڢ؇ت اܳٺႤၽܹ݁٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت 3 .4 .3
: اࠍ੅ޚ٭۰ اܳٺႤၽܹ݁٭۰ واܳأఈఃڢ؇ت اৎ৊أ؇د৖৑ت 3 .4 .3 .1

Mz y = q y : اৎ৊ޝߜߵ ًݱ٭؞۰ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د َܝٺص

: ۋ٭ت
Mz := z(z − 1)(z − a) ∂

2

∂z2
+ [γ(z − 1)(z − a) + δz(z − a) + ϵz(z − 1)]

∂

∂z
+ αβz

W (z) = zγ−1(z − 1)δ−1(z − a)ϵ−1 ؕ݁
P (z) = zγ(z − 1)δ(z − a)ϵ

: اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ොູگݑ K(z, t) و ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ༡ܭ y ܳ٭ܝ݆
(Mz −Mt)K(z, t) = 0[

P (t)

(
∂K

∂t
y(t)−Kdy

dt

)]
C

= 0

Cሒᇭ Ⴄၽّ݁ܭ ݁ފ؇ر C ۋ٭ت .
: ًـ اৎ৊أݠف Y ڣ؆نّ֟

Y (z) :=
∫
C
K(z, t)y(t)w(t) dt

. C ݁ٺگ؇رً؇ و ݁ިۏިدا اܳٺႤၽ݁ܭ لܝިن أن ๤ཇط ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ༡ܭ ި۱
: اਊು৕৑؇ت

Mz Y = q · Y : มฃلأ ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ༡ܭ Y

: ݁ٷ۬ و
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Mz(Y )(z) =

∫
C

Mz(K)(z, t) · w(t) · y(t) dt

=

∫
C

Mt(K)(z, t)w(t) · y(t) dt

=

∫
C

Lt(K)(z, t) · y(t) dt

=

∫
C

∂

∂t

(
P · ∂

∂t

)
(K)(z, t) · y(t) dt+ αβ

∫
C

t · w(t) · y(t) dt

=

[
P (t)

(
y(t)

∂K

∂t
(z, t)−K(z, t)

dy

dt
(t)

)]
C

+ αβ

∫
C

t · w(t)y(t) dt

+

∫
C

d

dt

(
P (t) · dy

dt
(t)

)
·K(z, t) dt

= αβ

∫
C

t · w(t) · y(t) dt+ q

∫
C

K(z, t) · w(t) · y(t) dt− αβ
∫
C

t · w(t)y(t) dt

= q · Y (z)

: K(z, t) اܳٷިى ؜݆ اܳٴۜت 3 .4 .3 .2

: ሒᇆ৚৑ا ม฀اܳگޚ لܭ ً؇ܳٺۜި (Lambe and Ward, Erdélyi) ঌॻࢴࣖلᎂو ووورد ม฀݁৖৑ ݆݁ ႟၍ ڢ؇م


cos2 θ = zt

a

sin2 θ cos2 ϕ = −(z − a)(t− a)
a(1− a)

sin2 θ sin2 ϕ =
(z − 1)(t− 1)

1− a

: ሒᇆ৚৑Ⴄ၍ K ොຬگگ۳؇ أن ଫଐ૰૙ط มฆܳا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّݱٴں

sin2 θ

(
∂2K

∂θ2
+
∂2K

∂ϕ2
+

[
(1− 2γ) tan θ + 2

(
δ + ϵ− 1

2

)
cot θ

]
∂K

∂θ

+ [(1− 2δ) cotϕ− (1− 2ϵ) tanϕ] ∂K
∂ϕ
− 4αβK

)
= 0 (٩٤)

K = Θ(θ) · Φ(ϕ) : اڣଫଐاض ஓ୷ܝٷٷ؇ أي ይዧڰݱܭ ᄭᄥً؇ڢ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه
: ෠ຶڎ ۰ਃಮݞ੊اࠍ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ اܳٺأި ًأڎ

(S)


d2Θ

dθ2
+ [(1− 2γ) tan θ + (2δ + 2ϵ− 1) cot θ] dΘ

dθ
− (4αβ + λ)Θ = 0

d2Φ

dϕ2
+ [(1− 2δ) cotϕ− (1− 2ϵ) tanϕ] dΦ

dϕ
+ (λ− 2αβ)Φ = 0
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. λ ∈ C ۋ٭ت

: ۋ٭ت (S) ܳـ ሒᇆ৚৑ا لܭ ً؇ܳٺۜި ًأڎ۱؇ َگިم
{
ξ = sin2 θ

ψ = sin2 ϕ

: ႟ၽاܳލ ݆݁ ّܝިن (S) มฆܳ݁أ؇د ၯ၍ٺ؇ لܭ اܳٺۜި ًأڎ

d2Φ

dψ2
+ (aψ + b)

dΦ

dψ
+ (cψ2 + dψ + e) Φ = 0

. α, β, γ, δ, ϵ ً؇ৎ৊أగఒ؇ت ݁ٺأܹگ۰ a, b, c, d, e ೑ಸاܳټިا

: ݁ٷ۬ و Φ(ψ) = e−
a
2
ψ2−bψΦ̂(ψ) َݯؕ

d2Φ̂

dψ2
+
(
αψ2 + βψ + γ

)
Φ̂(ψ) = 0

. a, b, c, d, e ًـ ݁ٺأܹگ۰ ೑ಸٔިا α, β, γ
: (Weber) ଫଃਊಱިܳ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّݱٴں ݁ٷ؇ݿص ψ = ây + b̂ ଫଃ݁ٺ؞ لܭ ި౫౜భو ݁أڎوم ଫଃ༚ α Ⴄ၍ن إذا

d2Φ̂

dy2
+

(
ν +

1

2
− 1

4
y2
)
Φ̂(y) = 0

. α, β, γ ًـ ੯੩݁ٺأ ೑ಸ؇ٔ ν
: (Airy) ৕৑ߌߵي ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّݱٴں ݁ٷ؇ݿص ψ = ây + b̂ ଫଃ݁ٺ؞ لܭ ި౫౜భو ݁أڎوم ଫଃ༚ β و ݁أڎوم α Ⴄ၍ن إذا و

d2Φ̂

dy2
− y Φ̂(y) = 0

: ይዧٷިاة اࠍ੅ޚ٭۰ ሒᆶ؇਍ು ঌ႓ၽاܳލ 3. 3. 4. 3اܳٺޚިر

: ۋ٭ت ႟ၽاܳލ ۱ڍا ݆݁ K أنّ֟ ܳٷڰݠض
K(t, z) =

∑
m

cm(t)ym(z)

ym(t) = λm
∫
C
K(z, t)W (z)ym(z) dz

: إذن
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K(t, z) =
∑
m

(
λm
∫
C
W (z)y2m(z) dz

)−1
ym(t) · ym(z)

Ⴄ၍ن إذا وأ݁؇

K(z, t) =

∑
m

cm(t) · ym(z)

و
Υm(t) = µm

∫
C
K(z, t)W (z)ym(z) dz

: إذن

K(z, t) =
∑
m

1

µm
∫
C
y2m(z)W (z) dz

·Υm(t) · ym(z)

: اࠍ੅ޚ٭۰ ଫଃ༚ اܳٺႤၽܹ݁٭۰ واܳأఈఃڢ؇ت اৎ৊أ؇د৖৑ت 3 .4 .4

: ۰ਃಾ৚৑ا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دగጻዧ ༡ܭ H(z, s, t) و ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ༡ܭ y ܳ٭ܝ݆
(t− z)Ms(H) + (z − s)Mt(H) + (s− t)Mz(H) = 0

ؕ݁

[
sγ(s− 1)δ(s− a)ϵ

(
y(s)

∂H

∂s
−Hdy

ds
(s)

)]
Cs

= 0[
tγ(t− 1)δ(t− a)ϵ

(
y(t)

∂H

∂t
−Hdy

dt
(t)

)]
Ct

= 0

Y (z) :=
∫
C1

∫
C2
H(z, s, t)y(s)y(t)W (s, t) ds dt

. ݁ٺگ؇رب و ݁ިۏިد واܳٺႤၽ݁ܭ ඔ൹݁ٷ؇ݿٴ C2 و C1 اৎ৊ފ؇ر Ⴄ၍ن إذا اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ༡ܭ Y

: ً ݁ފٴگ؇ ؇਍ಱᄴᄟ : ∫اਊು৕৑؇ت
L
Lψ(C)(φ, ψ) · f(ψ) dψ =[

P (ψ)

(
f(ψ)

∂C
∂ψ

(φ, ψ)− C(φ, ψ) df
dψ

(ψ)

)]
L
+ q

∫
L
C(φ, ψ)w(ψ)f(ψ) dψ

: إذن
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

∫∫
C1 C2

(t− z)y(s)w(s)y(t)w(t)Ms(H)(z, s, t) ds dt

=
∫
C1

(t− z)y(t)w(t)
∫
C2

y(s)Ls(H)(z, s, t) ds dt

= q
∫∫

C1 C2

(t− z)y(t)w(t)y(s)w(s)H(z, s, t) ds dt

ؕ݁

∫∫
C2 C1

(z − s)y(s)w(s)y(t)w(t)Mt(z, s, t) dt ds

=
∫
C2

(z − s)y(s)w(s)
∫
C1

y(t)Lt(H)(z, s, t) dt ds

= q
∫∫

C1 C2

(z − s)y(s)w(s)y(t)w(t)H(z, s, t) ds dt

: ঌॻل ؇݁ ૭૙ྥٷٺھ ඔ൹اܳފ؇ًگٺ ඔ൹ݪྡྷٺ؇੆اࠍ ሒᇭ اৎ৊ިۏިدة اৎ৊أ؇د৖৑ت ݆݁ و

Mz(Y )(z) =

∫∫
C1 C2

y(t)y(s)W (s, t)Mz(H)(z, s, t) ds dt

=

∫∫
C1 C2

(s− t)w(s)y(s)w(t)y(t)Mz(H)(z, s, t) ds dt

=

∫∫
C1 C2

(z − t)y(t)w(t)y(s)w(s)Ms(H)(z, s, t) ds dt

+

∫∫
C1 C2

(s− z)y(s)w(s)y(t)w(t)Mt(H)(z, s, t) ds dt

= q

∫∫
C1 C2

(s− t)y(s)w(s)y(t)w(t)H(z, s, t) ds dt

= q Y (z)

: لܭ ً؇ܳٺۜި ܳٷگܾ : ل۰ ިَ৙৑ا ؜݆ اܳٴۜت 3 .4 .4 .1

u2 =

s · t · z
a2

v2 =
(s− a)(t− a)(z − a)

a(1− a)
w2 = −(s− 1)(t− 1)(z − 1)

a2(1− a)

: لܭ اܳٺۜި ًأڎ ّݱٴں (A) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إذن

∂2H

∂u2
+
∂2H

∂v2
+
∂2H

∂w2
+

2γ − 1

u
· ∂H
∂u

+
2δ − 1

v
· ∂H
∂v

+
2ϵ− 1

w
· ∂H
∂w

= 0 . . . (Â)

H = U(u) · V (v) · Ŵ (w) : َݯؕ ይዧڰݱܭ ᄭᄥً؇ڢ (Â) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا
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: ෠ຶڎ اܳٺأިلݥ ًأڎ



d2U

du2
+

(
2γ − 1

u

)
dU

du
+ λ1U = 0

d2V

dv2
+

2δ − 1

v

dV

dv
+ λ2V = 0

d2Ŵ

dw2
+

2ϵ− 1

w
· dŴ
dw

+ λ3Ŵ = 0

(٩٥)

λ1 + λ2 + λ3 = 0 َؕ َ ݁

: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ༡ܭ ݿྡྷފٺأ݄ܭ اܳފ؇ًگ۰ اܳأ؇دل۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ اৎ৊أ؇د৖৑ت ොຶܭ ௧ௌܳـ

d2ξ

dx2
+

Ω

x

dξ

dx
+ λξ = 0

ξ(x) = x
1−Ω
2 η(x) : َݯؕ

: আॻ༟ ොຶݱܭ

d2η

dx2
+

1

x

dη

dx
+

(
λ−

(
1−Ω
2

)2
x2

)
η = 0

X =
√
λx : َݯؕ λ ̸= 0 Ⴄ၍ن إذا

: ڣ؆ن

d2η

dX2
+

1

X

dη

dX
+

(
1−

(
1−Ω
2

)2
X2

)
η = 0

. (Bessel) ܳٴ྘ފܭ ༟؇دل۰ ّڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟ݁أ؇د و۱ڍه
: ይዧٷިاة ঌ႓ၽاܳލ اܳٺިݿؕ 3 .4 .4 .2

: ሒᇆ৚৑Ⴄ၍ H ۰ً؇঺঒ أ݁ܝ݆ إذا
H(z, s, t) =

∑
n

∑
m

cm.n(z)ym.n(s)ym.n(t)

: ۋ٭ت
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

Mzym,n = qm,nym,n

∀m ̸= n : qm,n ̸= qn,m

ϕm,n =
∫∫

L L′
W (s, t)y2m,n(s) · y2m,n(t) ds dt ̸= 0 ∀m,n

(٩٦)

إذن
cm.n(z) =

1

ϕm.n

∫∫
L L′

W (s, t) ·H(z, s, t) · ym.n(s)ym.n(t) ds dt

. ا྘ོଫଐܳص আॻ༟ (a, 0) و (1, 0) ۋިل ਵਦ؇۳ًިۊ มฆܹگ༡ L′ و L ۋ٭ت

Mzyi = qiyi , i ∈ {0, 1} Ⴄ၍ن و q1 ̸= q2 Ⴄ၍ن إذا ݆۱ଫଊܳٷ
∫∫

L L′
W (s, t)y1(t)y2(t)y1(s)y2(s) ds dt = 0 : ڣ؆ن

: اਊು৕৑؇ت
؇਍ಱᄴᄟ

(q2 − q1)
∫
g

W (z)y1(z)y2(z) dz =

[
P

(
y2
dy1
dz
− y1

dy2
dz

)
(z)

]
g

݁ٷ۬: و
(q2 − q1)

∫∫
L L′

W (s, t)y1(t)y1(s)y2(t)y2(s) ds dt =

[
P

(
y2
dy1
dt
− y1

dy2
dt

)
(t)

]
L
·
∫
L′
s ·W (s)y1(s)y2(s) ds

+

[
P

(
y1
dy2
ds
− y2

dy1
ds

)
(s)

]
L′
·
∫
L
t ·W (t)y1(t)y2(t) dt

: ڣ؆نّ֟ q1 ̸= q2 و ا྘ོଫଐܳص আॻ༟ (a, 0) و (1, 0) ۋިل ਵਦ؇۳ًިۊ มฆܹگ༡ L′ و L أنّ֟ ؇ஓ୾و
∫∫

L L′
W (s, t)y1(t)y1(s)y2(t)y2(s) ds dt = 0
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اബഎॊूى ٢מܙن ڲո֔دूेت : 4 اڤءۢڞ
(Other Heun Equations)

Confluent Heun equation : ۰෠੼ٷڎৎ৊ا ۱٭ިن ᄭᄟ1. 4݁أ؇د

: ި۱ ۰෠੼ٷڎৎ৊ا ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ๴ང؇اܳگ٭ ႟ၽاܳލ •

d2u

dz2
(z) +

(
A+

B

z
+

C

z − 1
+
D

z2
+

E

(z − 1)2

)
u(z) = 0

:ި۱ ۰෠੼ٷڎৎ৊ا ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ሒᇃިَ؇اܳگ ႟ၽاܳލ

d2u

dz2
+

(
γ

z
+

δ

z − 1
+ ϵ

)
du

dz
+

αz − q
z(z − 1)

u = 0 . . . (P)

݁ٷٺޙ۰݄ ଫଃ༚ ނ؇ذة وَگޚ۰ z ∈ {0, 1} لܝިن ؜ٷڎ݁؇ ඔ൹݁ٷٺޙ݄ٺ ඔ൹ّނ؇ذ ඔ൹َگޚٺ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ጥ጑ٺஓ஄
.∞ = z ؜ٷڎ 1 ۰ਊಾීෂا ݆݁

و 1 > |z| لܝިن ؜ٷڎ݁؇ ොູܹ٭ܹ٭۰ ڢިى ᄭᄥ݁ྥފܹފ ሒሃو 0 ෠ຳިار ঌॻො੼ ༡ܭ HeunC(q, α, γ, δ, ϵ; z)
: ሒᇆ৚৑Ⴄ၍ َأݠڣ۳؇ و ، γ /∈ Z−

HeunC(q, α, γ, δ, ϵ; z) = ∞∑
n=0

bnz
n

{
Pnbn = Qnbn−1 +Rnbn−2

b0 = 1 , b−1 = 0
ۋ٭ت
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
Pn = n(γ − 1 + n)

Qn = −q + (n− 1)(γ + δ − ϵ+ n− 2)

Rn = (n− 2)ϵ+ α

ؕ݁

: ި۱ 0 ෠ຳިار (P) ༡ܭ ݁ٷ۬
u(z) = C1 HeunC(q, α, γ, δ, ϵ; z)+C2 z

1−γ HeunC(q, α, γ, δ, ϵ; z) , |z| < 1
q = q − (1− γ)(δ − ϵ)
α = α + ϵ(1− γ)
γ = 2− γ

: ۋ٭ت

و y = 1− z: ሒᇆ৚৑ا ଫଃٺ؞ৎ৊ا لܭ ި౫౜భ ڣٷگިم 1 ෠ຳިار اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ࠍ੆ܭ ً؇ܳྡྷފٴ۰ أ݁؇
: ሒᇆঢ়৑Ⴄ၍ P ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّݱٴں ݁ٷ۬ و u(1− y) = u(z) = u(y)

d2u

dy2
+

(
−δ
y

+
γ

y − 1
− ϵ
)
du

dy
+
−αy + α− q
y(y − 1)

u = 0

. 0 ۏިار ሒᇭ ؇ዛኞ ᆇᅪٷ؇ มฆܳا اܳފ؇ًگ۰ اࠍ੅ޚިات ਍ಸڰݴ َگިم ّ֟ ቕ቉

: ఈః݁ۋޙ۰
:۰ਃಾ৚৑ا ً؇ܳأٴ؇رة |z| < 1 ؇ৎ৊ n ۰ਊಾීෂا ذات HeunC ᄭᄟاᄴᄟا ݁ލٺݑ لأُݠف

dn

dzn
HeunC(q, α, γ, δ, ϵ; z) =

∞∑
m=n

bm
m!

(m− n)!
zm−n (٩٧)

:۰ਃಾ৚৑ا ً؇ܳأٴ؇رة z → 0 ؇ৎ৊ n ۰ਊಾීෂا ذات HeunC ᄭᄟاᄴᄟا ݁ލٺݑ لأُݠف و
lim
z→0

dn

dzn
HeunC(q, α, γ, δ, ϵ; z) = n! bn (٩٨)
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Biconfluent Heun Equation : ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج ۰ਃಮ؇਍ು ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د 4 .2

: ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج ۰ਃಮ؇਍ು ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ๴ང؇اܳگ٭ ႟ၽاܳލ

d2Ψ

dz2
(z) +

(
Az2 +Bz + C +

D

z
+
E

z2

)
Ψ(z) = 0

: ሒᇆঢ়৑Ⴄ၍ ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج ۰ਃಮ؇਍ು ۱٭ިن ᄭᄟأ؇دৎ৊ ሒᇃިَ؇اܳگ ႟ၽނ لأݠف و

z
d2Ψ

dz2
+
(
1 + α− βz − 2z2

) dΨ
dz

+

(
(γ − 2− α)z − 1

2
(δ + β(1 + α))

)
Ψ = 0

؜ٷڎ 2 ۰ਊಾීෂا ݆݁ ݁ٷٺޙ۰݄ ଫଃ༚ وَگޚ۰ 0 = z ؜ٷڎ ݁ٷٺޙ۰݄ ݁ڰݠدة َگޚ۰ اܳٺڰ؇ݪܹ٭۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ጥ጑ٺஓ஄
.∞ = z

ො੼ڎود ଫଃ༚ ؇ዛኞّگ؇ر ڢޚݠ َݱژ ොູܹ٭ܹ٭۰ ڢިى ᄭᄥ݁ྥފܹފ ሒሃو 0 ෠ຳިار ঌॻො੼ ༡ܭ HeunB(α, β, γ, δ; z)
:ሒᇆ৚৑Ⴄ၍ وّأݠف

HeunB(α, β, γ, δ; z) = ∞∑
m=0

Am(α, β, γ, δ)

(1 + α)m

zm

m!

{
Am+1 = GmAm +HmAm−1

A−1 = 0 , A0 = 1 , α /∈ Z−
: ۋ٭ت

Gm =
1

2
[δ + β(1 + α + 2m)]

Hm = m(m+ α)(γ − α− 2m)
ؕ݁

: ሒሃ ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج ۰ਃಮ؇਍ು ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ༡ߺࠊل ݁ٷ۬ و

Ψ(z) = C1 HeunB(α, β, γ, δ; z) + C2 z
−α HeunB(−α, β, γ, δ; z)
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:۰ਃಾ৚৑ا ً؇ܳأٴ؇رة z ∈ C و n ۰ਊಾීෂا ذات HeunB ᄭᄟاᄴᄟا ݁ލٺݑ لأُݠف
dn

dzn
HeunB(α, β, γ, δ; z) =

∞∑
m=n

Am(α, β, γ, δ)

(1 + α)m
· zm−n

(m− n)!
(٩٩)

:۰ਃಾ৚৑ا ً؇ܳأٴ؇رة z → 0 ؇ৎ৊ n ۰ਊಾීෂا ذات HeunB ᄭᄟاᄴᄟا ݁ލٺݑ لأُݠف و
lim
z→0

dn

dzn
HeunB(α, β, γ, δ; z) = An(α, β, γ, δ)

(1 + α)n
(١٠٠)

Double confluent Heun equation : ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج ۰༥دوਲ਼ਦ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د 4 .3

اܳگ٭؇ݿ٭۰ ؇ዛውݬ٭؞

d2Φ

dz2
(z) +

(
A+

B

z
+
C

z2
+
D

z3
+
E

z4

)
Φ(z) = 0

۰ਃ಻ިَ؇اܳگ ؇ዛውݬ٭؞
d2Φ

dz2
(z) +

(
δ

z2
+
γ

z
+ 1

)
dΦ

dz
(z) +

(
αz − q
z2

)
Φ(z) = 0

. z =∞ و z = 0 ؜ٷڎ ሒሃو ሌᇿو৙৑ا ۰ਊಾීෂا ݆݁ ඔ൹݁ٷٺޙ݄ٺ ଫଃ༚ ඔ൹ّ݁ڰݠد ඔ൹َگޚٺ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ጥ጑ٺஓ஄

Triconfluent Heun equation : ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج ۰ਃುఈఃٔ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د 4 .4

اܳگ٭؇ݿ٭۰ ؇ዛውݬ٭؞

d2Θ

dz2
(z) +

(
Az4 +Bz3 + Cz2 +Dz + E

)
Θ(z) = 0
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۰ਃ಻ިَ؇اܳگ ؇ዛውݬ٭؞

d2Θ

dz2
(z)−

(
3z2 + γ

) dΘ
dz

+ (αz + β)Θ(z) = 0

. z =∞ ؜ٷڎ ݁ٷٺޙ۰݄ ଫଃ༚ وا༡ڎة ݁ڰݠدة َگޚ۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ጥ጑ٺஓ஄
:0 ෠ຳިار ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج ۰ਃುఈఃٔ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ༡ߺࠊل

Θ(z) = C1

∞∑
n=0

a(1)n zn + C2

∞∑
n=0

a(2)n zn (١٠١)

:۰ਃಾ৚৑ا اଫଐܳاۏأ٭۰ ً؇ܳأఈఃڢ۰ a(2)n و a(1)n ّأُݠفّ ۋ٭ت
(١٠٢)

a
(i)
n+2 =

γ(n+ 1)a
(i)
n+1 − βa

(i)
n + (3n− 3− α)a(i)n−1

(n+ 2)(n+ 1)
n ≥ 2, i = 1, 2

a
(i)
2 =

γa
(i)
1 − βa

(i)
0

2
i = 1, 2

(
a
(1)
1

a
(1)
0

)
=

(
0

1

)
,

(
a
(2)
1

a
(2)
0

)
=

(
1

0

)

.i = 1, 2 ؕ݁ ً ݁ޚܹگ؇ ً ّگ؇رً؇ ∑∞n=0 a
(i)
n zn ᄭᄥاܳފܹފ ਐಾگ؇رب z ∈ C ႟၍ أ༥ܭ ݆݁
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ؼܙل ׂ܋ץמؠոت : 5 اڤءۢڞ
ᆃᅞ ٢מܙن ڲո֔دूेت ا۰׫֔ڵոूेت

ոֵء ચੴاڤء
ؗިردن - ඔ൹ၯ၍ ᄭᄟ݁أ؇د ༠؇ݬ۰ ًݱڰ۰ ل؇ء ଩ଃاܳڰ ሒᇭ (Heun) ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ّޚٴ٭گ؇ت ۋިل ݁گڎ۰݁

. (K −G)
اৎ৊ިݪؕ ؕ݁ દઊଫଃ݁ٺ؞ V (x) ᆇᅒިن و m(x) ᄭᄥ঺঒ ذي ࠍ੊ފࡗࡲ ؗިردن ඔ൹ၯ၍ ᄭᄟأ؇دৎ৊ اܳأ؇م ႟ၽاܳލ أن َأ޺޾

: ۰ਃಾ৚৑ا ً؇ܳأٴ؇رة لأޚް
[
m(x)

d

dx

(
1

m(x)

d

dx

)
+ (E − V (x))2 −m2(x)

]
ϕ(x) = 0 . . . (O) (١٠٣)

. ௧ௌݿ٭ఈ႙ၽܳا ً؇ৎ৊ڰ۳ިم (O) ܳـ و༡ܭ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟدا ϕ(x)ۋ٭ت
: ֆۛܙिऻا ֆڲ ෥ີأ တ࿮੡ੇ ਗ৻જੴ֏ڲ׫ ჸჃܙن و ႞႖फः :1 ႞႐ոຒ 4 .1

ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ ᄩᄟ ෛຬݯؕ اᄳᄟي اᆇᅀܳިن V (x) و ً؇ৎ৊ިݪؕ اৎ৊ݠਊಾޔ اࠍ੊ފࡗࡲ ᄭᄥ঺঒ m(x) ؜ٴ؇رة ႟၍ ّأޚް
: ሒᇆ৚৑Ⴄ၍{

m(x) = m0 +
S0

2 exp
(
x
a

)
V (x) = V0

2 exp
(
x
a

) (١٠٤)

. ݁ިۏص ܋٭ࠕࠫ ೑ಸ؇ٔ m0 و ݁أڎو۰݁ ଫଃ༚ ೑ಸٔިا a و V0 و S0 أن ً ؇గఒ༟
: ෠ຶڎ (O) ሒᇭ V (x) و m(x) ّأިلݥ ًأڎ

[(
m0 +

S0

2
e

x
a

)
d

dx

(
1

m0 +
S0

2 e
x
a

· d
dx

)
+ (١٠٥)

(
E − V0

2
e

x
a

)2

−
(
m0 +

S0

2
e

x
a

)2
]
ϕ(x) = 0 . . . (O1) (١٠٦)

٤٣



: (O1) ႞႐دո֔ڲ ฤ്ڞ ڤרؠگ •
: ሒᇆ৚৑ا ଫଃٺ؞ৎ৊ا ྲྀྥٴڎلܭ َگިم

(S) . . .


y = − S0

2m0
exp

(
x
a

)
dϕ
dx = +y

a
dϕ̃
dy , d2ϕ

dx2 =
y2

a2
d2ϕ̃
dy2 +

y
a2 ·

dϕ̃
dy

ϕ̃(y) = ϕ
(
a ln

(
−2m0

S0
y
))

= ϕ(x)

(١٠٧)

: ሐᇭႤၽّ (O1) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا

d2ϕ

dx2
−

S0

2ae
x
a

m0 +
S0

2 e
x
a

dϕ

dx
+

[(
V 2
0 − S2

0

4

)
e

2x
a − (EV0 + S0m0)e

x
a

+ E2 −m2
0

]
ϕ = 0 (١٠٨)

: أن ૭૙ྥٷٺھ (S) ሒᇭ اܳިاردة ل؇ݪ٭۰ ීෂا ً؇ܳأٴ؇رات ا৖৑ݿٺأ؇۰َ ًأڎ

y2

a2
d2ϕ̃

dy2
+
y

a2
dϕ̃

dy
− 1

a2
y2

y − 1
· dϕ̃
dy

+

[
m2

0

S2
0

(S2
0 − V 2

0 )y
2

+ 2

(
S0m0 + EV0

S0

)
m0y + E2 −m2

0

]
ϕ̃ = 0 (١٠٩)

: ሒᇆ৚৑Ⴄ၍ ّݱٴں (O1) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا إذن

{
q = a

√
E2 −m2

0 = aK0 ; τ = 2a2m0

(
EV0
S0

+m0

)
η = am0

S0

√
V 2
0 − S2

0

(١١٠)

y2
d2ϕ̃

dy2
+

y

1− y
dϕ̃

dy
+
(
q2 + τy + η2y2

)
ϕ̃ = 0 . . . (O2) (١١١)

: ۋ٭ت ᄭᄟاᄴᄟا لܭ ި౫౜భ َگިم

ϕ̃(y) = eiηy · Φ(y)
dϕ̃
dy (y) = iηeiηyΦ(y) + eiηy dΦdy (y)
d2ϕ̃
dy2 = eiηy d

2Φ
dy2 + 2iηeiηy dΦdy − η

2eiηyΦ(y)

(١١٢)

٤٤



: ෠ຶڎ Φ ًـ ϕ̃ ਊಾڎلܭ ًأڎ

y2eiηy
[
d2Φ

dy2
+ 2iη

dΦ

dy
− η2Φ

]
+

y

1− y
eiηy

[
iηΦ +

dΦ

dy

]
+
(
q2 + τy + η2y2

)
eiηyΦ = 0 (١١٣)

إذن

(
y2
d2Φ

dy2
+

[
2iηy2 +

y

1− y

]
dΦ

dy
+ (١١٤)

[
−η2y2 + iηy

1− y
+ q2 + τy + η2y2

]
Φ

)
eiηy = 0 (١١٥)

: ሒሃ Φ(y) ًـ اࠍ੅؇ݬ۰ ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّܝިن ّ ቕ቉ و݆݁

y2
d2Φ

dy2
+

(
2iηy2 +

y

1− y

)
dΦ

dy
+

(
q2 +

iηy

1− y
+ τy

)
Φ = 0 . . . (O2) (١١٦)

: ሒᇆ৚৑Ⴄ၍ واৎ৊أݠفّ Φ ᄭᄟاᄴፁዧ රඝآ لܭ ި౫౜భ َگިم


Φ(y) = yµ(1− y)νΘ(y)
dΦ
dy =

[(
µ
y −

ν
1−y

)
Θ(y) + dΘ

dy

]
yµ(1− y)ν

d2Φ
dy2 =

[
µ2−µ
y2 + ν2−ν

(1−y)2 −
2µν

y(1−y)

]
Θ+ 2

(
µ
y −

ν
1−y

)
dΘ
dy

+ d2Θ
dy2

]
yµ(1− y)ν.

(١١٧)

: أن ً ؇గఒ༟


L(y) = yµ(1− y)ν
dL
dy (y) =

(
µ
y −

ν
1−y

)
L(y)

d2L
dy2 (y) =

d
dy

(
µ
y −

ν
1−y

)
L(y) +

(
µ
y −

ν
1−y

)
dL
dy (y)

=

[(
µ
y −

ν
1−y

)2
−
(
µ
y2 +

ν
(y−1)2

)]
L(y)

=
[
µ2−µ
y2 + ν2−ν

(y−1)2 −
2µν

y(1−y)

]
L(y)

(١١٨)

٤٥



: ۰ਃಾঢ়৑ا ل؇ݪ٭۰ ීෂا ይዧأٴ؇رات ۰ਃಾ৚৑ا لݥ اܳٺأި لگ۰ ޗݠ ૭૙ٺ༱ڎم



Φ(y) = L(y)Θ(y) = yµ(1− y)νΘ(y)
dΦ
dy (y) =

dL
dy (y)Θ(y) + dΘ

dy (y)L(y)

=
[(

µ
y −

ν
1−y

)
Θ(y) + dΘ

dy (y)
]
yµ(1− y)ν

d2Φ
dy2 (y) =

d2L
dy2 (y)Θ(y) + 2dLdy (y) ·

dΘ
dy + L(y) · d2Θdy2

=
[(

µ2−µ
y2 + ν2−ν

(y−1)2 −
2µν

y(1−y)

)
Θ(y) +

(
2µ
y −

2ν
1−y

)
dΘ
dy (y)

+ d2Θ
dy2

]
yµ(1− y)ν.

(١١٩)

: আॻ༟ ොຶݱܭ ً۬ ا৖৑ݿٺأ؇۰َ وًأڎ (O2) ሒᇭ ଫଃ༠৙৑ا ۱ڍا َأިض

y2 · yµ(1− y)ν
[(

µ2 − µ
y2

+
ν2 − ν
(y − 1)2

− 2µν

y(1− y)

)
Θ(y) +

(
2µ

y
− 2ν

1− y

)
dΘ

dy
(y)

(١٢٠)
+
d2Θ

dy2

]
+

(
y

1− y
+ 2iηy2

)[(
µ

y
− ν

1− y

)
Θ(y) +

dΘ

dy
(y)

]
yµ(1− y)ν+

(١٢١)
yµ(1− y)ν

(
q2 +

iηy

1− y
+ τy

)
Θ(y) = 0 (١٢٢)

إذن

y2
d2Θ

dy2
+

[(
1

1− y
+ 2iηy

)
+

(
2µ

y
− 2ν

1− y

)
y

]
y
dΘ

dy
+ (١٢٣)

y

[
y

(
µ2 − µ
y2

+
ν2 − ν
(1− y)2

− 2µν

y(1− y)

)
+

(
1

1− y
+ 2iηy

)(
µ

y
− ν

1− y

)
(١٢٤)

+

(
q2

y
+

iη

1− y
+ τ

)]
Θ(y) = 0 (١٢٥)

আॻ༟ ොຶݱܭ و݁ٷ۬

٤٦



y
d2Θ

dy2
+

[
−2νy + 1

1− y
+ 2µ+ 2iηy

]
dΘ

dy
+

[
µ2 − µ
y

+
(ν2 − ν)y
(1− y)2

(١٢٦)
− 2µν

1− y
+

µ

y(1− y)
− ν

(1− y)2
+ 2iηµ− 2iηνy

1− y
+
q2

y
(١٢٧)

+
iη

1− y
+ τ

]
Θ(y) = 0 (١٢٨)

: ۱ڍه ۰݄۳ৎ৊ا واܳٺྟފ٭ޔ ๤དྷྡྷܳا ᆇᅦܹ٭؇ت ؇਍ಱᄴᄟ و


q2+µ2−µ
y + µ

y(1−y) =
µ2+q2

y(1−y) +
−µ2−q2+µ

1−y

(ν2−ν)y
(1−y)2 −

ν
(1−y)2 =

ν(ν−2)
(1−y)2 +

−ν2+ν
1−y

−2νy+1
1−y + 2µ+ 2iηy = 2iη + 1+2µ−2(ν+µ)y

1−y

2iηµ+ τ − 2iηνy
1−y = τ+2iηµ

1−y + (τ−2iη(ν+µ))y
1−y

(١٢٩)

: أن ૭૙ྥٷٺھ ًگ٭۳݄؇ لݥ اܳٺأި ًأڎ و

y
d2Θ

dy2
+

(
2iηy +

2µ+ 1− 2(ν + µ)y

1− y

)
dΘ

dy
+

(
µ2 + q2

y(1− y)
+ (١٣٠)

−µ2 − q2 + µ

1− y
+
ν(ν − 2)

(1− y)2
+
ν − ν2

1− y
+

2µν

1− y
+
τ + 2iηµ

1− y
+ (١٣١)

(τ − 2iη(ν + µ))y

1− y
+

iη

1− y

)
Θ(y) = 0 (١٣٢)

আॻ༟ ොຶݱܭ إذن

y
d2Θ

dy2
+

(
2iηy +

2µ+ 1− 2(ν + µ)y

1− y

)
dΘ

dy
+

(
µ2 + q2

y(1− y)
+ (١٣٣)

ν(ν − 2)

(1− y)2
+
ν − ν2 − 2µν + τ + 2iηµ+ µ− µ2 − q2 + iη

1− y
+ (١٣٤)

(τ − 2iη(ν + µ))y

1− y

)
Θ(y) = 0 (١٣٥)

٤٧



݁ٷ۬ و

y
d2Θ

dy2
+

(
2iηy +

2µ+ 1− 2(ν + µ)y

1− y

)
dΘ

dy
+

(
µ2 + q2

y(1− y)
+ (١٣٦)

ν(ν − 2)

(1− y)2
+
ν + µ− (ν + µ)2 + τ + 2iηµ− q2 + iη

1− y
+ (١٣٧)

(τ − 2iη(ν + µ))y

1− y

)
Θ(y) = 0 (١٣٨)

: ۰݄۳ৎ৊ا ل؇ݪ٭۰ ීෂا اܳأٴ؇رة ۱ڍه ሌᇿإ َݱܭ اܳٺأިلݥ وًأڎ

y(1− y)d
2Θ

dy2
+ (1 + 2µ− 2(µ+ ν)y + 2iηy(1− y)) dΘ

dy
+ (١٣٩)(

µ2 + q2

y
+
ν(ν − 2)

1− y
+ (µ+ ν)− (µ+ ν)2 + 2iηµ+ τ − q2 + iη (١٤٠)

− (2iη(µ+ ν) + τ) y

)
Θ = 0 . . . (O3) (١٤١)

{
µ = iq

ν = 0 أو ν = 2
إذن ν(ν − 2)

1− y
و µ2 + q2

y
اৎ৊أ؇ఈః݁ت ௡ਟّܹ ۋ٭ت ν , µ ෛຶٺ؇ر

: ۰ਃಾ৚৑ا اܳأٴ؇رة আॻ༟ (O3) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ لݥ اܳٺأި ًأڎ ڣٷۜݱܭ ν = 2 و µ = iq َݯؕ

d2Θ

dy2
+

(
1 + 2iq

y
+
−3
1− y

+ 2iη

)
dΘ

dy
+ (١٤٢)

iη(iq − 1) + τ − 2− (iη(iq + 2) + τ) y

y(1− y)
Θ = 0 . . . (O4) (١٤٣)

۰෠੼ڎৎ৊ا ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ اଫଃ༠৙৑ة ۱ڍه و
: ሒሃ ؇ዛኤఈః݁؇݁أ و (Confluent Heun Equation)

{
α = 2iη ; β = 2iq , δ = −3iη(iq + 2)− τ − 2

γ = 2 , ϵ = 2iη(iq + 5) + 1
(١٤٤)

: ۰ਃಾঢ়৑ا ً؇ܳأٴ؇رة لأޚް ؇۳ܹ༡ و
٤٨



Θ(y) = C1HeunC(α, β, γ, δ, ϵ, y) + C2y
−βHeunC(α,−β, γ, δ, ϵ, y) (١٤٥)

اৎ৊ިݪؕ ؕ݁ ๴ངأ ႟ၽ૰૖ દઊଫଃ݁ٺ؞ اᆇᅀܳިن و اࠍ੊ފࡗࡲ ᄭᄥ঺঒ ّܝިن ؇ৎ৊ ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟ݁أ؇د ༡ܭ أن ෠ຶڎ ଫଃ༠৙৑ا ሒᇭ
: ሒᇆ৚৑Ⴄ၍ ި۱

ϕ(x) =

(
− S0

2m0
e

x
a

)iq (
1 +

S0

2m0
e

x
a

)ν
exp

(
−iη S0

2m0
e

x
a

)
(١٤٦)

×
[
C1 HeunC

(
α, β, γ, δ, ϵ;− S0

2m0
e

x
a

)
(١٤٧)

+C2

(
− S0

2m0
e

x
a

)−β
HeunC

(
α,−β, γ, δ, ϵ;− S0

2m0
e

x
a

)]
. (١٤٨)

ّأݠلژ ஓ୷ܝ݆ ৖৑ ܳـܝ݆ ،۰෠੼݁ڎ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ّݱٴں (O3) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ڣ؆ن v = 0 Ⴄ၍ن إذا : ఈః݁ۋޙ۰
HeunC(α, β, γ, δ, ϵ; y) ᄭᄟاᄴᄟوا ݿ؇ܳص، ොේ٭ں ༟ڎد γ ৙৑ن ڢިى ᄭᄥྥފܹފᆇᅒ HeunC(α, β, γ, δ, ϵ; y) ᄭᄟاᄴᄟا

.γ /∈ Z− Ⴄ၍ن إذا ڢިى ᄭᄥྥފܹފᆇᅒ ّأُݠفّ
ֆۛܙिऻا ֆڲ ػ܋ܧ တ࿮੡ੇ ਗ৻ڲ׫֏ۑ ჸჃܙن و ႞႖फः :2 ႞႐ոষاݾ 5 .2

ᄩᄟ ෛຬݯؕ اᄳᄟي اᆇᅀܳިن V (x) و ً؇ৎ৊ިݪؕ اଫଐৎ৊ًޔ اࠍ੊ފࡗࡲ ᄭᄥ঺঒ m(x) ؜ٴ؇رة ّأޚް ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ
: ሒᇆ৙৑Ⴄ၍

(S1) . . .

{
V (x) = V0x

m(x) = S0x+m0

. ݁ިۏص ܋٭ࠕࠫ ೑ಸ؇ٔ m0 و ݁أڎو۰݁ ଫଃ༚ ೑ಸٔިا S0 و V0
: ෠ຶڎ ؇਍಻؆ڣ (G) ሒᇭ (S1) ݿٴݑ პაႰ m(x) و V (x) اܳأٴ؇رة وݪأٷ؇ إذا

(١٤٩)[
(S0x+m0)

d

dx

(
1

m0 + S0x
· d
dx

)
+ (E − V0x)2 − (S0x+m0)

2

]
ϕ(x) = 0 . . . (G)

: ۰ਃಾঢ়৑ا ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሐᇭႤၽّ (G) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا

d2

dx2
ϕ(x)− 1

x+ S0

m0

· d
dx
ϕ(x)−

[
µ

(
x+

η

µ

)2

+
η2

µ
− ϑ2

]
ϕ(x) = 0 (١٥٠)

٤٩



: ሒᇆঢ়৑Ⴄ၍ اৎ৊أ؇ఈః݁ت ڢࡗࡲ ّܝިن ۋ٭ت
µ = (S2

0 − V 2
0 ) , η = (m0S0 + EV0)

ϑ2 = m2
0 − E2

(١٥١)

: ψ ᄭᄟاᄴᄟ؇ً اࠍ੅؇ص لܭ اܳٺۜި ۱ڍا ً؇ݿٺأ݄؇ل



Ψ(x) = exp
(∫

f(x)dx
)
· ξ(x)

d
dxΨ(x) =

(
f(x)ξ(x) + d

dxξ(x)
)
e
∫
f(x)dx

d2ψ
dx2 (x) =

[(
df
dx(x) + f 2(x)

)
ξ(x) + 2f(x) dξdx +

d2ξ
dx2

]
e
∫
f(x)dx

(١٥٢)

: أن ً ؇గఒ༟

L(x) = exp
(∫

f(x) dx

)
dL

dx
(x) = f(x) exp

(∫
f(x) dx

)
d2L

dx2
(x) =

[
df

dx
(x) + f 2(x)

]
exp

(∫
f(x) dx

)
: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه আॻ༟ ොຶݱܭ ؇਍಻؆ڣ

[
d2ξ

dx2
+ 2 f(x)

dξ

dx
+

(
df(x)

dx
+ f 2(x)

)
ξ(x)

]
e
∫
f(x) dx− (١٥٣)

1

x+ S0

m0

[
f(x)ξ(x) +

dξ

dx

]
e
∫
f(x) dx −

[
µ

(
x+

η

µ

)2

+
η2

µ
(١٥٤)

− ϑ2
]
e
∫
f(x) dxξ(x) = 0 (١٥٥)
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d2ξ

dx2
+

[
2 f(x)− 1

x+ S0

m0

]
dξ

dx
+

[(
df

dx
(x) + f 2(x)

)
(١٥٦)

− f(x)

x+ S0

m0

− ϑ2 − µ
(
x+

η

µ

)2

+
η2

µ

]
ξ(x) = 0 (١٥٧)

=⇒ d2ξ

dx2
+

(
2f(x)− 1

x+ S0

m0

)
dξ

dx
+

[
f(x)

x+ S0

m0

+
df

dx
(x) + f 2(x) −

(١٥٨)
µ

(
x+

η

µ

)2

+
η2

µ
− ϑ2

]
ξ = 0 . . . (G ′1) (١٥٩)

. (G ′1) ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ሒᇭ µ(x+ η
µ

)2 اࠍ੆ڎ ௡ਟܹل ปฆۋ f(x) = µ
1
2

(
x+ η

µ

) َأިض
: ሒᇆ৚৑ا আॻ༟ ොຶݱܭ ؇਍಻؆ڣ لܭ اܳٺۜި ۱ڍا اݿٺ༱ڎام ًأڎ

d2ξ

dx2
(x)−

(
2µ

1
2

(
x+

η

µ

)
+

1

x+ S0

m0

)
dξ

dx
(x) +

−µ 1
2

(
x+ η

µ

)
x+ S0

m0

− µ
1
2

(١٦٠)
+
η2

µ
− ϑ2

]
ξ(x) = 0 . . . (G2) (١٦١)

: ଫଃٺ؞గጻዧ لܭ اܳٺۜި ዛኞڍا ᄭᄟ؇੆اࠍ ۱ڍه ሒᇭ ඔ൹ݿྡྷފٺأ


y = µ
1
4

(
x+ S0

m0

)
dξ

dx
= µ

1
4
dξ̃

dy
,

d2ξ

dx2
= µ

1
2
d2ξ̃

dy2

ξ(x) = ξ̃(y) = ξ

(
1

µ
1
4

y − S0

m0

)
(١٦٢)
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µ−
1
2
d2ξ̃

dy2
(y)−

[
2µ

1
2

(
µ−

1
4y − S0

m0
+
η

µ

)
+
µ

1
4

y

]
µ−

1
4
dξ̃

dy
(y)+ (١٦٣)−µ 1

2

(
µ−

1
4y − S0

m0
+ η

µ

)
µ−

1
4y

− µ
1
2 +

η2

µ
− ϑ2

 ξ̃(y) = 0 (١٦٤)

: আॻ༟ ොຶݱܭ إذن

d2ξ̃

dy2
(y)−

[
2µ

1
4

(
µ−

1
4y − S0

m0
+
η

µ

)
+

1

y

]
dξ̃

dy
+ (١٦٥)[

−µ
3
4

y

(
µ−

1
4y − S0

m0
+
η

µ

)
− 1 + µ−

1
2η2 − µ−

1
2ϑ2

]
ξ̃(y) = 0 (١٦٦)

݁ٷ۬ و

d2ξ̃

dy2
+

[
−2y + 2S0µ

1
4

m0
− 2ηµ−

3
4 − 1

y

]
dξ̃

dy
+ (١٦٧) S0µ

3
4

m0
− µ− 1

4η

y
+ µ−

1
2η2 − µ−

1
2ϑ2 − 2

 ξ̃(y) = 0 (١٦٨)

: ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ۱ڍه ؇ዝཏَڰ ሒሃ اଫଃ༠৙৑ة ᄭᄟأ؇دৎ৊ا ّܝިن و

(١٦٩)
d2ξ

dy2
+

(
α + 1

y
− 2y − β

)
dξ

dy
+

(
(γ − α− 2)− δ + β(α + 1)

2y

)
ξ = 0 . . . (G2)

: ሒᇆ৙৑Ⴄ၍ δ , γ , β , α ڢࡗࡲ ೑಻Ⴄ၍ إذا
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

α + 1 = −1

−β =
2S0µ

1
4

m0
− 2ηµ−

3
4

γ − α− 2 = µ−
1
2η2 − µ− 1

2ϑ2 − 2

δ + β(α + 1) =
S0

m0
µ

3
4 − µ− 1

4η

ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج ۰ਃಮ؇਍ು ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ሒሃ اଫଃ༠৙৑ة و۱ڍه
: ሒሃ ؇ዛኤఈః݁؇݁أ و (Biconfluent Heun Equation)


α = −2 , β = 2µ

1
4

(
η

µ
− m0

S0AE

)
,

γ = µ−
1
2

(
η2

µ
− ϑ2

)
, δ = 0

: ި۱ ؇۳ܹ༡ و
ξ(y) = C1 HeunB(α, β, γ, δ; y) + C2 y

−α HeunB(−α, β, γ, δ; y) (١٧٠)

اৎ৊ިݪؕ ؕ݁ ۊޚ޶ ႟ၽ૰૖ દઊଫଃ݁ٺ؞ واᆇᅀܳިن اࠍ੊ފࡗࡲ ᄭᄥ঺঒ ۋ٭ت ۰༥ިৎ৊ا ᄭᄟ݁أ؇د ༡ߺࠊل أن ૭૙ྥٷٺھ ؜ٷڎࢱࣕ
: ި۱

Ψ(x) = exp
(
−µ

1
2

(
x2

2
+
η

µ
x

))
·
[
C1 HeunB

(
α, β, γ, δ;µ

1
4

(
x+

S0AE

m0

))
(١٧١)

+C2

(
µ

1
4

(
x+

S0AE

m0

))−α
HeunB

(
−α, β, γ, δ;µ

1
4

(
x+

S0AE

m0

))]
.

(١٧٢)

٥٣



اڤո֔ڲ١ ١۝୹୴শاݾ
ଫଊّأُٺ ೑಻Ⴄ၍ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃڣ ݁ފ؇فܭ ༡ܭ ሒᇭ ؇ዛኤ؇وّޚٴ٭گ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ܳـ ݁أ݄گ۰ دراݿ۰ اৎ৊ڍாணة ۱ڍه ོྥٷ؇ول

اܳٺگܹ٭ڎل۰. اࠍ੅؇ݬ۰ اᄴᄟوال ً؇ݿٺ༱ڎام اࠍ੆ܭ আॻ༟ ؜ݱ٭۰
ر྘ཬފ٭۰: ڣݱިل ᆇᅴފ۰ ሌᇿإ اᄴᄟراݿ۰ ྾ཏگ਍ಾ

ا৙৑داة ؇ዛኡأ ً ݁ٴ྘ٷّ؇ ل؇ء، ଩ଃاܳڰ ሒᇭ ؇ዛኤ؇ّޚٴ٭گ وأ۱ܾ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ༂຃ر؇ّ ૭૏ٺأݠض : اॊूول اڤءۢڞ •
.۰૭૙؇༶ٺৎ৊ا ଫଃ༚ ۰ਃಮ؇ل ଩ଃاܳڰ ا৙৑َޙ۰݄ ܳިݬژ اܳޚٴ٭أ٭۰ ل؇ݪ٭۰ ීෂا

ᄴᄟႤ၍وال اৎ৊ިݪިع، ܳڰ۳ܾ اఈዳዧز۰݁ ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ ل؇ݪ٭۰ ීෂا وا৙৑دوات اৎ৊ڰ؇۱ࡗࡲ لگڎّم :ᆃᄴոاڤ׭ اڤءۢڞ •
ل۰ َޙݠ ሌᇿإ ً؇৕৑ݪ؇ڣ۰ ،؇݁؇༚ ᄭᄟودا اৎ৊أ۰݄݄، ا୒ୖٷڎݿ٭۰ ڣިق اᄴᄟوال ڣݠو྘ྲྀٷ٭ިس، ݁أ؇د৖৑ت اܳٺ༲ܹ٭ܹ٭۰،

Ⴄၽਃಸر-ܳ٭ٷڎܳިف. ل۰ وَޙݠ ިَ؇ਃಸ
݁ྥފܹފఈఃت ଫଊ༟ ا௱௯௫ܹ٭۰ ؇ୖ୒ߺࠊ༡ ا௰௯௫ٺܹڰ۰، وݬ٭؞۳؇ اܳأ؇۰݁ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ً؇ܳٺڰݱ٭ܭ ཯ྥٷ؇ول اڤ׭ոڤ֛: اڤءۢڞ •
اࠍ੅؇ݬ۰ اܳٺأ؇݁ڎ وఈః༟ڢ؇ت ،(௧ਤਃಸଫଐܳا لܭ اܳٺۜި اܳگިة، لܭ ިොູ اࠍ੅ޚ޶، لܭ (اܳٺۜި ؇ዛኤఈఃل ިොູ اܳگިى،

۱٭ިن. ࢻࣖوال
۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ،۰෠੼ٷڎৎ৊ا ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د :ሒሃو ۱٭ިن، ᄭᄟأ؇دৎ৊ ۰෠੼ڎৎ৊ا اܳݱ٭ؐ لگڎّم :ֆּൄاളا اڤءۢڞ •

ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج. ۰ਃುఈఃٔ ۱٭ިن ᄭᄟو݁أ؇د ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج، ۰༥دوਲ਼ਦ ۱٭ިن ᄭᄟ݁أ؇د ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج، ۰ਃಮ؇਍ು
દઊఈ႙၍-ؗިردون ᄭᄟ݁أ؇د ༡ܭ لࡤࡲ ۋ٭ت اৎ৊ڍாணة، ۏ۱ިݠ ႟ၽّ૰૏ اڤ֔ڵ࣬ࣽ): (اڤ׫܋ץמۂ اݾոশڲۥ اڤءۢڞ •

:ඔ൹ܳٺ؇༡ ሒᇭ اܳྡྷފྟ٭۰
أن ૭ُ૏ྥٷٺھ ۋ٭ت اৎ৊ިݪؕ، ؕ݁ ๴ّང֡أ ႟ၽ૰૖ ݁ٺ؞ଫଃان ᆇᅒިن و اࠍ੊ފࡗࡲ ᄭᄥ঺঒ :ᅽᅰوॊूا ႞႐ոষاݾ .١

.۰෠੼ٷڎৎ৊ا ۱٭ިن ᄭᄟࢻࣖا لأُޚް اࠍ੆ܭ
أن ૭ُ૏ྥٷٺھ ۋ٭ت اৎ৊ިݪؕ، ؕ݁ ۊޚ޶ ႟ၽ૰૖ ݁ٺ؞ଫଃان اᆇᅀܳިن و اࠍ੊ފࡗࡲ ᄭᄥ঺঒ :١ॴబոاڤ׭ ႞႐ոষاݾ .٢

ا৖৑ࢾࣖ݁؇ج. ۰ਃ಻؇ஓஇ ۱٭ިن ᄭᄟࢻࣖا لأُޚް اࠍ੆ܭ
.ሒᆶ؇ل ଩ଃاܳڰ ّޚ٭ٴگٷ؇ ሒᇭ ۰݄ዛᔻ ۱٭ިن ݁أ؇د৖৑ت أނႤၽل ᆇᅹ٭ؕ أن اࠍ੅ٺ؇م ሒᇭ ᄕც؊ܳٷٺ

٥٤
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