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Résumé

Le but de ce mémoire est d’introduire la méthode de monotonie pour la résolution de

quelques problèmes elliptiques.

Mots-clés :Opérateurs bornés, Opérateurs monotones, hémicontinuité, demicontinuité

, opérateurs pseudo monotones, équations aux-dérivées partielles elliptiques.

i



Notations

Ω un ouvert borné de RN

∂ Ω frontière topologique de Ω

x = (x1, · · · , xN ) point générique de RN

d x = d x1d x2 · · ·d xN mesure de Lebesgue sur Ω

Ω l’adhérence de l’ensemble Ω

* la convergence faible

p.p. presque partout

V un espace de Banach

H un espace de Hilbert

V ′ le dual topologique de V

〈., .〉V ′×V le crochet de dualité entre

l’espace V et son dual topologique V ′

∥.∥ la norme sur l’espace de Banach V

(., .) le produit scalaire sur l’espace de Hilbert H

|.| la norme sur l’espace de Hilbert H

Rm×N l’espace des matrices réelles.

Id désigne la matrice d’identité.

f + =max( f , 0), f − =max(− f , 0) la partie positive et négative de la fonction f

C 0(R) l’espace des fonctions continues

D(Ω) =C∞0 (Ω) espace des fonctions différentiables et à support

compact dans Ω

C k (Ω) espace des fonctions k-fois continûment

différentiables dans Ω

D ′(Ω) = (D(Ω))′ l’espace des distributions
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Introduction générale

La théorie des opérateurs monotones est actuellement un domaine actif de recherche,

ils jouent un rôle important dans de nombreuses branches des mathématiques telles que

l’analyse convexe, l’optimisation, théorie des équations aux dérivées partielles, inéqua-

tions variationnelles. Ils ont également des applications dans d’autres domaines tels que

la théorie des graphes et les circuits électriques analogiques.

La première utilisation de la condition de monotonie dans les espaces de Hilbert re-

monte à M. Golomb [19], dans l’étude des équations intégrales non linéaires de Hammer-

stein. Golomb a déclaré qu’un opérateur A sur un espace de Hilbert H satisfait à la « condi-

tion de Lipschitz » si

∀u , v ∈H 〈A(u )−A(v ), u − v 〉 ≥ −k∥u − v ∥2H (1)

avec un paramètre k qui peut être négatif ou positif ainsi que zéro (de sorte que l’hypo-

monotonie et la forte monotonie soient couvertes à le même temps). L’idée a attiré peu

d’attention à l’époque des travaux de Golomb, et a été relancée vers les années 1959 et

1960 par les mathématiciens russes M. M. Vainberg [43, 44], R. I. Kachurovskii [22] et le

mathématicien argentin E. H. Zarantonello [45]. Dans [22], R. I. Kachurovskii a prolongé le

concept de monotonie aux applications agissant d’un espace de Banach dans son dual. Il a

observé que la différentielle de Fréchet d’une fonction convexe est une fonction monotone,

et a en fait également inventé le terme « monotone » pour décrire ces fonctions.

Dans [45], E. H. Zarantonello a étendu la relation d’ordre des fonctions réelles au cas

vectoriel. Plus précisément, soit D un sous-ensemble non vide d’un espace de Hilbert H et

A, B : H →H deux opérateurs. Il a déclaré que B est plus lent que A si

∀u , v ∈D 〈A(u )−A(v ), u − v 〉 ≥ 〈B (u )−B (v ), u − v 〉, (2)

qui est noté A ≽ B . Il a ensuite appelé A (isotoniquement) monotone si A ≽ 0, c’est-à-

dire
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∀u , v ∈D 〈A(u )−A(v ), u − v 〉 ≥ 0, (3)

et A est uniformément monotone si A ≽ I d . Dans [32], G. J. Minty a donné la définition

d’un opérateur monotone à travers d’une relation linéaire. Pour tout sous-ensemble E de

H ×H , il a défini la relation linéaire M comme suit :

(x1, y1)M (x2, y2) à condition que 〈 x1− x2, y1− y2 〉 ≥ 0. (4)

Un opérateur A d’un sous-ensemble D de H dans H est appelé monotone sur D à

condition que D soit un sous-ensemble du domaine de A, et le graphe de la restriction

de A à D est totalement ordonné par la relation M , c’est-à-dire

(u , A(u ))M (v, A(v )) pour tout u , v ∈D , (5)

ce qui signifie aussi que A satisfait (3).

Dans son article [45], E. H. Zarantonello a démontré le théorème de surjectivité suivant :

Théorème 0.1. On suppose que H est un espace de Hilbert. Si A : H → H est un opérateur

monotone et lipschitzien alors l’opérateur I +A est surjectif.

Un peu plus tard, ce théorème a été généralisé par G. Minty [32] pour les opérateurs

A continus, monotones. Browder dans [8] a déclaré que cette généralisation par Minty est

équivalente au célèbre théorème de Lax-Milgram 5.2. Ensuite dans [6], F. Browder a démon-

tré que le résultat du théorème 0.1 reste vraie en remplaçant l’hypothèse de continuité par

une autre plus faible de demicontinuité "i.e., A est continu de H fort dans H faible".

Pour les espaces de Banach réflexifs V et les opérateurs A : V →V ′, le résultat de base

obtenu indépendamment par Browder [7] et Minty [33] déclare que si A est un opérateur

monotone, hémicontinu, (i.e., la fonction t 7→ 〈A(u+ t v ), w 〉 est continue de [0, 1] dansR),

et coercif, i.e.

〈Au , u 〉
∥u∥V →+∞ lorsque ∥u∥V →+∞) (6)

alors A est surjectif.

Ce théorème et ses extensions à diverses classes d’opérateurs A qui satisfont des condi-

tions de monotonie modifiées (Browder [9, 10, 11, 12, 11], Leray-Lions [28], Hartman-Stampacchia
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[20]) sont à la base de l’application de la théorie des opérateurs monotones pour obtenir

des théorèmes d’existence généraux pour des problèmes aux-limites non linéaires.

H. Brezis, dans son article pionnier [5], a introduit une vaste classe d’opérateurs, qu’il a

classés comme pseudomonotones, étendant ainsi le théorème d’existence de Minty-Browder.

Plus précisément, un opérateur A : V →V ′ est pseudomonotone, si pour chaque suite (un ),

telle que

un * u et lim sup
n→∞

〈A(un ), un −u 〉 ≤ 0, (7)

il s’ensuit que

〈A(u ), u − v 〉 ≤ lim inf
n→∞ 〈A(un ), un − v 〉 pour tout v ∈V . (8)

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Le premier est entièrement consacré à

l’exposé des définitions et résultats nécessaires pour la suite de ce travail. L’objectif du

deuxième chapitre est de présenter les opérateurs monotones et leurs applications dans

la résolution de quelques problèmes elliptiques. Le troisième chapitre est consacré pour

les opérateurs pseudomonotones avec quelques applications.
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Chapitre

Préliminaires 1
Sommaire

1 Espaces de Lebesgue 1
2 Espaces de Sobolev 5

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et rappels des résultats né-
cessaires pour la suite de ce travail. nous introduisons quelques définitions, lemmes et
quelques théorèmes sur les espaces fonctionnels.

1.1 Espaces de Lebesgue

1.1.1 Notions générales

DÉFINITION 1.1

On définit l’espace de Lebesgue L p (Ω) par :
Pour 1≤ p <+∞

L p (Ω) =

�

u :Ω−→R mesurable,

∫

Ω

|u (x )|p d x <+∞
�

,

mini de la norme

∥u∥L p (Ω) =

�∫

Ω

|u (x )|p d x

�
1
p

.

Pour p =+∞

L∞(Ω) =
§

u :Ω−→R mesurable, sup
x∈Ω

ess|u (x )|<+∞
ª

,

muni de la norme
∥u∥L∞(Ω) = sup

x∈Ω
ess|u (x )|.

L p (Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞ et de Hilbert Pour p = 2 muni de
produit scalaire

( f , g ) =

∫

Ω

f (x )g (x ) d x .

1



Préliminaires

PROPOSITION 1.1 – Séparabilité, réflexivité et dual de L p (Ω) [4]. Les assertions
suivantes sont vraies.

1. L p (Ω) est séparable pour 1≤ p <+∞ et réflexif pour 1< p <+∞.

2. Le dual de L p (Ω) pour 1≤ p <+∞ est isomorphe à L p ′(Ω) avec 1
p +

1
p ′ = 1.

3. L 1(Ω) est séparable, ni réflexif et son dual est L∞(Ω).

4. L∞(Ω) ni séparable, ni réflexif et son dual est contient strictement L 1(Ω).

LEMME 1.1 (Inégalité de Young [4])

Soient p et q deux réels strictement positifs tels que 1
p +

1
p ′ = 1. Pour tout réel positif

a et b , on a

a b ≤ 1

p
a p +

1

p ′
b p ′ .

LEMME 1.2 (Inégalité de Convexité [4])

Soient a ≥ 0, b ≥ 0 et soit 1≤ p <+∞. On a

(a + b )p ≤ 2p−1(a p + b p ).

PROPOSITION 1.2 – Inégalité de Hölder [4]. Soient f ∈ L p et g ∈ L p ′ avec 1≤ p ≤∞
et 1

p +
1

p ′ = 1. Alors f g ∈ L 1 et
∫

| f g | ≤ ∥ f ∥L p ∥g ∥L p ′ .

PROPOSITION 1.3 – Compacité L p − L q [4]. Soit 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞. Si |Ω| < +∞ alors
L q (Ω)⊂ L p (Ω). De plus, l’injection est compacte pour p < q .

1.1.2 Mode de convergence dans les espaces L p (Ω)

DÉFINITION 1.2: Convergence forte, convergence faible dans L p (Ω)

Soient p ∈ [1,∞[ ,et
�

fn , f
	

une famille de L p (Ω).

• On dit que fn converge fortement vers f dans L p (Ω) et on note fn → f dans
L p (Ω) si lim

n→+∞∥ fn − f ∥L p (Ω) = 0 .

• On dit que fn converge faiblement vers f dans L p (Ω) et on note fn * f dans

L p (Ω) si lim
n→+∞

∫

Ω

( fn − f ).g = 0, ∀g ∈ L p
′
(Ω), avec 1

p +
1

p ′ = 1.

• On dit que fn converge faible ∗ vers f dans L∞(Ω) et on note fn
∗
* f dans L∞(Ω)

2



Espaces de Lebesgue

si lim
n→+∞

∫

Ω

( fn − f ).g = 0, ∀g ∈ L 1.

PROPOSITION 1.4 – [4]. Lorsque E est de dimension finie, la topologie faibleσ(E , E ′)
et la topologie usuelle coïncident. En particulier, une suite (xn ) converge faiblement si et
seulement si elle converge fortement.

THÉORÈME 1.1 ([4, 14]): Soit X un espace normé et supposons que xn → x (faiblement).
Alors :

1. (xn ) est bornée dans la norme de X , c’est-à-dire sup∥xn∥<∞.

2. La limite faible x de (xn ) est unique.

LEMME 1.3 (Lemme de Fatou [27])

Soit ( fn )n une suite de fonction mesurable, à valeurs dans [0,+∞[ on a

∫

Ω

lim inf
n−→+∞ fn (x ) d x ≤ lim inf

n−→+∞

∫

Ω

fn (x ) d x .

PROPOSITION 1.5 – Théorème de convergence dominée [27]. Soit 1 ≤ p < +∞,
( fn )n ⊂ L p (Ω) et f ∈ L p (Ω). On suppose que

1. fn −→ f p.p dans Ω.

2. il existe g ∈ L p (Ω) telle que pour tout n ∈N on a | fn | ≤ g p.p dans Ω .

Alors

fn → f dans L p (Ω).

La proposition suivante est la réciproque partielle du proposition 1.5.

PROPOSITION 1.6 – [23]. Soient Ω un ouvert de RN, et ( fn )n∈N une suite de fonctions
qui converge vers f dans L p (Ω). Alors il existe une sous suite ( fnk

)k∈N et une fonction g de
L p (Ω) telles que :

1. fnk
(x )−→ g (x ) p.p. sur Ω.

2. ∀k ∈N, | fnk
(x )| ≤ g (x ) p.p. sur Ω.

La proposition suivante est une généralisation de la proposition 1.5.

3



Préliminaires

PROPOSITION 1.7 – [38]. Soit { fn}une suite de fonctions mesurables sur E qui converge
ponctuellement presque partout sur E vers f . Supposons qu’il existe une suite {gn} de
fonctions mesurables non négatives sur E qui converge ponctuellement presque partout
sur E vers g et domine { fn} sur E dans le sens où

| fn | ≤ gn sur E pour tout n .

Si

lim
n→∞

∫

E

gn =

∫

E

g <∞,

alors

lim
n→∞

∫

E

fn =

∫

E

f .

La proposition suivante donne le lien entre la bornitude et la convergence faible dans
les espaces de Lebesgues réfléxifs.

PROPOSITION 1.8 – [3]. Soit 1 < p <∞ et soient fn des fonctions dans L p (µ) conver-
geant presque partout (ou en mesure) vers une fonction f . Alors, une condition néces-
saire et suffisante pour la convergence de { fn} vers f dans la topologie faible de L p (µ) est
la bornitude de { fn} dans la norme de L p (µ).

1.1.3 Opérateurs de Nemytskii (opérateurs de superposition)

DÉFINITION 1.3: (Fonction de Carathéodory)

Soit f :Ω×R−→R. On dite que f est de Carathéodory si :

1. f (., s ) :Ω−→Rmesurable pour tout s ∈R,

2. f (x , .) :R−→R continue presque partout x ∈Ω.

DÉFINITION 1.4: (Opérateur de Nemitski)

Soient u : Ω→ R et f ∈ C (Ω×R). l’opérateur Nf défini par (Nf u )(x ) = f (x , u (x )) est
appelé opérateur de Nemitski relatif à f .

THÉORÈME 1.2 (Continuité de l’opérateur de Nemytskii[35]): Si f est de Carathéodory et elle
existe une fonction positive a ∈ L p ′(Ω) et une constante b > 0, tels que

| f (x , t )| ≤ a (x ) + b |t |p−1.

4



Espaces de Sobolev

alors l’opérateur de Nemytskii est continu de L p (Ω) dans L p ′(Ω).

1.2 Espaces de Sobolev

DÉFINITION 1.5: (Espaces de Sobolev (W 1,p (Ω)))

On définit l’espace de Sobolev W 1,p (Ω),pour 1≤ p ≤+∞ par :

W 1,p (Ω) = {u ∈ L p (Ω), ∇u ∈ (L p (Ω))N },
muni de la norme

∥u∥W 1,p (Ω) =







�∥u∥pL p (Ω)+ ∥∇u∥pL p (Ω)

�
1
p , si 1≤ p <∞,

max
�∥u∥L∞(Ω),∥∇u∥L∞(Ω)

�

, si p =∞.

Pour p = 2, l’espace W 1,2(Ω) noté H 1(Ω) est de Hilbert muni du produit scalaire

(u , v )H 1(Ω) = (u , v )L 2(Ω)+ (∇u ,∇v )L 2(Ω),

et de la norme

∥u∥H 1(Ω) =
�

∥u∥2L 2(Ω)+ ∥∇u∥2L 2(Ω)

�
1
2

.

PROPOSITION 1.9 – Complétude, séparabilité, et réflexivité de W 1,p (Ω) [1, 4] .
L’espace W 1,p (Ω) est un espace de Banach, et séparable pour 1 ≤ p < +∞, et réflexif
pour 1< p <+∞.

DÉFINITION 1.6: (Espaces de SobolevW
1,p

0 (Ω))

Soit 1 ≤ p < +∞. On note W 1,p
0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans W 1,p (Ω), (c’est-à-dire

W 1,p
0 (Ω) :=D(Ω)W

1,p (Ω)
)

Le théoréme suivant donne une Caractérisation de l’espace W 1,p
0 (Ω) via le théoreme de

trace (voir [36])

THÉORÈME 2.1: On suppose que Ω est un ouvert borné régulier de RN. Alors

W 1,p
0 (Ω) =
�

u ∈W 1,p (Ω); v |∂ Ω = 0
	

.

5



Préliminaires

DÉFINITION 1.7: (Espace de Sobolev W −1,p ′ (Ω))

L’espace de Sobolev W −1,p ′(Ω) est le dual topologique de l’espace W 1,p
0 (Ω) ; c’est-à-

dire : l’espace vectoriel de toutes les formes linéaires continues sur W 1,p
0 (Ω).

DÉFINITION 1.8: (Convergence faible, convergence forte dans W 1,p (Ω))

Soient p ∈ [1,+∞[ et
�

fn , f
	

une famille de W 1,p (Ω).

• On dit que fn converge fortement vers f dans W 1,p (Ω) et on note fn → f dans
W 1,p (Ω) si

fn → f dans L p (Ω) et ∇ fn →∇ f dans L p (Ω).

• On dit que fn converge faiblement vers f dans W 1,p (Ω) et on note fn * f dans
W 1,p (Ω) si

fn * f dans L p (Ω) et ∇ fn *∇ f dans L p (Ω).

THÉORÈME 2.2 (Injections de Sobolev-Rellich-Kondrachov [34]):
Soit Ω un ouvert borné de RN et de classeC 1, on a :

• Si p < N , alors l’injection W 1,p (Ω) ,→ L q (Ω) est compacte pour q ∈ �1, p ∗
�

où 1
p ∗ =

1
p − 1

N .

• si p =N , alors l’injection W 1,p (Ω) ,→ L q (Ω) est compacte pour q ∈ [1,+∞)
• Si p >N , alors l’injection W 1,p (Ω) ,→C (Ω) est compacte. En particulier l’injection

W 1,p (Ω) ,→ L p (Ω) est compact pour tout p ∈ [1,+∞)

THÉORÈME 2.3 (Inégalité de Poincaré [24]): Soit 1≤ p <+∞, on suppose que Ω est un ou-
vert borné dans une direction deRN alors, il existe une constante positive C =C (p , N ,Ω)
telle que :

∥u∥L p ≤C ∥∇u∥L p , ∀u ∈W 1,p
0 (Ω)

par conséquence l’application u 7→ ∥∇u∥L p définie une norme sur W 1,p
0 (Ω), équivalente

à la norme usuelle.

THÉORÈME 2.4 (Astuce topologique [27]): Soit X un espace topologique et xn une suite de
cet espace qui a la propriété qu’il existe x ∈ X tel que de toute sous-suite de cette suite,
on peut extraire une nouvelle sous-suite qui converge vers x . Alors la suite entière xn

converge vers x .

THÉORÈME 2.5 (Banach-Steinhaus[4]): Soit V un espace de Banach et Y un espace normé.
Soit (Ti )i∈I une famille arbitraire d’éléments de L (V , Y ) telle que

6



Espaces de Sobolev

sup
i∈I
∥Ti (u )∥Y <∞ ∀u ∈V .

Alors,

sup
i∈I
∥Ti∥L (V ,Y ) <∞.

7
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Dans ce qui suit, V est un espace de Banach réflexif et séparable et V ′ son dual topolo-
gique.

2.1 Différents types de continuité

2.1.1 Opérateurs hémicontinus

DÉFINITION 2.1

On dit que l’opérateur A : V → V ′ est hémicontinu si ∀u , v, w ∈ V , la fonction t 7→
〈A(u + t v ), w 〉 est continue de R dans R.

EXAMPLE 2.1
Tout opérateur linéaire de V dans V ′ est hémicontinu.

SOLUTION.

Soient A : V → V ′ un opérateur linéaire, et u , v, w trois éléments de V . La fonction
réelle

φ(t ) = t 7→ 〈A(u + t v ), w 〉= 〈A(u ), w 〉+ t 〈A(v ), w 〉
est affine, et en conséquence elle est continue sur R.

Remarque 2.1. Pour démontrer que A : V → V ′ est hémicontinu, il suffit de démontrer que
la fonction réelle ϕ(t ) = 〈A(u + t v ), w 〉 est continue en point 0 pour tour u , v et w dans V ;
c’est-à-dire :

lim
t→0
〈A(u + t v ), w 〉= 〈A(u ), w 〉 ∀u , v, w ∈V .

EXAMPLE 2.2
Tout opérateur continu de V dans V ′ est hémicontinu.
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SOLUTION.

Soient A : V → V ′ un opérateur linéaire continu, et u , v, w . trois éléments de V . On
considère la fonction réelle ϕ définie par

ϕ :R→R
t 7→ϕ(t ) = 〈A(u + t v ), w 〉.

Pour démontrer que A est hémicontinu, il suffit de démontrer que la fonction ϕ est
continue en point 0 ; c’est à dire :

〈A(u + t v ), w 〉→ 〈A(u ), w 〉 quand t → 0.

Soit (tn ) une suite réelle qui converge vers 0. Donc la suite (un ) = (u + tn v ) converge
fortement dans V vers la fonction u , et comme A est continue de V fort dans V ′ fort,
alors

A(un )→ A(u ) fortement dans V ′.

Par conséquent

〈A(un ), w 〉→ 〈A(u ), w 〉.
Ainsi, la fonction ϕ est continue en point 0.

EXAMPLE 2.3: (Opérateur Laplacien)
Soit Ω un ouvert borné de RN . On définit l’opérateur laplacien A : H 1

0 (Ω)−→H −1(Ω) par

〈A(u ),ϕ〉=
∫

Ω

∇u∇ϕd x .

L’opérateur A est linéaire et par conséquent il est hemicontinu.

EXAMPLE 2.4
Soient Ω un ouvert borné de RN , p > 2, et f : R −→ R une fonction continue telle qu’il
existe C > 0 satisfaisant, pour tout s ∈R :

| f (s )| ≤C (1+ |s |)p−2 . (2.1)

On considère l’opérateur

A : W 1,p
0 (Ω) −→ W 1,p ′(Ω)

u 7→ A(u ) = f (u )
∂ u

∂ xi
.

Montrer que A est hémicontinu.

SOLUTION.

Soient u , v et w trois élément de V =W 1,p
0 (Ω). Afin de démontrer que A est hémicon-

tinu, il suffit de démontrer que la fonction réelle ϕ(t ) = 〈A(u + t v ), w 〉 est continue
en point 0. Soit (tn ) une suite réelle convergente vers 0. On veut démontrer que

9
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ϕ(tn ) =

∫

Ω

f (un )
∂ un

∂ xi
w d x →ϕ(0) =

∫

Ω

f (u )
∂ u

∂ xi
w d x , (2.2)

où un = u + tn v pour tout n ∈N. En utilisant le fait que la suite (un ) converge forte-
ment vers u dans L p−1

0 (Ω), alors, par le Théorème 1.2, il découle que

f (un )→ f (u ) fortement dans L
p−1
p−2 (Ω).

En utilisant l’inégalité de Hölder avec l’exposant α =
p

p ′
, on en déduit que la suite

f (un )w est bornée dans L p ′(Ω), et par suite

f (un )w → f (u )w faiblement dans L p ′(Ω),

et on a (2.2), puisque
∂ un

∂ xi
converge fortement vers

∂ u

∂ xi
dans L p (Ω).

2.1.2 Opérateurs demicontinus

DÉFINITION 2.2

On dit que l’opérateur A : V →V ′ est demicontinu si A est continu de V fort dans V ′

faible, c-à-d., si un → u fortement dans V , alors A(un )→ A(u ) faiblement dans V ′.

THÉORÈME 1.1: Si A : V →V ′ est un opérateur continu, alors A est demicontinu.

Preuve.

On suppose que A : V →V ′ est un opérateur continu. Soit (un )une suite qui converge
fortement vers u ∈V . Puisque A est continu il découle que

A(un )→ A(u ) fortement dans V ′.

Par conséquent

A(un )→ A(u ) faiblement dans V ′.

Ainsi, on a prouvé que l’opérateur A est demicontinu.

THÉORÈME 1.2: Tout opérateur demicontinu est hémicontinu.

Preuve.

On suppose que A : V → V ′ est un opérateur demicontinu. Soient u , v et w trois
éléments de V . On veut démontrer que la fonction réelle ϕ(t ) = 〈A(u + t v ), w 〉 est
continue en point 0. Soit (tn ) une suite réelle qui converge vers 0. On pose

10
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un = u + tn v, ∀n ∈N.

Puisque (un ) converge fortement vers u dans V et A est démicontinu, alors

A(un )→ A(u ) faiblement dans V ′.

Par suite, il vient

〈A(un ), w 〉→ 〈A(u ), w 〉,
cela implique que ϕ est continue en point 0, ce qui signifie que l’opérateur A est hé-
micontinu.

2.1.3 Opérateurs fortement continus

DÉFINITION 2.3

On dit que l’opérateur A : V → V ′ est fortement continu (ou totalement continu)
si A est continu de V faible dans V ′ fort, c-à-d., si un * u faiblement dans V , alors
A(un )−→ A(u ) fortement dans V ′.

EXAMPLE 2.5
Soient Ω un ouvert borné de RN et f :Ω×R→R une fonction de Carathéodory satisfai-
sant la condition de croissance

| f (x , t )| ≤ a (x ) + b |t |p−1,

où b > 0 et a une fonction positive appartenant à L p (Ω). D’après le théorème 1.2, l’opé-
rateur de Nemytskii f̃ associé à f est continu de L p (Ω) dans L p ′(Ω). On définit l’opérateur
A : V =W 1,p

0 (Ω)→V ′ =W −1,p ′(Ω) par :

〈Au ,ϕ 〉=
∫

Ω

f̃ (u )ϕd x .

Montrer que A est fortement continu.

SOLUTION.

Soit (un ) une suite qui converge faiblement vers u dans V = W 1,p
0 (Ω). Alors, par le

théorème de Rellich-Kondrachov, on a

un → u fortement dans L p (Ω),

et comme f̃ est continue de L p (Ω) fort dans L p ′(Ω) fort, alors

f̃ (un )→ f̃ (u ) fortement dans L p (Ω). (2.3)

11
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Soitϕ une fonction de V . En utilisant l’inégalité de Hölder, puis celle de Poincaré, on
obtient

�

�〈Aun −A(u ),ϕ 〉��≤
∫

Ω

| f̃ (un )− f̃ (u )||ϕ|d x

≤ ∥ f̃ (un )− f̃ (u )∥L p ′ (Ω)∥ϕ∥L p (Ω)

≤CΩ∥ f̃ (un )− f̃ (u )∥L p ′ (Ω)∥ϕ∥W 1,p
0 (Ω).

Par conséquent,

∥Aun −A(u )∥V ′ ≤CΩ∥ f̃ (un )− f̃ (u )∥L p ′ (Ω). (2.4)

En utilisant (2.3), on peut passer à la limite dans (2.4), pour conclure que

A(un )→ A(u ) fortement dans V ′ =W −1,p ′(Ω).

2.2 Opérateurs bornés

2.2.1 Opérateurs bornés

DÉFINITION 2.4: (Opérateur borné)

On dit que l’opérateur A : V →V ′ est borné, s’il transforme les bornés de V en bornés
de V ′.

EXAMPLE 2.6
Montrer que l’opérateur défini dans l’exemple 2.4 est borné.

SOLUTION.

Soient u , v etϕ trois élément de W 1,p
0 (Ω). En utilisant la condition de croissance (2.1)

sur f , il s’ensuit que

|〈A(u ),ϕ〉|W −1,p ′ (Ω)·W 1,p
0 (Ω) =

�

�

�

�

∫

Ω

f (u )
∂ u

∂ xi
ϕd x

�

�

�

�

=

∫

Ω

| f (u ) ∂ u

∂ xi
ϕ|d x

≤
∫

Ω

| f (u )| · | ∂ u

∂ xi
| · |ϕ|d x

≤C

∫

Ω

(1+ |u |)p−2| ∂ u

∂ xi
||ϕ|d x .
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Appliquant à droite l’inégalité de de Hölder avec l’exposant α= p
2 , on trouve

|〈A(u ),ϕ〉|W −1,p ′ (Ω)·W 1,p
0 (Ω) ≤C

�∫

Ω

(1+ |u |)(p−2)α′ |d x

�
1
α′

·
�∫

Ω

| ∂ u

∂ xi
|α|ϕ|αd x

�
1
α

≤C

�∫

Ω

(1+ |u |)p |d x

�
p−2

p

·
�∫

Ω

| ∂ u

∂ xi
| p2 |ϕ| p2 d x

�
2
p

≤C

�∫

Ω

(1+ |u |)p |d x

�
p−2

p

· ∥ ∂ u

∂ xi
∥L p (Ω)∥ϕ∥L p (Ω)

≤C ′δu∥ϕ∥L p (Ω).

Donc

∥Au∥W −1,p ′ (Ω) ≤C ′∥1+ |u |∥p−2
L p (Ω)

Ainsi, A est borné.

EXAMPLE 2.7: (Opérateur de Volterra)
Soient E =C ([0, 1], R ) l’espace des fonctions continues de [0, 1] à valeurs dans R , muni de
la norme de convergence uniforme || f ||∞ = sup x ∈ [0, 1]| f (x )|. On considère l’opérateur
de Volterra

A : E −→ E ,

f −→ A f ,

défini par

A f (t ) =

∫ t

0

f (s )d s pour tout t ∈ [0, 1].

Démontrer que l’opérateur A est borné.

SOLUTION.

Pour tout t ∈ [0, 1], on a

|A f (t )|=
�

�

�

∫ t

0

f (s )d s
�

�

�

≤
∫ t

0

| f (s )|d s

≤
∫ t

0

sup
s∈[0,1]
| f (s )|d s

≤ t ∥ f ∥∞.

Ainsi ∥A f ∥∞ ≤ ∥ f ∥∞, ceci implique que l’opérateur de Volterra A est borné.
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DÉFINITION 2.5: (Opérateur localement borné [15])

On dit que l’opérateur A : V → V ′ est localement borné, si pour tout u ∈ V , il existe
deux constantes r = r (u )> 0 et ρ =ρ(u )> 0 telles que

∥v −u∥V ≤ r implique ∥A(v )−A(u )∥V ′ ≤ρ.

La proposition suivante donne une caractérisation pour les opérateurs localement bor-
nés.

PROPOSITION 2.1. [42] Un opérateur A : V → V ′ est dit localement borné si l’image
d’une suite convergente est bornée.

THÉORÈME 2.1: Tout opérateur demicontinu est localement borné.

Preuve.

Soit (un ) une suite qui converge fortement vers u ∈ V . Puisque A est demicontinu
alors (Aun ) est faiblement converge vers A(u ) ∈V ′. Par conséquent (Aun ) est bornée,
ainsi, A est localement borné.

2.3 Opérateurs coercifs

DÉFINITION 2.6: (Opérateur coercif)

On dit que l’opérateur A : V →V ′ est coercif si

∃ζ :R+ −→R+ : lim
s−→+∞ζ(s ) = +∞ et 〈A(u ), u〉 ≥ ζ (∥u∥)∥u∥.

En d’autres termes, A est coercif si

lim
∥u∥→+∞

〈A(u ), u〉
∥u∥ =+∞.

EXAMPLE 2.8
L’opérateur laplacien est coercif. En effet, si u ∈H 1

0 (Ω), on a

〈A(u ), u〉=
∫

Ω

∇u ·∇u d x

= ∥u∥2H 1
0 (Ω)

Par suite, il vient
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〈A(u ), u 〉
∥u∥H 1

0 (Ω)
≥ ∥u∥H 1

0 (Ω)
.

D’où
〈A(u ), u 〉
∥u∥H 1

0 (Ω)
−→+∞ lorsque ∥u∥H 1

0 (Ω)
−→+∞.

2.4 Opérateurs monotones

2.4.1 Différents types de monotonie

DÉFINITION 2.7: (Opérateur monotone)

On dit que l’opérateur A : V →V ′ est monotone si

∀u , v ∈V , 〈A(u )−A(v ), u − v 〉 ≥ 0.

On dit que A est strictement monotone si de plus 〈A(u )− A(v ), u − v 〉 > 0 implique
u ̸= v .

EXAMPLE 2.9: (Application non expansive)
Soit un espace de Hilbert H . On dit que l’application f : H →H est non expansive si

∥ f (u )− f (v )∥ ≤ ∥u − v ∥, ∀u , v ∈H . (2.5)

Montrer que A = idH − f est un opérateur monotone.

SOLUTION.

Soient u et v deux éléments de H . En utilisant (2.5), et l’inégalité de Cauchy-Schwarz,
il vient

〈A(u )−A(v ), u − v 〉= � �id− f
�

(u )− �id− f
�

(v ), u − v
�

H

=
�

u − v − � f (u )− f (v )
�

, u − v
�

H

= ∥u − v ∥2H −
�

f (u )− f (v ), u − v
�

H

≥ ∥u − v ∥2H −∥ f (u )− f (v )∥H ∥u − v ∥H
≥ 0.

EXAMPLE 2.10
Soient H est un espace de Hilbert, et A : H −→ H un opérateur linéaire positif, c’est à
dire :

(A(u ), v )H ≥ 0, ∀v ∈H .

Il est très facile de montrer que A est monotone.
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EXAMPLE 2.11
Soient V = L 2(G ) et F un opérateur vérifiant :

F : V −→V ′,
ψ−→ F (ψ) =max{0,ψ},

〈F (ϕ),ψ 〉V ′,V = 〈max{0,ϕ},ψ 〉V ∀∈V .

Montrer que F est monotone.

SOLUTION.

Soient ϕ,ψ ∈V , On introduit la partition suivante de G :

G +
+ =
�

x ∈G : ϕ(x )> 0 ,ψ(x )> 0 a.e dans G
	

.

G −+ =
�

x ∈G : ϕ(x )> 0,ψ(x )≤ 0 a.e dans G
	

.

G +
− =
�

x ∈G : ϕ(x )≤ 0,ψ(x )> 0 a.e dans G
	

.

G −− =
�

x ∈G : ϕ(x )≤ 0 ,ψ(x )≤ 0 a.e dans G
	

.

Maintenant,

〈F (ϕ)− F (ψ),ϕ−ψ 〉V ′,V =〈max{0,ϕ}−max{0,ψ},ϕ−ψ 〉V
=

∫

G

(max{0,ϕ}−max{0,ψ})(ϕ−ψ)d x

=

∫

G ++

(ϕ−ψ)(ϕ−ψ)d x +

∫

G −+

ϕ(ϕ−ψ)d x

+

∫

G +−

−ψ(ϕ−ψ)d x +

∫

G −−

(0−0)(ϕ−ψ)d x

≥−
∫

G −+

ϕψd x −
∫

G +−

ψϕd x ≥ 0.

tell que :

2(ϕ2−ϕψ−ψϕ+ψ2)≥−ϕψ−ψϕ.

En utilisant le fait que ϕψ≤ 0 dans G −+ ∪G +
− . finalement, F est monotone.

DÉFINITION 2.8: (Opérateur fortement monotone)

On dit que l’opérateur A : V → V ′ est fortement monotone s’il existe une constante
m > 0 telle que pour tout u et v dans V , on a

〈A(u )−A(v ), u − v 〉 ≥m∥u − v ∥2.
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Remarque 2.2. Il est clair que tout opérateur fortement monotone est strictement monotone.

EXAMPLE 2.12: (Application contractante)
Soit un espace de Hilbert H . On dit que l’application f : H →H est une contraction s’il
existe 0<λ< 1, telle que

∥ f (u )− f (v )∥ ≤λ∥u − v ∥, ∀u , v ∈H . (2.6)

Montrer que A = idH − f est un opérateur fortement monotone.

SOLUTION.

Soient u et v deux éléments de H . en utilisant (2.6), et l’inégalité de Cauchy-Schwarz,
il vient

〈A(u )−A(v ), u − v 〉= � �id− f
�

(u )− �id− f
�

(v ), u − v
�

H

=
�

u − v − � f (u )− f (v )
�

, u − v
�

= ∥u − v ∥2− � f (u )− f (v ), u − v
�

≥ ∥u − v ∥2−∥ f (u )− f (v )∥∥u − v ∥
≥ (1−λ)∥u − v ∥2.

EXAMPLE 2.13: (Opérateur de la projection orthogonale)
Soit K un sous-ensemble convexe fermé non-vide d’un espace de Hilbert H . On définit
l’opérateur PK : H −→H par :

PK (x ) =
§

z ∈ K ; ∥z − x∥= inf
y ∈K
∥y − x∥
ª

.

Montrer que PK est un opérateur strictement monotone.

SOLUTION.

Tout d’abord on prouve que l’application Pk satisfait l’inégalité variationnelle sui-
vante : pour tout x ∈H ,

〈 x −PK (x ), y −PK (x ) 〉 ≤ 0 ∀y ∈ K . (2.7)

En effet, si y ∈ K et λ ∈ ]0, 1[, alors yλ =λy + (1−λ)x ∈ K et par conséquent

∥x −PK (x )∥ ≤ ∥x − yλ∥= ∥ (x −PK (x ))−λ
�

y −PK (x )
�∥.

On élève au carré les deux côtés de la dernière inégalité, on obtient

0≤λ2∥y −PK (x )∥2−2λ〈 x −PK (x ), y −PK (x ) 〉. (2.8)

Donc l’inégalité (2.7) découle en divisant (2.8) par λ > 0 et faisant λ tendre vers 0.
Soit z un élément de H . En utilisant l’inégalité (2.7), il vient

〈z −PK (z ), y −PK (z ) 〉 ≤ 0 ∀y ∈ K . (2.9)

De (2.7) et (2.9), il s’en suit que
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〈 x − z , PK (x )−PK (z ) 〉 ≥ ∥PK (x )−PK (z )∥2 ∀x , z ∈H ,

ce qui montre bien que l’opérateur PK est strictement monotone.

EXAMPLE 2.14: (Opérateur Laplacien)
Soit Ω un ouvert borné de RN . On définit l’opérateur laplacien A : H 1

0 (Ω)−→H −1(Ω) par

〈A(u ),ϕ〉=
∫

Ω

∇u∇ϕd x .

Cet opérateur est fortement monotone.

SOLUTION.

Effectivement, si u et v deux éléments de H 1
0 (Ω), on a

〈A(u )−A(v ), u − v 〉= 〈A (u − v ) , u − v 〉

=

∫

Ω

∇(u − v ) ·∇(u − v )d x

= ∥u − v ∥2H 1
0 (Ω)

.

EXAMPLE 2.15: (Opérateur p-Laplacien)
Soit Ω un ouvert borné de RN . Pour 1 < p < +∞, on définit l’opérateur A : W 1,p

0 (Ω)→
W −1,p ′(Ω) par :

〈A(u ),ϕ〉=
∫

Ω

|∇|p−2∇u∇ϕd x .

L’opérateur A est fortement monotone.

SOLUTION.

Soient u et v deux éléments de V . En utilisant l’inégalité

�|a |p−2a − |b |p−2b
�

(a − b )≥Cp







|a − b |p si p ≥ 2,

(1+ |a |+ |b |)p−2 |a − b |2 si 1< p < 2,
(2.10)

avec Cp > 0 une constante, a et b sont deux vecteurs de RN , on obtient

1. Cas p ≥ 2.

〈Au −Av, u − v 〉=
�∫

Ω

|∇u |p−2∇u − |∇v |p−2∇v

�

(∇(u − v )d x )

≥Cp

∫

Ω

|∇u −∇v |p d x

≥Cp ||u − v ||p
W

1,p
0 (Ω)

> 0

2. Cas 1< p < 2.
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〈Au −Av, u − v 〉=
�∫

Ω

|∇u |p−2∇u − |∇v |p−2∇v

�

(∇(u − v ))d x

≥CP

∫

Ω

(1+ |∇u |+ |∇v |)p−2 |∇u −∇v |2d x

≥Cp

�∫

Ω

(1+ |∇u ||∇v |) −(p−2)
α−1

�1−α�∫

Ω

|∇u −∇v | 2α
�α

≥Cp

�∫

Ω

(1+ |∇u ||∇v |)p
�

p−2
p
�∫

Ω

|∇u −∇v |p
�

2
p

≥Cp ||1+ |∇u |+ |∇v |||p−2

W
1,p

0 (Ω)
||∇u −∇v ||2

W
1,p

0 (Ω)

>0.

2.4.2 Quelques propriétés des opérateurs monotones

THÉORÈME 4.1: Si A : V →V ′ est un opérateur linéaire et monotone, alors A est continu.

Preuve.

Soit A : V → V ′ un opérateur linéaire et monotone. Puisque A est linéaire, pour dé-
montrer que A est continu, il suffit de démontrer que A est borné. Autrement dit, On
doit démontrer qu’il existe une constante C ≥ 0 telle que

∥A(v )∥V ′ ≤C ∥v ∥V pour tout v ∈V .

On suppose par l’absurde que l’opérateur A n’est pas borné. Cela signifie que pour
tout entier naturel n , il existe un élément un de V tel que

∥A(un )∥V ′ > n∥un∥V .

On définit la suite

vn =
un

∥un∥V pour tout n ∈N.

Par construction, on a ∥vn∥V = 1, et donc,

∥A(vn )∥V ′ > n pour tout n ∈N. (2.11)

Puisque la suite (vn ) est bornée dans V qui est réflexif. Par conséquent, il existe une
sous-suite (vnk

) qui converge faiblement vers v ∈V .
Le fait que A est un opérateur linéaire et monotone, alors la suite

�

A(vnk
)
�

devrait
converger faiblement dans V ′. Cela signifie qu’il existe un vecteur w ∈V ′ tel que :

A(vnk
)→w faiblement dans V ′.

Par conséquent, la suite
�

A(vnk
)
�

est bornée. En d’autres termes, il existe une constante
C telle que,
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∥A(vnk
)∥V ′ ≤C pour tout k ∈N.

Cela contredit (2.11). Donc A doit être borné.

THÉORÈME 4.2: Si A : V →V ′ est un opérateur monotone, alors A est localement borné.

Preuve.

On suppose par l’absurde que A n’est pas localement borné. Donc, il existe une suite
(un ) de V qui converge vers u ∈V , telle que la suite (Aun )n’est pas bornée. Sans perte
de généralité, on peut prendre u = 0. On considère la suite

sn := (1+ ∥A(un )∥V ′∥un∥)−1 .

En utilisant la monotonie de l’opérateur A, on a

〈A(un )−A(v ), un − v 〉 ≥ 0,

et

〈A(un )−A(−v ), un − (−v )〉 ≥ 0,

ce qui conduit à

±sn 〈A(un ), v 〉 ≤ sn (〈A(un ), un 〉− 〈A(±v ), un ∓ v 〉)
≤ sn (∥A(un )∥V ′∥un∥+ ∥A(±v )∥V ′∥un∥+ ∥v ∥)
≤ 1+ ∥A(±v )∥V ′(D + ∥v ∥),

où on a utilisé le fait que ∥un∥ ≤D , pour une certaine constante strictement positive.

sup
n
|〈sn A(un ), v 〉|<∞ ∀v ∈V .

Selon (2.5), il existe une constante C > 0 telle que

sup
n
∥sn A(un )∥V ′ ≤C .

Donc il découle que sn∥A(un )∥V ′ ≤C , et par conséquent

∥A(un )∥V ′ ≤ C

sn
=C (1+ ∥A(un )∥V ′∥un∥V ) .

Il s’ensuit, après avoir développé l’expression, que

∥A(un )∥V ′ ≤ C

1−C ∥un∥ ,
ce qui montre que ∥A(un )∥V ∗ est borné pour certains n ≥ n0, puisque ∥un∥→ 0. Ainsi,
on a une contradiction.

THÉORÈME 4.3: Si V est de dimension finie et A : V → V ′ est un opérateur monotone et
hémicontinu, alors A est continu.
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Preuve.

Soit (un ) une suite de V qui converge fortement vers u ∈ V . Par le Théorème 4.2,
l’opérateur A est localement borné, et par conséquent la suite (A(un )) est bornée dans
V ′ qui est réflexif. Par conséquent la suite (A(un )) admet une sous-suite telle que

A(un ′)→ ξ faiblement dans V ′. (2.12)

Comme V ′ est de dimension finie, alors

A(un ′)→ ξ fortement dans V ′. (2.13)

Soit v ∈V . En utilisant la monotonie de A, il vient

〈A(un ′), un ′ − v 〉 ≥ 〈A(v ), un ′ − v 〉. (2.14)

Passant à la limite in (2.14), il s’ensuit que

〈ξ−A(v ), u − v 〉 ≥ 0. (2.15)

Soit w ∈V et t ∈R∗+ quelconque. Appliquant (2.15) à v = u+t w et divisant l’inégalité
obtenue par t > 0, on obtient

〈ξ−A(u + t w ), w 〉 ≤ 0. (2.16)

Faisant alors tendre t vers 0. Comme A est hémicontinu, il vient

〈ξ−A(u ), w 〉 ≤ 0. (2.17)

Cette inégalité est aussi vraie pour -w, donc en fait

〈ξ−A(u ), w 〉= 0 ∀w ∈V . (2.18)

Soit ξ= A(u ). Donc on a arrivé à démontrer que la suite (A(un )) admet une sous-suite
fortement convergente vers A(u ), et par conséquent, en appliquant le Théorème 2.4,
la suite toute entière converge fortement vers A(u ).

THÉORÈME 4.4 ([15]): Soit A : V → V ′ un opérateur monotone hémicontinu. Si (un ) une
suite de V telle que un * u dans V , A(un ) * f dans V ′ et 〈A(un ), un 〉 → 〈 f , u〉, alors
A(u ) = f .

Preuve.

Soit (un ) une suite de vecteurs de V qui satisfait les hypothèses du Théorème 4.4.
Alors, en utilisant la monotonie de A, on a

〈 f −A(v ), u − v 〉= lim
n→∞〈A(un )−A(v ), un − v 〉 ≥ 0,

pour tout v ∈ V . Soit w ∈ V et t > 0, en posant v = u + t w dans l’inégalité ci-dessus,
il vient

t 〈 f −A(u + t w ), w 〉 ≤ 0 pour tout t > 0.

Par conséquent,
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〈 f −A(u + t w ), w 〉 ≤ 0 pour tout t > 0.

L’hémicontinuité de A implique alors

〈 f −A(u ), w 〉= lim
t→0+
〈 f −A(u + t w ), w 〉 ≤ 0 pour tout w ∈V .

Par conséquent A(u ) = f .

DÉFINITION 2.9: (Différentiabilité au sens de Gâteaux )

Soient X et Y deux espace de Banach. On dit que l’application F : X → Y est Gâ-
teaux différentiable en poit x0 ∈ X s’il existe une application F ′(x0) : X → Y linéaire
continue telle que pour tout h ∈ X ,

lim
t→0

F (x0+ t h )− F (x0)
t

= F ′(x0). (2.19)

On dit que F est Gâteaux différentiable sur X si l’elle en tout point x0 ∈ X .

THÉORÈME 4.5 (Convexité et la monotonie): Soit F : V → R une fonctionnelle différen-
tiable au sens de Gâteaux sur V . Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. F est convexe (strictement convexe),

2. F ′ est monotone(strictement monotone).

Preuve.

Fixant u , v ∈ V et posant ϕ(t ) = F ((1− t )u + t v ). Alors la fonction réelle ϕ est déri-
vable sur R et on a :

ϕ′(t ) = 〈F ′ ((1− t )u = t v ) , v −u 〉, ∀t ∈R.

Si F est convexe sur V , alors ϕ l’est également sur R, et par conséquent ϕ′ est une
fonction croissante. Ainsi il découle que

ϕ′(0) = 〈F ′(u ), v −u 〉 ≤ 〈F ′(v ), v −u 〉, (2.20)

ce qui prouve que F ′ est monotone. D’autre part, si F ′ est monotone, la fonction ϕ′

est croissante, et par conséquent F est convexe. De façon similaire on peut traiter le
cas "strictement".

Application 2.1

L’opérateur de p -Laplacien∆p : V =W 1,p
0 (Ω)→V ′ =V =W −1,p ′(Ω) défini par
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〈−∆p (u ), v 〉=
N
∑

i=1

∫

Ω

�

�

�

�

∂ u

∂ xi

�

�

�

�

p−2
∂ u

∂ xi

∂ v

∂ xi
d x

=

∫

Ω

|∇u |p−2∇u ·∇v d x

est strictement monotone.

Preuve.

On considère la fonctionnelle J : V →R définie par

J (u ) =
1

p

∫

Ω

|∇u |p d x . (2.21)

1. On prouve que la fonctionnelle J est Gâteaux différentiable et que J ′ = −∆p .
Avec les notations suivantes

Ai =
∂

∂ xi
; g (s ) =

1

p
|s |p ; g ′(s ) = |s |p−2s , p > 2

la fonctionnelle J (u ) s’écrit comme suit :

J (u ) =
N
∑

i=1

∫

Ω

g (Ai u (x ))d x .

Par le théorème de la valeur moyenne, on a

g (Ai u +λAi v )− g (Ai u ) = g ′(Ai u +θλAi v ).λAi v ; 0≤ θ ≤ 1.

Ensuite,




J ′(u ), v
�

= lim
t→0

1

t
(J (u + t v )− J (u ))

=
N
∑

i=1

lim
t→0

1

t

∫

Ω

(g (Au + t Av )− g (Au ))d x

=
N
∑

i=1

lim
t→0

1

t

∫

Ω

g ′(Ai u +θ t Ai v ) · t Ai v d x

=
N
∑

i=1

∫

Ω

g ′(Ai u (x )) ·Ai v (x )d x

=
N
∑

i=1

∫

Ω

�

�

�

�

∂ u

∂ xi

�

�

�

�

p−2
∂ u

∂ xi

∂ v

∂ xi
d x

=

−∆p , v
�

.

Donc J ′ =−∆p .

2. La strictement convexité de la fonctionnelle J découle directement de celle de
la fonction s 7→ g (s ) = 1

p |s |p et la linéarité de l’intégrale.
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THÉORÈME 4.6 (Minty-Browder [32, 6, 15]): Soit A : V →V ′ un opérateur borné, hémicon-
tinu, monotone et coercif. Alors A est surjectif.

Preuve.

L’idée est d’utiliser la méthode de Galerkin.

(i) On suppose que V soit de dimension infinie (si V est de dimension finie, la
surjectivité de A découle par la partie (ii) de cette preuve). Puisque V est sépa-
rable, il existe une famille dénombrable (vi )∞i=1 de vecteurs vi de V linéairement
indépendants tels que

⋃∞
n=1 Vn dense dans V , où Vn = v e c t {v1, ..., vn}.

(ii) Pour tout n ≥ 1, il existe un ∈Vn tel que

〈A(un ), v 〉= 〈 f , v 〉 ∀v ∈Vn et ∥un∥ ≤C ,

où C est une indépendante de n .

Pour chaque n ≥ 1, soit An := A|Vn
. Alors l’opérateur An : Vn →V ′n défini de cette

façon est monotone puisque

〈An (u )−An (v ), u − v 〉= 〈A(u )−A(v ), u − v 〉 ≥ 0 ∀u , v ∈Vn .

Puisque An est également hémicontinu (comme A) et que Vn est de dimension
finie, alors, par le Théorème 4.3, An est continu.

Soit fn := f |Vn
∈V ′n , de sorte que ∥ fn∥V ′n ≤ ∥ f ∥V ′ · Alors

1

∥v ∥
�〈An (v ), v 〉− 〈 fn , v 〉�≥ 〈A(v ), v 〉

∥v ∥ −∥ f ∥V ′ pour tout v ∈Vn , v ̸= 0.

Puisque A est coercif, alors il existe une constante C > 0 indépendante de n
telle que

〈An (v )− fn , v 〉 ≥ 0 pour tout v ∈Vn avec ∥v ∥=C .

Puisque An : Vn →V ′n est continue, alors par le Théorème du point fixe de Brou-

wer, il existe un ∈ B (0; C ) tel que

An (un ) = fn ,

au sens suivant

〈A(un )− f , v 〉= 〈An (un )− fn , v 〉= 0 pour tout v ∈Vn . (2.22)

(iii) Bornitude de la suite (A(un )) dans V ′. Puisque A est localement borné, il existe
r > 0 et ρ > 0 telles que

∥v ∥ ≤ r implique ∥A(v )∥ ≤ρ.

En combinant cette propriété avec la monotonie de A et la relation
〈A(un ), un 〉= 〈 f , un 〉 (qui découle de (ii)) on obtient
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〈A(un ), v 〉 ≤ 〈A(un ), un 〉− 〈A(v ), un 〉+ 〈A(v ), v 〉
= 〈 f , un 〉− 〈A(v ), un 〉+ 〈A(v ), v 〉
≤C ∥ f ∥V ′ +Cρ+ rρ pour tout n ≥ 1 et pour tout ∥v ∥ ≤ r.

La bornitude de la suite (A(un )) résulte alors de la relation

∥A(un )∥V ′ =
1

r
sup
∥v ∥≤r
〈A(un ), v 〉.

(iv) Il existe une sous-suite (um ) de la suite (un ) ayant les propriétés suivantes :

um → u faiblement dans V , A(um )→ f faiblement dans V ′,

et

〈A(um ), um 〉→ 〈 f , u 〉.
Puisque la suite (un ) est bornée dans V et la suite (A(un )) est bornée dans V ′ et
que V est réflexif, alors il existe une sous-suite (um ) de (un ) telle que

um → u faiblement dans V , (2.23)

et

A(um )→ g faiblement dans V ′. (2.24)

En utilisant (2.22), (2.23) et (2.24), on obtient

〈g , vk 〉= lim
m→∞〈A(um ), vk 〉= 〈 f , vk 〉 pour tout k ≥ 1.

Par conséquent

〈g , v 〉= 〈 f , v 〉 pour tout v ∈
∞
⋃

m=1

Vm .

Par densité de
⋃∞

m=1 Vm dans V , il découle que

〈g , v 〉= 〈 f , v 〉 pour tout v ∈V .

Par conséquent g = f , et donc

A(um )→ f faiblement dans V ′. (2.25)

Enfin, on a

lim
m→∞〈A(um ), um 〉= lim

m→∞〈 f , um 〉= 〈 f , u 〉.
(v) D’après le Théorème 4.4, il résulte que A(u ) = f . Par conséquent, A est surjectif.

Si on suppose de plus que A est strictement monotone, alors A est injectif.
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2.5 Applications du théorème de Minty-Browder

2.5.1 Problème elliptique linéaire.

On considère le problème elliptique linéaire suivant :







−div(M (x )∇u ) = f dansΩ,

u = 0 sur ∂ Ω.
(2.26)

où Ω est un ouvert borné de R N et M est une matrice elliptique bornée ; c-à-d., il existe
α> 0 et β > 0 tels que

α|ξ|2 ≤M (x )ξ.ξ, |M (x )ξ| ≤β |ξ|. (2.27)

pour tout ξ ∈Rn et presque partout x ∈Ω. De plus, on suppose que f est une fonction
L 2(Ω).

Montrer que le problème (2.26) admet une unique solution faible u ∈H 1
0 (Ω).

SOLUTION.

On définit l’opérateur A : V =H 1
0 (Ω)−→V

′ =H −1(Ω) par :

〈A(u ),ϕ〉=
∫

Ω

M (x )∇u (x ) ·∇ϕ(x )d x ∀ϕ ∈H 1
0 (Ω).

On va montrer que l’opérateur A est borné, monotone, hémicontinu, et coercif.

1. L’opérateur A est borné. Soient u , v ∈H 1
0 (Ω), en utilisant l’hypothèse (2.27) et

l’inégalité de Hölder, on obtient :

|〈A(u ),ϕ 〉|=
�

�

�

∫

Ω

M (x )∇u ·∇ϕd x
�

�

�

≤β
∫

Ω

|∇u ||∇ϕ|d x

≤β ∥∇u∥L 2(Ω) ∥∇ϕ∥L 2(Ω)

=β ∥u∥H 1
0 (Ω)
∥ϕ∥H 1

0 (Ω)
.

Par suite, il en résulte que

∥A(u )∥H −1(Ω) = sup
∥ϕ∥≤1
|〈A(u ),ϕ 〉| ≤β∥u∥H 1

0 (Ω)
.

Donc l’opérateur A transforme les bornés de H 1
0 (Ω) en des bornés de H −1(Ω).

2. L’opérateur A est strictement monotone. Soient u , v ∈H 1
0 (Ω), avec u ̸= v . En

utilisant l’hypothèse (2.27), on obtient :
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〈A(u )−A(v ), u − v 〉= 〈A(u − v ), u − v 〉

=

∫

Ω

M (x )∇(u − v ) ·∇(u − v )

≥α
∫

Ω

|∇(u − v )|2 > 0.

3. L’opérateur A est hémicontinu.

Soient u , v et w ∈H 1
0 (Ω). On va montrer queφ(t ) = 〈A(u+ t v ), w 〉 est continue

de R dans R. En effet, on a :

φ(t ) = 〈A(u + t v ), w 〉
= 〈−div(M (x )∇(u + t v ), w 〉

=

∫

Ω

M (x )∇u ·∇w d x + t

∫

Ω

M (x )∇v ·∇w d x ,

= c1+ c2t .

Doncφ est une fonction affine, et par conséquent elle est continue.

4. L’opérateur A est coercif.

〈Au , u 〉=
∫

Ω

M (x )∇u (x )∇u (x )d x ≥α
∫

Ω

|∇u |2d x ≥α||u ||2

lim
||u ||→+∞

〈Au , u 〉
||u || ≥

α||u ||2
α||u ||2 ||u ||>α||u || ≥+∞. (2.28)

Donc l’opérateur A satisfait toutes les hypothèses du théorème 4.6. En conséquence,
le problème (2.26) admet une unique solution faible u ∈H 1

0 (Ω).

2.5.2 Théorème de Lax-Milgram

THÉORÈME 5.1 (Théorème de représentation de Riesz [39]): Soient H un espace de Hilbert
et f une forme linéaire continue sur H . Alors il existe élément unique u de H tel que :

f (v ) = (u , v )H ; ∀v ∈H .

Preuve.

1. Existence.

On distingue deux cas.

(a). Si f ≡ 0, il suffit de prendre u = 0 comme un représentant de f .

(b). Si f ̸≡ 0, alors il existe un élément non nul u0 de (ker f )⊥. Dès que f est
continue, ker f est un sous-espace fermé de H , alors

H = ker f ⊕ (ker f )⊥.
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Soit v ∈H . Il est clair que w = u0 f (v )− f (u0)v est un élément de ker f , et
en conséquence, on a

0= (u0, w ) =
�

u0, u0 f (v )− f (u0)v
�

= ∥u0|2 f (v )− f (u0) (u0, v ) .

Par suit, il vient

f (v ) =
�

f (u0)u0

∥u0∥2 , v
�

.

Donc, on peut prendre u =
f (u0)u0

∥u0∥2 comme un représentant de f .

2. Unicité. On suppose qu’il existe deux éléments u1 et u2 de H tels que

f (v ) = (u1, v ); ∀v ∈H , (2.29)

et
f (v ) = (u2, v ); ∀v ∈H . (2.30)

En soustrayant (2.30) de (2.29), il vient

(u1−u2, v ) = 0 ∀v ∈H . (2.31)

Prenant v = u1 − u2 dans (2.31), il s’ensuit que ∥u1 − u2∥2 = 0, ce qui implique
que u1 = u2.

THÉORÈME 5.2 (Lax-Milgram [26] ): Soient H un espace de Hilbert, et a une forme bili-
néaire sur H ×H telle qu’il existe deux constantes strictement positives α et β telles que

1. ∀u , v ∈H , |a (u , v )| ≤β∥u∥H ∥v ∥H (a est continue sur H ×H ),

2. ∀v ∈H , a (v, v )≥α∥u∥2H (a est coercive).

Soit L une forme linéaire sur H . Alors, le problème suivant







Trouver u ∈H tel que :

a (u , v ) = L (v ) pour tout v ∈H .
(2.32)

admet une unique solution.

Preuve.

On définit l’opérateur
A : H −→H

u 7→ A(u )

où A(u ) est l’unique représentant de Riesz de la forme linéaire continue a (u , .). Donc,
on a :

a (u , v ) = (Au , v ), ∀v ∈H . (2.33)

L’opérateur A défini ainsi est linéaire. En effet si u , w ∈H , et t ∈R, on a :
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(A(u + t w ), v )H = a (u + t w , v )
= a (u , v ) + t a (w , v )
= (A(u ), v )H + t (A(w ), v )H
= (A(u ) + t A(w ), v )H ∀v ∈H ,

où on a utilisé la linéarité de a par rapport à la deuxième variable. Par conséquent :

(A(u + t w )−A(u )− t A(w ), v )H = 0 ∀v ∈H .

En choisissant v = A(u + t w )−A(u )− t A(w ), il s’en suit que :

∥A(u + t w )−A(u )− t A(w )∥2H = 0,

ce qui implique que A(u + t w ) = A(u ) + t A(w ).

Il est clair que le problème variationnelle (2.32) est équivalent au






Trouver une unique élément u ∈H tel que :

A(u ) = f ,
(2.34)

où f est l’unique représentant de Riesz de la forme linéaire continue L . Afin de dé-
montrer que le problème (2.34) admet au-mois une solution, il suffit de démontrer
que l’opérateur A satisfait toutes les hypothèses du Théorème de Minty-Browder 4.6.
Pour l’unicité, il suffit de démontrer que l’opérateur A est strictement monotone.

1. A est borné.
En utilisant la continuité de a et a (u , v ) = (Au , v )H , il vient :

∥A(u )∥2H = (Au , Au )H = a (u , Au )
≤β∥u∥H ∥Au∥H
≤ 1

2
β 2∥u∥2H +

1

2
∥Au∥2H .

D’où ∥A(u )∥H ≤β∥u∥H .

2. A est strictement monotone.
Soient u , v ∈H . On veut démontrer que :

〈A(u )−A(v ), u − v 〉H ≥ 0.

On a :
〈A(u )−A(v ), u − v 〉H = a (u − v, u − v )

≥α∥u − v ∥2H .

3. A est hémicontinu.
Soient u , v, w ∈H . On va démontrer que la fonction :

ϕ :R→R définie par t 7→ϕ(t ) = 〈A(u + t v ), w 〉H
est continue. En effet,

ϕ(t ) = (A(u + t v ), w )H
= a (u + t v, w )
= a (u , w ) + t a (v, w ),

ce qui montre que ϕ est une fonction affine et donc continue.
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4. A est coercif :

On a : 〈A(u ), u〉H
∥u∥H =

a (u , u )
∥u∥H ≥α∥u∥H .

Ceci implique que :

〈A(u ), u〉H
∥u∥H →+∞ lorsque ∥u∥H →∞.
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3.1 Notions générales

DÉFINITION 3.1: (Opérateur pseudomonotone)

On dit que l’opérateur A est pseudomonotone si

(i) A est borné.

(ii) lorsque un * u dans V faiblement et lim sup
n→+∞

〈A(un ), un −u〉 ≤ 0 alors

lim inf
n→+∞ 〈A(un ), un − v 〉 ≥ 〈A(u ), u − v 〉 ∀v ∈V .

La proposition suivante donne une caractérisation de la pseudo-monotonie.

PROPOSITION 3.1. [31] Soit A : V −→ V ′. L’opérateur A est pseudomonotone si et
seulement si A est borné et satisfait la condition suivante :

si un * u faiblement dans V

et lim sup
n→+∞

〈A(un ), un −u〉 ≤ 0







alors







A(un )* A(u ) faiblement dans V ′

et lim
n→+∞〈A(un ), un −u〉= 0.

(3.1)

Preuve.

1. On suppose que (3.1) est satisfaite. Soit (un ) une suite de V telle que

un → u faiblement dans V , (3.2)

et

lim sup
n→∞

〈Aun , un −u〉V ′,V ≤ 0. (3.3)

Alors, pour tout v ∈V , on a
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lim inf
n→∞ 〈Aun , un − v 〉V ′,V ≥ lim inf

n→∞ 〈Aun , un −u〉V ′,V
+ lim inf

n→∞ 〈Aun , u − v 〉V ′,V
=〈Au , u − v 〉V ′,V .

Ce qui implique que A est pseudomonotone.

2. On suppose que A est pseudomonotone. Soit (un ) une suite de V satisfait l’hy-
pothèse (3.1). Alors

lim inf
n→+∞ 〈A(un ), un − v 〉 ≥ 〈A(u ), u − v 〉 ∀v ∈V . (3.4)

Prenant v = u dans (3.4), on obtient

0≤ lim inf
n→∞ 〈Aun , un −u〉V ′,V
≤ lim sup

n→∞
〈Aun , un −u〉V ′,V ≤ 0.

Par conséquent,

lim
n→∞〈Aun , un −u〉V ′,V = 0.

Soit w ∈V et t ∈R. En choisissant v = u − t w dans (3.4), il s’ensuit que

〈Au , t w 〉V ′,V ≤ lim inf〈Aun , un −u + t w 〉V ′,V
= lim〈Aun , un −u〉V ′,V + lim inf〈Aun , t w 〉V ′,V
= lim inf〈Aun , t w 〉V ′,V .

En prenant d’abord t > 0 et ensuite t < 0, on en déduit facilement que

lim〈Aun , w 〉V ′,V = 〈Au , w 〉V ′,V .

pour tout w ∈V , et par conséquent,

A(un )* A(u ) faiblement dans V ′.

PROPOSITION 3.2. [27, 31] Soit A : V −→ V ′. l’opérateur A est pseudomonotone si et
seulement si A est borné et satisfait la condition suivante :

un −→ u faiblement dans V
A(un )−→ ξ faiblement dans V ′

lim sup
n→+∞

〈A(un ), un 〉 ≤ 〈ξ, u 〉







⇒ ξ= A(u ) et 〈A(un ), un 〉 −→ 〈A(u ), u 〉. (3.5)

Preuve.

lim inf
n→+∞ 〈A(un ), un − v 〉 ≥ 〈A(u ), u − v 〉 ∀v ∈V . (3.6)

1. On suppose que A est un opérateur pseudomonotone. Soit (un ) une suite de V
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telle que

un → u faiblement dans V , (3.7)

A(un )→ A(u ) faiblement dans V ′, (3.8)

et

lim sup〈A(un ), un 〉 ≤ 〈ξ, u〉 (3.9)

Puisque A pseudo-monotonie, alors

lim inf〈A(un ), un − v 〉 ≥ 〈A(u ), u − v 〉, pour tout v ∈V ,

d’où en développant le crochet de dualité, il vient

lim inf〈A(un ), un 〉− 〈ξ, v 〉 ≥ 〈A(u ), u − v 〉. (3.10)

Prenant v = u , on en déduit que

lim inf〈A(un ), un 〉 ≥ 〈ξ, u〉 (3.11)

En combinant (3.9) et (3.11), on en déduit que

〈A(un ), un 〉→ 〈ξ, u〉. (3.12)

De (3.10) et (3.12), il s’ensuit que

〈ξ, u − v 〉 ≥ 〈A(u ), u − v 〉.
Soit w ∈ V . Prenant v = u + t w pour t > 0, puis pour t < 0, on en déduit que
ξ= A(u ).

2. On suppose maintenant que la condition (3.5) est satisfait. Soit (un ) une suite
de V telle

un → u faiblement dans V , (3.13)

et

lim sup
n→+∞

〈A(un ), un −u〉 ≤ 0. (3.14)

Comme A est borné, on peut extraire une sous-suite telle que

A(unk
)→ ξ faiblement dans V ′. (3.15)

Puisque

〈A(unk
), unk
〉→ 〈ξ, u〉

alors, Par l’hypothèse (3.5), il découle que
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ξ= A(u ),

et

〈A(unk
), unk
〉→ 〈A(u ), u〉.

Par conséquent,

〈A(unk
), unk
− v 〉→ 〈A(u ), u − v 〉.

Donc A est pseudomonotone.

EXAMPLE 3.1: (Opérateur de Leray-Lions [27])
Soit F :Ω×R×RN −→RN une fonction de Carathéodory vérifiant :

1. Il existe k ∈ L p ′(Ω) est constante C tels que

∀(x , s ,λ) ∈Ω×R×RN, |F (x , s ,λ)| ≤ k (x ) +C (|s |p−1+ |λ|p−1) (3.16)

2. Pour x et s fixés, F est monotone par rapport à λ,

3. Il existe une constant α> 0 telle que

∀(x , s ,λ) ∈Ω×R×RN, F (x , s ,λ) ·λ≥α|λ|p . (3.17)

On définit l’opérateur A : W 1,p
0 (Ω)→W 1,p ′(Ω) par :

〈A(u ), v 〉=
∫

Ω

F (x , u ,∇u ) · v, ∀u , v ∈W 1,p
0 (Ω).

Montrer que l’opérateur A est pseudomonotone.

SOLUTION.

Montrer que A est borné.
Soient u et v sont deux fonctions de W 1,p

0 (Ω). Grâce à la condition de croissance
(3.16), il vient

�

�〈A(u ), v 〉��=
�

�

�

∫

Ω

F (x , u ,∇u )(x ) ·∇v (x )d x
�

�

�

=

∫

Ω

|F (x , u ,∇u )(x )||∇v (x )|d x

≤
∫

Ω

�

�

�k (x ) +C (|u (x )|p−1+ |∇u (x )|p−1)
�

�

�|∇v (x )|d x

≤
∫

Ω

|k (x )||∇v (x )|d x +C

∫

Ω

|u (x )|p−1|∇v (x )|d x +C

∫

Ω

|∇u (x )|p−1|∇v (x )|d x

≤ �∥k∥L p ′ (Ω)+C ∥u∥L p (Ω)+C ∥∇u∥p−1
L p (Ω)

�∥v ∥W 1,p
0 (Ω).
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Par conséquent

∥A(u )∥W −1,p ′ (Ω) ≤ ∥k∥L p ′ (Ω)+C ∥u∥L p (Ω)+C ∥∇u∥p−1
L p (Ω).

Donc, A transforme les bornés de W 1,p
0 (Ω) en des bornés de W −1,p ′(Ω).

Maintenant, on montre que A est pseudomonotone, et coercif.

1. A est coercif. En utilisant la condition (3.17), il s’en suit que

〈A(u ), u 〉=
∫

Ω

(F (x , u (x ),∇u (x )) ·∇u (x )d x

≥α
∫

Ω

|∇u (x )|p d x .

Par suite 〈A(u ), u 〉
∥u∥W 1,p

0 (Ω)

≥α∥u∥W 1,p
0 (Ω).

D’où
〈A(u ), u 〉
∥u∥W 1,p

0 (Ω)

→+∞ si ∥u∥W 1,p
0 (Ω)→+∞.

2. A est pseudomonotone.

Soit (un ) une suite de W 1,p
0 (Ω) telle que

un −→ u faiblement dans W 1,p
0 (Ω), (3.18)

et
A(un )−→ ξ faiblement dans L p ′(Ω;RN ). (3.19)

On suppose de plus que

lim sup
n→+∞

∫

Ω

F (x , un ,∇un ) ·∇un d x ≤ 〈ξ, u〉. (3.20)

Par la condition de croissance (3.16), la suite F (x , un ,∇un ) est bornée dans
L p ′(Ω;RN ). Donc, on peut extraire une sous-suite, toujours notée un , telle que

F (x , un ,∇un ) = gn −→ g faiblement dans L p ′(Ω;RN ). (3.21)

De (3.19) et (3.21), il vient

ξ=−div(g ). (3.22)

Par (3.20) et (3.22), il en résulte que

lim sup
n→+∞

∫

Ω

gn ·∇un d x ≤
∫

Ω

g ·∇u d x . (3.23)

Maintenant, en utilisant la monotonie de F par rapport à sa troisième variable, il
vient pour toutφ de L p ′(Ω;RN )
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∫

Ω

[F (x , un ,∇un )− F (x , un ,φ)] · [∇un −φ]d x ≥ 0, (3.24)

soit

∫

Ω

gn ·∇un d x −
∫

Ω

gn ·φd x −
∫

Ω

F (x , un ,φ) · [∇un −φ]d x ≥ 0 (3.25)

Puisque la suite (un ) est bornée dans W 1,p
0 (Ω) qui, par le théorème de Rellich 2.4,

s’injecte de façon compacte dans L p (Ω), alors on na

un −→ u fortement dans L p (Ω). (3.26)

Par suite, en utilisant le théorème de La réciproque partielle de Lebesgue dominée
1.6, il en résulte que

un −→ u p.p x ∈Ω, (3.27)

et il existe une fonction h de L 2(Ω) telle que

|un (x )| ≤ h (x ) p.p x ∈Ω. (3.28)

Comme F est continue par rapport à la deuxième variable, alors

F (x , un ,φ)−→ F (x , u ,φ) p.p x ∈Ω. (3.29)

En utilisant la condition de croissance (3.16) et (3.28), il découle que

�

�F (x , un ,φ)
�

�≤ k (x ) +C h +C |φ|=ψ ∈ L p ′(Ω). (3.30)

Tenant compte de (3.29) et (3.30), on peut appliquer le théorème de convergence
dominée ??, pour conclure que

F (x , un ,φ)−→ F (x , u ,φ) fortement dans L p ′(Ω;RN ). (3.31)

Par conséquent

∫

Ω

F (x , un ,φ) · [∇un −φ]d x −→
∫

Ω

F (x , u ,φ) · [∇u −φ]d x , (3.32)

et
∫

Ω

gn ·φd x −→
∫

Ω

g ·φd x . (3.33)

En utilisant (3.23), (3.32) et (3.33), on peut passer à la limite supérieure dans (3.25),
pour obtenir

∫

Ω

g ·∇ud x −
∫

Ω

g ·φd x −
∫

Ω

F (x , u ,φ) · [∇u −φ]d x ≥ 0,

soit

∫

Ω

[g − F (x , u ,φ)] · [∇u −φ]d x ≥ 0,
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Prenantφ =∇u − tϕ avec t > 0, il vient

∫

Ω

[g − F (x , u ,∇u + tϕ)] ·ϕd x ≥ 0,

d’où en faisant tendre t vers 0 et en utilisant le théorème de convergence dominée,

∫

Ω

[g − F (x , u ,∇u )] ·ϕd x ≥ 0,

on en déduit que g = F (x , u ,∇u ) ; c’est à dire ξ= A(u ).
Reprenons alors la monotone de F par rapport à la troisième variable

∫

Ω

[F (x , un ,∇un )− F (x , un ,∇u )] · [∇un −∇u ]d x ≥ 0,

soit

∫

Ω

F (x , un ,∇un ) ·∇un d x ≥
∫

Ω

F (x , un ,∇un ) ·∇ud x +

∫

Ω

F (x , un ,∇u ) ·∇(un −u )d x ,

(3.34)

De (3.32) et (3.33), il s’en suit que

∫

Ω

F (x , un ,∇u ) ·∇(un −u )d x −→ 0, (3.35)

et

∫

Ω

F (x , un ,∇un ) ·∇ud x −→
∫

Ω

g ·∇ud x =

∫

Ω

F (x , u ,∇u ) ·∇ud x , (3.36)

Par conséquent, passant à la limite inférieure dans (3.34),il vient

lim inf

∫

Ω

F (x , un ,∇un ) ·∇un d x ≥
∫

Ω

F (x , u ,∇u ) ·∇ud x = 〈A(u ), u〉.

Par hypothèse

lim sup

∫

Ω

F (x , un ,∇un ) ·∇un d x ≤ 〈ξ, u〉= 〈A(u ), u〉.

Puisque par l’étape précédente ξ= A(u ), on a montré que

∫

Ω

F (x , un ,∇un ) ·∇un d x = 〈A(un ), u〉 −→ 〈A(u ), u〉.

Donc que A est bien un opérateur pseudomonotone.
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3.2 Opérations sur les opérateurs pseudomonotones

PROPOSITION 3.3. [46] Soient A, B : V −→ V ′ deux opérateurs. Les assertions sui-
vantes sont vraies

1. Si A est borné, hémicontinu et monotone, alors A est pseudomonotone.

2. Si A et B sont pseudomonotones, alors A+B l’est également.

3. Si A est pseudomonotone et B est fortement continu, alors A+B est pseudomono-
tone.

Preuve.

1. On suppose que A : V →V ′ est borné, hémicontinu et monotone. Soit (un ) une
suite de V telle que

un → u faiblement dans V , (3.37)

et
lim sup

n→+∞
〈Aun , un −u〉 ≤ 0. (3.38)

Puisque A est monotone, alors

〈Aun , un −u〉 ≥ 〈Au , un −u〉→ 0.

Par conséquent,

lim inf
n→+∞ 〈Aun , un −u〉 ≥ 0. (3.39)

De (3.38) et (3.39), on en déduit que

〈Aun , un −u〉→ 0,

puisque pour cette suite, les limites supérieure et inférieure sont égales à zéro.

Soit v = u + t (w −u ) avec t > 0. La monotonie de A donne

〈Aun −Av, un − v 〉 ≥ 0

et donc

t 〈Aun , u −w 〉 ≥ 〈−Aun , un −u〉+ 〈Av, un −u〉+ t 〈Av, u −w 〉.
Cela implique

lim inf
n→∞ 〈Aun , un −w 〉 ≥ 〈Av, u −w 〉 pour tout w ∈V .

L’opérateur A est hémicontinu. Ainsi, en laissant t tendre vers 0, on obtient

lim inf
n→∞ 〈Aun , un −w 〉 ≥ 〈Au , u −w 〉 pour tout w ∈V ,

ainsi A est pseudomonotone.
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2. On suppose que A, B : V → V ′ sont pseudomonotones. Soit (un ) une suite de
V telle que

un → u faiblement dans V , (3.40)

et
lim sup

n→+∞
〈Aun +B un , un −u〉 ≤ 0. (3.41)

Cela implique

lim sup
n→∞

〈Aun , un −u〉 ≤ 0 et lim sup
n→∞

〈B un , un −u〉 ≤ 0. (3.42)

Si on suppose par l’absurde qu’il existe une sous-suite, toujours notée un , telle
que

lim
n→∞〈Aun , un −u〉= a > 0,

et par conséquent, lim supn→∞〈B un , un−u〉 ≤ −a . L’opérateur B étant pseudo-
monotone, alors

lim inf
n→∞ 〈B un , un −w 〉 ≥ 〈B u , u −w 〉 pour tout w ∈V .

En prenant w = u , on arrive à la contradiction a ≤ 0.
Puisque A et B sont pseudomonotones, il résulte de (3.42) que, pour tout w ∈V ,

lim inf
n→∞ 〈Aun , un −w 〉 ≥ 〈Au , u −w 〉,

lim inf
n→∞ 〈B un , un −w 〉 ≥ 〈B u , u −w 〉,

et par conséquent,

lim inf
n→+∞ 〈Aun +B un , un −w 〉 ≥ 〈Au +B u , u −w 〉 pour tout w ∈V ,

donc A+B est pseudomonotone.

3. On suppose que A est pseudomonotone et B est fortement continu. Afin de
démontrer que A + B est pseudomonotone, il suffit de démontrer que B . Soit
(un ) une suite de V telle que

un → u faiblement dans V , (3.43)

et
lim sup

n→+∞
〈B un , un −u〉 ≤ 0. (3.44)

De (3.43), et le fait que B est fortement continue, il découle que

B un → B u fortement dans V ′. (3.45)

Par conséquent,

lim inf
n→∞ 〈B un , un −w 〉 ≥ 〈B u , u −w 〉 pour tout w ∈V .

Donc B est pseudomonotone.
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Application 3.1

Soient Ω un ouvert borné de RN , p > 1 et V =W 1,p
0 (Ω). On se donne une application

F : RN →RN continue et monotone au sens suivant :

�

F (ξ)− F (η)
� · (ξ−η)≥ 0; ∀ξ, η ∈RN . (3.46)

On suppose de plus que F satisfait la condition de croissance :

|F (ξ)| ≤ c
�

1+ |ξ|p−1
�

, ∀ξ ∈RN (3.47)

où c est une constante positive. On définit l’opérateur A : V →V ′ par :

A(u ) =−div (F (∇u )) .

Montrer que l’opérateur A est pseudomonotone.

SOLUTION.

Tenant compte de la proposition 3.3, il suffit de démontrer que l’opérateur A est
borné, monotone, et hémicontinu.

1. A est borné. Soient u etϕ deux éléments de V . En utilisant l’hypothèse (3.47),
on obtient

�

�〈Au ,ϕ〉��=
�

�

�

∫

Ω

F (∇u ).∇ϕd x
�

�

�

≤
∫

Ω

|F (∇u )|.|∇ϕ|d x

≤
∫

Ω

c
�

1+ |∇u |p−1
� |∇ϕ|d x

≤ c ∥ϕ∥V + c

∫

Ω

|∇u |p−1|∇ϕ|d x .

Appliquant à droite l’inégalité de de Hölder, il vient

�

�〈Au ,ϕ〉��≤ c ∥ϕ∥V + c ∥u∥
p
p ′
V ∥ϕ∥V

≤ c (1+ ∥u∥
p
p ′
V )∥ϕ∥V .

Par conséquent,

∥Au∥V ′ ≤ c (1+ ∥u∥
p
p ′
V ).

Donc l’opérateur A transforme les bornés de V en des bornés de V ′. Ce qui
signifie que A est borné.

2. A est monotone. Soient u et ϕ deux éléments de V . En utilisant la monotonie
de F , on trouve
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〈A(u )−A(v ), u − v 〉=
∫

Ω

(F (∇u )− F (∇v )) · (∇u −∇v )d x

≥ 0.

3. A est hémicontinu. Soient u , v et w ∈V . Il suffit de démontrer que la fonction
réelle ϕ défini par

ϕ(t ) = 〈A(u + t v ), w 〉=
∫

Ω

F (∇u + t∇v ) · (∇w )d x , ∀t ∈R.

est continue en point 0. Soit (tn ) une suite réelle convergeant vers 0. On définit
la suite (un ) par

un = u + tn v ∀n ∈N.

Puisque F est continue de RN dans RN alors :

F (∇un )→ F (∇u ) p.p. x ∈Ω. (3.48)

En utilisant la condition de croissance (3.47) et la bornitude de la suite (tn ), on
peut trouver une fonction positive k appartenant à L p ′(Ω) telle que

�

�F (∇un )
�

�≤ k (x ) p.p. x ∈Ω. (3.49)

En utilisant (3.48) et (3.49), alors par le théorème de convergence dominée, il
vient

F (∇un ) ·∇w → F (∇u ) ·∇w dans L 1(Ω).

THÉORÈME 2.1 (Brezis (1968)[2, 37]): Tout opérateur A pseudomonotone et coercif est sur-
jectif ; cela signifie, pour tout f ∈V ′, il y a au moins une solution à l’équation

A(u ) = f . (3.50)

Preuve.

1. Étape 1 : Approximation de Galerkin.

Puisque l’espace V est séparable, alors il existe une suite (ei ) de vecteurs linéai-
rement indépendants dans V , telle que

Vn := span{e1, . . . , en},
et V =
⋃

n Vn . On cherche une solution un ∈Vn , qui est de la forme

un =
n
∑

k=1

ck ek ,

et qui résout le système suivant :

〈A(un )− f , ek 〉= 0, k ∈ {1, . . . , n}. (3.51)
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Tout d’abord, on montre que le système (3.51) admet une solution. En effet ce
système peut s’écrire sous la forme suivante :

g (c n ) = 0 dans Rn ,

où c := (c n
1 , . . . , c n

n ) ∈Rn et pour tout k ∈ {1, . . . , n}, gk :Rn →Rn est une fonction
définie par

gk (c ) := 〈A(un )− f , ek 〉.
(a). Les fontions gk sont continues.

Soit (x i ) une suite de Rn qui converge vers x . En posant

y(i ) =
n
∑

k=1

x (l )k ek et y=
n
∑

k=1

xk ek ,

alors yi → y dans V . Puisque A(yi ) est borné dans V ′ et V ′ étant réflexif, il
s’ensuit que A(yi )*ψ. Ainsi

〈A(yi ), yi−y〉→ 0,

et par la pseudomonotonicité de A, on obtient

〈A(y ), y − v 〉 ≤ lim inf
i→∞
〈A(yi ), yi − v 〉= 〈ψ, y − v 〉,

c’est-à-dire,
〈A(y )−ψ, y − v 〉 ≤ 0. ∀v ∈V

En prenant v = y −w , avec w ∈V , il vient

〈A(y )−ψ, w 〉 ≤ 0 ∀w ∈V

Par conséquent,
〈A(y )−ψ, w 〉= 0 ∀w ∈V .

ce qui prouve bien que A(y ) =ψ. Ainsi,

gk (x
(i )) = 〈A(yi − f , ek 〉→ 〈A(y )− f , ek 〉= gk (x ).

d’où la fonction gk est continue.

(b). Le système (3.51) admet une solution un ∈ Vn , telle que ∥un∥V ≤ R1, où
R1 > 0 est une constante indépendante de n ∈N.
Cela découle des mêmes arguments que dans l’étape 1 de la preuve du
Théorème de Minty-Browder 4.6, en utilisant la continuité de g et la coer-
civité de l’opérateur A. On obtient alors une suite de solutions {un}n ⊂ V
du système (3.51) telle que un ∈ Vn et ∥un∥ ≤ R1 (cela implique également
que ∥A(un )∥V ′ ≤ M , pour une certaine constante M > 0, puisque A est
borné). Ainsi, on a

〈A(un )− f , v 〉= 0 ∀v ∈Vn . (3.52)
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2. Étape 2 : Puisque la suite {un}n est bornée, alors il existe une sous-suite (un j
) j

telle que
un j
→ u faiblement dans V .

Par conséquent,
〈A(un j

), un j
〉= 〈 f , un j

〉→ 〈 f , u〉.
Prenons v ∈ V et ϵ > 0. Par la densité de

⋃

n Vn dans V , il existe w ϵ ∈⋃n Vn tel
que ∥v −w ϵ∥ < ϵ. Nous avons aussi w ϵ ∈⋃n Vn ⇐⇒ ∃nϵ ∈ N tel que w ϵ ∈ Vnϵ .
Prenons j suffisamment grand de sorte que n j > nϵ, ce qui implique que w ϵ ∈
Vnϵ ⊂Vn j

, ce qui implique, en utilisant (3.52), que

〈A(un j
)− f , w ϵ〉= 0.

Par conséquent,

〈A(un j
)− f , v 〉= 〈A(un j

)− f , v −w ϵ〉 ≤ (M + ∥ f ∥V ′)ϵ.

Prenat v = un j
−u , il s’ensuit que

lim sup
j→∞
〈A(un j

), un j
−u〉 ≤ (M + ∥ f ∥V ′)ϵ.

En faisant ϵ tendre vers 0, il vient

lim sup
j→∞
〈A(un j

), un j
−u〉 ≤ 0,

puis la pseudomonotonicité de A donne

〈A(u ), u − v 〉 ≤ lim inf
j→∞
〈A(un j

), un j
− v 〉 ∀v ∈Vn j

.

Si on prend v ∈⋃n Vn , alors pour j suffisamment grand, on a v ∈Vn j
, et donc

〈A(u ), u − v 〉 ≤ lim inf
j→∞
〈A(un j

), un j
− v 〉= 〈 f , u − v 〉 ∀v ∈

⋃

n

Vn . (3.53)

Maintenant, on veut montrer que (3.53) reste vraie pour tout v ∈ V . Prenant
v ∈V et ϵ > 0, alors ∃w ϵ ∈⋃n Vn tel que ∥v −w ϵ∥< ϵ. Par conséquent,

〈A(u )− f , u − v 〉= 〈A(u )− f , u −w ϵ〉+ 〈A(u )− f , w ϵ − v 〉 ≤ (∥A(u )∥V ′ + ∥ f ∥V ′)ϵ.

Faisant ϵ tendre vers 0, il s’ensuit que

〈A(u )− f , u − v 〉 ≤ 0 ∀v ∈V .

En prenant v = u −w , avec w ∈V , il s’ensuit que

〈A(u )− f , w 〉 ≤ 0 ∀w ∈V ,

ce qui implique que A(u ) = f .
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3.3 Opérateurs du calcul des variations

DÉFINITION 3.2

Soit V un espace de Banach réflexif séparable. Un opérateur A : V → V ′ est dite du
type "calcul des variations" s’il est borné et si on peut le représenter par

A(v ) =A (v, v ), ∀v ∈V , (3.54)

oùA : V ×V →V ′ est un opérateur satisfait les hypothèses suivantes

� ∀u ∈V , v 7→A (u , v ) est un opérateur borné et hemi-continu de V
dans V ′, et 〈A (u , u )−A (u , v ), u − v 〉 ≥ 0.

(3.55)

� ∀v ∈V , u 7→A (u , v ) est un opérateur borné et hemi-continu de V
dans V ′. (3.56)

�

si un → u faiblement dans V et 〈A (un , un )−A (un , u ), un −u 〉→ 0
alors, ∀v ∈V , A (un , v )→A (u , v ) faiblement dans V ′. (3.57)

�

si un → u faiblement dans V etA (un , v )→ψ faiblement dans V ′

alors 〈A (un , v ), un 〉→ 〈ψ, u 〉. (3.58)

PROPOSITION 3.4. Si A est un opérateur du calcul des variations, alors A est pseudo-
monotone.

Preuve.

Soit (un ) une suite d’éléments de V telle que :

¨

un * u dans V .

lim supn→∞〈A(un ), un −u〉 ≤ 0.
(3.59)

1) Montrons d’abord qu’on peut extraire une sous-suite notée encore (un ) telle que

Xn = 〈A(un , un )−A(un , u ), un −u〉→ 0. (3.60)

En effet, on peut extraire une sous-suite notée encore (un ) telle que

A(un , u )*χ dans V ′ (car A(un , u ) est bornée dans V ′)

et alors d’après la propriété (3.2), on aura 〈A(un , u ), un 〉 * 〈χ , u〉 et donc
〈A(un , u ), un −u〉→ 0.
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Cela, joint à l’hypothèse (3.59), montre que lim sup Xn ≤ 0 et comme d’après (H2)
Xn ≥ 0, on a (3)
2)on peut alors utiliser(H4), donc

〈A(un , v ), un −u〉→ 0, ∀v ∈V . (3.61)

Comme Xn ≥ 0, on a par combinaison avec (3.61),

〈A(un ), un −u〉 ≥ 〈A(un , u ), un −u〉→ 0

ce qui, joint à (3.59), donne

〈A(un ), un −u〉→ 0. (3.62)

3) Utilisons maintenant le fait que

〈A(un )−A(un , w ), un −w 〉 ≥ 0, ∀w ∈V ,

avec w = (1−θ )u +θ v , θ ∈ [0, 1[, il vient

θ 〈A(un ), u − v 〉 ≥ −〈A(un ), un −u〉+ 〈A(un , w ), un −u〉
+θ 〈A(un , w ), un − v 〉

et en utilisant (3.61), (3.62) et (3) on en déduit

θ lim inf〈A(un ), u − v 〉 ≥ θ lim inf〈A(un , w ), u − v 〉= θ 〈A(u , w ), u − v 〉
et donc divisant par θ et utilisant (3.62),

lim inf〈A(un ), u − v 〉 ≥ 〈A(u , (1−θ )u +θ v ), u − v 〉
et en faisant θ → 0, on en déduit que A est pseudomonotone

3.4 Applications du théorème de Brezis

3.4.1 Équation elliptique quasi-linéaire

Dans cette section, on établit un résultat d’existence des solutions faible pour un pro-
blème elliptique quasi-linéaire en utilisant la théorie des opérateurs pseudomonotones.
On considère le problème







−div
�|∇u |p−2∇u
�

+ g (u ) = f dans Ω,

u = 0, sur ∂ Ω,
(3.63)

où Ω est un ouvert borné de RN régulier, 1 < p < N et g : R → R est une fonction
continue satisfaisant les conditions suivantes :

|g (s )| ≤ c
�

1+ |s |p−1
�

, (3.64)
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inf
s∈Rg (s )s ≥ 0. (3.65)

On suppose en outre que

f ∈ L p ′(Ω). (3.66)

THÉORÈME 4.1: Sous les hypothèses (3.64)–(3.66), le problème (3.63) admet au-moins
une solutions faible u ∈W 1,p

0 (Ω).

Preuve.

On pose V =W 1,p
0 (Ω) et on définit les opérateurs suivants :

〈Au ,ϕ 〉=
∫

Ω

|∇u |p−2∇u ·∇ϕd x , (3.67)

et

〈B u ,ϕ 〉=
∫

Ω

g (u )ϕd x . (3.68)

1. Opérateur A est borné, monotone, et hémicontinu.

(a). A est borné. Il suffit de reprendre la démonstration de l’application 2, avec
F (ξ) = |ξ|p−2ξ.

(b). A est strictement monotone. Voir l’exemple 2.15.

(c). A est hémicontinu. Il suffit de démontrer que A est continue de V fort
dans V ′ fort. Soit (un ) une suite de V telle que

un → u fortement dans V . (3.69)

On définit la fonction F :RN →RN par

F (ξ) = |ξ|p−2ξ ∀ξ ∈RN .

De (3.69), il découle, pour une sous-suite près, que

∇un (x )→∇u (x ) p.p x ∈Ω. (3.70)

et

|∇un (x )| ≤ h (x ) p.p x ∈Ω, (3.71)

avec h une fonction positive appartenant à L p (Ω).
En utilisant (3.70), (3.71), et la continuité de F , on en déduit que

F (∇un (x ))→ F (∇u (x )) p.p x ∈Ω. (3.72)

et

|F (∇un (x ))| ≤ h (x )p−1 = h̄ (x ) ∈ L p ′(Ω). (3.73)
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Alors par le théorème de convergence dominée,

F (∇un )→ F (∇u ) fortement dans L p ′(Ω)N . (3.74)

Soit ϕ ∈V . En utilisant la définition de l’opérateur A, on obtient

�

�〈Aun −Au ,ϕ 〉��=
�

�

�

�

∫

Ω

[F (∇un )− F (∇u )]∇ϕd x

�

�

�

�

≤∥F (∇un )− F (∇u )∥L p ′ (Ω)∥ϕ∥V .

Par conséquent,

∥Aun −Au∥V ′ ≤ ∥F (∇un )− F (∇u )∥L p ′ (Ω). (3.75)

De (3.74) et (3.75), on en déduit que

Aun → Au fortement dans V ′.

2. Opérateur B est fortement (totalement) continu. Il suffit de reprendre la dé-
monstration de l’exemple 2.5.

3. opérateur A + B est coercif. Soit u ∈ V . En utilisant l’hypothèse (3.65), on ob-
tient

〈Au , u 〉=
∫

Ω

|∇u |p−2∇u∇ud x +

∫

Ω

g (u )ud x

≥
∫

Ω

|∇u |p d x .

Par conséquent,

lim
∥u∥→∞

〈Au , u 〉
||u || = lim

∥u∥→∞
∥∇u∥p−1 =+∞. (3.76)

3.4.2 Équation elliptique fortement non-linéaire

On étudie l’existence des solutions faibles pour un elliptique fortement non-linéaire :







−div (a (x , u ,∇u ))+a0(x , u ,∇u ) = f dansΩ,

u = 0 sur ∂ Ω.
(3.77)

où Ω est un ouvert borné de R n , 1 < p < N , et a : Ω×R×RN → RN est une fonction
vectorielle de Carathéodory satisfaisant pour presque tout x ∈ Ω, pour tout s ∈ R, pour
tout ξ, ξ′ ∈RN , avec ξ ̸= ξ′,

|a (x , s ,ξ)| ≤β � j (x ) + |s |p−1+ |ξ|p−1
�

, (3.78)

a (x , s ,ξ)ξ≥α|ξ|p , (3.79)
�

a (x , s ,ξ)−a (x , s ,ξ′)
� · �ξ−ξ′�> 0, (3.80)
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où α, β > 0 et j est une fonction positive appartenant à L p ′(Ω). On suppose en outre que
a0 : Ω×R×RN →RN est une fonction de Carathéodory vérifiant pour presque tout x ∈ Ω,
pour tout s ∈R, pour tout ξ ∈RN ,

|a0(x , s ,ξ)| ≤C
�

k (x ) + |s |p−1+ |ξ|p−1
�

, (3.81)

a0(x , s ,ξ)s ≥α0|s |p , (3.82)

où C , α0 > 0 et k est une fonction positive appartenant à L p ′(Ω).

THÉORÈME 4.2: Si les hypothèses (3.79)–(3.82) sont vraies et f ∈W −1,p ′(Ω), alors le pro-
blème (3.77) admet au-moins une solution faible u ∈W 1,p

0 (Ω).

Preuve.

On définit les opérateurs A : V =W 1,p
0 (Ω)→V ′ =W −1,p ′(Ω) par :

〈Au ,ϕ 〉=
∫

Ω

a (x , u ,∇u ) ·∇ϕd x +

∫

Ω

g (x , u ,∇u )ϕd x , (3.83)

pour tout ϕ ∈V .

1. Opérateur A est pseudomonotone. Il suffit de démontrer que A est un opéra-
teur de calcul des variations. Pour cela on définit l’opérateurA : V ×V → V ′

par :

〈A (u , v ),ϕ 〉=
∫

Ω

a (x , u ,∇v ) ·∇ϕd x +

∫

Ω

g (x , u ,∇u )ϕd x ,

pour tout ϕ ∈ V . Il est facile de voir que A(u ) =A (u , u ) pour tout u ∈ V . On va
montrer queA est un opérateur de calcul des variations.

(a). Vérification de l’hypothèse (3.55).

∀u ∈ V , S1 : v 7→ S1(v ) =A (u , v ) est un opérateur borné, hémicontinu de
V dans V ′, et 〈A (u , u )−A (u , v ), u − v 〉 ≥ 0.

I. S1 est borné. Soit u ∈V fixé. Pour tout v, ϕ ∈V , on a :

�

�〈S1(v ),ϕ 〉
�

�≤
∫

Ω

|A(x , u ,∇v )||∇ϕ|d x +

∫

Ω

|g (x , u ,∇u )||ϕ|d x

≤β
∫

Ω

�

j (x ) + |u |p−1+ |∇v |p−1
� |∇ϕ|d x

+C

∫

Ω

�

k (x ) + |u |p−1+ |∇u |p−1
� |ϕ|d x

≤β �∥ j ∥L p ′ (Ω)+ ∥u∥p−1
L p (Ω)+ ∥∇v ∥p−1

L p (Ω)

�∥ϕ∥W 1,p
0 (Ω)

+C
�∥k∥L p ′ (Ω)+ ∥u∥p−1

L p (Ω)+ ∥∇u∥p−1
L p (Ω)

�∥ϕ∥L p (Ω)

≤C ′
h

∥ j ∥L p ′ (Ω)+ ∥k∥L p ′ (Ω)+ ∥u∥p−1

W
1,p

0 (Ω)
+ ∥v ∥p−1

W
1,p

0 (Ω)

i

∥ϕ∥W 1,p
0 (Ω).
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Par conséquent,

∥S1(v )∥V ′ ≤C ′
h

∥ j ∥L p ′ (Ω)+ ∥k∥L p ′ (Ω)+ ∥u∥p−1

W
1,p

0 (Ω)
+ ∥v ∥p−1

W
1,p

0 (Ω)

i

.

Donc l’opérateur S1 envoie les bornés de V dans les bornés de V ′, ce
qui signifie que S1 est borné.

II. S1 est hemicontinu. Il suffit de démonter que S1 est demicontinu.
Soient u ∈ V fixé et (vn )n une suite de V qui converge fortement vers
v ∈V . On veut montrer que S1(vn ) converge faiblement vers S1(v )dans
V ′ ; c’est-à-dire :

∀ϕ ∈V ; 〈A (u , vn ),ϕ 〉→ 〈A (u , v ),ϕ 〉.
En fait ça revient exactement à démontrer que

a (x , u ,∇vn )→ a (x , u ,∇v ) faiblement dans L p ′(Ω;RN ).

Mais cette convergence est vraie car, par le théorème Lebesgue domi-
née, on a

A(x , u ,∇vn )→ A(x , u ,∇v ) fortement dans L p ′(Ω;RN ).

III. En utilisant l’hypothèse (3.80), il s’ensuit que

〈A (u , u )−A (u , v ), u − v 〉=
∫

Ω

[A(x , u ,∇u )−A(x , u ,∇v )] ·∇(u − v )d x

≥ 0

(b). Vérification de l’hypothèse (3.56).

∀v ∈ V , S2 : u 7→ S2(v ) =A (u , v ) est un opérateur borné et hemicontinu
de V dans V ′.

I. S2 est borné. La démonstration est exactement la même que celle du
S1.

II. S2 est hemicontinu. Il suffit de démonter que S2 est demicontinu.
Soient v ∈ V fixé et (un )n une suite de V qui converge fortement vers
u ∈ V . On veut montrer que S2(un ) converge faiblement vers S2(u )
dans V ′ ; c’est-à-dire :

∀ϕ ∈V ; 〈A (un , v ),ϕ 〉→ 〈A (u , v ),ϕ 〉.
En fait ça revient exactement à démontrer que

a (x , un ,∇v )→ a (x , u ,∇v ) faiblement dans L p ′(Ω;RN ),

et

g (x , un ,∇un )→ g (x , u ,∇u ) faiblement dans L p ′(Ω).

49



Opérateurs pseudomonotones

Ceci est vraie car, par le théorème Lebesgue dominée, il découle que

a (x , un ,∇v )→ A(x , u ,∇v ) fortement dans L p ′(Ω;RN ),

et

g (x , un ,∇un )→ g (x , u ,∇u ) fortement dans L p ′(Ω).

(c). Vérification de l’hypothèse (3.57). Soit (un )n une suite de V telle que :

un → u faiblement dans V , (3.84)

et

〈A (un , un )−A (un , u ), un −u 〉→ 0. (3.85)

On veut démontrer que

∀v ∈V , A (un , v )→A (u , v ) faiblement dans V ′, (3.86)

cela revient à démontrer que :

∀v ∈V , a (x , un ,∇v )→ a (x , un ,∇v ) faiblement dans L p ′(Ω,RN ), (3.87)

et

g (x , un ,∇un )→ g (x , u ,∇u ) faiblement dans L p ′(Ω). (3.88)

Tout d’abord, la convergence (3.85) peut s’écrire :

∫

Ω

[A(x , un ,∇un )−A(x , un ,∇u )] ·∇(un −u )d x → 0. (3.89)

Soit v ∈ V fixé. De (3.84), on en déduit qu’il existe une sous suite de (un )
telle que

un ′(x )→ u (x ) p.p x ∈Ω, (3.90)

comme la fonction a est continue par rapport à s , alors

a (x , un ′(x ),∇v (x )→ a (x , u (x ),∇v (x )) p.p x ∈Ω, (3.91)

En tenant compte de (3.84) et (3.89), on peut appliquer [30, Lemme 2.2,
page 184], pour conclure qu’il existe une sous suite de (un ) telle que :

∇un ′(x )→∇u (x ) p.p x ∈Ω. (3.92)

Par conséquent, en utilisant le fait que la fonction g est continue par rap-
port à s et ξ, il s’ensuit que :
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g (x , un ′(x ),∇un ′(x ))→ g (x , u (x ),∇u (x )) p.p x ∈Ω, (3.93)

comme les suites a (x , un ′ ,∇v ) et g (x , un ′ ,∇un ′) sont bornées dans L p ′(Ω),
il en résulte d’après [30, Lemme 1.3, page 12], que

a (x , un ′ ,∇v )→ a (x , u ,∇v ) faiblement dans L p ′(Ω), (3.94)

et
g (x , un ′ ,∇un ′)→ g (x , u ,∇u ) faiblement dans L p ′(Ω), (3.95)

et comme la limite est indépendante de toute sous suite extraite, on en
déduit les résultats (3.87) et (3.88).

(d). Vérification de l’hypothèse (3.58). Soit (un ) une suite de V telle que

un → u faiblement dans V , (3.96)

et

〈A (un , v ),ϕ 〉=
∫

Ω

a (x , un ,∇v ) ·∇ϕd x +

∫

Ω

g (x , un ,∇un )ϕd x →〈ψ,ϕ 〉,

(3.97)

pour tout ϕ ∈V . On veut démontrer que

∫

Ω

a (x , un ,∇v ) ·∇un d x +

∫

Ω

g (x , un ,∇un )un d x →〈ψ, u 〉. (3.98)

En utilisant (3.96), il est facile de démontrer que

a (x , un ,∇v )→ a (x , un ,∇v ) fortement dans L p ′(Ω), (3.99)

et par conséquent

∫

Ω

a (x , un ,∇v ) ·∇(un −u )d x → 0. (3.100)

De (3.96), on en déduit que la suite g (x , un ,∇un ) est bornée dans L p ′(Ω),
et en conséquence, on a :

�

�

�

∫

Ω

g (x , un ,∇un )(un −u )d x
�

�

�≤ c ∥un −u∥L p (Ω),

et comme l’injection de W 1,p
0 (Ω) dans L p (Ω) est compacte, on a :

∫

Ω

g (x , un ,∇un )(un −u )d x → 0. (3.101)

En utilisant (3.97), (3.100) et (3.101), on peut passer à la limite dans
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∫

Ω

a (x , un ,∇v ) ·∇un d x +

∫

Ω

g (x , un ,∇un )un d x = 〈A (un , v ), u 〉

+

∫

Ω

a (x , un ,∇v ) ·∇(un −u )d x

+

∫

Ω

g (x , un ,∇un )(un −u )d x ,

pour obtenir (3.98).

2. Opérateur A est coercif. En utilisant (3.79) et (3.82), il s’ensuit que

〈A(u ), u 〉=
∫

Ω

a (x , u ,∇u ) ·∇u d x +

∫

Ω

g (x , u ,∇u )u d x

≥α∥u∥p
W

1,p
0 (Ω)

+α0∥u∥pL p (Ω)

≥α∥u∥p
W

1,p
0 (Ω)

.

Par suite 〈A(u ), u 〉
∥u∥W 1,p (Ω)

≥α∥u∥p−1

W
1,p

0 (Ω)
.

D’où
〈A(u ), u 〉
∥u∥w 1,p

0 (Ω)

−→+∞ si ∥u∥W 1,p
0 (Ω) −→+∞,

ce qui prouve bien que A est coercif.

Puisque l’opérateur A est pseudomonotone et coercif et f ∈ W −1,p ′(Ω), alors par le
théorème 2.1, le problème (3.77) admet au moins une solution faible u ∈W 1,p

0 (Ω).
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