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Résumeé

Le but de ce mémoire est d’'introduire la méthode de monotonie pour la résolution de

quelques problemes elliptiques.

Mots-clés :Opérateurs bornés, Opérateurs monotones, hémicontinuité, demicontinuité

, opérateurs pseudo monotones, équations aux-dérivées partielles elliptiques.
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frontiere topologique de 2

point générique de RV

mesure de Lebesgue sur Q2

I'adhérence de I'ensemble (2

la convergence faible

presque partout

un espace de Banach

un espace de Hilbert

le dual topologique de V'

le crochet de dualité entre

I'espace V et son dual topologique V’

la norme sur 'espace de Banach V

le produit scalaire sur I'espace de Hilbert H
la norme sur 'espace de Hilbert H

I'espace des matrices réelles.

désigne la matrice d’identité.

la partie positive et négative de la fonction f
I'espace des fonctions continues

espace des fonctions différentiables et a support
compact dans €2

espace des fonctions k-fois continiment
différentiables dans Q2

I'espace des distributions
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Introduction générale

La théorie des opérateurs monotones est actuellement un domaine actif de recherche,
ils jouent un role important dans de nombreuses branches des mathématiques telles que
I'analyse convexe, 'optimisation, théorie des équations aux dérivées partielles, inéqua-
tions variationnelles. Ils ont également des applications dans d’autres domaines tels que

la théorie des graphes et les circuits électriques analogiques.

La premiere utilisation de la condition de monotonie dans les espaces de Hilbert re-
monte a M. Golomb [19], dans I’étude des équations intégrales non linéaires de Hammer-
stein. Golomb a déclaré qu'un opérateur A sur un espace de Hilbert H satisfait a la « condi-

tion de Lipschitz » si

Vu,veH (Alu)—AWw),u—v)=—kllu—vl3 ey

avec un parametre k qui peut étre négatif ou positif ainsi que zéro (de sorte que I'hypo-
monotonie et la forte monotonie soient couvertes a le méme temps). L'idée a attiré peu
d’attention a I'époque des travaux de Golomb, et a été relancée vers les années 1959 et
1960 par les mathématiciens russes M. M. Vainberg [43, 44], R. [. Kachurovskii [22] et le
mathématicien argentin E. H. Zarantonello [45]. Dans [22], R. I. Kachurovskii a prolongé le
concept de monotonie aux applications agissant d'un espace de Banach dans son dual. Il a
observé que la différentielle de Fréchet d'une fonction convexe est une fonction monotone,

et a en fait également inventé le terme « monotone » pour décrire ces fonctions.

Dans [45], E. H. Zarantonello a étendu la relation d’ordre des fonctions réelles au cas
vectoriel. Plus précisément, soit D un sous-ensemble non vide d'un espace de Hilbert H et

A, B: H — H deux opérateurs. Il a déclaré que B est plus lent que A si

Yu,veD (A(u)—A(v),u—v)>(B(u)—B(v),u—rv), (2)

qui est noté A >> B. Il a ensuite appelé A (isotoniquement) monotone si A > 0, c’est-a-

dire
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VYu,veD (A(u)—Av),u—v)=>0, 3)

et A est uniformément monotone si A > Id. Dans [32], G. ]. Minty a donné la définition
d'un opérateur monotone a travers d'une relation linéaire. Pour tout sous-ensemble E de

H x H, il a défini la relation linéaire M comme suit :

(x1, )M (x,,»,) aconditionque (x;—x,, 1 —)»)=>0. 4)

Un opérateur A d'un sous-ensemble D de H dans H est appelé monotone sur D a
condition que D soit un sous-ensemble du domaine de A, et le graphe de la restriction

de A a D est totalement ordonné par la relation M, c’est-a-dire

(u,A(u))M(v,A(v)) pourtoutu,veD, (5)
ce qui signifie aussi que A satisfait (3).

Dans son article [45], E. H. Zarantonello a démontré le théoréme de surjectivité suivant :

Théoreme 0.1. On suppose que H est un espace de Hilbert. Si A : H — H est un opérateur

monotone et lipschitzien alors l'opérateur I + A est surjectif.

Un peu plus tard, ce théoréme a été généralisé par G. Minty [32] pour les opérateurs
A continus, monotones. Browder dans [8] a déclaré que cette généralisation par Minty est
équivalente au célebre théoreme de Lax-Milgram 5.2. Ensuite dans [6], I Browder a démon-
tré que le résultat du théoreme 0.1 reste vraie en remplacant I’hypothese de continuité par

une autre plus faible de demicontinuité "i.e., A est continu de H fort dans H faible".

Pour les espaces de Banach réflexifs V etles opérateurs A : V — V’, le résultat de base
obtenu indépendamment par Browder [7] et Minty [33] déclare que si A est un opérateur
monotone, hémicontinu, (i.e., la fonction t — (A(u+t v), w) est continue de [0, 1] dans R),

et coercif, i.e.

(Au, u)

—+00 lorsque ||ully — +0o0) (6)
llullv

alors A est surjectif.

Ce théoreme et ses extensions a diverses classes d’opérateurs A qui satisfont des condi-

tions de monotonie modifiées (Browder[9, 10, 11, 12, 11], Leray-Lions [28], Hartman-Stampacchia

iv



[20]) sont a la base de 'application de la théorie des opérateurs monotones pour obtenir

des théoremes d’existence généraux pour des problemes aux-limites non linéaires.

H. Brezis, dans son article pionnier [5], a introduit une vaste classe d’opérateurs, qu’il a
classés comme pseudomonotones, étendant ainsile théoréme d’existence de Minty-Browder.
Plus précisément, un opérateur A: V — V' est pseudomonotone, si pour chaque suite (u,,),

telle que

u,—u et limsup(A(u,) u,—u)<0, (7)
il s’ensuit que
(A(u),u—v) <liminf(A(u,), u,—v) pourtoutvelV. 8)

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Le premier est entierement consacré a
I'exposé des définitions et résultats nécessaires pour la suite de ce travail. L'objectif du
deuxieme chapitre est de présenter les opérateurs monotones et leurs applications dans
la résolution de quelques problémes elliptiques. Le troisieme chapitre est consacré pour

les opérateurs pseudomonotones avec quelques applications.
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Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et rappels des résultats né-
cessaires pour la suite de ce travail. nous introduisons quelques définitions, lemmes et
quelques théoremes sur les espaces fonctionnels.

Espaces de Lebesgue

Notions générales
DEFINITION 1.1

On définit 'espace de Lebesgue L”(Q2) par :
Pourl1<p<+o0

L”(Q)z{u:Q—dR mesurable, flu(x)l”dx<+oo},
Q

[l o) = (J |u(x)|pdx)p )
Q

L°°(Q)={u:Q—>R mesurable, supesslu(x)|<+oo},

xeN

mini de la norme

=

Pour p =+00

muni de la norme

24| oo () = sup ess|u(x)|.
xeN

LP(Q2) est un espace de Banach pour 1 < p < oo et de Hilbert Pour p = 2 muni de
produit scalaire

(f,g)=J f(x)g(x)dx.
Q




Préliminaires

PROPOSITION 1.1-Séparabilité, réflexivité et dual de L”(Q2) [4]. Les assertions
suivantes sont vraies.

1. LP(Q2) est séparable pour 1 < p <400 et réflexif pour 1 < p <+00.

2. Le dual de L”(Q) pour 1 < p < +00 est isomorphe & L?'(Q) avec % + % =1.
3. LY(Q) est séparable, ni réflexif et son dual est L>°(Q).
4

. L®(9) ni séparable, ni réflexif et son dual est contient strictement L((2).

LEMME 1.1 (Inégalité de Young [4])

Soient p et g deux réels strictement positifs tels que % + # = 1. Pour tout réel positif
aetb,ona

1 1 p
ab<—aP+—D>b".
p p’

LEMME 1.2 (Inégalité de Convexité [4])
Soienta>0, b >0etsoit1 <p <+00.0na

(a+b)’ <2 Ya? + b").

PROPOSITION 1.2—Inégalité de Holder [4]. Soient f e LP etge L avec1<p < oo
et 5+, =1.Alors fge L' et

flfg| <Wfllze l1gNge-

PROPOSITION 1.3-Compacité L” — L7 [4]. Soit1 < p < g < +00. Si Q2| < +00 alors
L1(Q2) c LP(R2). De plus, I'injection est compacte pour p < g.

Mode de convergence dans les espaces LP(f)

DEFINITION 1.2: Convergence forte, convergence faible dans L”(1)

Soient p €[1, o0[ ,et {fn,f} une famille de LP(Q).
* On dit que f, converge fortement vers f dans LP(2) et on note f, — f dans
LP(©Q)si lim |Ify = flle =0
* On dit que f, converge faiblement vers f dans LP({2) et on note f,, — f dans

LP(Q)si lim f(fn—f).g=0, Vge LV (Q), avec%+#=1.

n—+00
Q

« Ondit que f, converge faible x vers f dans L>(€2) et on note f, — f dans L*(f)




Espaces de Lebesgue

si liinoof(fn—f).gzo, VgelLl.
0

PROPOSITION 1.4-[4|. Lorsque E est de dimension finie, la topologie faible o(E, E’)
et la topologie usuelle coincident. En particulier, une suite (x,,) converge faiblement si et
seulement si elle converge fortement.

THEOREME 1.1 ([4, 14]): Soit X un espace normé et supposons que x,, — x (faiblement).
Alors :

1. (x,) est bornée dans la norme de X, c’est-a-dire sup || x,|| < oo.

2. Lalimite faible x de (x,,) est unique.

LEMME 1.3 (Lemme de Fatou [27])
Soit (f,,),, une suite de fonction mesurable, a valeurs dans [0,+00[ on a

n—-+0oo

fliminffn(x) dx < limi{gf fulx)dx.
Q

PROPOSITION 1.5- 27]. Soit 1 < p < 400,
(fu), € LP(Q2) et f € LP(Q2). On suppose que

1. f,—f p.p dansQ.
2. il existe g € LP(2) telle que pour tout n €Nonalf,|<g p.p dansQ.

Alors

fn— f dans LP(Q).

La proposition suivante est la réciproque partielle du proposition 1.5.

PROPOSITION 1.6-[23]. Soient Q un ouvert de RY, et (f,,),cy une suite de fonctions
qui converge vers f dans L”(Q). Alors il existe une sous suite (f,, )cen €t une fonction g de

LP(Q) telles que :
L. fo(x)—g(x) p.p.sur Q
2. YkeN,|f, (x)|<g(x) p.p.sur Q.

La proposition suivante est une généralisation de la proposition 1.5.




Préliminaires

PROPOSITION 1.7 —[38]. Soit{f,} unesuite de fonctions mesurables sur E qui converge
ponctuellement presque partout sur E vers f. Supposons qu’il existe une suite {g,} de
fonctions mesurables non négatives sur E qui converge ponctuellement presque partout
sur E vers g et domine {f,} sur E dans le sens o

|f,.| < g, sur E pour tout .

limJ gn=J g < oo,
n—oo I B
limffn:J f-

La proposition suivante donne le lien entre la bornitude et la convergence faible dans
les espaces de Lebesgues réfléxifs.

Si

alors

PROPOSITION 1.8-[3]. Soit1 < p < oo et soient f,, des fonctions dans L”(u) conver-
geant presque partout (ou en mesure) vers une fonction f. Alors, une condition néces-
saire et suffisante pour la convergence de {f, } vers f dans la topologie faible de L”(u) est
la bornitude de {f,,} dans la norme de LP(u).

IMMEE Opérateurs de Nemytskii (opérateurs de superposition)

DEFINITION 1.3: (Fonction de Carathéodory)

Soit f: 2 x R— R. On dite que f est de Carathéodory si:

1. f(.,s):Q2— R mesurable pour tout s € R,

2. f(x,.):R— R continue presque partout x € ).

DEFINITION 1.4: (Opérateur de Nemitski)

Soient u : Q) — R et f € C(Q x R). I'opérateur Ny défini par (Nyu)(x) = f(x, u(x)) est
appelé opérateur de Nemitski relatifa f.

THEOREME 1.2 (Continuité de 'opérateur de Nemytskii[35]): Si f est de Carathéodory et elle
existe une fonction positive a € L”'(Q2) et une constante b > 0, tels que

|f(x, ) <a(x)+Db|t|P.




Espaces de Sobolev

alors 'opérateur de Nemytskii est continu de L () dans L”' ().

Espaces de Sobolev

DEFINITION 1.5: (Espaces de Sobolev (W'7()))
On définit I'espace de Sobolev WP (2),pour 1 < p < +00 par:

WP (Q)={ueLP(Q), Vue(L’)"},

muni de la norme

1
(Iull? ey + IV el2y)?, si 1<p<oo,
”u”leP(Q):
maX(”u”Loo(n)»||Vu||Loo(Q))» si p=oo.

Pour p =2, 'espace W ?(Q2) noté H'(f2) est de Hilbert muni du produit scalaire

(1, V) = (U, V)2 + (VU, V) 120,

et de lanorme

D=

el = (11l + IV 2,0 ) -

PROPOSITION 1.9-Complétude, séparabilité, et réflexivité de W'7(Q) [1, 4] .
L'espace W1P(Q) est un espace de Banach, et séparable pour 1 < p < +00, et réflexif
pour 1 < p <+o00.

DEFINITION 1.6: (Espaces de Soboleonl'p(Q))

Soit 1 < p < +00. On note Wol’p () 1a fermeture de 2(92) dans W'P(9), (c’est-a-dire

M/Ol,p(Q) — —@(Q)W”’(Q))

Le théoréme suivant donne une Caractérisation de I'espace Wol’p (©) via le théoreme de
trace (voir [36])

THEOREME 2.1: On suppose que £ est un ouvert borné régulier de R". Alors

Wy (@)= {ue W (Q);  vlsq=0}.
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DEFINITION 1.7: (Espace de Sobolev W~17'(02))

Lespace de Sobolev W~'7'(Q) est le dual topologique de 1'espace Wol”!J (2); c'est-a-
dire : 'espace vectoriel de toutes les formes linéaires continues sur Wol”” Q).

DEFINITION 1.8: (Convergence faible, convergence forte dans W'7(0))

Soient p €[1,+00] et {fn,f} une famille de W7 (Q).

* On dit que f,, converge fortement vers f dans W'?(Q) et on note f, — f dans
WP (Q) si

f,— fdansLP(Q) et Vf,— V[ dansLP(Q).

¢ On dit que f, converge faiblement vers f dans W1?(Q2) et on note f,, — f dans
WP () si

fu— fdans LP(Q) et Vf,—Vf dansL"(Q).

THEOREME 2.2 (Injections de Sobolev-Rellich-Kondrachov [34]):
Soit Q2 un ouvert borné de R" et de classe ¢!, on a:

* Si p < N, alors I'injection WP(Q2) — L9(Q) est compacte pour g € [l,p*) ou - =
1 1

p N-°
* si p =N, alors I'injection WP (2) — L9(f2) est compacte pour g € [1,+00)

* Si p > N, alors l'injection W'?(Q) — %(2) est compacte. En particulier I'injection
WlP(Q)— LP(Q) est compact pour tout p €[1,+00)

THEOREME 2.3 (Inégalité de Poincaré [24]): Soit 1 < p < +00, on suppose que 2 est un ou-
vert borné dans une direction de R" alors, il existe une constante positive C = C(p, N, )
telle que :

lully < CliVully ,  Yue W@

2 . . » . 1, » .
par conséquence I'application u — ||V u||,» définie une norme sur W, ”(£2), équivalente
ala norme usuelle.

THEOREME 2.4 (Astuce topologique [27]): Soit X un espace topologique et x,, une suite de
cet espace qui a la propriété qu’il existe x € X tel que de toute sous-suite de cette suite,
on peut extraire une nouvelle sous-suite qui converge vers x . Alors la suite entiéere x,,
converge vers X .

THEOREME 2.5 (Banach-Steinhaus[4]): Soit V un espace de Banach et Y un espace normé.
Soit (T;);c; une famille arbitraire d’éléments de L(V, Y) telle que




Espaces de Sobolev

sup||Ti(u)lly <oo VueV.
iel

Alors,

sup || T; | v, v) < 0.
iel




Méthode des opérateurs monotones
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Dans ce qui suit, V est un espace de Banach réflexif et séparable et V' son dual topolo-
gique.

Différents types de continuité

Opérateurs hémicontinus

DEFINITION 2.1

On dit que 'opérateur A : V — V' est hémicontinu si Yu, v, w € V, la fonction ¢t —
(A(u+ tv), w) est continue de R dans R.

EXAMPLE 2.1
Tout opérateur linéaire de V dans V’ est hémicontinu.

SOLUTION.

Soient A: V — V’ un opérateur linéaire, et u, v, w trois éléments de V. La fonction

réelle
P(t)=t— (Alu+tv), w)=(Alu), w)+ t(A(v), w)

est affine, et en conséquence elle est continue sur R.

Remarque 2.1. Pour démontrer que A:V — V' est hémicontinu, il suffit de démontrer que
la fonction réelle (t) = (A(u+ tv), w) est continue en point 0 pour tour u, v et w dans V ;
c'est-a-dire :

ltin(}(A(u +tv),w)=(Au),w) Yu,v,weV.

EXAMPLE 2.2
Tout opérateur continu de V dans V'’ est hémicontinu.



Différents types de continuité

SOLUTION.

Soient A: V — V'’ un opérateur linéaire continu, et u, v, w. trois éléments de V. On
considere la fonction réelle ¢ définie par

¢:R—R
t—e(t)=(Alu+tv), w).
Pour démontrer que A est hémicontinu, il suffit de démontrer que la fonction ¢ est
continue en point 0; c’est a dire :
(A(lu+tv),w)— (A(u),w) quandt — 0.

Soit (£,,) une suite réelle qui converge vers 0. Donc la suite (u,) = (u + ,,v) converge
fortement dans V vers la fonction u, et comme A est continue de V fort dans V' fort,
alors

A(u,)— A(u) fortement dans V.

Par conséquent

(A(uy), w) — (A(u), w).

Ainsi, la fonction ¢ est continue en point 0.

EXAMPLE 2.3: (Opérateur Laplacien)
Soit  un ouvert borné de R". On définit 'opérateur laplacien A: H(Q2) — H~'(Q) par

(A(u), @)= f VuVedx.
Q
L'opérateur A est linéaire et par conséquent il est hemicontinu.
EXAMPLE 2.4

Soient  un ouvert borné de RY, p > 2, et f : R — R une fonction continue telle qu’il
existe C > 0 satisfaisant, pour tout s €eR :

If(s) < CA+|sly. 2.1)
On considére I'opérateur
A WPQ) — Wr'(Q)
du
ox;

Montrer que A est hémicontinu.

SOLUTION.

Soient u, v et w trois élémentde V = Wol’p (©2). Afin de démontrer que A est hémicon-
tinu, il suffit de démontrer que la fonction réelle ¢(t) = (A(u + t v), w) est continue
en point 0. Soit (£,,) une suite réelle convergente vers 0. On veut démontrer que




Méthode des opérateurs monotones

du, 0
so(tn)sz(un)a—‘;wdxw(O)sz(u)a—jwdx, 22)

14

ol u, = u+t,v pour tout n € N. En utilisant le fait que la suite («,) converge forte-
ment vers u dans L) (), alors, par le Théoréme 1.2, il découle que

p

f(u,)— f(u) fortementdans Lﬂ%(Q).
En utilisant I'inégalité de Holder avec I'exposant a = B/, on en déduit que la suite
p

f(u,)w est bornée dans L"'(Q), et par suite

flu,)w— f(w)w faiblement dans L” (),

. un
etona (2.2), puisque

du
converge fortement vers Ir dans L7(Q).
i X;

Opérateurs demicontinus

DEFINITION 2.2

On dit que 'opérateur A : V — V’ est demicontinu si A est continu de V fort dans V’
faible, c-a-d., si u,, — u fortement dans V, alors A(u,) — A(u) faiblement dans V.

THEOREME 1.1: Si A : V — V'’ est un opérateur continu, alors A est demicontinu.

Preuve.

On suppose que A: V — V' est un opérateur continu. Soit (u,,) une suite qui converge
fortement vers u € V. Puisque A est continu il découle que

A(u,)— A(u) fortement dans V.

Par conséquent

A(u,)— A(u) faiblement dans V',

Ainsi, on a prouvé que I'opérateur A est demicontinu.

THEOREME 1.2: Tout opérateur demicontinu est hémicontinu.

Preuve.

On suppose que A : V — V' est un opérateur demicontinu. Soient u, v et w trois
éléments de V. On veut démontrer que la fonction réelle ¢(¢) = (A(u + tv), w) est
continue en point 0. Soit (#,) une suite réelle qui converge vers 0. On pose

10
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u,=u+t,v, VneN.

Puisque (u,) converge fortement vers u dans V et A est démicontinu, alors

A(u,)— A(u) faiblement dans V.

Par suite, il vient

(Alu,), w) — (Alu), w),

cela implique que ¢ est continue en point 0, ce qui signifie que I'opérateur A est hé-
micontinu.

YRWKE Opérateurs fortement continus

DEFINITION 2.3

On dit que 'opérateur A : V — V’ est fortement continu (ou totalement continu)
si A est continu de V faible dans V' fort, c-a-d., si u,, — u faiblement dans V, alors
A(u,)— A(u) fortement dans V’.

EXAMPLE 2.5
Soient 2 un ouvert borné de RY et f : 2 x R — R une fonction de Carathéodory satisfai-
sant la condition de croissance

[f(x, )l < a(x)+blt]"™,

ol b > 0 et a une fonction positive appartenant a LP(2). D’apres le théoreme 1.2, 'opé-
rateur de Nemytskii f associé a f est continu de L”(€2) dans L”(€2). On définit I'opérateur
A:V=W,""(Q)— V' =W (Q)par:

(Au,p) =f flwpdx.
Q
Montrer que A est fortement continu.

SOLUTION.

Soit (u,) une suite qui converge faiblement vers u dans V = WOI"” (©2). Alors, par le
théoreme de Rellich-Kondrachov, on a

u, — u fortement dans L”(Q),

et comme f est continue de LP(Q) fort dans L?'(2) fort, alors

f(u,)— f(u) fortementdans LP(S). (2.3)

11
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Soit ¢ une fonction de V. En utilisant I'inégalité de Holder, puis celle de Poincaré, on
obtient

Q

<1 f(un) f Wl oyl elliLre

< Coll flu,)— flu ||Lp M1l 00
Par conséquent,

1A, — A()llv: < Coll f ()= F (@)l - 2.4)

En utilisant (2.3), on peut passer a la limite dans (2.4), pour conclure que

A(u,)— A(u) fortementdans V' = W7 (Q).

Opérateurs bornés

Opérateurs bornés

DEFINITION 2.4: (Opérateur borné)

|
N
N

Ondit quel'opérateur A : V — V' estborné, s'il transforme les bornés de V en bornés
de V.

EXAMPLE 2.6
Montrer que 'opérateur défini dans I'’exemple 2.4 est borné.

SOLUTION.

Soient u, v et p trois élément de Wol’p (). En utilisant la condition de croissance (2.1)
sur f, il s’ensuit que

[{A), @)1

@Idx

=J9|f

du
SL'f(”)"'a_x,.""'”'dx

<CJ(1+|u|)p
Q

12
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Opérateurs bornés

Appliquant a droite I'inégalité de de Holder avec l'exposant @ = 3, on trouve

)
o)

.
|(A(u),g0)|w_1_p,m)_%1,p(mgC(J (1+]|ul)P—2 |dx

IA

C( r(1+|u|)”|dx

Ja

IA
)

r ”7
(JQ(HIuI)”Idx) IIEIIU oll@llro

1

<Co,llellro
Donc

—2
A ully-10) < ClIL+ |ulll ],

Ainsi, A est borné.

EXAMPLE 2.7: (Opérateur de Volterra)
Soient E = 6([0, 1], R) 'espace des fonctions continues de [0, 1] a valeurs dans R, muni de
la norme de convergence uniforme || f||., =sup x €[0, 1]| f(x)|. On considére I'’opérateur
de Volterra

A: E—E,

f—Af,
défini par

Af(t):f f(s)ds pourtoutt<[0,1].
0

Démontrer que I'opérateur A est borné.

SOLUTION.

Pour tout t €[0,1],on a

|Af ()=

0
Sf |f(s)lds
0

< f sup [f(s)lds
0

s€[0,1]
<t flloo-

Ainsi [|Af|leo < Iflloo, ceci implique que 'opérateur de Volterra A est borné.

13
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DEFINITION 2.5: (Opérateur localement borné [ ])

On dit que l'opérateur A : V — V' est localement borné, si pour tout u € V, il existe
deux constantes r = r(u)> 0 et p = p(u)> 0 telles que

lv—ully <r implique [[A(v)—A(u)llv < p.

La proposition suivante donne une caractérisation pour les opérateurs localement bor-
nés.

PROPOSITION 2.1. [42] Un opérateur A : V — V' est dit localement borné si I'image
d’une suite convergente est bornée.

THEOREME 2.1: Tout opérateur demicontinu est localement borné.

Preuve.

Soit (u,) une suite qui converge fortement vers u € V. Puisque A est demicontinu
alors (Au,,) est faiblement converge vers A(u) € V’. Par conséquent (Au,,) est bornée,
ainsi, A estlocalement borné.

Opérateurs coercifs

DEFINITION 2.6: (Opérateur coercif)

On dit que 'opérateur A : V — V’ est coercif si

I:RT—R": lim {(s)=+ooet (A(u), u) = Z (Il [ zel].
S—
En d’autres termes, A est coercif si

(Alu), u) _

im
lul—+oo || u||

EXAMPLE 2.8
Lopérateur laplacien est coercif. En effet, si u € Hol(Q), ona

(A(u), u)=J Vu-Vudx
Q

— 2
- ” u”HOl(Q)

Par suite, il vient

14
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(A(u), u)
—_— > ||u||H01(9)-
]l
o (A(w), u)
D’otl ———— — +00 lorsque || ul| 1) — +00.
el g0

Opérateurs monotones

Différents types de monotonie

DEFINITION 2.7: (Opérateur monotone)

On dit que 'opérateur A : V — V’ est monotone si

Yu,vev, (A(u)—A(v),u—v)=>0.

On dit que A est strictement monotone si de plus (A(u)— A(v), u — v) > 0 implique

u#u.

EXAMPLE 2.9: (Application non expansive)
Soit un espace de Hilbert H. On dit que I'application f : H — H est non expansive si

If(w)—fll<llu—vl, Vu, veH. (2.5)

» Montrer que A=idy —f est un opérateur monotone.

SOLUTION.
Soient u et v deux éléments de H. En utilisant (2.5), et]'inégalité de Cauchy-Schwarz,
il vient
(A(w)—A(w), u—v) =((id—f)(w)—(id—f) () u—v),,
=(u—v—(f(u)—f(v)), u—v)H
=llu—vl3,—(f(w)—f(v),u—v),

2 [lu—vlf, = If (@)~ fWllullu—viy
> 0.

EXAMPLE 2.10
Soient H est un espace de Hilbert, et A: H — H un opérateur linéaire positif, c’est a
dire :
(A(u),v)y 20, YveH.

Il est tres facile de montrer que A est monotone.

15
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EXAMPLE 2.11
Soient V = L?(G) et F un opérateur vérifiant :

F:V—V,
Y — F(y)=max{0,y1},

<F(SO)’¢>V',V:(maX{O!SO}!lp)V Ve V

Montrer que F est monotone.

SOLUTION.

Soient ¢,y € V, On introduit la partition suivante de G :

G::{xeG 1 p(x)>0,¢(x)>0 a.edans G}.
G;:{xeG 2 9(x)>0,Y(x)<0 a.edans G}.
G'={xeG:p(x)<0,(x)>0 a.edans G}.

G__:{xEG :9(x)<0,Y(x)<0 a.edans G}.

Maintenant,
(F(o)=FW), o =y )v,v =(max{0, p} —max{0,y}, o =)y
=f (max{0, ¢} —max{0, Y })(¢ —y)d x
G

=f (p—=yY)Np—y)dx +f plp—y)dx
Gf Gy

+

+J —¢(90—¢)dx+J (0—0)(¢p—y)dx
G* G~

Z—J goz/;dx—J Yodx >0.
GY G*

tell que :

2(9° =Y =Y +Y*) = —pyp —1Po.

En utilisant le fait que ¢ <0 dans G UG”. finalement, F est monotone.

DEFINITION 2.8: (Opérateur fortement monotone)

On dit que 'opérateur A : V — V'’ est fortement monotone s’il existe une constante
m > 0 telle que pour tout © et v dans V,on a

(A(w)—A(v), u—v) > mllu—v|>
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Remarque 2.2. [l estclair que tout opérateur fortement monotone est strictement monotone.

EXAMPLE 2.12: (Application contractante)
Soit un espace de Hilbert H. On dit que 'application f : H — H est une contraction s'il
existe 0 < A < 1, telle que

If(w)—=fll <Allu—vl, Yu,veH. (2.6)

o Montrer que A=idy —f est un opérateur fortement monotone.

SOLUTION.

Soient u et v deux éléments de H. en utilisant (2.6), et]'inégalité de Cauchy-Schwarz,

il vient

(Aw)—A(v), u—v) =((id—f)(w)—(id—f)(v), u—v),

=(u— v—(f(u)—f(v)), u— v)
=llu—vIP=(f(u)—f(v), u—v)
2 |lu—v|* = f(w)— fW)lllu—v|
>(1—A)||u—v|P.

EXAMPLE 2.13: (Opérateur de la projection orthogonale)
Soit K un sous-ensemble convexe fermé non-vide d'un espace de Hilbert H. On définit
I'opérateur Py : H— H par:

PK(x)={zeK; lz—xll= infny—xu}.
yeK
Montrer que Py est un opérateur strictement monotone.

SOLUTION.

Tout d’abord on prouve que I'application P, satisfait I'inégalité variationnelle sui-
vante : pour tout x € H,

(x —Px(x),y—Px(x))<0 VyeKk. 2.7)
En effet,si y € K et A€]0,1[, alors y, =Ay +(1—A)x € K et par conséquent

1= Pec(0)ll < llx = yall =11 (x = Pc(x)) = A (¥ = P () Il

On éleve au carré les deux cotés de la derniere inégalité, on obtient

0< 22|y — Pe(x)II—22{ x — P (x), y — Pi(x)). (2.8)
Donc I'inégalité (2.7) découle en divisant (2.8) par A > 0 et faisant A tendre vers 0.
Soit z un élément de H. En utilisant I'inégalité (2.7), il vient
(z—Px(z),y—Px(2))<0 VyeKk. (2.9
De (2.7) et (2.9), il s’en suit que
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(x—z, Pe(x) = P(2)) 2 || Px(x) = P(2)II” Vx,z€H,

ce qui montre bien que I'opérateur Py est strictement monotone.

EXAMPLE 2.14: (Opérateur Laplacien)
Soit  un ouvert borné de R". On définit 'opérateur laplacien A: H() — H~'(Q) par

(A(u), ) =f VuVydx.
Q

Cet opérateur est fortement monotone.

SOLUTION.
Effectivement, si u et v deux éléments de Hol(Q), ona
(A(u)—A(v), u—v)=(A(u—v),u—v)

:f Viu—v)-Vu—v)dx
Q

_ 2

- ”u_v”HOl(Q)'
EXAMPLE 2.15: (Opérateur p-Laplacien)

Soit 2 un ouvert borné de RY. Pour 1 < p < +00, on définit 'opérateur A : Wol'p Q) —
W=LP'(Q) par :

(Alu), ¢) =f IVIP2VuVodx.
Q

Lopérateur A est fortement monotone.

SOLUTION.

Soient u et v deux éléments de V. En utilisant I'inégalité

la—b|P si p=>2,
(lal"?a—|bP*b)(a—b)>C, 2.10)
(1-|-|a|+|b|)p_2|6l—b|2 si 1<p<2,

avec C, > 0 une constante, a et b sont deux vecteurs de R", on obtient
1. Casp >2.

(Au—Av,u—v)= (J IVul”_ZVu—IVUIP_ZVv)(V(u— v)d x)
Q

ZCpf [Vu—vVuv|Pdx
Q

P
>C,llu U”WOI”’(Q)>O

2. Casl<p<2.

18
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(Au—Av,u—v) —( IVulP?Vu— IVVI’”_ZVU)(V(u— v))dx

Q

%

C

f (1+|Vu|+|Vv|))*|Vu—-Vv|*dx
A,

oot [reu-s]
e [owarsnr)” ([ wu-sor)

> p—2 _ 2
2ColIL+ [Vl + VIl 5 IV e= I

>0.

¥ WA Quelques propriétés des opérateurs monotones

THEOREME4.1: Si A : V — V’ est un opérateur linéaire et monotone, alors A est continu.

Preuve.

Soit A: V — V’ un opérateur linéaire et monotone. Puisque A est linéaire, pour dé-
montrer que A est continu, il suffit de démontrer que A est borné. Autrement dit, On
doit démontrer qu’il existe une constante C > 0 telle que

|A(v)lly, < Cllv]ly pourtout veV.

On suppose par I'absurde que I'opérateur A n’est pas borné. Cela signifie que pour
tout entier naturel 7, il existe un élément u,, de V tel que

A(w,)llv: > nllu,lly.
On définit la suite
un

llnlly

Par construction, on a ||v, ||y =1, et donc,

v, = pour tout 7 € N.

I|A(v,)lly,>n pourtoutn €N. (2.11)

Puisque la suite (v,) est bornée dans V qui est réflexif. Par conséquent, il existe une
sous-suite (v,, ) qui converge faiblement vers v € V.

Le fait que A est un opérateur linéaire et monotone, alors la suite (A( vnk)) devrait
converger faiblement dans V’. Cela signifie qu'il existe un vecteur w € V' tel que :

A(v,,)— w faiblement dans V'

Par conséquent, la suite (A(v,, )) estbornée. En d’autres termes, il existe une constante
C telle que,
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lA(v, )l < C  pour tout k €N.

Cela contredit (2.11). Donc A doit étre borné.

THEOREME 4.2: Si A : V — V’ est un opérateur monotone, alors A est localement borné.

Preuve.

On suppose par 'absurde que A n’est pas localement borné. Dong, il existe une suite
(u,)de V qui converge vers u € V, telle que la suite (Au,,) n’est pas bornée. Sans perte
de généralité, on peut prendre u = 0. On considere la suite

Sp =1+ [|A(w)lly Nl un )~

En utilisant la monotonie de I'opérateur A, on a
<A(un)_A(U)) U, — U) 20,
et

(A(un)—Al=v), u, —(—v)) 20,
ce qui conduit a
£5,(Alun), v) < 5, ((Aluy), u,) — (AFv), u, Fv))

< s (IAGu)llve Nl ||+ LA vl T+ 211
<1+ [JAEV)vA(D + v,

ol on a utilisé le fait que ||u, || < D, pour une certaine constante strictement positive.

sup|(s,A(u,), v)|<oco VYveV.

Selon (2.5), il existe une constante C > 0 telle que

sup ”SnA(un)”V’ <C.

Donc il découle que s,||A(u, )|y < C, et par conséquent

C
lA(u)llv: < T C A+ 1Al lunlly).

n

Il s’ensuit, apres avoir développé I’expression, que
Ay € T——
! 1—Cllu,|

ce qui montre que ||A(u,,)||y- est borné pour certains n > ny, puisque ||u,|| — 0. Ainsi,
on a une contradiction.

THEOREME 4.3: Si V est de dimension finie et A : V — V’ est un opérateur monotone et
hémicontinu, alors A est continu.
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Preuve.

Soit (u,,) une suite de V' qui converge fortement vers u € V. Par le Théoreme 4.2,
I'opérateur A estlocalement borné, et par conséquent la suite (A(u,,)) est bornée dans
V' qui est réflexif. Par conséquent la suite (A(u,,)) admet une sous-suite telle que

A(u,)— & faiblement dans V. (2.12)

Comme V' est de dimension finie, alors

Alu,)— & fortement dans V', (2.13)

Soit v € V. En utilisant la monotonie de A, il vient

(Aluy),u,, —v)=>{(Av),u,—uv). (2.14)

Passant a la limite in (2.14), il s’ensuit que

(E—A(v),u—v)>0. (2.15)

Soit w € V et r € R% quelconque. Appliquant (2.15) a v = u+t w et divisant I'inégalité
obtenue par ¢ > 0, on obtient

(E—Alu+tw), w)<0. (2.16)

Faisant alors tendre ¢t vers 0. Comme A est hémicontinuy, il vient

(E—A(u), w)<o0. 2.17)

Cette inégalité est aussi vraie pour -w, donc en fait

(E—Au),w)=0 YwelV. (2.18)

Soit £ = A(u). Donc on a arrivé a démontrer que la suite (A(u,)) admet une sous-suite
fortement convergente vers A(u), et par conséquent, en appliquant le Théoreme 2.4,
la suite toute entiére converge fortement vers A(u).

THEOREME 4.4 ([15]): Soit A : V — V' un opérateur monotone hémicontinu. Si («,) une
suite de V telle que u,, — u dans V, A(u,) — f dans V' et (A(u,), u,) — (f,u), alors
Alu)=f.

Preuve.

Soit (u,) une suite de vecteurs de V qui satisfait les hypothéeses du Théoreme 4.4.
Alors, en utilisant la monotonie de A, on a

<f_A(V)’ Uu— V) = lim <A(un)_A(v)’ U,— U) 20,
n—0o0
pour tout v € V. Soit w € V et £ >0, en posant v = u + t w dans 'inégalité ci-dessus,

il vient

t{(f—A(u+tw), w)<0 pourtoutt>0.

Par conséquent,
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(f—A(u+tw),w)<0 pourtouts>0.

Lhémicontinuité de A implique alors

(f—A(u),w)=tlilgl+(f—A(u+tw),w)SO pour tout w € V.

Par conséquent A(u) = f.

DEFINITION 2.9: (Différentiabilité au sens de Gateaux )

Soient X et Y deux espace de Banach. On dit que 'application F : X — Y est Ga-
teaux différentiable en poit x, € X s’il existe une application F’(x,) : X — Y linéaire
continue telle que pour tout h € X,

. F(xo+1th)—F(x,)
lim

t—0

— F/(x,). (2.19)

On dit que F est Gateaux différentiable sur X sil’elle en tout point x, € X.

THEOREME 4.5 (Convexité et la monotonie): Soit F : V — R une fonctionnelle différen-
tiable au sens de Gateaux sur V. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. F est convexe (strictement convexe),

2. F’ est monotone(strictement monotone).

Preuve.

Fixant u, v € V et posant ¢(t) = F ((1—t)u+ tv). Alors la fonction réelle ¢ est déri-
vablesur Retona:
O()=(F'(1—-t)u=tv),v—u), VreR.

Si F est convexe sur V, alors ¢ I'est également sur R, et par conséquent ¢’ est une
fonction croissante. Ainsi il découle que

@'(0)=(F'(u),v—u)<(F'(v),v—u), (2.20)

ce qui prouve que F’ est monotone. D’autre part, si F’ est monotone, la fonction ¢’
est croissante, et par conséquent F est convexe. De facon similaire on peut traiter le
cas "strictement".

Application 2.1
Lopérateur de p-Laplacien A, : V = Wol’p (Q)— V' =V =W 7' (Q) défini par
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P2 0u dv
5xi5’xl~

du

d
5xl~ *

<—Ap(u),v>=ZJ

i=1

=f IVulP*Vu-Vvdx
Q

est strictement monotone.

Preuve.

On considere la fonctionnelle J : V — R définie par

](u)zlf [VulPdx. (2.21)
PJa

1. On prouve que la fonctionnelle J est Gateaux différentiable et que J' = —A
Avec les notations suivantes

p-

0
RS

1
A; ;g(8)=;|5|’” s g(s)=1sI"?s , p>2

la fonctionnelle J(u) s’écrit comme suit :

Par le théoreme de la valeur moyenne, on a

gAu+2A;v)—g(A;u)=g'(A;u+02AA;v).AA;v ;0<0<1.

Ensuite,
('), v) =lim (et 1) I (w)

N
= anlf (g(Au+ tAv)—g(Au))dx
Q

N
1
= E lim—J g'(Aju+0tA;v)-tA;vdx
j Q

Donc J’ =—A,.

2. La strictement convexité de la fonctionnelle J découle directement de celle de
la fonction s — g(s) = %Islp et la linéarité de I'intégrale.
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THEOREME 4.6 (Minty-Browder [32, 6, 15]): Soit A: V — V’ un opérateur borné, hémicon-
tinu, monotone et coercif. Alors A est surjectif.

Preuve.
Lidée est d'utiliser la méthode de Galerkin.

(i) On suppose que V soit de dimension infinie (si V est de dimension finie, la
surjectivité de A découle par la partie (ii) de cette preuve). Puisque V est sépa-
rable, il existe une famille dénombrable (v;)°, de vecteurs v; de V linéairement
indépendants tels que U:il V,densedans V,ou V,=vect{v,..,v,}.

(ii) Pourtout n > 1, il existe u,, € V, tel que

(Alu,),v)=(f,v) YreV, et|u,||<C,

ol C est une indépendante de n.

Pour chaque n > 1, soit A, := A|y, . Alors 'opérateur A, : V,, — V' défini de cette
facon est monotone puisque
(Ap(u)—A,(v), u—v)=(Au)-Alv)u—v)=20 Vu,vev,

Puisque A, est également hémicontinu (comme A) et que V, est de dimension
finie, alors, par le Théoréme 4.3, A,, est continu.

Soit f,, := f|y, € V., de sorte que || f,|ly; < || f]lv.- Alors

A )
()= ()= S pourtoutwe v, v o

Puisque A est coercif, alors il existe une constante C > 0 indépendante de n
telle que

(Ay(v)—f,v)=0 pourtoutv eV, avec|v|]=C.

Puisque A, : V,, — V' est continue, alors par le Théoreme du point fixe de Brou-

wer, il existe u,, € B(0; C) tel que

An(un) :fn»

au sens suivant

(A(u,)—f,v)=(A,(u,)—f,,v)=0 pourtoutveV,. (2.22)
(iii) Bornitude de la suite (A(u,,)) dans V’. Puisque A est localement borné, il existe
r>0etp>0telles que
lvl|<r implique [A(v)||<p.

En combinant cette propriété avec la monotonie de A et la relation
(A(u,), u,)=(f,u,) (qui découle de (ii)) on obtient
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(iv)

)

(A(un)! V) < (A(un)v un>_<A(U)v un) +<A(U)v U)
= <f’ un>_<A(U)r un>+<A(U)r V)
<C||fllyv+Cp+rp pourtoutn>1etpourtout||v|<r.

La bornitude de la suite (A(u,,)) résulte alors de la relation

Al =~ sup (A(uy), ).

lvli<r

Il existe une sous-suite (u,,) de la suite (u,,) ayant les propriétés suivantes :

u, — u faiblementdansV, A(u,)— f faiblementdansV’,

et

(Alum), ) —(f,u).

Puisque la suite (u,,) est bornée dans V et la suite (A(u,,)) est bornée dans V'’ et
que V est réflexif, alors il existe une sous-suite (u,,) de (u,,) telle que

u,,— u faiblement dans V, (2.23)

et

A(u,,)— g faiblement dans V. (2.24)

En utilisant (2.22), (2.23) et (2.24), on obtient
(g, vp)= lirr.}o(A(um), ve)={(f,v) pourtoutk>1.
m—
Par conséquent

(g,v)=(f,v) pourtoutve U V,.

m=1

Par densité de U;OZI V,, dans V, il découle que

(g,v)=(f,v) pourtoutveV.

Par conséquent g = f, et donc

A(u,,)— f faiblement dans V’. (2.25)

Enfin, on a
lingo(A(um), U,)= lingo(f, u,)=f,u).

D’apres le Théoréme 4.4, il résulte que A(u) = f. Par conséquent, A est surjectif.
Si on suppose de plus que A est strictement monotone, alors A est injectif.
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Applications du théoreme de Minty-Browder

Probléme elliptique linéaire.

On considere le probléme elliptique linéaire suivant :

—div(M (x)Vu)=f dans(,
(2.26)
u=0 sur 9.

ou  est un ouvert borné de RY et M est une matrice elliptique bornée; c-a-d., il existe
a>0etf>0telsque

algP<M(x)E.g,  IM(x)El<BIEl (2.27)

pour tout £ € R” et presque partout x € 2. De plus, on suppose que f est une fonction
L%(9).

o Montrer que le probléme (2.26) admet une unique solution faible u € H/().

SOLUTION.
On définit I'opérateur A: V =H}(Q)— V' =H () par:

(A(u), p) =J M(x)Vu(x)-Ve(x)dx Y eHOI(Q).
Q

On va montrer que I'opérateur A est borné, monotone, hémicontinu, et coercif.

1. Lopérateur A est borné. Soient u, v € H}(), en utilisant I'hypothése (2.27) et
I'inégalité de Holder, on obtient :

[{A(u), )| = ‘fM(x)Vu-Vgo dx
Q

Sﬁflwnwmx
Q

<BIVull@ Vel @
=Bl U||H01(Q) ||90||H01(Q)-

Par suite, il en résulte que

A ) = ||Slﬁp [{A(w), ) < Bllull -
pli<1

Donc 'opérateur A transforme les bornés de H;'(2) en des bornés de H~'(1).

2. Lopérateur A est strictement monotone. Soient u, v € Hol(Q), avec u # v. En
utilisant ’hypothése (2.27), on obtient :
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(A(u)—A(v), u =(A(u—v),u—vo)

JM —v)-V(u—vo)

2af|V(u—v)|2>0.
0

3. Lopérateur A est hémicontinu.

Soient u, v et w € H;(€2). On va montrer que ¢(t) = (A(u+tv), w) est continue
de R dans R. En effet,on a:

(1) ={Alu+tv) w)
= (—div(M (x)V(u+ tv), w)

=fM(x)Vu-dex+tfM(x)Vv-dex,

== Cl + CZ t.
Donc ¢ est une fonction affine, et par conséquent elle est continue.

4. Lopérateur A est coercif.

(Au,u) =f M(x)Vu(x)Vu(x)dx > af IVul*dx > al|lull?
Q Q

A 2
(Au,u) _ allul

im > [|ul| > allul| = +o00. (2.28)
llull—+oo ||| ollu

Donc 'opérateur A satisfait toutes les hypotheses du théoreme 4.6. En conséquence,
le probléme (2.26) admet une unique solution faible u € H; ().

Théoreme de Lax-Milgram

THEOREME 5.1 (Théoréme de représentation de Riesz [39]): Soient H un espace de Hilbert
et f une forme linéaire continue sur H. Alors il existe élément unique u de H tel que:

fw)=(u,v)y; VYveH.

Preuve.

1. Existence.
On distingue deux cas.
(a). Si f=0,ilsuffit de prendre u =0 comme un représentant de f.

(b). Si f # 0, alors il existe un élément non nul 1, de (ker f)*. Dés que f est
continue, ker f est un sous-espace fermé de H, alors

H =ker f & (ker f)*
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Soit v € H. Il est clair que w = u, f(v)— f(uy)v est un élément de ker f, et
en conséquence, on a

0= (ug, w) = (uo, o f ()~ f(0)v) =l to|* f (v) — f (140 (1tg, V).

Par suit, il vient

[l 246112

f(v)=(
f(uo)uo

[l 24o]1?
2. Unicité. On suppose qu'’il existe deux éléments u, et u, de H tels que

Donc, on peut prendre u = comme un représentant de f.

fw)=(u,,v), VveH, (2.29)
et

fw)=(u,v);, VveH. (2.30)

En soustrayant (2.30) de (2.29), il vient

(uy—u,,v)=0 YveH. (2.31)

Prenant v = u, — u, dans (2.31), il s’ensuit que ||u; — u,||*> = 0, ce qui implique
que u1 = uZ.

THEOREME 5.2 (Lax-Milgram [26] ): Soient H un espace de Hilbert, et a une forme bili-
néaire sur H x H telle qu’il existe deux constantes strictement positives a et 3 telles que

1. Vu,veH, |a(u,v)<Bllullgllvl|lg (a estcontinue sur H x H),
2. YveH, a(v,v)=allull (a estcoercive).

Soit L une forme linéaire sur H. Alors, le probleme suivant

Trouver u € H tel que:
(2.32)
a(u,v)=L(v) pour tout v € H.

admet une unique solution.

Preuve.

On définit 'opérateur
A:H—H

u— A(u)

ol A(u) est'unique représentant de Riesz de la forme linéaire continue a(u,.). Donc,
ona:

a(u,v)=(Au,v), VveH. (2.33)

Lopérateur A défini ainsi est linéaire. En effetsi u, we H,ett €R,ona:
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Alu+tw),v)y=alu+tw,v)

=a(u,v)+ta(w,v)

=(A(u), v}y + t(A(w), v)y

=(A(u)+tA(w),v)y VYveH,
ol on a utilisé la linéarité de a par rapport a la deuxieme variable. Par conséquent :

Alu+tw)—Au)—tA(w),v)y=0 YveH.
En choisissant v = A(u + t w)— A(u)— t A(w), il s’en suit que :
lA(u + t w)— A(u)— tA(w)ll5, =0,

ce qui implique que A(u + tw)=A(u)+ t A(w).

Il est clair que le probleme variationnelle (2.32) est équivalent au

Trouver une unique élément u € H tel que:
(2.34)
Alu)=f,

ol f est 'unique représentant de Riesz de la forme linéaire continue L. Afin de dé-
montrer que le probleme (2.34) admet au-mois une solution, il suffit de démontrer
que I'opérateur A satisfait toutes les hypotheses du Théoréme de Minty-Browder 4.6.
Pour I'unicité, il suffit de démontrer que I'opérateur A est strictement monotone.

1. Aest borné.
En utilisant la continuité de a et a(u, v)=(Au, v)y, il vient :
IA(w)IZ, = (Au, Au)y = a(u, Au)
<BllullgllAully
1 2 2 1 2
< Eﬁ IIUI|H+5||Au||H-
D'ou ||A(u)lly < Bllully.
2. Aest strictement monotone.

Soient u, v € H. On veut démontrer que :
(A(u)—A(w),u—v)y >0.

Ona:
(A(u)—A(v), u—v)y=alu—v,u—v)
> allu—vlf,.
3. Aest hémicontinu.
Soient u, v, w € H. On va démontrer que la fonction :
¢:R—R définiepar t— ¢(t)=(Alu+tv),w)y
est continue. En effet,
p(t)=(Alu+tv), w)y
=a(u+tv,w)
=alu,w)+ta(v, w),

ce qui montre que ¢ est une fonction affine et donc continue.
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4. Aest coercif :

ona: (Alu), u)y _ alu,u)
u),u a(u,u
2= > allullq
el e el ez
Ceci implique que :
(A(u)) u)H

—+00 lorsque ||ul|y — oo.
llullg
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Notions générales

DEFINITION 3.1: (Opérateur pseudomonotone)

On dit que 'opérateur A est pseudomonotone si

(i) A est borné.

(ii) lorsque u, — u dans V faiblement et limsup(A(u,), u, — u) <0 alors
n—+00

liminf(A(u,,), u,, —v) > (A(u), u—v) YveV.

n—+00

La proposition suivante donne une caractérisation de la pseudo-monotonie.

PROPOSITION 3.1. [31] Soit A: V — V’. Lopérateur A est pseudomonotone si et
seulement si A est borné et satisfait la condition suivante :

si u,, — u faiblement dans V A(u,) — A(u) faiblement dans V’
. alors 3.1)
et limsup(A(u,), u,—u) <0 et lim (A(u,), u,—u)=0.
n—+00 n—+00
Preuve.

1. On suppose que (3.1) est satisfaite. Soit (u,,) une suite de V telle que

u, — u faiblement dans V, (3.2)
et
limsup(Au,, u, —u)y, v <O0. 3.3)
n—oo

Alors, pour tout ve V, on a
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liminf(Au,, u, —v)y, v 2liminf(Au,, u, —u)y. v
n—0oo

n—oo
+liminf(Au,, u—v)y. v
n—oo
:<Au, u— U)V/,V‘
Ce qui implique que A est pseudomonotone.

2. On suppose que A est pseudomonotone. Soit (u,,) une suite de V satisfait I’hy-
potheése (3.1). Alors

1’i11£1+ioréf(A(un), u,—v)=(Au), u—rv) YveV. (3.4)

Prenant v = u dans (3.4), on obtient

0 <liminf(Au,, u,—u)y v

n—oo

<limsup(Au,, u,—u)y v <0.

n—oo

Par conséquent,

lim <Aun, u,— u>v/'v =0.
n—0o0

Soit w € V et t € R. En choisissant v = u — t w dans (3.4), il s’ensuit que

(Au, tw)y, y <liminf(Au,, u,—u+tw)y v
=lim(Au,, u,—u)y, vy +liminf(Au,, tw)y v
=liminf(Au,, tw)y, y.

En prenant d’abord ¢ > 0 et ensuite ¢ <0, on en déduit facilement que

llm(Aun, w)V’,V = (Au, w)V’,V'

pour tout w € V, et par conséquent,

A(u,) — A(u) faiblement dans V'.

PROPOSITION 3.2. [27,31] Soit A: V — V’.'opérateur A est pseudomonotone si et
seulement si A est borné et satisfait la condition suivante :

u, — u faiblement dans V

A(u,)— ¢ faiblementdans V' 1 — == A(u)et (A(u,), u,) — (A(u),u). (3.5)
limsup(A(u,), u,)<(& u)

n—+00

Preuve.

liminf(A(u,), u, —v) > (A(u), u—v) YveV. (3.6)

n—+0oQo

1. On suppose que A est un opérateur pseudomonotone. Soit (u,) une suite de V'
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telle que
u, — u faiblement dans V, (3.7)
A(u,)— A(u) faiblement dans V’, (3.8)
et
limsup(A(u,), u,) < (&, u) (3.9)

Puisque A pseudo-monotonie, alors

liminf(A(u,), u,—v) > (A(u),u—v), pourtoutveV,

d’ot1 en développant le crochet de dualité, il vient

liminf(A(u,), u,)— (&, v) > (A(u), u—v). (3.10)

Prenant v = u, on en déduit que

liminf(A(u,), u,) > (&, u) (3.11)

En combinant (3.9) et (3.11), on en déduit que

(Aluy), un) — (€, u). (3.12)

De (3.10) et (3.12), il s’ensuit que

(Eu—v)>(Alu), u—v).

Soit w € V. Prenant v = u+ tw pour ¢ > 0, puis pour ¢ < 0, on en déduit que

E=A(u).
2. On suppose maintenant que la condition (3.5) est satisfait. Soit (u,,) une suite
de V telle
u, — u faiblement dans V, (3.13)
et
limsup(A(u,), u,—u) <0. (3.14)
n—+oo

Comme A est borné, on peut extraire une sous-suite telle que

A(u,,)— & faiblement dans V' (3.15)

Puisque

(Alup,), up,) = (S, u)

alors, Par 'hypotheése (3.5), il découle que
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et

¢ =A(u),

(A(un,), ty,) — (A(u), u).

Par conséquent,

(A(unk)r unk - U) - (A(u)’ U— V>-

Donc A est pseudomonotone.

EXAMPLE 3.1: (Opérateur de Leray-Lions [27])
Soit F : Q2 x R x RN — RN une fonction de Carathéodory vérifiant :

1. Il existe k

€ LP'(Q) est constante C tels que

V(x,5,1)€QxRxRY, |F(x,s,A)| <k(x)+C(s|/P+|AP™) (3.16)

2. Pour x et s fixés, F est monotone par rapporta A,

3. Il existe une constant a > 0 telle que

V(x,s,)eQxRxRY, F(x,s,1)-A>alAlP. (3.17)

On définit I'opérateur A : W,""(Q2) — W»'(Q) par :

(A(u),v):f F(x,u,Vu)-v, Yu,veW,"’(Q).
0

Montrer que 'opérateur A est pseudomonotone.

SOLUTION.

Montrer que A est borné.

Soient u et v
(3.16), il vient

[(A(w), v)|=

IA

IA

. 1, ~ < .. .
sont deux fonctions de W, 7 (). Grace a la condition de croissance

f F(x, u,Vu)(x)-Vv(x)dx’
Q

[ |F(x, u, Vu)(x)|[Vv(x)ldx
Q

J

[ k(x)+ C(|lu(x)P~ +[Vu(x)P™)|[Ve(x)ldx

Q

[ |k(x)||Vv(x)|dx+ Cf lu(x)|/P\Vu(x) dx + Cf IVu(x)|P | Vv(x) dx
Q Q Q

—1
< [1Ell g+ Cllull gy + CIV ull ey 110l
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Par conséquent
—1
AN w10y S Nkl i@+ Clltll oy + CIIV Ul ]y -
Donc, A transforme les bornés de Wol’p (Q) en des bornés de W17'(Q).

Maintenant, on montre que A est pseudomonotone, et coercif.

1. Aest coercif. En utilisant la condition (3.17), il s’en suit que
(A(u),u)= f (F(x,u(x),Vu(x))-Vu(x)dx
Q

> aJ [Vu(x)|Pdx.
Q

Par suite
(A(u), u)
—Zallullwl.p(m.
||u||VV01‘p(Q) 0

, . (A(u), u) .
Dot ——— — 400 si ||U||Wl,p(ﬂ) — +00.
Ilzelf 10 0
W, (@)

2. Aest pseudomonotone.

Soit (u,,) une suite de Wol’p () telle que

u,— u faiblement dans W,"” (), (3.18)
et
Alu,)— & faiblement dans L”' (Q; RV). (3.19)
On suppose de plus que
limsupf F(x,u,,Vu,)-Vu,dx < (&, u). (3.20)
n—+oo  Jq

Par la condition de croissance (3.16), la suite F(x,u,,Vu,) est bornée dans
L” (;RY). Donc, on peut extraire une sous-suite, toujours notée u,, telle que

F(x,u,,Vu,)=g,— g faiblement dans LY (O;RM). (3.21)
De (3.19) et (3.21), il vient

& =—div(g). (3.22)
Par (3.20) et (3.22), il en résulte que
limsupf gn-Vundefg-Vudx. (3.23)
n—+oo  Jq Q

Maintenant, en utilisant la monotonie de F par rapport a sa troisiéme variable, il
vient pour tout ¢ de L” (;R")
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f [F(x,u,,Vu,)—F(x,u,,¢)]-[Vu,—¢ldx >0, (3.24)
Q

soit

J gn-Vundx—J gn-(pdx—J F(x,u, @) [Vu,—¢ldx >0 (3.25)
Q Q Q

Puisque la suite (u,,) est bornée dans Wol’p (2) qui, par le théoreme de Rellich 2.4,
s’injecte de facon compacte dans L”(f2), alors on na

u,— u fortement dans L?(Q). (3.26)

Par suite, en utilisant le théoréeme de La réciproque partielle de Lebesgue dominée
1.6, il en résulte que

u,—u p.pxeq, (3.27)

et il existe une fonction h de L?(Q) telle que

|lu,(x)|<h(x) ppxef (3.28)

Comme F est continue par rapport a la deuxiéme variable, alors

F(x,u,,¢)— F(x,u,¢) ppxefl. (3.29)

En utilisant la condition de croissance (3.16) et (3.28), il découle que

|F(x, 1, 9)| < k(x)+ Ch+Clg| =1p € L (Q). (3.30)

Tenant compte de (3.29) et (3.30), on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée ?2, pour conclure que

F(x,u,,¢)— F(x,u,¢) fortementdans L’”/(Q;RN). (3.31)

Par conséquent

f F(x, un,¢)-[Vun—¢]dx—>f F(x,u,¢)-[Vu—¢ldx, (3.32)
Q Q
et

fgn'¢dx—>Jg-¢dx. (3.33)
Q Q

En utilisant (3.23), (3.32) et (3.33), on peut passer a la limite supérieure dans (3.25),
pour obtenir

Jg-Vudx—J g-ti)dx—J F(x,u,¢)- [Vu—¢ldx >0,
Q Q Q

soit

f[g—F(x,u,qb)]-[Vu—q)]deO,
Q
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Prenant ¢ =Vu—tp avec t >0, il vient

f[g—F(x,u,Vu+t<,0)]-g0dx20,
Q

d’ol1 en faisant tendre ¢ vers 0 et en utilisant le théoreme de convergence dominée,

f[g—F(x, u,Vu)l-pdx >0,
Q

on en déduit que g = F(x, u,Vu); cest adire & = A(u).
Reprenons alors la monotone de F par rapport a la troisieme variable

f[P(x, u,vu,)—F(x,u,,Vu)]-[Vu,—Vuldx >0,
Q

soit

J F(x,un,Vun)-VundeJ F(x,un,Vun)-Vudx+J F(x,u,,Vu)-V(u,—u)dx,
Q Q

Q

(3.34)

De (3.32) et (3.33), il s’en suit que
f F(x,u,,Vu)-V(u,—u)dx —0, (3.35)

Q
et
J F(x, un,Vun)-Vudx—>f g-Vudx:J F(x,u,Vu)-Vudzx, (3.36)
Q Q Q

Par conséquent, passant a la limite inférieure dans (3.34),il vient

liminff F(x,u,,Vu,)-Vu,dx Zf F(x,u,Vu)-Vudx=(A(u), u).
Q Q

Par hypothese
limsupf F(x,u,,Vu,)-Vu,dx < (&, u)=(A(u), u).
Q
Puisque par I'étape précédente & = A(u), on a montré que

J F(x,u,,Vu,)-Vu,dx = (A(u,), u)— (A(u), u).
Q

Donc que A est bien un opérateur pseudomonotone.
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Opérations sur les opérateurs pseudomonotones

vantes sont vraies

1. Si A est borné, hémicontinu et monotone, alors A est pseudomonotone.

2. Si A et B sont pseudomonotones, alors A+ B I'est également.

tone.

PROPOSITION 3.3. [46] Soient A, B: V — V'’ deux opérateurs. Les assertions sui-

3. Si A est pseudomonotone et B est fortement continu, alors A+ B est pseudomono-

Preuve.

1. Onsuppose que A: V — V' est borné, hémicontinu et monotone. Soit (u,,) une

suite de V telle que

u, — u faiblement dans V,

et
limsup(Au,, u, —u) <0.

n—+00

Puisque A est monotone, alors

(Au,, u,—u) > (Au, u, —u) — 0.

Par conséquent,

liminf(Au,, u, —u)>0.
n—+0o0

De (3.38) et (3.39), on en déduit que

(Au,, u,—u)—0,

puisque pour cette suite, les limites supérieure et inférieure sont égales a zéro.

Soit v = u+ t(w— u) avec t > 0. La monotonie de A donne

(Au,—Av,u,—v)>0

et donc

t{Au,, u—w) > (—Au,, u,—u)+(Av,u, —u) + t (Av, u — w).

Cela implique

liminf(Au,, u,— w) > (Av,u—w) pourtoutw V.

n—oo

Lopérateur A est hémicontinu. Ainsi, en laissant ¢ tendre vers 0, on obtient

liminf(Au,, u, —w) > (Au,u—w) pourtoutw €V,

n—oo

ainsi A est pseudomonotone.
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2. On suppose que A, B: V — V' sont pseudomonotones. Soit (u,) une suite de

V telle que
u, — u faiblement dans V, (3.40)
et
limsup(Au, + Bu,, u,—u) <0. (3.41)
n—-+00
Cela implique
limsup(Au,, u,—u)<0 et limsup(Bu,,u,—u)<0. (3.42)
n—oo n—.oo
Si on suppose par I'absurde qu'’il existe une sous-suite, toujours notée u,, telle
que

lim (Au,, u,—u)=a>0,

n—oo
et par conséquent, limsup, . (Bu,, u,—u) <—a.Lopérateur B étant pseudo-
monotone, alors

liminf(Bu,,, u,—w)> (Bu,u—w) pourtoutw V.

n—.oo
En prenant w = u, on arrive a la contradiction a < 0.
Puisque A et B sont pseudomonotones, il résulte de (3.42) que, pour tout w € V,

liminf(Au,, u, —w) > (Au, u—w),

n—oo

liminf(Bu,, u, —w)>(Bu, u—w),

n—oo

et par conséquent,

liminf(Au, + Bu,, u,—w) > (Au+ Bu,u—w) pourtoutw €V,

n—+oo
donc A+ B est pseudomonotone.
3. On suppose que A est pseudomonotone et B est fortement continu. Afin de
démontrer que A+ B est pseudomonotone, il suffit de démontrer que B. Soit
(u,) une suite de V telle que

u, — u faiblement dans V, (3.43)
et
limsup(Bu,, u, —u) <0. (3.44)
n—+o0o

De (3.43), et le fait que B est fortement continue, il découle que

Bu, — Bu fortementdans V. (3.45)

Par conséquent,

liminf(Bu,, u, —w) > (Bu,u—w) pourtoutw V.

n—oQ

Donc B est pseudomonotone.

39



Opérateurs pseudomonotones

Application 3.1

Soient Q un ouvert borné deRY, p>1let V= Wol’p (£2). On se donne une application
F : RN - RY continue et monotone au sens suivant :

[F(E)—F)]-(E—n)=0; V& neRY. (3.46)

On suppose de plus que F satisfait la condition de croissance :

IFE)I<c(1+1EP), VEeRY (3.47)

ol ¢ est une constante positive. On définit 'opérateur A: V — V' par:

Alu)=—div(F(Vu)).

Montrer que 'opérateur A est pseudomonotone.

SOLUTION.

Tenant compte de la proposition 3.3, il suffit de démontrer que 'opérateur A est
borné, monotone, et hémicontinu.

1. Aestborné. Soient u et ¢ deux éléments de V. En utilisant I'hypothése (3.47),
on obtient

(Au, )| =

J F(Vu).Vgodx‘

Q

sJ |F(Vu).|lVeldx
Q

sJ c(1+VulP™)|Vyldx
Q

< C||90||v+CJ IVulPVpldx.
Q

Appliquant a droite I'inégalité de de Holder, il vient

(A, )| < cliglly +cllull llelly

r
<c(I+lully)lelly.

Par conséquent,

P
lAully, < c(L+[lully ).

Donc l'opérateur A transforme les bornés de V en des bornés de V’. Ce qui
signifie que A est borné.

2. Aest monotone. Soient u et ¢ deux éléments de V. En utilisant la monotonie
de F, on trouve
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(A(u)—A(v),u—v)= f (F(Vu)—F(Vv))-(Vu—Vv)dx
Q
>0.
3. Aesthémicontinu. Soient u, v et w € V. Il suffit de démontrer que la fonction
réelle ¢ défini par

o(t)=(Alu+tv), w) =f FVu+tVv)-(Vw)dx, VteR.

Q

est continue en point 0. Soit (#,,) une suite réelle convergeant vers 0. On définit
la suite (u,,) par

u,=u+t,v VYneN.

Puisque F est continue de RY dans RN alors :

F(Vu,)— F(Vu) p.p.x€f. (3.48)

En utilisant la condition de croissance (3.47) et la bornitude de la suite (¢,,), on
peut trouver une fonction positive k appartenant a L”'(2) telle que

|F(Vun)| <k(x) pp.-xeQ. (3.49)
En utilisant (3.48) et (3.49), alors par le théoréme de convergence dominée, il
vient

F(Vu,)-Vw — F(Vu)-Vw dans L'(Q).

THEOREME 2.1 (Brezis (1968)[2, 37]): Tout opérateur A pseudomonotone et coercif est sur-
jectif; cela signifie, pour tout f € V’/, il y a au moins une solution a I’équation

Alu)=f. (3.50)

Preuve.

1. Etape 1: Approximation de Galerkin.

Puisque I'espace V est séparable, alors il existe une suite (e;) de vecteurs linéai-
rement indépendants dans V, telle que

V,:=span{e,,...,e,},

et V=|J, V, . On cherche une solution u, € V,, qui est de la forme

n
u,= E Cy €
k=1

et qui résout le systeme suivant :

(A(u,)—f,er)=0, ke{l,...,n} (3.51)
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Tout d’abord, on montre que le systeme (3.51) admet une solution. En effet ce
systéme peut s’écrire sous la forme suivante :

g(c")=0 dansR”",

ouc:=(c/,...,c)ER" etpourtout k € {1,...,n}, g, : R" — R" est une fonction
définie par
gi(c)=(A(u,)—f, ex).

(a). Les fontions g; sont continues.

Soit (x) une suite de R"” qui converge vers x. En posant

n n
¥=Sxl et y= e,
k=1 k=1

alors y; — y dans V. Puisque A(y;) est borné dans V' et V’ étant réflexif, il
s’ensuit que A(y;) — Y. Ainsi

(Aly:),yi—y)—0,

et par la pseudomonotonicité de A, on obtient

(A(y) y—v) < ligggfm(yi), yi—v)=,y—v),

c’est-a-dire,
(Aly)—y,y—v)<0. YveV

En prenant v =y —w, avec w € V, il vient

(Aly)—y,w)<0 YweV

Par conséquent,
(A(y)—y,w)=0 YweV.

ce qui prouve bien que A(y) = . Ainsi,
gk(x(i)) =(A(y;— frex) = (Ay)— [, ex) = 8i(x).

d’ot1 la fonction g est continue.

(b). Le systeme (3.51) admet une solution u,, € V,, telle que ||u,||,; < R;, ou
R, > 0 est une constante indépendante de n € N.
Cela découle des mémes arguments que dans I'étape 1 de la preuve du
Théoreme de Minty-Browder 4.6, en utilisant la continuité de g et la coer-
civité de I'opérateur A. On obtient alors une suite de solutions {u,}, C V
du systeme (3.51) telle que u,, € V, et ||u,|| < R, (cela implique également
que ||A(u,)|lyv» £ M, pour une certaine constante M > 0, puisque A est
borné). Ainsi, on a

(A(u,)—f,v)=0 VveV,. (3.52)
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2. Etape 2 : Puisque la suite {u,}, est bornée, alors il existe une sous-suite (u,,j) j
telle que
Up, — U faiblement dans V.

Par conséquent,
<A(unj)! un]-> = <f’ unj> - (f! u)

Prenons v € V et ¢ > 0. Par la densité de | J, V, dans V, il existe w* €| J,, V, tel
que ||[v — wf]| < &. Nous avons aussi w* €| J, V, <= 3n, e Ntel que w* e V.-
Prenons j suffisamment grand de sorte que n; > n,, ce qui implique que w® €
Vs, © Vi, ce qui implique, en utilisant (3.52), que

(Alup)—f,w)=0.
Par conséquent,

(Attn))— F0) = (At,))— Fv—w) < (M + ] flly .

Prenat v = u,, — u, il s'ensuit que

limsup(A(unj), Up, — u)y < (M +|fllv)e.

j—oo

En faisant ¢ tendre vers 0, il vient

limsup(A(unj), Up, — u) <0,

j—o0o B

puis la pseudomonotonicité de A donne

(A(u),u—v) < liminf(A(unj), Up, — v) Yve V-

j—0oo

Sion prend v €| J, V,, alors pour j suffisamment grand, ona v € V,,, etdonc

(A(u), u—v) <liminf{A(u, ), u,, —v)=(f,u—v) Vve U V,. (3.53)

J—=00

Maintenant, on veut montrer que (3.53) reste vraie pour tout v € V. Prenant
veVete>0,alorsJw? e Un V, tel que ||v — w?|| < €. Par conséquent,

(A(w)— fru—v)=(A(u)—f,u—w*) +(A(u)— f, w* —v) <([A(Wllv + 11 fllv-)e.
Faisant ¢ tendre vers 0, il s’ensuit que
(A(u)—f,u—v)<0 VYveV.

En prenant v = u—w, avec w € V, il s’ensuit que

(A(u)—f,w)<0 YweV,
ce qui implique que A(u)=f.
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Opérateurs du calcul des variations

DEFINITION 3.2

Soit V un espace de Banach réflexif séparable. Un opérateur A: V — V' est dite du
type "calcul des variations" s’il est borné et si on peut le représenter par

Alv)=d(v,v), VYvev, (3.54)

ou .o/ : V x V. — V'’ est un opérateur satisfait les hypotheses suivantes

YueV, v— .d/(u,v)estun opérateur borné et hemi-continu de V (3.55)
dans V', et (. (u, u)—.«/(u,v),u—v)>0. '
VveV, u— .¢/(u,v)estun opérateur borné et hemi-continu de V
/ (3.56)

dans V’.
si u, — u faiblement dans V et (. (u,, u,)—.«(u,, u), u,—u) —0 (3.57)
alors, Vv eV, ./ (u,,v)— .o/(u, v)faiblement dans V". )

si u, — u faiblement dans V et .</(u,,, v) — 1 faiblement dans V’ (3.58)

alors (.o (u,, v), u,) — (Y, u). '

PROPOSITION 3.4. Si A est un opérateur du calcul des variations, alors A est pseudo-
monotone.

Preuve.

Soit (u,) une suite d’éléments de V telle que :

u,—u dansV.
(3.59)

limsup,,_, .. (A(u,), u,—u) <0.
1) Montrons d’abord qu’on peut extraire une sous-suite notée encore (u,,) telle que
X, =(Aluy, u,)—Alu,, u), u,—u)—0. (3.60)
En effet, on peut extraire une sous-suite notée encore (u,,) telle que
Alu,,u)—y dansV’ (car A(u,, u) est bornée dans V")

et alors d’apreés la propriété (3.2), on aura (A(u,,u),u,) — (y,u) et donc
(A(u,, u), u,—u)—0.
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Cela, joint a I'hypothese (3.59), montre que limsup X,, < 0 et comme d’apres (H2)
X, >0,0na(3)
2)on peut alors utiliser(H4), donc

(A(u,,v),u,—uy—0, YveV. (3.61)
Comme X, > 0, on a par combinaison avec (3.61),
(A(un)! u,— u> 2 <A(un’ u)» Up,— u) —0

ce qui, joint a (3.59), donne
(A(uy), t, —u) — 0. (3.62)

3) Utilisons maintenant le fait que
(A(un)_A(un!w)v un_w>20» VWEV;
avecw =(1—0)u+0v, 0 <[0,1], il vient

9<A(un)) Uu— U) 2 _<A(un)’ Uy, — u) + (A(un’ LU), Up,— u)
+0(A(u,, w), u,—rv)

et en utilisant (3.61), (3.62) et (3) on en déduit
0liminf(A(u,), u—v) > 0 liminf(A(u,, w), u—v) =0 (A(u, w), u —v)
et donc divisant par @ et utilisant (3.62),
liminf(A(u,), u—v) > (A(u,(1—0)u+0v), u—v)

et en faisant § — 0, on en déduit que A est pseudomonotone

Applications du théoreme de Brezis

Equation elliptique quasi-linéaire

Dans cette section, on établit un résultat d’existence des solutions faible pour un pro-
bleme elliptique quasi-linéaire en utilisant la théorie des opérateurs pseudomonotones.
On considere le probléeme

—div(|Vul"?Vu)+g(u)=f dansQ,
(3.63)
u=0, sur 09,

ol 2 est un ouvert borné de RN régulier, 1 < p < N et g : R — R est une fonction
continue satisfaisant les conditions suivantes :

lg(s) < c(1+]s]P™), (3.64)
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inﬂ{g(s)s >0. (3.65)
On suppose en outre que
feL’ (. (3.66)

THEOREME 4.1: Sous les hypotheses (3.64)—(3.66), le probléeme (3.63) admet au-moins
une solutions faible u € W, 7 (€.

Preuve.

On pose V = Wol’p (Q2) et on définit les opérateurs suivants :

(Au,go)zf VulP?Vu-Vedx, (3.67)
Q

et

(Bu,go):Jg(u)gadx. (3.68)
Q

1. Opérateur A est borné, monotone, et hémicontinu.

(a). Aestborné. Il suffit de reprendre la démonstration de I'application 2, avec
F(&)=[EIP2¢.
(b). Aeststrictement monotone. Voir 'exemple 2.15.

(c). A est hémicontinu. Il suffit de démontrer que A est continue de V fort
dans V' fort. Soit (u,,) une suite de V telle que

u, — u fortementdans V. (3.69)

On définit la fonction F : RY — RN par

F(&)=|E|P?¢ VEeRM.
De (3.69), il découle, pour une sous-suite pres, que

Vu,(x)—Vu(x) ppxef. (3.70)

et

Vu,(x)|<h(x) ppxeQ, (3.71)
avec h une fonction positive appartenant a L”(£2).
En utilisant (3.70), (3.71), et la continuité de F, on en déduit que
F(Vu,(x))— F(Vu(x)) ppxeq. (3.72)
et

|F(Vu,(x)| < h(x)P~! = h(x) e L7 (Q). (3.73)
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Alors par le théoréme de convergence dominée,

F(Vu,)— F(Vu) fortementdans L” (Q)". (3.74)

Soit ¢ € V. En utilisant la définition de 'opérateur A, on obtient

|<Aun_Au!90)| =

f [F(Vu,)—F(Vu)lVpdx
Q
<NF(Vuy)—F(Vu)llpr@llellv.

Par conséquent,

lAu, —Aully, < ||F(Vu,)—=F(V )l 1y q)- (3.75)

De (3.74) et (3.75), on en déduit que

Au, — Au fortement dans V'.

2. Opérateur B est fortement (totalement) continu. Il suffit de reprendre la dé-
monstration de I'’exemple 2.5.

3. opérateur A+ B est coercif. Soit u € V. En utilisant I'hypothese (3.65), on ob-
tient

(Au,u)zf IVulp_ZVuVudx+f g(w)udx
Q

Q
ZJ VulPdx.
Q

Par conséquent,

(Au, u)

= lim ||Vu|P ' =+o0. (3.76)

lul—oo ||u]| llull—oo

KN WA Equation elliptique fortement non-linéaire
On étudie I'existence des solutions faibles pour un elliptique fortement non-linéaire :

—div(a(x, u,Vu))+ay(x,u,Vu)=f dans(},
(3.77)
u=0 sur 9.

ou 2 est un ouvert borné de R", 1 < p < N, eta : QxR xRN — RV est une fonction
vectorielle de Carathéodory satisfaisant pour presque tout x € , pour tout s € R, pour
tout &, &’ RN, avec £ £ &/,

la(x, s, &) < BLj(x)+]sPP +1EP7], (3.78)
a(x,s, &)= al&lP, (3.79)
[a(x,s,&)—al(x,s,&)]-[E-&]>0, (3.80)
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oll @, B > 0 et j est une fonction positive appartenant a L”(2). On suppose en outre que
ay: 2 xRx RN — RY est une fonction de Carathéodory vérifiant pour presque tout x € Q,
pour tout s € R, pour tout £ € RV,

lag(x,s,E) < Clk(x)+[s|P~ +1E1P7], (3.81)

aO(xr S, 5)32a0|3|p» (382)
ol C, a, > 0 et k est une fonction positive appartenant a L”'(Q).

THEOREME 4.2: Si les hypothéses (3.79)—(3.82) sont vraies et f € W~"7'(Q2), alors le pro-
bleme (3.77) admet au-moins une solution faible u € Wol’p (Q).

Preuve.

On définit les opérateurs A : V = Wol'p (Q)— V' =W P (Q)par:

(Au, ) =f a(x,u,Vu)-Vodx +f glx,u,Vu)pdx, (3.83)
Q

Q
pourtout p € V.

1. Opérateur A est pseudomonotone. Il suffit de démontrer que A est un opéra-
teur de calcul des variations. Pour cela on définit 'opérateur ./ : V x V — V’
par:

(ﬂf(u,V),w):J

Q

a(x,u,Vv)-Vo dx-l—J glx,u,Vu)pdx,

Q

pour tout ¢ € V. Il est facile de voir que A(u)=.</(u, u) pour tout u € V. On va
montrer que .¢/ est un opérateur de calcul des variations.

(a). Vérification de ’hypothese (3.55).

YueV,S§ :v— §(v)=.9(u,r)est un opérateur borné, hémicontinu de
V dans V', et (.« (u, u)—.</(u,v),u—v)>0.

[. S estborné. Soit u € V fixé. Pour tout v, p € V,ona:

[(Si(v), )] sJ |A(x,u,vm||w|dx+f g(x, u, Vu)llp|dx
Q Q
<p J )+l + Vo) Vel dx
Q

+ CJ (k(x)+ ulP +VulP™)|pldx
Q

. -1 -1

< Bl + 12l ey + 1901y Ml
—1 —1

+ C Il oy + Hall gty + 1V 6lliy 12 ey

/ . p—l p—l
< il + WKl + 1l + 10107 [0
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Par conséquent,

/ . p—l p—l
IS0y < €[l + Vell i+l + 12 .

Donc I'opérateur S, envoie les bornés de V dans les bornés de V’, ce
qui signifie que S, est borné.
II. S, est hemicontinu. Il suffit de démonter que S, est demicontinu.
Soient u € V fixé et (v,),, une suite de V' qui converge fortement vers
v € V.Onveut montrer que S, (v, ) converge faiblement vers S,(v) dans
V’; c'est-a-dire :
YoeV; (d(u,v,)¢)—{(du,v)p).

En fait ca revient exactement a démontrer que

a(x,u,Vv,)— a(x,u,Vv) faiblement dans LY (O;RM).

Mais cette convergence est vraie car, par le théoreme Lebesgue domi-
née, on a

Alx,u,Vv,)— A(x,u,Vv) fortementdans L”/(Q;RN).

III. En utilisant I'hypothese (3.80), il s’ensuit que

(o (u,u)—.o(u,v),u—ur) :f [A(x,u,Vu)—A(x,u,Vv)]-V(iu—v)dx
Q
>0

(b). Vérification de ’hypothese (3.56).

YveV,S :u— S(v)=.4(u,r)est un opérateur borné et hemicontinu
de V dans V.

I. S, est borné. La démonstration est exactement la méme que celle du
S,.
II. S, est hemicontinu. Il suffit de démonter que S, est demicontinu.
Soient v € V fixé et (u,,),, une suite de V qui converge fortement vers
u € V. On veut montrer que S,(u,) converge faiblement vers S,(u)
dans V’; c’est-a-dire :
VoeV; (d(u,v)e)—(d(u,v)p)

En fait ca revient exactement a démontrer que

a(x,u,,Vv)—a(x,u,Vv) faiblementdans L7 (;RMN),

et

g(x,u,,Vu,)— g(x,u,Vu) faiblementdans L7 (Q).
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Ceci est vraie car, par le théoreme Lebesgue dominée, il découle que

a(x,u,,Vv)— A(x,u,Vv) fortementdans L” (2;RY),

et

gx,u,,Vu,)—g(x,u,Vu) fortementdans L”'(Q).

(c). Vérification de I’hypothese (3.57). Soit (u,,),, une suite de V telle que :

u, — u faiblement dans V, (3.84)

et

(A (uy, u,)—.o(u,, u), u,—u)—0. (3.85)

On veut démontrer que

YveV, .d(u,, v)— .o/ (u,v) faiblementdans V’, (3.86)

cela revient a démontrer que :

YveV,a(x,u,,Vv)—a(x,u, Vv) faiblementdans L7 (Q,RY), (3.87)
et

glx,u,,Vu,)— g(x,u,Vu) faiblement dans L7 (Q). (3.88)

Tout d’abord, la convergence (3.85) peut s’écrire :

J [A(x, u,,Vu,)—Alx,u,,Vu)]-V(u,—u)dx — 0. (3.89)
Q

Soit v € V fixé. De (3.84), on en déduit qu'il existe une sous suite de (u,,)
telle que

Uy(x)—u(x) ppxef, (3.90)

comme la fonction a est continue par rapport a s, alors

a(x,u,(x),Vv(x)—a(x,u(x),Vv(x)) ppxeq, (3.91)

En tenant compte de (3.84) et (3.89), on peut appliquer [30, Lemme 2.2,
page 184], pour conclure qu’il existe une sous suite de (u,,) telle que :

Vu,(x)—Vu(x) ppxefl. (3.92)

Par conséquent, en utilisant le fait que la fonction g est continue par rap-
porta s et &, il s’ensuit que :
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g(x,u,(x),Vu,(x))—g(x,u(x),Vu(x)) ppxef, (3.93)

comme les suites a(x, u,,, Vv) et g(x, u,, Vu,)sont bornées dans L”'(£2),
il en résulte d’apres [30, Lemme 1.3, page 12], que

a(x,u,,Vv)—a(x,u,Vv) faiblementdans L” (), (3.94)

et
glx,u,,Vu,)— g(x,u,Vu) faiblementdans Lp/(Q), (3.95)

et comme la limite est indépendante de toute sous suite extraite, on en
déduit les résultats (3.87) et (3.88).

(d). Vérification de ’hypothese (3.58). Soit (u,,) une suite de V telle que

u, — u faiblement dans V, (3.96)

et

<~Q{(univ)’(p>:J

Q

a(x,u,,Vv)-Vy dx+J glx,u,,Vu,)pdx —(yY,¢),

Q

(3.97)

pour tout ¢ € V. On veut démontrer que

J a(x,u,,Vv)-Vu,dx —|—f glx,u,,Vu,)u,dx — (Y, u). (3.98)
Q Q
En utilisant (3.96), il est facile de démontrer que

a(x,u,,Vv)—a(x,u,, Vv) fortementdans L7 (), (3.99)

et par conséquent

J a(x,u,,Vv)-V(u,—u)dx — 0. (3.100)
Q

De (3.96), on en déduit que la suite g(x, u,,, Vu,) est bornée dans L7 (Q),
et en conséquence, on a:

J g(x’ un’vun)(un_ u)dx < C”un_ u”LP(Q)r
Q

et comme l'injection de Wol’p (2) dans LP(2) est compacte, on a:

Jg(x,un,Vun)(un—u)dxﬁO. (3.101)
Q

En utilisant (3.97), (3.100) et (3.101), on peut passer a la limite dans
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f a(x,u,,Vv)-Vu,dx+
Q
+

+

pour obtenir (3.98).

Opérateur A est coercif. En utilisan

(A(u), u) :f a(x, u,Vu)-Vudx+J
Q

(‘ glx,u,,Vu,)u,dx = (u,,v), u)
J

Q
(‘ a(x,u,,Vv)-V(u,—u)dx
J

0
(‘ glx,u,,Vu,)u,—u)dx,
Ja

t (3.79) et (3.82), il s’ensuit que

glx,u,Vu)udx

Q
p p
> allull) .+ ollull g
> p
> allull)
Par suite
(A(u), u) ™
lullwirg — W, ()
o (A(w), u) .
Dol ————— — 400 si ||u||W1.p(m—>+oo,
lull 1 ;
w," (2)

ce qui prouve bien que A est coercif.

Puisque I'opérateur A est pseudomonoto

ne et coercif et f € W-Lr'(Q), alors par le

théoreme 2.1, le probléme (3.77) admet au moins une solution faible u € Wol‘p (Q).
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