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ظى عملية اتخاذ القرارات الإدارية من خلال استخدام الطرق والأساليب الكمية في الوقت الحاضر تح 

باىتمام كثير من قبل الدارسين والدمارسين والدهتمين بالإدارة، فالدارسون للعلوم الإدارية يجدون في ىذا المجال 
ركة الإدارة في الاتجاه العلمي، أما الدمارسون أسلوبا حديثا ومتطورا في تحليل البيانات تحليلا كميا يساير ح

للأعمال الإدارية فان اىتمامهم بالأساليب الكمية في اتخاذ القرارات الإدارية أصبح يتزايد باستمرار، وذلك 
 إمكانياتلرغبتهم في الاستفادة من ىذه العلوم الدتطورة والدساعدة على اتخاذ القرار، نظرا لدا تعطيو من 

فيو الحاجة  أصبحتفي مجال التحليل والانجاز حيث لا يمكن التغاضي والاستغناء عنها في وقت  وقدرات اكبر
الكمية الدتطورة لا تصف في كثير من  الأساليبىذه  أنوالقدرات، وعلى الرغم من  الإمكانياتىذه  إلىماسة 

تفيد في وضع  أنكثيرة يمكن   ءاتوإجراتضع قواعد  أنها إلاالعوامل السلوكية الدتعددة على وجو الدقة  الأحيان
 إلىفي وقتنا الحاضر بالتعقد والتشابك  الإداريةالحلول الدثلى خاصة في الدشروعات الكبيرة والتي تتميز عملياتها 

رات مشكلة تتطلب الكثير من البيانات النوعية والكمية بغية الوصول إلى الحد الذي يجعل من اتخاذ القرا
 الحلول الدثلى.

لذلك فان ىذه الدطبوعة والتي ىي عبارة عن محاضرات في الطرق الكمية الدساعدة على اتخاذ القرار  
 مايلي: ينلفصستتناول بالدراسة من خلال 

صياغة وتكوين البرنامج الخطي، النمذجة الاقتصادية و اول حول البرمجة الخطية ويتن: الأولالفصل  
البرمجة الخطية، استعمال طريقة السمبلكس في حل مسائل البرمجة استعمال الطريقة البيانية في حل مسائل 

والتحليل الاقتصادي لدتغيرات لة الثنائية لخطية ثم مسأ الحالات الخاصة في البرمجة إلى، بعدىا يتعرض الخطية
 ويليها بعض التمارين الدتعلقة بما ورد في الفصل.النموذج الثنائي 

، طرق إيجاد الحل القاعدي )الابتدائي(، طريقة الزاوية الشمالية مشكلة النقل يعالج: الثاني الفصل 
الغربية، طريقة التكاليف الصغرى وطريقة الفروقات الكبرى، ثم طرق إيجاد الحل النهائي)الأمثل(، طريقة 

ويليها بعض التمارين الخاصة بما ورد في  لة النقللدسأالحالات الخاصة التجريب وطريقة التحويل، ثم يعالج 
 كذلك.  الفصل
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 تمهيد:

تعتبر البرلرة الخطية تقنية رياضية تبحث عن حل لدشكلة معينة بحيث تساىم في إلغاد الحل الأمثل 
جل استخدامات لستلفة مع الأخذ بعتُ الاعتبار الدوارد المحدودة الدستعملة من أ وذلك عن طريق بزصيص

الواجب إنتاجها أو توزيعها من منتج معتُ،  الالتزامات أو القيود التي قد تكون عدد ساعات العمل، الكمية 
تشكيل الدنتجات،  برديدكمية الدواد الأولية الدتوفرة وغتَىا، ومن بتُ الدشاكل التي تعالجها البرلرة الخطية ىي 

نتاج وبزطيط الدخزون السلعي، تنظيم مستَة خطوط بذميع السلع والدنتجات، إعداد جداول تشغيل جدولة الإ
الآلات، برليل مشكلات الدرور، مشكلات النقل، مشكلات القطاع الزراعي، مشكلات القطاع العسكري، 

 .تقييم الوظائف وغتَىا

 النمذجة الاقتصادية وصياغة المشكلة -1

 النمذجة الاقتصادية -1-1

عاما  إطاراالكمية حيث توفر  والأساليبنمذجة الاقتصادية وبناء النموذج لزور اىتمام الطرق تعد ال
ولعا  مشكلة أيلنمذجة  أساسيتتُيتم التًكيز على نقطتتُ  الإطارشاملا لحل مشكلات ابزاذ القرار، وفي ىذا 

يعبر عنهما  أنجانب القيود الدفروضة على ىذه الدشكلة، وكلالعا لغب  إلىالذدف الذي يتم العمل على حلو 
 القرار. ولؽثلا بدلالة متغتَات

الربط بتُ الدتغتَات،  وأسلوبوالنموذج ىو بسثيل لدكونات الدشكلة والعوامل الدؤثرة والبيئة المحيطة 
جل التنبؤ والسيطرة على ن أويعرض النموذج بعض الاستفسارات التي بريط بالدشكلة وتستخدم النماذج م

 (1)الدشكلة.

يستند التحليل الدنطقي لجميع الدشكلات التي تواجو متخذ القرار على النماذج ومفهومها وشكل 
 أوذلك بشكل بزطيطي  إبرازحلها، ولؽكن  إلى الإدارةبنائها، ولبناء النموذج لغب برديد الذدف التي تسعى 

خليط بتُ النوعتُ، فالدخطط البياني الذي لؽثل عملية متكاملة  أوبناء لظوذج مادي على شكل ىيكل مثلا 
مصغرة  آلة أولظوذج بزطيطي لؽثل عمليات لستلفة مثل التخزين والنقل وغتَىا، ولظوذج سيارة معتُ ما ىو  لدنتج

معادلة  أنلظوذج مادي، كما  إلاما ىو  وكفاءتهاالذي يوضع في داخل جهاز الكشف عن مدى برمل السيارة 
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 أولظوذج رياضي يعبر عن ظاىرة  إلاغتَ الخطية ما ىي  أونوع من الدعادلات الخطية  أي أومستقيم مثلا 
 مشكلة ما.

ويتم بناء وصياغة ىذه النماذج لكي تعمل على لضو مثالي ولكنها لا بسثل الحقيقة كلها بل جزءا 
وتساعد النماذج  منها، وتصمم النماذج لدساعدة متخذ القرار على فهم الحقيقة والتنبؤ بالدشكلة في الدستقبل، 

لبو دراستها واستخدامها، كذلك متخذي القرار نظرا لسهولة استخدامها وكلفتها وقصر الوقت الذي تتط
(2) وتساعد كذلك في الكشف عن الدتغتَات التي لؽكن أن تؤثر في الظاىرة الددروسة.

 

 صياغة وتكوين النموذج الخطي -1-2

وتعتٍ استخدام أسلوب منطقي  Programmingيتكون مصطلح البرلرة الخطية من كلمتتُ، البرلرة 
فتعتٍ وجود علاقة ثابتة بتُ متغتَات أساسية  Linearوعلمي في برليل الدشكلات وعلاجها، أما الخطية 

صياغة وتكوين النموذج الخطي )أو صياغة الدشكلة( من أىم وأصعب  تعتبر مرحلةداخلة في تركيب النموذج، و 
 الدراحل وفيها يتم برويل مشكلة اقتصادية ما إلى لظوذج رياضي لؽكن حلو باستعمال البرلرة الخطية.

بزصيص كميات من الدوارد المحدودة على الاستخدامات  إلىاقف فيها الحاجة ىناك العديد من الدو 
البرلرة الخطية بعملية توزيع ىذه الدوارد على تلك الاستخدامات بطريقة  أسلوبلذذه الدوارد، ويهتم  البديلة

برلرة الخطية، استخدام ال إلىمعتُ، وتتنوع الدواقف التي تنشا فيها الحاجة  أفضليةمثالية، أي وفقا لدعيار 
توزيع وقود الطائرات على الطلعات الجوية، على الدنتجات،  الإنتاجتوزيع وسائل  أوفتستخدم في بزصيص 

جانب العديد من  إلىحل لظاذج الدباريات  ،الإنتاجبزطيط الاستثمارات، برلرة نقل الدنتجات، جدولة 
 (3) حلول لذا. إلغادالدشكلات التي تساىم البرلرة الخطية في 

 شروط أساسية حتى لؽكن وصفها ووضعها في شكل لظوذج رياضي وىي:سمات و وللبرلرة الخطية 

أو تدنية التكاليف أو  أن يكون ىناك ىدف يتم العمل على برقيقو كإلغاد أقصى ربح لشكن -
 تقليلها، ويعبر عن ىذا الذدف بدالة تسمى دالة الذدف أو الدالة الاقتصادية.

عبر عن كيفية وطريقة استخدامها دة ولذا استخدامات متعددة ويو د لزدأن تكون ىناك موار  -
(4) بالقيود الفنية.
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متغتَ وعبرنا عن العلاقات بتُ الدتغتَات والدوارد الدتوفرة أو شروط الإنتاج مثلا  (nفإذا افتًضنا أن لدينا )
 كالتالي:( فان الشكل العام لذذه القيود الفنية يكون  mبدعادلات أو متباينات عددىا )

a1j.x1 + a2j.x2 + a3j.x3 + …. + anj.xn  ≤ = ≥ bi 

فهي متغتَات النموذج والتي نسعى للبحث  xiالكمية الدتوفرة من الدورد أو الدادة الأولية، أما  biبسثل حيث 
 عن قيمها وبسثل الكميات الدنتجة مثلا من سلع معينة.

الكمية   a2jبسثل ، و لإنتاج وحدة واحدة من الدنتج الأول bi الكمية الدستخدمة من الدورد   a1jبسثل و 
  الثاني وىكذا. لإنتاج وحدة واحدة من الدنتج bi الدستخدمة من الدورد 

ويعبر عنها  في النموذج الخطي سالبة  قيمتسمى قيود عدم السالبية والتي تعتٍ عدم السماح بوجود  وىناك قيود
 . xi ≥ 0كالتالي:     

ىناك الدالة الاقتصادية والتي تسمى أيضا دالة الذدف وتكون إما دالة تعظيم أو دالة تدنية  وأختَا
 (Min أو  Max)    Z = c1.x1 + c2.x2 + c3.x3 + …. + cn.xnونعبر عنها كما يلي:       

 Zفي حالة تدنية فقد تكون  أماكانت الدالة ىي دالة تعظيم،   إذاقيمة الربح مثلا  Z حيث بسثل
سعر بيع الوحدة الواحدة أو ىامش الربح إذا كانت الدالة الاقتصادية ىي  cjبارة عن تكلفة مثلا، وبسثل قيم ع

(5) دالة تعظيم وبسثل في حالة التدنية تكلفة إنتاج الوحدة الواحدة.
 

 ويكون البرنامج الخطي الكامل للبرلرة الخطية كما يلي:

(max &min) Z = ∑ cj xj                              بسثل دالة الذدف                       

    bi  ≤ = ≥ ∑ aij . xj بسثل القيود الفنية

  xj  ≥ 0 بسثل قيد عدم السلبية 

 :11 مثال

تنتج شركة للمواد الكيميائية نوعتُ من الدنتجات تباع كمواد خام لشركات تصنيع صابون الحمام،  
مطهرات ومنتجات صابون أخرى، مستندة في ذلك على مستويات الدخزون الحالية والطلب المحتمل القادم، 
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 350يكون على الأقل  أنوقد حددت إدارة الشركة أن لرموع الإنتاج الكلي للمنتجتُ )الأول والثاني( لغب 
لتً في الشهر من الدنتج الأول، ويتطلب الدنتج  125لغب أيضا أن تتحقق طلبية زبون وىي لتً في الشهر، 

الأول ساعتتُ من وقت الدعالجة لكل لتً كما يتطلب الدنتج الثاني ساعة واحدة من وقت الدعالجة لكل لتً، إن 
اعة من زمن الدعالجة وتكلفة إنتاج كل لتً من الدنتج الثاني س 600عدد ساعات العمل الدتاحة في الشهر ىي 

تكوين البرنامج الخطي الخاص بنشاط ىذه الشركة ، والدطلوب ون لكل لتً من الدنتج الثاني 3ون و 1ىي 
 الذي يسمح لذا بتحقيق الدتطلبات المحددة بأقل تكلفة.

 الحل:

ىي الكمية )اللتًات(  x2ىي الكمية )اللتًات( الدنتجة من الدنتج الأول، وأن  x1 أنافتًضنا  إذا
، أما القيد الفتٍ  x1≥125القيد الفتٍ الخاص بشروط تلبية طلبية الزبون ىو: ن إالثاني، ف الدنتجة من الدنتج

ص بشروط ، أما القيد الفتٍ الخاx1+x2≥350فيكون كم يلي:  إنتاجهاالخاص بالكمية الكلية الواجب 
الإنتاج ، وبالنسبة لدالة الذدف فهي دالة تدنية تكاليف 2x1+x2≤600استعمال قوة العمل فيكون كالتالي: 

 .Min Z = 2x1+3x2وتكون كالتالي: 

 لي:مايكالبرنامج الخطي الكامل  ويكون 

Min Z = 2x1 + 3x2 

   125 ≥ x1             

  350 ≥  x1   +  x2 

  600 ≤ 2x1  + x2 

xj  ≥ 0 

 :12 مثال 

حيث لػتاج  مصنع متخصص في صناعة الدواد الغذائية نوعتُ من الدنتجات بسكويت وشوكولاتو ينتج
 3ساعات في قسم التصنيع و 5ساعة في قسم التغليف، ولػتاج الثاني  2ساعات في قسم التصنيع و 4 الأول

ساعات  3ساعات يوميا في قسم التصنيع، و 8ساعات في قسم التغليف، ويعمل في الدصنع عمال بواقع 
ون للوحدة  30اني ون للوحدة الواحدة ولػقق الث 10ربحا بدقدار  الأوليوميا بقسم التغليف، ولػقق النوع 

ربح   أعظمبتحقيق  الدصنع الذي يسمح لو ن البرنامج الخطي الخاص بنشاط ىذاتكويالواحدة،، والدطلوب 
 كلي لشكن.
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 الحل:

ىي الكمية الدنتجة من  x2، وأن )بسكويت( ىي الكمية الدنتجة من الدنتج الأول x1أن  بافتًاض 
 يكون كالتالي: الدصنع ط ىذاالكامل الخاص بنشا ، فإن البرنامج الخطي)شوكولاتو( الدنتج الثاني

Max Z = 10x1 + 30x2 

   8 ≤ 4x1   +  5x2 

  3 ≤  2x1   +  3x2 

xj  ≥ 0 
 :13 مثال

ىذين الدنتجتُ تستعمل  إنتاججل أمن  A2و  A1نوعتُ من الدنتجات  بإنتاجالشركات  إحدىتقوم 
الدنتجتُ والكميات  إنتاج، كيفية استهلاك ىاتتُ الدادتتُ من اجل B2و  B1ىذه الشركة نوعتُ من الدواد 

 الدتاحة منها في اليوم معطاة في الجدول التالي:

 الكميات الدتاحة من الدواد في اليوم كميات الدواد اللازمة لإنتاج واحد طن من الدنتجات 
A1 A2 

 6 2 1 طن B1الدادة 
 8 1 2 طن B2الدادة 

يتعدى مقدار الطلب  لا لؽكن أن A1تبتُ من دراسة السوق أن مقدار الطلب اليومي على الدنتج 
طن في  2لا لؽكن أن يتعدى  A1الدنتج طن وان مقدار الطلب على  1بأكثر من  A2 اليومي على الدنتج 

ن تكويون، والدطلوب  2000و   3000ىو على التوالي  A2و  A1طن من الدنتجتُ  1اليوم، بشن بيع 
 البرنامج الخطي الخاص بنشاط ىذه الشركة الذي يسمح لذا بتعظيم مبيعاتها.
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 الحل:

، فإن البرنامج  A2ىي الكمية الدنتجة من  x2، وأن  A1ىي الكمية الدنتجة من  x1بافتًاض أن 
 يكون كالتالي:ه الشركة الخطي الكامل الخاص بنشاط ىذ

Max Z = 3000x1 + 2000x2 

   6 ≤ x1   +  2x2 

    8 ≤ 2x1   +  x2 

   1 ≤ x1   -  x2 
   2 ≤   x2 

xj  ≥ 0 

 أشكال البرنامج الخطي -1-3

 أو الشكل العام الشكل الكانوني -1-3-1

الشكل الكانوني ىو عبارة عن برنامج خطي يتكون من دالة الذدف حيث تكون إما دالة تعظيم أو  
الفنية عبارة عن متًاجحات ومعادلات بدعتٌ أن النموذج لػتوي على الدتباينات من دالة تدنية وتكون القيود 

شكل أكبر أو يساوي وأخرى أقل أو يساوي وكذلك معادلات على شكل تساوي أي أن النموذج لستلط 
 مثل النماذج التالية:

 Min Z = 10x1 + 20x2 
   9000≤ 0.2x1  + 0.1x2 

  6000= 0.3x1  +0.1 x2 

  18000 ≥ 0.3x1  + 0.6x2 

  14000 ≤ 0.2x1  + 0.2x2 

xj  ≥ 0 
 

Max Z = 5 x1 + 2 x2  

x1 + x2 ≥  1 

- 2 x1 +  x2 ≤ 2 

x1 +  x2 = 4 

xj  ≥ 0 
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Min Z = 15 x1 + 5 x2  

    4 ≥ x1 +  x2  

    6 ≥ 3 x1 +  x2  

  10 ≥ 2 x1 + 5x2   

xj  ≥ 0 

 أو المعياري الشكل القياسي -1-3-2

أما الشكل القياسي أو الدعياري فهو عبارة عن برنامج خطي يتكون من دالة الذدف حيث تكون إما 
ن بصيع كذلك فإ فقطيساوي من الشكل دالة تعظيم أو دالة تدنية وتكون القيود الفنية عبارة عن معادلات 

تغتَات لغب أن تكون الثوابت التي تقع على الطرف الألؽن من القيود الفنية تكون موجبة كما أن كل الد
 مثل النماذج التالية: (6)موجبة

 Min Z = 10x1 + 20x2 
   9000= 0.2x1  + 0.1x2 

  6000= 0.3x1  +0.1 x2 

  18000 = 0.3x1  + 0.6x2 

  14000 = 0.2x1  + 0.2x2 

xj  ≥ 0 
 

Max Z = 5 x1 + 2 x2  

x1 + x2 =  1 

- 2 x1 +  x2 = 2 

x1 +  x2 = 4 

xj  ≥ 0 
 

Min Z = 15 x1 + 5 x2  
    4 = x1 +  x2  

    6 = 3 x1 +  x2  

  10 = 2 x1 + 5x2   

xj  ≥ 0 
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كن لأي برنامج خطي في شكلو الكانوني أو العام برويلو إلى برنامج خطي في شكلو القياسي أو لؽ
 الدعياري وذلك على النحو التالي:

لؽكن أن   9x1 + 2x2 ≤ 86الدتباينة أو الدتًاجحة التي تكون على شكل أقل أو تساوي مثل  -
حيث أن قيمة ىذا الدتغتَ  S1برول إلى معادلة بإضافة متغتَ نسميو متغتَ الفرق ونرمز لو بــ 

  + S1  9x1 + 2x2   86 = موجبة أي أكبر من الصفر، حيث تصبح معادلة من الشكل
 9x1 + 2x2ن متغتَ الفرق يساوي صفر وإذا كانت فإ    9x1 + 2x2   86 =فإذا كانت 

 . 9x1 + 2x2و  86فإن متغتَ الفرق ىو قيمة موجبة تساوي الفرق بتُ    86 >

لؽكن أن   3x1 + 8x2 ≥55الدتباينة أو الدتًاجحة التي تكون على شكل أكبر أو تساوي مثل  -
حيث أن قيمة ىذا الدتغتَ موجبة أي أكبر من مثلا  S2متغتَ الفرق  بطرحبرول إلى معادلة 

   55 =فإذا كانت   - S1  3x1 + 8x2   55 = الصفر، حيث تصبح معادلة من الشكل
3x1 + 8x2    3ن متغتَ الفرق يساوي صفر وإذا كانت فإx1 + 8x2 > 55    َفإن متغت

 (7) .  55و  3x1 + 8x2الفرق ىو قيمة موجبة تساوي الفرق بتُ 
 البرمجة الخطية حل مسائل -2

لؽكن حل مسائل البرلرة مرحلة حل ىذا البرنامج، حيث  تأتيبعد تكوين وصياغة البرنامج الخطي 
 الخطية باستعمال الطريقة البيانية كما لؽكن حلها باستعمال طريقة السمبلكس.

 حل مسائل البرمجة الخطية باستعمال الطريقة البيانية -2-1

البرلرة الخطية ىي طريقة الرسم أو الطريقة البيانية والتي تستعمل في تعتبر أبسط الطرق لحل مشكلة 
 على متغتَين فقط. حل الدسائل التي برتوي

 خطوات حل البرنامج الخطي باستعمال ىذه الطريقة تتلخص في الخطوات التالية: إن

 في معلم متعامد.التي بسثل الدعادلات أو الدتباينات والتي تعبر عن القيود الفنية  ستقيماتالدرسم  -

، أي برديد المجال الذندسي الذي يتحقق برديد الدنطقة التي يتحقق فيها كل قيد فتٍ على حدا -
  .    فيو القيد الفتٍ
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برديد الدنطقة الدشتًكة بتُ القيود الفنية أي الدنطقة التي تتحقق فيها كل القيود الفنية بدا فيها قيود  -
 الدنطقة لزصورة بتُ عدة نقاط.عدم السالبية وعادة ما تكون ىذه 

نقطة بذعل دالة الذدف عند قيمتها الدنيا  أدنى أوبعد نقطة تعظم دالة الذدف جل برديد أأمن  -
 : لؽكن استعمال طريقتتُ

: نقوم بتعويض إحداثيات رؤوس منطقة الحلول الدمكنة في دالة الذدف ولطتار القيمة الكبرى في حالة الأولى
 (8) التدنية فنحتار أقل قيمة. التعظيم، إما في حالة

 نقوم برسم شعاع ينطلق من الدبدأ إلى النقطة التي إحداثياتها عبارة عن معاملات متغتَي دالة الذدف.: الثانية

لؽثل ىذا الدستقيم دالة الذدف عندما تكون حيث  (0.0) بالدبدأنقوم برسم مستقيم يعامد ىذا الشعاع ولؽر -
 معدومة.

الدستقيم بشكل عمودي على الشعاع، فإذا كان شرط الأمثلية لدالة الذدف ىو تعظيم فان  ىذا بإزاحةنقوم -
أي ابعد نقطة عن الدبدأ  Zالحل الأمثل ىو الذي لػقق القيود الفنية وفي نفس الوقت يعطي أعظم قيمة لـــ 

دالة الذدف دالة تدنية  وتنتمي إلى منطقة الحلول الدمكنة وتلامس الدستقيم الذي يعامد الشعاع، أما في حالة
أي أقرب نقطة  Zفان الحل الأمثل ىو الذي لػقق القيود الفنية وفي نفس الوقت يعطي اقل أو أدنى قيمة لـــ 

 من الدبدأ وتنتمي إلى منطقة الحلول الدمكنة وتلامس الدستقيم الذي يعامد الشعاع.

 وىي القيمة الدثلى لدالة الذدف.  Zثم بتعويض قيم )إحداثيات( تلك النقطة في دالة الذدف لصد قيمة -

  :11مثال

 حل النموذج الخطي الابتدائي التالي باستعمال الطريقة البيانية.

Max Z = x1 + 2x2 

   18 ≤ -4 x1   + 6 x2 

  4 ≤ 2 x1   - 2  x2 

  16 ≤ 2x1  +2 x2 

xj  ≥ 0 
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 الحل:

 
، في داخل منطقة الحلول الدمكنة بالنسبة لذذا النموذج فان منطقة الحلول الدمكنة ىي الدنطقة الدظللة 

النقطة التي تعطي أعظم قيمة لدالة الذدف ىي ابعد نقطة تلامس الدستقيم الذي لؽثل دالة الذدف وىي النقطة 
، وبتعويض ىذه القيم في دالة الذدف لضصل على أعظم قيمة لدالة الذدف (x2=5) و (x1 = 3)التي إحداثياتها 

 . Z max = 3+2(5) = 13في حدود القيود الفنية الدعطاة وىي: 

 :12مثال

 حل النموذج الخطي الابتدائي التالي باستعمال الطريقة البيانية.

Min Z =20 x1 + 10x2 

   6 ≥ 5 x1   +  x2 

  8 ≥ 2 x1   + 2  x2 

xj  ≥ 0 
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 الحل:

 
، في منطقة الحلول الدمكنة الدفتوحة بالنسبة لذذا النموذج فان منطقة الحلول الدمكنة ىي الدنطقة الدظللة 

نقطة تلامس الدستقيم الذي لؽثل دالة الذدف وىي النقطة  أقربقيمة لدالة الذدف ىي  أدنيالنقطة التي تعطي 
قيمة لدالة  أدنى، وبتعويض ىذه القيم في دالة الذدف لضصل على (x2=1.5) و (x1 = 0.5)التي إحداثياتها 

 . Z min =  45الذدف في حدود القيود الفنية الدعطاة وىي: 

 حل مسائل البرمجة الخطية باستعمال طريقة السمبلكس: -2-2

كيفية حل تلك النماذج   إلى بالإضافةكيفية بناء وصياغة لظاذج البرلرة الخطية   إلىتطرقنا فيما سبق 
لا تتضمن مسائل البرلرة الخطية متغتَين فقط، فقد تكون  الأحيانباستخدام الطريقة البيانية ولكن في معظم 

من  أكثرطريقة لحل مسائل البرلرة الخطية التي تتضمن  إلى، لذلك تظهر الحاجة أكثر أو أربعة أوثلاثة 
سنتطرق في البداية ، (9)سائلىذا النوع من الدلحل  و الكفؤةلدثلى متغتَين، وتعتبر طريقة السمبلكس الطريقة ا

 لحل مسائل البرلرة لخطية باستعمال طريقة السمبلكس للنماذج من الشكل:

(max &min) Z = ∑ cj xj                                                    

 bi  ≤∑ aij . xj    

  xj  ≥ 0  
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لظوذج من  أيأي النماذج التي تكون قيودىا الفنية في شكل أصغر أو تساوي، ومن أجل حل  
 الشكل السابق نتبع الخطوات التالية:

متغتَ  بإضافةشكل معادلات وذلك  إلىيساوي  أو( أقل ≥)لضول القيود الفنية من الشكل  -
إلى الطرف الأيسر، فتصبح الدتًاجحة أو الدتباينة من    (Si)يسمى متغتَ الفرق ونرمز لو بــ 

متغتَات الفرق إلى دالة الذدف ولكن بدعاملات  ثم نضيف aij . xj  + Si = 0 ∑الشكل: 
 . ∑  0Sn +....... + 0S2 + 0S3  + 0S1 + cj xj +     :صفر، فتصبح 

 يكون على الشكل التالي:ننقل ىذه الدعطيات إلى جدول نسميو جدول الحل الابتدائي والذي  -

 الحل
  الدتغتَات الأساسية متغتَات الفرق

S1   S2  S3 ……….…….Sn x1   x2  x3 ……….…….xn متغتَات دالة الذدف 
0      0     0 ………………...0 -C1 –C2 –C3 ………….-Cn معاملات دالة الذدف 

b1 1      0     0   ………………0 a11    a12     a13  …………… a1n  متغتَات الحل
 Siالابتدائي 

b2 0        1     0 ……………….0 a21    a22     a23  …………… a2n 
… ……………………………. …………………….............. 
bm 0      0        0    …………….1 am1    am2     am3  ………… amn 

الحل الابتدائي ثم (، ثم نبدأ في حل النموذج بالبحث عن -1نضرب معاملات دالة الذدف في ) -
 الحل النهائي.

تساوي صفر، وفي ىذه الحالة كل   xiيعبر الحل الابتدائي عن حالة اللانشاط والتي تعتٍ أن قيم  -
 متغتَات دالة الذدف تساوي صفر وبالتالي فان دالة الذدف تساوي صفر.

وارد الدتاحة متغتَات الفرق في جدول الحل الابتدائي تساوي قيم الطرف الألؽن وىي كمية الد -
(bi) وىذا يعتٍ أن ،S1 = b1  ،S2 = b2 ، ................. Sm = bm . 

إذا كانت دالة الذدف تساوي صفر، وتكون معاملات متغتَات يكون الحل الابتدائي مقبولا  -
 .الفرق في القيود الفنية تشكل مصفوفة الوحدة )مصفوفة أحادية(

ننطلق  أوتأتي الآن مرحلة البحث عن الحل الأمثل حيث إذا كان الحل الابتدائي مقبولا فنعتمد عليو 
 :نتبع في ذلك الخطوات التالية مثل وحث عن حل أمنو في الب
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الحل، حيث أن معيار الإدخال ىو  نبدأ بإدخال الدتغتَات الأساسية واحدا تلو الآخر إلى قاعدة -
لذدف دالة تدنية فان الدعيار دالة الذدف دالة تعظيم، أما في حالة دالة ا قل قيمة سالبة في حالةأ

(10) كبر قيمة موجبة.ىو أ
 

عند إدخال أي متغتَ إلى قاعدة الحل لغب أن لؼرج متغتَ من متغتَات الحل الابتدائي، ولدعرفة  -
ن بتُ القيم ولطتار م (bi/aij)أي الدتغتَات الابتدائية لؼرج من قاعدة الحل نقوم بحساب النسبة 

(11) قل نسبة لا سلبية.الدتحصل عليها أ
 

من الدعلوم أن معاملات متغتَات الحل الابتدائي تكون مصفوفة الوحدة فيما بينها، وبالتالي عند  -
إخراج متغتَ من متغتَات الحل الابتدائي فلابد أن الدتغتَ الذي يدخل يأخذ قيم الدتغتَ الذي 

 فوفة أحادية مع باقي الدتغتَات في قاعدة الحل.لؼرج حيث يصبح يكون مص

نتوقف عن البحث عن حل امثل عندما تصبح كل معاملات دالة الذدف موجبة أو صفر في دالة  -
 الذدف دالة تعظيم، أو تصبح كلها سالبة أو صفر في حالة دالة الذدف دالة تدنية.

 طريقة السمبلكس.حل البرنامج الخطي الابتدائي التالي باستعمال   :11مثال

Max Z = 3x1 + 5x2 

   18 ≤ 3 x1   + 2 x2 

  4 ≤ x1    

  12 ≤ 2 x2 

xj  ≥ 0 
لضول صيغة النموذج إلى الصيغة القياسية )أي لضول الدتًاجحات إلى معادلات( وذلك بإضافة  أولا

 متغتَات الفرق إلى القيود الفنية، فيصبح البرنامج الخطي كما يلي:

Max Z = 3x1 + 5x2 + 0S1 +0S2 + 0S3 

   18+ S1 = 3 x1   + 2 x2 

  4 + S2 = x1    

  12+ S3 = 2 x2 

xj  ≥ 0 ,  Si  ≥ 0 
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 ىذه الصيغة في جدول يسمى جدول الحل الابتدائي ويكون على النحو التالي: الآننضع 

sol S3 S2 S1 x2 x1 Z 
0 0 0 0 -5 -3 Z 
18 0 0 1 2 3 S1 

4 0 1 0 0 1 S2 
12 1 0 0 2 0 S3 

( أما الدتغتَ الذي لؼرج من قاعدة الحل فهو -5قل قيمة سالبة )لأن معاملو أ  x2الدتغتَ الذي يدخل ىو -
(، من بتُ ىذه 2/12(، )0/4(، )2/18الدتغتَ الذي يقابل اقل نسبة لا سلبية أي من بتُ القيم التالية )

 .  x2 فيخرج من النموذج ويأخذ مكانو S3والتي تقابل الدتغتَ  6قل نسبة ىي القيم الثلاثة أ

 أولا، فنبدأ S3معاملات الدتغتَ نفسها   x2تصبح معاملات الدتغتَ  أنجل القيام بعملية التحويل لغب أمن -
 . 2نقوم بقسمتو على  S3بالسطر المحوري، وىو سطر الدتغتَ 

(، وذلك 5صفر وذلك بجمع ىذه القيمة مع معكوسها وىو ) إلى( -5لغب برويل ) الأولبالنسبة للسطر -
( في جدول المحاولة x2( وبصعها مع قيم السطر الرابع )سطر 5)بضرب قيم السطر المحوري الجديد كلها في 

 الأولى، ونفس الشيء بالنسبة لباقي الأسطر أي بنفس الطريقة فنتحصل على الجدول التالي:

sol S3 S2 S1 x2 x1 Z 
30 5/2 0 0 0 -3 Z 
6 -1 0 1 0 3 S1 

4 0 1 0 0 1 S2 
6 1/2 0 0 1 0 x2 

نكمل الآن برستُ الحل بناء على معاملات  30إلى  0بعد المحاولة الأولى نلاحظ أن دالة الذدف برسنت من 
قل قيمة سالبة لان معاملو في دالة الذدف أ  x1متغتَات دالة الذدف في الجدول الجديد، ندخل الآن الدتغتَ 

( ولصري العمليات اللازمة بنفس الطريقة 3/6لأنو يقابل أقل نسبة لا سلبية وىي ) S1(، ولطرج الدتغتَ -3)
 السابقة فنتحصل على الجدول التالي:
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sol S3 S2 S1 x2 x1 Z 
36 3/2 0 1 0 0 Z 
2 -1/3 0 1/3 0 1 x1 

2 1/3 1 -1/3 0 0 S2 
6 1/2 0 0 1 0 x2 

ن بصيع معاملات الدتغتَات في مثل وذلك لأد أننا وصلنا إلى حل أالسمبلكس ىذا لص في جدول 
 وعليو فان الحل الأمثل ىو:  Maxمعادلة )صف( دالة الذدف ىي غتَ سالبة لان دالة الذدف من نوع 

Max z = 36  ,  x1 = 2 ,  x2 = 6 

 : 12مثال

 حل البرنامج الخطي التالي باستعمال طريقة السمبلكس.

Max Z = 3000x1 + 2000x2 

   6 ≤ x1   + 2 x2 

   8 ≤ 2x1   +  x2 

    1 ≤ x1   -  x2 

    2 ≤ x2 

xj  ≥ 0 

لضول صيغة النموذج إلى الصيغة القياسية وذلك بإضافة متغتَات الفرق إلى القيود الفنية، فيصبح 
 البرنامج الخطي كما يلي:

Max Z = 3000x1 + 2000x2 + 0S1 +0S2 + 0S3+ 0S4 

   6 + S1 = x1   + 2 x2 

   8 + S2 = 2x1   +  x2 

   1 + S3 = x1   -  x2 

  2 + S4 = x2 

xj  ≥ 0 ,  Si  ≥ 0 
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 نضع الآن ىذه الصيغة في جدول يسمى جدول الحل الابتدائي ويكون على النحو التالي:

sol S4 S3 S2 S1 x2 x1 Z 
0 0 0 0 0 -2000 -3000 Z 
6 0 0 0 1 2 1 S1 

8 0 0 1 0 1 2 S2 
1 0 1 0 0 -1 1 S3 

2 1 0 0 0 1 0 S4 
دة الحل ( أما الدتغتَ الذي لؼرج من قاع-3000قل قيمة سالبة )لأن معاملو أ x1الدتغتَ الذي يدخل ىو -

مع الإشارة إلى (، 1/1(، )2/8(، )1/6قل نسبة لا سلبية أي من بتُ القيم التالية )فهو الدتغتَ الذي يقابل أ
 S3والتي تقابل الدتغتَ  1من بتُ ىذه القيم الثلاثة أقل نسبة ىي ( لا تأخذ بعتُ الاعتبار، و 0/2النسبة )أن 

 .x1 فيخرج من النموذج ويأخذ مكانو

 أولا، فنبدأ S3نفسها معاملات الدتغتَ   x1من أجل القيام بعملية التحويل لغب أن تصبح معاملات الدتغتَ -
 . 1نقوم بقسمتو على  S3بالسطر المحوري، وىو سطر الدتغتَ 

( إلى صفر وذلك بجمع ىذه القيمة مع معكوسها وىو -3000بالنسبة للسطر الأول لغب برويل )-
( وبصعها مع قيم السطر الرابع )سطر 3000(، وذلك بضرب قيم السطر المحوري الجديد كلها في )3000)

x1ونفس الشيء بالنسبة لباقي الأسطر أي بنفس الطريقة فنتحصل على الجدول ( في جدول المحاولة الأولى ،
 التالي:

sol S4 S3 S2 S1 x2 x1 Z 
3000 0 3000 0 0 -5000 0 Z 

5 0 -1 0 1 3 0 S1 

6 0 -2 1 0 3 0 S2 
1 0 1 0 0 -1 1 x1 

2 1 0 0 0 1 0 S4 
نكمل الآن برستُ الحل بناء على  3000إلى  0بعد المحاولة الأولى نلاحظ أن دالة الذدف برسنت من 

ن معاملو في دالة الذدف أقل قيمة لأ  x2معاملات متغتَات دالة الذدف في الجدول الجديد، ندخل الآن الدتغتَ 
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( ولصري العمليات اللازمة 3/5)لأنو يقابل أقل نسبة لا سلبية وىي  S1(، ولطرج الدتغتَ -5000سالبة )
 بنفس الطريقة السابقة فنتحصل على الجدول التالي:

sol S4 S3 S2 S1 x2 x1 Z 
34000/3 0 4000/3 0 5000/3 0 0 Z 

5/3 0 -1/3 0 1/3 1 0 x2   

1 0 -1 1 -1 0 0 S2 
8/3 0 2/3 0 1/3 0 1 x1 

1/3 1 1/3 0 -1/3 0 0 S4 
ن بصيع معاملات نهائي حيث لصد أننا وصلنا إلى حل أمثل وذلك لأالجدول يعتبر جدول حل ىذا  

 ن الحل الأمثل ىو: )صف( دالة الذدف ىي غتَ سالبة وعليو فإ الدتغتَات في معادلة

Max z = 34000/3  ,  x1 = 8/3 ,  x2 = 5/3 

 استخدام المتغيرات الاصطناعية في حل مسائل البرمجة الخطية -2-3

 أوحل النماذج من الشكل الذي تكون قيوده الفنية اقل من  إلىبعدما تطرقنا في الحالة السابقة 
 لحل مسائل البرلرة لخطية باستعمال طريقة السمبلكس للنماذج من الشكل: الآنتساوي سنتطرق 

(max &min) Z = ∑ cj xj                               

 bi  ≤ = ≥ ∑ aij . xj    

  xj  ≥ 0  

 (12)ومن أجل حل أي لظوذج من الشكل السابق نتبع الخطوات التالية:

ىذه النماذج تكون قيودىا الفنية من الشكل أكبر أو تساوي أو في شكل تساوي، ولتحويلها  -
كبر لأيسر في حالة متًاجحة من الشكل أإلى معادلات نقوم بطرح متغتَات الفرق من الطرف ا

 الفرق بدعامل صفر في حالة قيد فتٍ على شكل تساوي.أو تساوي ونضيف متغتَ 

القيود الفنية حيث ىي متغتَات ولعية تساعدنا  إلىذلك نضيف متغتَات اصطناعية  إلى بالإضافة -
فقط في تشكيل مصفوفة الوحدة من اجل حل البرنامج الخطي باستعمال طريقة السمبلكس، 

في حالة دالة الذدف دالة الذدف  إلى أيضايفها القيود الفنية نض إلىىذه الدتغتَات  إضافةوعند 
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أما في حالة دالة الذدف دالة تعظيم فنطرحها  Mبدعاملات كبتَة نرمز لذا بـــ  Minدالة تدنية 
 أيضا. Mمن دالة الذدف بدعاملات كبتَة 

املاتها في معفي ىذه الحالة تصبح متغتَات الحل الابتدائي ىي الدتغتَات الاصطناعية وتكون  -
 مصفوفة أحادية )مصفوفة الوحدة(. القيود الفنية تكون

حتى يكون الحل الابتدائي مقبول لغب أن تكون معاملات عناصره تكون مصفوفة وحدة،  -
 وكذلك لغب أن تكون دالة الذدف تساوي صفر.

في جدول الحل الابتدائي سنجدىا لا تساوي صفر بل  لكن عند البحث عن قيمة دالة الذدف -
(، وىذا ناتج عن وجود معاملات للمتغتَات الاصطناعية في دالة Mضاعفا لــ )تساوي عددا م

 الذدف.

التي برتوي  الأسطرفي ىذه الحالة لغب جعل دالة الذدف تساوي صفر وذلك بضرب معاملات  -
  إذا( ولصمعها مع قيم سطر دالة الذدف وذلك في حالة ما +Mعلى متغتَات اصطناعية في )

( فنقوم بضرب Maxكانت دالة الذدف من الشكل )  إذا(، أما Minكانت دالة الذدف )
( ولصمعها مع قيم سطر دالة -Mالتي برتوي على متغتَات اصطناعية في ) الأسطرمعاملات 

 الذدف فتصبح دالة الذدف تساوي صفر.

نفس الخطوات  بإتباعوذلك  الأمثلبعد جعل الحل الابتدائي مقبولا نقوم بالبحث عن الحل  -
الدتغتَ الذي يكون معاملو في دالة الذدف اقل قيمة سالبة في حالة دالة  إدخال أيالسابقة، 

كبر قيمة موجة ثم نقوم أ ندخل الدتغتَ الذي يكون معاملو في دالة الذدف أوالذدف دالة تعظيم، 
ولطتار من بتُ القيم الدتحصل عليها اقل  (bi/aij)قل نسبة لا سلبية أ الدتغتَ الذي يقابلو بإخراج

 كما فعلنا في السابق.  الأمثلنسبة لا سلبية، ونكمل الحل حتى نتحصل على جدول الحل 

 حل البرنامج الخطي الابتدائي التالي باستعمال طريقة السمبلكس. :11مثال

Max Z = 35000x1 + 20000x2 

   100000 ≤ 3000 x1   + 1250 x2 

  5 ≥ x1    

   25 ≤ 2 x2 

  10 ≥ 2 x2 

xj  ≥ 0 
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لضول صيغة النموذج إلى الصيغة القياسية )أي لضول الدتًاجحات إلى معادلات( وذلك بإضافة متغتَات  أولا
  والدتغتَات الاصطناعية إلى القيود الفنية والى دالة الذدف، فيصبح البرنامج الخطي كما يلي:  الفرق

Max Z = 35000x1 + 20000x2 + 0S1+ 0S2+ 0S3+ 0S4-MR2-MR4 

   100000 + S1 =  3000 x1   + 1250 x2 

  5- S2  + R2 = x1    

   25+ S3 = 2 x2 

  10- S4 + R4 = 2 x2 

xj  ≥ 0 
 نضع الآن ىذه الصيغة في جدول يسمى جدول الحل الابتدائي ويكون على النحو التالي:

sol R4 S3 R2 S1 S4 S2 x2 x1 Z 
0 0 0 0 0 +m +m -20000 

-m 
-35000 

-m 
Z 

100000 0 0 0 1 0 0 1250 3000 S1 

5 0 0 1 0 0 -1 0 1 R2 
25 0 1 0 0 0 0 0 1 S3 

10 1 0 0 0 -1 0 1 0 R4 
دة ( أما الدتغتَ الذي لؼرج من قاعm-35000-قل قيمة سالبة )لأن معاملو أ  x1الدتغتَ الذي يدخل ىو -

والتي  5قل نسبة ىي الثلاثة أ ، من بتُ ىذه القيم(1/5)قل نسبة لا سلبية أي الحل فهو الدتغتَ الذي يقابل أ
 .  x1 فيخرج من النموذج ويأخذ مكانو R2تقابل الدتغتَ 

 أولا، فنبدأ  R2معاملات الدتغتَ نفسها   x1من أجل القيام بعملية التحويل لغب أن تصبح معاملات الدتغتَ -
 . 1نقوم بقسمتو على  R2بالسطر المحوري، وىو سطر الدتغتَ 

إلى صفر وذلك بجمع ىذه القيمة مع معكوسها وىو  (m-35000-)بالنسبة للسطر الأول لغب برويل -
(+35000+m) وذلك بضرب قيم السطر المحوري الجديد كلها في ،(+35000+m)  وبصعها مع قيم

لطريقة ( في جدول المحاولة الأولى، ونفس الشيء بالنسبة لباقي الأسطر أي بنفس ا  x1السطر الرابع )سطر 
 فنتحصل على الجدول التالي:
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sol R4 S3 R2 S1 S4 S2 x2 x1 Z 
175000+5m 0 0 35000+m 0 +m -35000 -20000 

-m 
0 Z 

85000 0 0 -3000 1 0 3000 1250 0 S1 

5 0 0 1 0 0 -1 0 1 x1 
20 0 1 -1 0 0 1 0 1 S3 

10 1 0 0 0 -1 0 1 0 R4 
نكمل الآن برستُ الحل بناء على  175000إلى  0بعد المحاولة الأولى نلاحظ أن دالة الذدف برسنت من 

معاملات متغتَات دالة الذدف في الجدول الجديد، ولصري العمليات اللازمة بنفس الطريقة السابقة فنتحصل 
 على الجدول التالي:

sol R4 S3 R2 S1 S4 S2 x2 x1 Z 
375000+15m 20000+m 0 35000+m 0 -20000 -35000 0 0 Z 

72500 -1250 0 -3000 1 1250 3000 0 0 S1 

5 0 0 1 0 0 -1 0 1 x1 
20 0 1 -1 0 0 1 0 0 S3 

10 1 0 0 0 -1 0 1 0 x2 
نكمل الآن  375000إلى  175000نلاحظ أن دالة الذدف برسنت من  الثانيةبعد المحاولة  

برستُ الحل بناء على معاملات متغتَات دالة الذدف في الجدول الجديد، ولصري العمليات اللازمة بنفس 
 الطريقة السابقة فنتحصل على الجدول التالي:

sol R4 S3 R2 S1 S4 S2 x2 x1 Z 
1075000+15m 20000+m 35000 +m 0 -20000 0 0 0 Z 

12500 -1250 -3000 0 1 1250 0 0 0 S1 

25 0 1 0 0 0 0 0 1 x1 
20 0 1 -1 0 0 1 0 0 S2 

10 1 0 0 0 -1 0 1 0 x2 
نكمل الآن برستُ الحل  1075000إلى  375000نلاحظ أن دالة الذدف برسنت من  الثالثةبعد المحاولة 

بناء على معاملات متغتَات دالة الذدف في الجدول الجديد، ولصري العمليات اللازمة بنفس الطريقة السابقة 
 فنتحصل على الجدول التالي:
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sol R4 S3 R2 S1 S4 S2 x2 x1 Z 
1275000+15m +m -13000 +m 16 0 0 0 0 Z 

10 -1 -2.4 0 1/1250 1 0 0 0 S4 

25 0 1 0 0 0 0 0 1 x1 
20 0 1 -1 0 0 1 0 0 S2 

20 0 -2.4 0 1/1250 0 0 1 0 x2 
نكمل الآن برستُ  1535000إلى  1275000نلاحظ أن دالة الذدف برسنت من  الرابعةبعد المحاولة 

الحل بناء على معاملات متغتَات دالة الذدف في الجدول الجديد، ولصري العمليات اللازمة بنفس الطريقة 
 السابقة فنتحصل على الجدول التالي:

sol R4 S3 R2 S1 S4 S2 x2 x1 Z 
1535000+15m +m 0 -13000 

+m 

16 0 13000 0 0 Z 
58 -1 0 -2.4 1/1250 1 2.4 0 0 S4 

5 0 0 1 0 0 -1 0 1 x1 
20 0 1 -1 0 0 1 0 0 S3 

68 0 0 -2.4 1/1250 0 2.4 1 0 x2 
ن بصيع معاملات الدتغتَات في معادلة بلكس ىذا لصد أننا وصلنا إلى حل أمثل وذلك لأفي جدول السم

 ن الحل الأمثل ىو: وعليو فإ Max)صف( دالة الذدف ىي غتَ سالبة لان دالة الذدف من نوع 

Max z = 1535000  ,  x1 = 5 ,  x2 = 68 

 حل البرنامج الخطي الابتدائي التالي باستعمال طريقة السمبلكس.: 12مثال

Min Z = 925x1 + 2000x2 

   0.4 ≥ 0.04 x1   + 0.05 x2 

   0.6 ≥ 0.03 x1   + 0.03 x2 

xj  ≥ 0 
والدتغتَات الاصطناعية إلى القيود   متغتَات الفرقأولا لضول صيغة النموذج إلى الصيغة القياسية وذلك بإضافة 

  الفنية والى دالة الذدف، فيصبح البرنامج الخطي كما يلي:
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Min Z = 925x1 + 2000x2 + 0S1+ 0S2+MR1+MR2 

   40- S1   +R1=  4 x1   + 5 x2 

   60- S1+R2 =  3 x1   + 3 x2 

xj  ≥ 0 
 الحل الابتدائي ويكون على النحو التالي: نضع الآن ىذه الصيغة في جدول يسمى جدول

sol R4 R2 S2 S1 x2 x1 Z 
0 0 0 -m -m -2000 

+8m 
-925 

+7m 
Z 

40 0 1 0 -1 5 4 R1 
60 1 0 -1 0 3 3 R2 

( أما الدتغتَ الذي لؼرج من قاعدة 8m+2000-لأن معاملو أقل قيمة سالبة )  x1الدتغتَ الذي يدخل ىو -
 .x2 فيخرج ويأخذ مكانو R1(، والتي تقابل الدتغتَ 8يقابل أقل نسبة لا سلبية )الحل فهو الدتغتَ الذي 

، فنبدأ أولا  R1نفسها معاملات الدتغتَ   x2من أجل القيام بعملية التحويل لغب أن تصبح معاملات الدتغتَ -
 . 5نقوم بقسمتو على   R1بالسطر المحوري، وىو سطر الدتغتَ 

( إلى صفر وذلك بجمع ىذه القيمة مع معكوسها وىو 8m+2000-برويل )بالنسبة للسطر الأول لغب -
(+2000-8m) وذلك بضرب قيم السطر المحوري الجديد كلها في ،(+8-2000m)  وبصعها مع قيم

في جدول المحاولة الأولى، ونفس الشيء بالنسبة لباقي الأسطر أي بنفس الطريقة فنتحصل على  Zسطر 
 الجدول التالي:

sol R4 R2 S2 S1 x2 x1 Z 
16000 

-64m 
0 400 -

1.6m 

-m -400 

+0.6m 
0 675 

+0.6m 

Z 

8 0 0.2 0 -0.2 1 0.8 x2 
36 1 -0.6 -1 0.6 0 0.6 R2 

نكمل الآن برستُ الحل بناء  16000إلى  0بعد المحاولة الأولى نلاحظ أن دالة الذدف برسنت من 
على معاملات متغتَات دالة الذدف في الجدول الجديد، ولصري العمليات اللازمة بنفس الطريقة السابقة 

 فنتحصل على الجدول التالي:
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sol R4 R2 S2 S1 x2 x1 Z 
9250 0 231.2 -

1.75m 

-m -231.2 

+0.75m 
-843.7 

-0.75m 

0 Z 

10 0 0.25 0 -0.25 1.25 1 x1 
30 1 -0.75 -1 0.75 -0.75 0 R2 

بعد المحاولة الثانية نكمل الحل بناء على معاملات متغتَات دالة الذدف في الجدول الجديد، ولصري  
 العمليات اللازمة بنفس الطريقة السابقة فنتحصل على الجدول التالي:

sol R4 R2 S2 S1 x2 x1 Z 
18500 

-40m 
307.5 

–m 

-m -307.5 0 -1075 0 Z 

20 0.33 0 -0.33 0 1 1 x1 
40 1.33 -1 -1.33 1 -1 0 S1 

ن بصيع معاملات الدتغتَات في بلكس ىذا لصد أننا وصلنا إلى حل أمثل وذلك لأفي جدول السم
 الحل الأمثل ىو:  فإنوعليو   Minن دالة الذدف من نوع أو صفر لأمعادلة )صف( دالة الذدف ىي سالبة 

Min z = 18500  ,  x1 = 20 ,  x2 = 0 

 الحالات الخاصة في حل مسائل البرمجة الخطية -3

  كما يلي: عندما نكون بصدد حل مسائل البرلرة الخطية قد نصادف بض الحالات الخاصة

 حالة مجموعة خالية من الحلول -3-1

تظهر ىذه الحالة عندما تكون لرموعة من القيود الفنية ولكنها لا لؽكن أن تشكل منطقة حلول  
نو لا لؽكن برديد منطقة الحلول الدمكنة التي برقق بصيع القيود الفنية، أما في حالة حل أخرى أ وبعبارةلشكنة، 

ن ىذه الحالة لؽكن معرفتها واكتشافها عندما نصل إلى لخطية باستعمال طريقة السمبلكس فإمسالة البرلرة ا
 اصطناعي م  لؼرج من قاعدة الحل جدول الحل الأمثل لكن لصد من ضمن متغتَات الحل النهائي يوجد متغتَ

 ، ولؽكن توضيح ذلك بالدثال التالي: (13)وفي مثل ىذه الحالة نقول أن النموذج غتَ قابل للحل
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 مثال:

 حل البرنامج الخطي الابتدائي التالي باستعمال طريقة السمبلكس.  

Max Z = 5x1 + 3x2 

   5 ≤ x1   + x2 

  3 ≥ x1    

   3 ≥ x2 

xj  ≥ 0 
 جدول الحل الابتدائي:

sol R3 R2 S1 S3 S2 x2 x1 Z 
0 0 0 0 +m +m -3 -m -5 -m Z 
5 0 0 1 0 0 1 1 S1 

3 0 1 0 0 -1 0 1 R2 
3 1 0 0 -1 0 1 0 R3 

 جدول المحاولة الأولى:

sol R3 R2 S1 S3 S2 x2 x1 Z 
15+3m 0 5+m 0 +m -5 -3-m 0 Z 

2 0 -1 1 0 1 1 0 S1 

3 0 1 0 0 -1 0 1 x1 
3 1 0 0 -1 0 1 0 R3 

 :جدول المحاولة الثانية

sol R3 R2 S1 S3 S2 x2 x1 Z 
21+5m 0 2 3+m +m -2+m 0 0 Z 

2 0 -1 1 0 1 1 0 x2 

3 0 1 0 0 -1 0 1 x1 
1 1 1 -1 -1 -1 0 0 R4 

أو  موجبةن معاملات دالة الذدف كلها إما دول الذي لؽثل حلا امثلا نظرا لأنلاحظ أن ىذا الجدول ىو الج
صفر، لكن نلاحظ أنو من بتُ عناصر الحل الأمثل يوجد متغتَ اصطناعي وىذا يدل على أن ىذا النموذج 

 .z = Ø: نليو فإوعغتَ قابل للحل، 
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 حالة وجود حل أمثل غير محدود )لانهائي( -3-2

ىذه  ولكنعندما تكون لرموعة من القيود الفنية تشكل منطقة حلول لشكنة، بيانيا تظهر ىذه الحالة 
مفتوحة أي غتَ لزصورة وبالتالي كلما زدنا أو ضاعفنا في قيم الدتغتَات فان قيمة دالة الذدف سوف نطقة الد

تها ن ىذه الحالة لؽكن معرفلخطية باستعمال طريقة السمبلكس فإ، أما في حالة حل مسالة البرلرة اتزيد
نكون بصدد إخراج متغتَ من قاعدة الحل في إحدى جداول السمبلكس لكننا لا نستطيع واكتشافها عندما 

برديد ىذا الدتغتَ نظرا لان كل معاملات متغتَات الحل تكون إما كلها سالبة أو صفر وبالتالي فان ىذه الحالة 
 بالدثال التالي:، ولؽكن توضيح ذلك ىي حالة وجود حل امثل لانهائي أي غتَ لزدود

  مثال:
 حل البرنامج الخطي الابتدائي التالي باستعمال طريقة السمبلكس. 
 

 Min Z = -6x1 + 3x2+ x3 

   1 ≥  -x1   - x2+ x3 

  2 ≥ -x1+ x2 

xj  ≥ 0 
 

 جدول الحل الابتدائي:

sol R2 R1 S2 S1 x3 x2 x1 Z 
0 0 0 -m -m -1+m -3 6-2m Z 
1 0 1 0 -1 1 -1 -1 R1 

2 1 0 -1 0 0 1 -1 R2 
 جدول المحاولة الأولى:

sol R2 R1 S2 S1 x3 x2 x1 Z 
1-m 0 1-m -m -1 0 -4+m 5-m Z 

1 0 1 0 -1 1 -1 -1 x3 

2 1 0 -1 0 0 1 -1 R2 
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 :الثانيةجدول المحاولة      

sol R2 R1 S2 S1 x3 x2 x1 Z 
9+m 4+m 1-m -4 -1 0 0 1 Z 

3 1 1 -1 -1 1 0 -2 x3 

2 1 0 -1 0 0 1 -1 x2 
 :الثالثةجدول المحاولة     

sol R2 R1 S2 S1 x3 x2 x1 Z 
1-m 0 1-m +m -1 0 -4-m 5+m Z 

1 0 1 0 -1 1 -1 -1 x3 

2 1 0 -1 0 0 1 -1 R2 
لكننا لا نستطيع برديد الدتغتَ  x1  قاعدة الحل ىو الدتغتَ إلىالدتغتَ الذي يدخل  أنفي ىذا الجدول نلاحظ 

وىذا مؤشر على ، (-1( و)-1كلها سالبة ) R2  و  x3معاملات الدتغتَات  لؼرج من قاعدة الحل لانالذي 
 .∞ = Zأي  أن لذذا النموذج حل أمثل لكنو غتَ لزدود

 حالة وجود حلول متعددة -3-3

تظهر ىذه الحالة حينما تكون دالة الذدف موازية لقيد من قيود النموذج الخطي والذي يكون على شكل 
الحالة في جداول السمبلكس عندما نكون في جدول الحل النهائي ويكون من  مساواة، ولؽكن معرفة ىذه

ضمن الدتغتَات موجودة في دالة الذدف متغتَ معاملو صفر في دالة الذدف صفر وىو غتَ موجود ضمن 
لو  آخرعلى حل امثل الحل فنتحصل  وإكمالىذا الدتغتَ  إدخالمتغتَات الحل لنهائي، عند ىذه الحالة لؽكن 

 (14) نفس القيمة لدالة الذدف لكن قيم الدتغتَات لستلفة وتدعى ىذه الحالة حالة وجود حلول مثلى بديلة.

 حل البرنامج الخطي الابتدائي التالي باستعمال طريقة السمبلكس.  مثال: 
 Max Z = x1 - x2 

   9 ≤  -2x1   +3 x2 

    2 ≤ x1   - x2 

   8 ≤  x1   + x2 

xj  ≥ 0 
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 جدول الحل الابتدائي:

sol S3 S2 S1 x2 x1 Z 
0 0 0 0 1 -1 Z 
9 0 0 1 3 -2 S1 

2 0 1 0 -1 1 S2 

8 1 0 0 1 1 S3 
 جدول المحاولة الأولى:

sol S3 S2 S1 x2 x1 Z 
2 0 1 0 0 0 Z 
13 0 2 1 1 0 S1 

2 0 1 0 -1 1 x1 

6 1 -1 0 2 0 S2 

 الجدول حل نهائي حيث أن قيم الدتغتَات كما يلي:يعتبر ىذا          

x1 = 2  , x2 = 0   ,  Zmax = 2 

معاملو في دالة الذدف يساوي صفر وىو غتَ موجود في قاعدة الحل وىذا  x2الدتغتَ  أنلكن نلاحظ 
يعطينا نفس القيمة لدالة الذدف، لؽكن  أخرحل بديل  ىذه حالة خاصة وىي حالة وجود أنمؤشر على 

 فنتحصل على الجدول التالي: S2ونكمل الحل فنخرج الدتغتَ  x2الدتغتَ  بإدخالالحصول على ىذا الحل 

sol S3 S2 S1 x2 x1 Z 
2 0 1 0 0 0 Z 
10 -1/2 5/2 1 0 0 S1 

5 1/2 1/2 0 0 1 x1 

3 1/2 -1/2 0 1 0 x2 

 حل نهائي حيث أن قيم الدتغتَات كما يلي:أيضا جدول يعتبر ىذا الجدول 

x1 = 3  , x2 = 5   ,  Zmax = 2 
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 حالة عدم الانتظام -3-4

تظهر ىذه الحالة عندما يكون من ضمن القيود الفنية قيد فتٍ زائد عن الحاجة أي قيد فتٍ غتَ 
ضروري، أما في حالة حل مسالة البرلرة الخطية باستعمال طريقة السمبلكس فان ىذه الحالة لؽكن معرفتها 

 أن( ولصد bi/aijسلبية ) قل نسبة لالدتغتَ من قاعدة الحل بناءا على أا إخراجواكتشافها عندما نكون بصدد 
، وفي ىذه الحالة لغب أكثر أومن قيمة لذذه النسبة متساوية يعتٍ توجد قيمتتُ صغتَتتُ متساويتتُ  أكثرىناك 

الجدول الذي صادفنا فيو تلك  إلىعلينا بذريب كلا الدتغتَين فنخرج مرة احد الدتغتَين ونكمل الحل ثم نعود 
، إليهاالحلتُ من بتُ الحلول التي نتوصل  أحسنمل الحل، في النهاية لطتار ، ونكالآخرالحالة ولطرج الدتغتَ 

ولؽكن كبر قيمة، فنختار أ Maxكانت دالة الذدف   إذا أما Minكانت دالة الذدف   إذاقل قيمة فنختار أ
 توضيح ذلك بالدثال التالي:

 حل البرنامج الخطي الابتدائي التالي باستعمال طريقة السمبلكس.  مثال:

Max Z = 8x1 + 12x2+20x3 + 24x4 

   30 ≤ 2x1 + 6x2+4x3 + 8x4 

  10 ≤ 2x1 + 2x2+10x3 + 6x4 

xj  ≥ 0 

 جدول الحل الابتدائي:

sol S2 S1 x4 x3 x2 x1 Z 
0 0 0 -24 -20 -12 -8 Z 
30 0 1 8 4 6 2 S1 

10 1 0 6 10 2 2 x4 
 جدول المحاولة الأولى:

sol S2 S1 x4 x3 x2 x1 Z 
40 4 0 0 20 -4 0 Z 

50/3 -4/3 1 0 -28/3 10/3 -2/3 S1 

5/3 1/6 0 1 5/3 1/3 1/3 x4 
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ن القيم اللاسلبية الصغتَة الدقابلة وذلك لأ  x4أو  S1في ىذه المحاولة نلاحظ انو بإمكاننا إخراج الدتغتَ 
مؤشر على وجود حالة خاصة حد الدتغتَين، وىذا أ(، فهذا يعطينا الاختيار بتُ إخراج 5( و)5لذما متساوية )

 وىي حالة عدم الانتظام.

  x2لطرجو من قاعدة الحل وندخل الدتغتَ  S1في ىذه الحالة نقوم باختيار احد الدتغتَين وليكن مثلا 

ثم نواصل   x4 حتى نصل إلى الحل النهائي، ثم نعود إلى جدول المحاولة الأولى ولطرج الدتغتَ الآخر  ونكمل الحل
، في النهاية يصبح لدينا حلتُ لطتار من بتُ ىذين الحلتُ نتحصل على الحل الأمثل النهائيالحل حتى 

 .Max، ولطتار اكبر  قيمة في حالة دالة الذدف Minأحسنهما، فنختار أقل قيمة في حالة دالة الذدف 

 ونكمل الحل. S1 الدتغتَ أولاتنا ىذه لطتار لوفي حا

 :الثانيةجدول المحاولة 

sol S2 S1 x4 x3 x2 x1 Z 
50 12/5 6/5 0 24/5 0 -4/5 Z 
5 -2/5 3/10 0 -14/5 1 -1/5 x2 

8/5 3/10 -1/10 1 11/15 0 2/5 x4 
 :الثالثةجدول المحاولة 

sol S2 S1 x4 x3 x2 x1 Z 
60 3 1 2 188/30 0 0 Z 
7/3 -1/4 1/4 1/2 -73/30 1 0 x2 

40 15/20 -5/20 5/2 55/30 0 1 x1 
 الجدول أيضا جدول حل نهائي حيث أن قيم الدتغتَات كما يلي:يعتبر ىذا 

x1 = 40  , x2 = 7/3 , x3 = 0, x4 = 0   ,  Zmax = 60 

 ونكمل الحل .  x4ولطرج الدتغتَ  الأولىجدول المحاولة  إلى الآننعود 
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 جدول المحاولة الثانية:

sol S2 S1 x4 x3 x2 x1 Z 
60 6 0 12 40 0 4 Z 
0 -3 1 -10 -26 0 -4 S1 

5 1/2 0 3 5 1 1 x2 
 يعتبر ىذا الجدول أيضا جدول حل نهائي حيث أن قيم الدتغتَات كما يلي:

x1 = 0  , x2 = 5 , x3 = 0, x4 = 0   ,  Zmax = 60 

مثلا مساويا للحل الأمثل السابق، ولكن لغب علينا بذريب كلا الدتغتَين ففي بعض عطينا حلا أىذا ي
الحل النهائي للجدولتُ متساويا وبالتالي في ىذه الحالة سوف لطتار أحسن الحلتُ كما ذكرنا الحالات لا يكون 

 في السابق.

 الاقتصادي للنموذج الثنائيتحليل المسألة الثنائية و  -4

 مسألة الثنائية في البرمجة الخطية -4-1

أو النموذج الدرافق  الدقابلةلكل مسالة برلرة خطية ىناك مسالة مقابلة لذا نسميها الدسالة الثنائية أو  
Dual Problem  فإذا قمنا بحل مسالة البرلرة الخطية وكانت دالة الذدفMax  فإننا سنتوصل إلى الحل

  والعكس صحيح. Minالأمثل ذاتو في النموذج الدرافق لكن دالة الذدف للمسالة الثنائي تكون 

في لرالات لستلفة وتعتمد الدسالة الثنائية عند  ولقد برىنت العلاقات بتُ الدسالتتُ على أنها مفيدة جدا
(، نوع دالة الذدف -(، نوع إشارة الدتغتَات )+، ≤=  ≥صياغتها على نوع قيود مسالة البرلرة الخطية )

(Max,Min.) (15) 

 إن الدسالة الثنائية يتم الحصول عليها من الدسالة الأولية )الابتدائية( وفقا للقواعد التالية:

فتٍ في الدسالة الأولية )الابتدائية( يقابلو متغتَ ثنائي وبالتالي سوف يتكون لدينا عدد كل قيد   -
 من الدتغتَات الثنائية تناظر وتساوي نفس العدد من القيود الفنية في النموذج الابتدائي.

لتالي سوف لة الأولية )الابتدائية( يقابلو قيد فتٍ في النموذج الثنائي )الدرافق( وباكل متغتَ في الدسأ -
 لدينا عدد من القيود الفنية في النموذج الثنائي بنفس عدد الدتغتَات في النموذج الابتدائي.يتكون 
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معاملات الدتغتَات الثنائية في القيد الفتٍ الأول ىي عبارة عن معاملات الدتغتَ الأول في كل  -
الدتغتَات الثنائية في القيد الفتٍ الثاني ىي  القيود الفنية في البرنامج الابتدائي، وكذلك معاملات

 عبارة عن معاملات الدتغتَ الثاني في كل القيود الفنية في البرنامج الابتدائي وىكذا. 

تكون معاملات الدتغتَات في دالة ىدف الدسألة الأولية )النموذج الابتدائي أو الأصلي( ىي قيم  -
 ائية )النموذج الدرافق(. الطرف الألؽن للقيود الفنية في الدسالة الثن

تكون قيم الطرف الألؽن في القيود الفنية في الدسالة الأصلية )النموذج الابتدائي( عبارة عن  -
 معاملات الدتغتَات في دالة الذدف في النموذج الثنائي.

فان دالة الذدف في  Maxإذا كانت دالة الذدف في الدسالة الأولية )النموذج الابتدائي( من نوع  -
 والعكس صحيح.  Minوذج الثنائي أو الدرافق تكون من نوع النم

( في حالة لظوذج ابتدائي دالة ≤يساوي ) أوالقيود الفنية التي تكون في الشكل الابتدائي اقل   -
 أووتصبح اكبر  Minالذي يصبح من نوع في الشكل الثنائي  تعكس Maxىدفو من نوع 

 ( والعكس صحيح.≥تساوي )

أن بصيع القيود  النموذج الخطي الابتدائي إلى ثنائي لغب التحقق في البداية منقبل عملية برويل  -
قل أو تساوي وذلك إذا كانت دالة الذدف للبرنامج الخطي الابتدائي من الفنية على شكل أ

 والعكس صحيح. ،Maxالشكل 

ك إذا  كذلك لغب التحقق في البداية من أن بصيع القيود الفنية على شكل أكبر أو تساوي وذل -
  والعكس صحيح. ،Minكانت دالة الذدف للبرنامج الخطي الابتدائي من الشكل 

ىي نفسها  Zعندما لضصل على الحل الدثل في النموذج الابتدائي الأصلي يلزم أن تكون قيمة  -
 في النموذج الدرافق أو الثنائي إلا في الحالات الخاصة حيث سنأتي على ذكرىا لاحقا. Zقيمة 

لدينا قيد فتٍ على شكل مساواة في النموذج الابتدائي فانو يقابلو متغتَ في النموذج عندما يكون  -
الثنائي ولكنو غتَ مقيد بإشارة معينة، وىذا يعتٍ أن ىذا الدتغتَ قد يأخذ قيمة موجبة كما قد 

 يأخذ قيمة سالبة.

قيمة سالبة في  خذيأ أوقيمة موجبة  يأخذ) الدتغتَ الحر ( الذي قد  بإشارةالدتغتَ الغتَ مقيد  -
 يعتٍ انو يقابلو قيد فتٍ على شكل مساواة في النموذج الدرافق أو الثنائي.النموذج الابتدائي 

 لة ثنائية ىي عبارة عن الدسالة الأصلية )ابتدائية(.لة الثنائية لدسأالدسأ -
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 .  yiأما متغتَات النموذج الثنائي فتَمز لذا بـــ  xiعادة يرمز لدتغتَات النموذج الابتدائي بـــ  -

مثلا فإن ذلك  (5x1+3x2=12)إذا كان لدينا برنامج خطي لػتوي على قيد فتٍ من الشكل  -
 القيد الفتٍ لضولو إلى شكل لا مساواة فيصبح : 

5x1+3x2 ≤ 12 

5x1+3x2 ≥ 12 

 ولؽكن كتابتو كما يلي:

5x1+3x2 ≤ 12 

-5x1-3x2 ≤ -12 

نشكل برنالرو الثنائي، ولكن من اجل تشكيل البرنامج الثنائي سوف نفتًض الدتغتَات الثنائية ثم 
 أنمعينة، بدعتٌ لؽكن  بإشارةالدقابل للقيد الفتٍ على شكل مساواة غتَ مقيد    yi( ، حيث  yi , yi) التالية
 ، وقد يأخذ قيمة سالبة.قيمة موجبة  يأخذ

يعتٍ أن القيد الفتٍ الثالث في  فهذامثلا ( x3ي على متغتَ حر )إذا كان لدينا برنامج خطي لػتو  -
 النموذج الثنائي يكون على شكل مساواة.

 لشا سبق لؽكن أن نستنتج ما يلي:
(   تعبر أو Si,Riمعاملات متغتَات الحل الابتدائي الأصلي في جدول الحل الأمثل النهائي ) -

 النهائي الأمثل.تساوي قيمة متغتَات النموذج الثنائي في الحل 

تعبر أو تساوي قيمة  في جدول الحل الأمثل النهائي للنموذج الثنائيمعاملات متغتَات الحل  -
 متغتَات النموذج الابتدائي الأصلي في الحل النهائي الأمثل.

ن للمسالة الأخرى حل أيضا وتكون تتُ )الأصلية أو الثنائية( حل، فإإذا كان لإحدى الدسال -
 لة الذدف متساوية لكليهما.القيم الدثلى لدا

خالية(، فان  تساوي لرموعة Zإذا كان لإحدى الدسالتتُ )الأصلية أو الثنائية( حل غتَ لشكن )  -
 مثل لكنو غتَ لزدود )مالا نهاية من الحلول(.للمسالة الأخرى حل أ

الأخرى عبارة ة ثنائية( حلول مثلى متعددة، فإن الدسأللتتُ )الأصلية أو الإذا كان لإحدى الدسأ -
 عن حالة عدم الانتظام.
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لة الثنائية في البرلرة الخطية في الحصول على نتائج وبرليلات ذات طبيعة اقتصادية تساعدنا الدسأ -
 وسنتطرق إليها في العنصر القادم.

حل البرنامج الخطي باستعمال للبرنامج الخطي الابتدائي التالي، كون الشكل الثنائي  :11مثال 
 لكس ثم استنتج قيم متغتَات النموذج الثنائي من جدول الحل الأمثل للنموذج الأصلي.طريقة السمب

 Min Z = 6x1 +5 x2+6 x3 

   2 ≥  x1 + x2+ x3 

    6 ≥ 2x1 -2 x2+ x3 

   3 ≤  -x1 + x2+2 x3 

xj  ≥ 0 

كبر من أو ويل بصيع القيود الفنية إلى شكل أنقوم بتح تكوين النموذج الثنائيأولا من أجل  الحل:

( -1وبالتالي سوف نقوم بضرب طرفي القيد الفتٍ الثالث في ) ،Minن دالة الذدف من شكل تساوي لأ

 فيصبح النموذج كما يلي:

 Min Z = 6x1 +5 x2+6 x3 

   2 ≥  x1 + x2+ x3 

    6 ≥ 2x1 -2 x2+ x3 

   -3 ≥  x1 - x2- 2 x3 

xj  ≥ 0 
 اعتمادا على القواعد السابقة فيصبح كما يلي:الآن لؽكننا برويل النموذج إلى ثنائي 

 
Max Z = 2y1 +6 y2-3 y3 

   6 ≤  y1 + 2y2+ y3 

    5 ≤ y1 -2 y2- y3 

   6 ≤  y1 +y2- 2 y3 

yi  ≥ 0 
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 بعد حل النموذج الابتدائي باستعمال طريقة السمبلكس سوف نتحصل على الحل الأمثل النهائي التالي:
sol S3 R2 R1 S2 S1 x2 x2 x1 Z 

18-8m 0 3-m -m -3 0 -3 -8 0 Z 
3 0 1/2 0 -1/2 0 1/2 -1/2 1 x1 

1 0 1/2 -1 -1/2 1 -1/2 -3/2 0 S1 
6 1 1/2 0 -1/2 0 5/2 1/2 0 S3 

 يعتبر ىذا الجدول جدول حل نهائي حيث أن قيم الدتغتَات كما يلي:

x1 = 3  , x2 = 0 , x3 = 0   ,  Zmin = 18 

النهائي السابق لؽكن أن نستنتج قيم متغتَات النموذج الثنائي وىي مضللة ومبينة في الجدول ومن جدول الحل 
 وىي كالتالي:

y1 = 0  , y2 = 3 , y3 = 0   ,  Zmax = 18 

 :12مثال 
 :كون الشكل الثنائي للبرنامج الخطي الابتدائي التالي -

Min Z = 2x1 - 3x2 - 2 x3+  x4 

   2 ≤ -2x1 +4x2 + x3-  x4 

     5 = x1 - 2x2 +3 x3- 4x4 

  1 ≥ 3x1 - 5x2 - 3 x3 

x3 حر , x1 حر, x2 ≥ 0, x4 ≥ 0 

 الحل:

 ،Minنقوم بتحويل القيد الفتٍ الأول إلى شكل أكبر من أو تساوي لأن دالة الذدف من شكل 
 ( فيصبح النموذج كما يلي:-1وبالتالي سوف نقوم بضرب طرفي القيد الفتٍ في )

Min Z = 2x1 - 3x2 - 2 x3+  x4 

  -2 ≥ 2x1 -4x2 - x3+  x4 

     5 = x1 - 2x2 +3 x3- 4x4 

  1 ≥ 3x1 - 5x2 - 3 x3 

x3 حر , x1 حر, x2 ≥ 0, x4 ≥ 0 
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 الآن لؽكننا برويل النموذج إلى ثنائي اعتمادا على القواعد السابقة فيصبح كما يلي:
Max Z = -2y1 +5 y2+ y3 

   2 =  2y1 + y2+ 3y3 

    -3 ≤ -4y1 -2 y2-5 y3 

     -2 = -y1 +3 y2-3 y3 

     1 ≤ y1 -4 y2 

y2 حر, y1 ≥ 0, y3 ≥ 0 

 
 التفسير الاقتصادي للنموذج الثنائي -4-2

بسثل درجة تأثتَ الدوارد على قيمة دالة الذدف، حيث أن الدتغتَات الثنائية  yiالنموذج الثنائي  متغتَات 
بسكننا من معرفة التأثتَ النسبي للموارد الدستعملة على القيمة الدثلى لدالة الذدف، أي بكم ستتغتَ قيمة دالة 

، ولتوضيح ذلك نأخذ الدثال bi (17)الذدف نتيجة للتغتَ بدقدار وحدة واحدة في الدوارد الدتاحة والتي نرمز لذا بـــ 
 التالي.

 لدينا البرنامج الخطي التالي الذي يعبر عن نشاط مؤسسة ما وىو كما يلي:

Max Z = x1 + 3x2+3x3  

     b1 =2000   2000 ≤ 5x1 + 10x2+6x3  

         b2 =2000    2000 ≤ 4x1 + 5x2+8x3  

xj  ≥ 0 
 الحل الأمثل لذذا البرنامج الخطي يكون كالتالي: جدول

sol S2 S1 x3 x2 x1 Z 
840 0.24 0.18 0 0 21.5/25 Z 
80 -3/25 4/25 0 1 8/25 x2 

200 1/5 -1/10 1 0 3/10 x3 
 x1 = 0  , x2 = 80 , x3 = 200   ,  Zmax = 840 حيث أن قيم الدتغتَات كما يلي:

 فما ىو مقدار التأثتَ،         إذن  2000بدل  مثلا وحدة 2100 أصبح b1 إنبافتًاض  الآن
 . Zعلى قيمة دالة الذدف 

 لؽكن حل البرنامج الخطي التالي:



 الخطية البرمجة                                                                  :الأول الفصل
 

38 

 

 Max Z = x1 + 3x2+3x3  

       2111≤ 5x1 + 10x2+6x3  

          2111≤ 4x1 + 5x2+8x3  

xj  ≥ 0 

 الحل الأمثل لذذا البرنامج الخطي يكون كما يلي: جدول

sol S2 S1 x3 x2 x1 Z 
858 0.24 0.18 0 0 43/50 Z 
96 -3/25 4/25 0 1 8/25 x2 

190 8/40 1/10 1 0 3/8 x3 
 x1 = 0  , x2 = 96 , x3 = 190   ,  Zmax = 858 حيث أن قيم الدتغتَات كما يلي:

الدتغتَ  y1 في    أي   b1كان لؽكن إلغاد قيمة الزيادة في دالة الذدف بدجرد ضرب مقدار الزيادة في 
 الأول للنموذج الثنائي فتصبح :

 . y1)Zmax = 840 +(     

   . 0.18)Zmax = 840 +(100  

Zmax = 858 

إن العلاقة بتُ درجة تغتَ كمية الدوارد ودالة الذدف ليست دائما صحيحة بل ىي لزدودة، بدعتٌ ىناك  
بحيث تبقى العلاقة صحيحة، لكن خارج ىذا المجال فإن قيم متغتَات النموذج الثنائي  biلرال تتغتَ فيو قيم 

عن ذلك  biلا تبقى مستقرة )أي تتغتَ( وبالتالي فإن ىذه العلاقة لا تصبح صحيحة عندما بزرج قيم 
 لة ولؽكن البحث فيها في مصادر أخرى. ليس ىذا موطن البحث في ىذه الدسأ ، لكن(18)المجال
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 تمارين -5

 :11التمرين 

تقوم إحدى شركات الصناعات الغذائية بإنتاج نوعتُ من قارورات الدشروبات الغازية، النوع الأول 
وحدة نقدية على التوالي، وببرنامج عمل  50و  45ذوق برتقال والنوع الثاني ذوق تفاح بهامش ربح قدره 

وحدة بالنسبة للنوع الثاني كحد أدنى من ألف  130ألف وحدة بالنسبة للنوع الأول و  100يقدر بــ 
 وحدات. 6الإنتاج، إن النوعتُ من الدشروبات الغازية تعبأ في صناديق لػتوى كل صندوق منها على 

يتطلب كل نوع من الدنتجتُ زمنا معينا في عملية الإنتاج التي بسر بثلاث مراحل، الدعالجة والتعبئة 
ساعات في  0.4ساعات عمل في مرحلة الدعالجة،  0.3لأول إلى والتغليف، فيحتاج كل صندوق من النوع ا

ساعات  0.45ساعة في مرحلة التغليف، ولػتاج كل صندوق من النوع الثاني إلى  0.15مرحلة التعبئة و 
 ، والدطلوب تكوينساعة في مرحلة التغليف 0.25ساعات في مرحلة التعبئة و  0.9عمل في مرحلة الدعالجة، 

 الخاص بنشاط ىذه الشركة الذي يسمح لذا بتعظيم ىامش الربح.البرنامج الخطي 

 :12التمرين 

، من أجل إنتاج ىذه A3و  A1  ،A2تقوم شركة معينة بإنتاج ثلاث أنواع من منتجات التأثيث الدنزلي 
 ون 90الدنتجات الثلاث تستعمل الدؤسسة نوعتُ من الدواد الخشب والزجاج، أسعار بيع الدنتجات الثلاثة ىي 

، كيفية استهلاك A3ون للوحدة بالنسبة لـ  11و A2ون للوحدة بالنسبة لـ  A1 ،14.5للوحدة بالنسبة لـ 
 ىذين الدادتتُ من اجل إنتاج الدنتجات الثلاث والكميات الدتاحة منها في اليوم معطاة في الجدول التالي:

الكميات الدتاحة  كميات الدستهلكة لإنتاج وحدة واحدة 
 من الدواد 

A1 A2 A3 

 150 0.025 0.05 0.25 الخشب

 1600 0.4 0.5 2 الزجاج

  10 12 80 تكلفة إنتاج الوحدة الواحدة )ون(

 كون البرنامج الخطي الخاص بنشاط ىذه الشركة الذي يسمح لذا بتعظيم أرباحها.
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 :13التمرين 

تهدف ىذه الشركة إلى الحصول تقوم وكالة إعلان بالتًويج لدنظف جديد لصالح الشركة الدنتجة لو، و 
، دولار 100000على أعلى نسبة عرض إعلامي للمنتج الجديد في حدود الديزانية الإعلامية الدتاحة لذا وىي 

ومن أجل الحصول على أقصى مردود ترولغي برتاج الوكالة أن تقرر كم من ىذه الديزانية لغب أن تنفق على كل 
دولار، و إعلان   3000يونية خلال ساعات الدساء وتكلف اللقطة من جهازي التًويج و لعا، لقطات تلفز 

 دولار. 1250كبتَ في صحيفة الددينة ويكلف 

مشاىد لكل إعلان  35000إن النسبة الدتوقعة من العرض قياسا على الدعدلات الصناعية تبلغ 
الة يعرف بخبرتو انو إن مدير الوك ،قارئ لكل إعلان ينشر في الصحيفة 20000بذاري في جهاز التلفزيون و 

 5قرر الددير أن الدطلوب ىو ، كبر شرلػة من الدستهلكتُأإلى  من الدهم استخدام أداتي التًويج معاً للتوصل
لقطة لغب طلبها، وبالنسبة لإعلانات الصحف لا  25لقطات تلفزيونية على الأقل وبحد أقصى لا يزيد على 

البرنامج الخطي الخاص بهذه الدسألة، ثم حل ىذا  وب تكوين، الدطلإعلانات لغب التعاقد عليها 10يقل عن 
 .باستعمال طريقة السمبلكس البرنامج الخطي

 :14التمرين

 ، ثم حلو باستعمال طريقة السمبلكس.الطريقة البيانيةحل البرنامج الابتدائي التالي باستعمال 

Max Z = 5 x1 + 2 x2  

x1 + x2 ≥  1 

- 2 x1 +  x2 ≤ 2 

x1 +  x2 ≤ 4 

0 ≤ x1 ≤ 3 

x2  ≥ 0 
 

 :15التمرين 

 ، ثم كون الشكل الثنائي للبرنامج الأصلي وحلو.تالي باستعمال الطريقة البيانيةحل البرنامج الابتدائي ال
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Min Z = 15 x1 + 5 x2  
    4 ≥ x1 +  x2  

    6 ≥ 3 x1 +  x2  

  10 ≥ 2 x1 + 5x2   

xj  ≥ 0 

  :16التمرين 

 . simplexحل البرنامج الخطي الابتدائي التالي باستعمال طريقة السمبلكس 

Min Z = 4x1 + x2 + 4 x3 
   1 ≥ - x1 -  x2 + x3 

  2 ≥ 2 x1 +  x2  - 4 x3 

xj  ≥ 0 

، ثم كون الشكل  simplexحل البرنامج الخطي الابتدائي التالي باستعمال طريقة السمبلكس  :17التمرين 
 واستنتج قيم متغتَات النموذج الثنائي من جدول الحل الأمثل للنموذج الأصلي.الثنائي 

أي ، استنتج ذلك 4إلى  3من  الأولما ىو مقدار التأثتَ على دالة الذدف في حالة ما إذا ارتفعت قيمة الدورد 
 بدون إعادة الحل بطريقة السمبلكس. قيمة دالة الذدف الجديدة 

Max Z =   x1 +  x2  

 x1 - x2 ≤ 3 

x1 +  x2 ≥  5 

2 x1 - 3  x2 ≤ 6 

x2 ≤ 6 

xj ≥ 0 
  :18التمرين 

 كون الشكل الثنائي للبرنامج الخطي الابتدائي التالي:
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Min Z = 4x1 - x2 + 6 x3 

   -1 ≤ - x1 -  x2 + 3 x3 

     1 ≥ - x1 -  x2 + 8 x3 

  4 = 2 x1 +  x2  - 4 x3 

       2 ≥ 2 x1   - 4 x3 

xj  ≥ 0 
  :19التمرين 

 وحلو باستعمال طريقة السمبلكس ثم استنتج قيم متغتَات كون الشكل الثنائي للبرنامج الخطي الابتدائي التالي
 النموذج الابتدائي من جدول الحل الأمثل للنموذج الدرافق )الثنائي(.

Max Z = 15000 x1 + 10000 x2  

x1 + 2 x2 ≤ 6 

2 x1 +  x2 ≤ 8 

x1 -  x2 ≤ 1 

x1 ≤ 2 

xj  ≥ 0 
 : 11التمرين 

أودعت إحدى شركات نقل الدسافرين طلبية لدى شركة متخصصة في الصناعات الديكانيكية الثقيلة 
للحصول على أربعة أنواع من الحافلات، الجدول التالي يبتُ أنواع الحافلات وعدد الركاب الذي تستطيع نقلو  

 كل حافلة وبشن شراء الحافلة الواحدة.

 T254 T440 U251 UN22 الحافلاتأنواع 

 70 60 50 30 عدد الدقاعد في الحافلة

 15000 7200 5400 4000 )دولار( بشن الحافلة

حافلة من النوع  30و  T254حافلة من النوع   25إمكانيات التسليم للشركة الدصنعة لا تتعدى 
T440  حافلة من النوع  45وU251 أما النوع الرابع من الحافلات ،UN22  فلأن الطلب عليو قليل
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الإمكانيات الدالية لشركة على توفتَ ىذا النوع غتَ لزدودة،  ولدى الشركة لسزون كبتَ منو فان قدرة الشركة
البرنامج الخطي الخاص  دولار، الدطلوب تكوين 841000الحافلات لا تتعدى النقل الدخصصة لشراء ىذه 

حل البرنامج الخطي مح لذا بتعظيم قدرات النقل لديها، ثم والتي تسبعملية الشراء التي تقوم بها شركة النقل 
 .باستعمال طريقة السمبلكس

 :11التمرين 

تقوم شركة تعدين باستغلال ثلاثة مناجم في إحدى الددن، حيث تقوم بفصل الدعدن الدستخرج من  
شغيل الدنجم الأول كل منجم إلى نوعتُ )معدن خام عالي الجودة ومعدن خام قليل الجودة( ، تكلفة ت

Farfos  ألف دولار في اليوم، وتكلفة تشغيل الدنجم الثاني  20ىي Inof  ألف دولار في اليوم،  22ىي
ألف دولار في اليوم، الطاقة الإنتاجية للمناجم الثلاثة في اليوم مبينة في  18فهي  Inasilأما الدنجم الثالث 

 الجدول التالي:

 معدن خام قليل الجودة طن/يوم طن/يوممعدن خام عالي الجودة  الدنجم

Farfos 4 4 

Inof 6 4 

Inasil 1 6 

طن من الدعدن الخام  65طن من الدعدن الخام العالي الجودة و  54وقد التزمت الشركة بتسليم ما لا يقل عن 
و بطول اليوم أالقليل الجودة في نهاية كل أسبوع، كما أن للشركة تعاقدات مع العمال تضمن لذا تواجد العمال 

ن البرنامج الخطي الخاص بنشاط ىذه الشركة الذي يسمح لذا يكو ، الدطلوب تجزء من اليوم أثناء فتح الدنجم
 بتحديد عدد الأيام التي لغب أن يعملها كل منجم خلال الأسبوع للوفاء بالتزامات الشركة بأقل تكلفة لشكنة؟

 :12التمرين 

القيود الفنية التالية، أوجد باستعمال الطريقة البيانية قيمة  التي تلبي   x2 و   x1من بتُ قيم الدتغتَين 
Z   التي يكون عندىا الفرق بتُ الدتغتَ الثاني والأول   x2 -  x1 .أعظميا 
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2 x1 + x2 ≥  2 
x1 + 3 x2 ≥  3 

- x1 +  x2 ≤ 1 

3 x1 -  x2 ≤ 6 

x1 +  x2 ≤ 5 

xj ≥ 0 

 .في حالة ما إذا أصبح القيد الفتٍ الرابع على شكل مساواة حدد منطقة الحلول الدمكنة -

 .في ىذه الحالة  Zقيمة  ما ىيو   -

 :13التمرين 

 كون الشكل الثنائي للبرنامج الخطي الابتدائي التالي:

Min Z = 4x1 - x2 + 6 x3 

   -1 ≤ - x1 -  x2 + 3 x3 

     1 ≥ - x1 -  x2 + 8 x3 

  4 = 2 x1 +  x2  - 4 x3 

       2 ≥ 2 x1   - 4 x3 

x3 حر , x1 ≥ 0 , x2 ≥ 0 

 :14التمرين 

تقوم إحدى الورشات الدتخصصة في إنتاج الأثاثات الدعدنية بإنتاج نوعتُ من الدناضد، )مناضد مربعة 
ذات ستة مقاعد ومناضد مستديرة ذات أربعة مقاعد(، وتستعمل في ىذه الورشة ثلاث آلات، آلة للتقطيع، 

والآلة الثالثة للطلاء، مع العلم أن كل منضدة من كلا النوعتُ بسر في عملية الإنتاج بالآلات آلة للتجميع 
 الثلاثة، إن الشروط الفنية لاستعمال الآلات الثلاثة وطاقة كل منها مبينة كما يلي:

منضدة من  200: تستطيع آلة التقطيع أن تقوم إما بتجهيز القطع اللازمة لإنتاج آلة التقطيع -
منضدة من النوع الثاني فقط،  300النوع الأول فقط، أو أن تقوم بتجهيز القطع اللازمة لإنتاج 

 أو أي تركيبة )خلطة( منهما في اليوم.
منضدة من النوع الأول فقط، أو أن تقوم  250: فتستطيع أن تقوم إما بتجميع آلة التجميع أما -

 بة )خلطة( منهما في اليوم.منضدة من النوع الثاني فقط، أو أي تركي 310بتجميع 
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منضدة من النوع الأول فقط، أو أن  450: فتستطيع أن تقوم إما بطلاء آلة الطلاءفي حتُ أن  -
، الدطلوب أي تركيبة )خلطة( منهما في اليوممنضدة من النوع الثاني فقط، أو  400تقوم بطلاء 

عظيم كمية الإنتاج من البرنامج الخطي الخاص بنشاط ىذه الورشة الذي يسمح لذا بتتكوين 
 النوعتُ.

 :15التمرين 

 لدينا البرنامج الخطي الابتدائي التالي:

Z = 10x1 + 20x2 
   9000≤ 0.2x1  + 0.1x2 

  6000≥ 0.3x1  +0.1 x2 

  18000 ≥ 0.3x1  + 0.6x2 

  14000 ≤ 0.2x1  + 0.2x2 

xj  ≥ 0 

 

 لدالة الذدف.أوجد باستعمال الطريقة البيانية القيمة الدنيا -

نفتًض أن القيد الفتٍ الرابع أصبح على شكل مساواة ) = ( أوجد القيمة العظمى لدالة الذدف في ىذه -
 .الحالة

 :16التمرين 

تقوم شركة متخصصة في صناعة مواد التجميل بإنتاج نوعتُ من العطور، النوع الأول عطور للرجال 
تباع في السوق الداخلية وتباع أيضا في السوق الخارجية، يبلغ  والنوع الثاني عطور للنساء، إن منتجات الشركة

ون على التوالي، كما تبلغ  1120ون،  780سعر البيع للوحدة الواحدة في السوق الداخلية من كل نوع 
 ون على التوالي كذلك. 62ون،  48تكلفة إنتاج الوحدة الواحدة من كل منهما 

وحدة  220000وحدة من النوع الأول، و  108000يقل عن  تلقت الشركة عرضا خارجيا لتوريد ما لا
 من النوع الثاني على الأكثر في الشهر.



 الخطية البرمجة                                                                  :الأول الفصل
 

46 

 

بطبيعة الحال بزتلف أسعار البيع بالنسبة للمنتجات التي يتم تصديرىا إلى الخارج، حيث تبيع الشركة النوع 
ون  1180الخارجية أيضا بــ  ون للوحدة و تبيع النوع الثاني في السوق 880الأول في السوق الخارجية بــ 

 للوحدة.

وحدة من النوع الأول، كما لا  375000أما بالنسبة للسوق الداخلية فلا لؽكن أن تبيع الشركة أكثر من 
 وحدة من النوع الثاني في الشهر. 290000لؽكن أيضا أن تبيع أكثر من 

 في الشهر بالنسبة للنوعتُ معا. وحدة مليون 4.8إن الطاقة الإنتاجية للشركة لا لؽكن لذا أن تتعدى إنتاج 

 كون البرنامج الخطي الخاص بنشاط ىذه الشركة الذي يسمح لذا بتعظيم أرباحها.الدطلوب:  

 :17التمرين 

 حل البرنامج الخطي الابتدائي التالي باستعمال طريقة السمبلكس ثم استنتج قيم متغتَات البرنامج الثنائي:

Max Z = 3000 x1 + 2000 x2  

x1 + 2 x2 ≤ 6 

2 x1 +  x2 ≤ 8 

x1 -  x2 ≤ 1 

x1 ≤ 2 

xj  ≥ 0 
 

 :  18التمرين 

 :كون الشكل الثنائي للبرنامج الخطي الابتدائي التالي

Min Z = 2x1 - 3 x2 -2 x3 + x4 

   2 ≤   -2x1 +4 x2 + x3 - x4 

     5 =   x1 - 2 x2 + 3 x3 – 4 x4 

  1 ≥ 3 x1 -5  x2  -  x3 

x1 , x3 غير مقيدين بإشارة , x4 ≥ 0 , x2 ≥ 0 
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   :19التمرين 

مصنع متخصص في إنتاج الغذاء في صنع خلطة غذائية تتكون من ثلاثة مكونات، الدكون  يرغب 
 6الدكون الثاني ينتج  ون للكلغ، 25وحدات بروتتُ ويكلف  3وحدات كربوىيدرات و 4الأول ينتج 

وحدات كربوىيدرات  9ون للكلغ، الدكون الثالث ينتج  32ويكلف وحدات كربوىيدرات و وحدتتُ بروتتُ 
وحدة كربوىيدرات  60ون للكلغ، الخلطة لغب أن برتوي على الأقل على  55وحدات بروتتُ ويكلف  5و
وط الخلطة وحدة من البروتتُ، الدطلوب تكوين البرنامج الخطي الذي يسمح لصاحب الدصنع بتلبية شر  45و

 كنة، ثم حل ىذا البرنامج الخطي باستعمال طريقة السمبلكس.بأقل تكلفة كلية لش

 كون الشكل الثنائي للبرنامج الخطي الابتدائي التالي:  :21التمرين 

Min Z = x1 + 11 x2 - 5 x3 

   - 4 = - x1 + 7  x2 + 7 x3 

     1 ≥ - x1 -  x2 + 7 x3 

  - 9 = - 2 x1 -  x2  + 7 x3 
       2 ≤ x1 - 8 x2   - 4 x3 

x2 حر , x1 ≥ 0 , x3 ≥ 0 

 :21التمرين 

صفحة، وليس لدار النشر متسع من الوقت، ويتوفر  600دار نشر تعتزم طباعة لسطوط يتكون من  
المحرر الثاني فيتوفر على  أماأيام فقط  10لديو من الوقت  الأوللديها لزرري نسخ )كاتبتُ(، المحرر )الكاتب( 

المحرر الثاني فلديو  أماصفحة من الدخطوطة يوميا  100القدرة على معالجة وكتابة  الأولرر المحيوم، لدى  12
كاتب حيث   أوصفحة يوميا، لدى دار النشر مؤشر لقياس كفاءة كل لزرر  150القدرة على معالجة وكتابة 

)الذي  10 لىإ( الأسوأ)حيث يعتبر  1لمحرري النسخ على مقياس من  الإبصاليةيقيس ىذا الدؤشر الكفاءة 
من  6تقدير كفاءة المحرر الثاني فهو  أما، 10من  8ىو  الأولجيد(، إن تقدير كفاءة المحرر  أويعتبر أفضل 

المحرر الثاني  أماون على كل صفحة لسطوطة،  3تقدر ب  أجرةيطلب  الأولالمحرر  أن إلى ، بالإضافة10
 ون. 4500لتحرير ونسخ الدخطوطة مقدارىا ، لدى دار النشر ميزانية لسصصة ون على كل صفحة 2فيطلب 

 ثم حلو. كون البرنامج الخطي الذي يلبي شروط نسخ وبررير ىذه الدخطوطة بأعلى كفاءة لشكنة:المطلوب



 الخطية البرمجة                                                                  :الأول الفصل
 

48 

 

 :22التمرين 

مؤسسة متخصصة تقوم بتًكيب نوعتُ من الكمبيوتر، عملية التجميع تتطلب ثلاث مراحل، الجدول  
 لعملية التجميع بالنسبة لكل نوع في كل مرحلة.التالي يبتُ الزمن اللازم 

 Bالنوع الثاني  Aالنوع الأول  الدرحلة

 الزمن اللازم لتجميع وحدة واحدة
 )دقيقة(

 الزمن اللازم لتجميع وحدة واحدة
 )دقيقة(

 4.5 6 الأولى
 3.5 5 الثانية
 5.5 4.5 الثالثة

ساعة في اليوم على التوالي، علما أن  10ساعة و 8ساعة،  8الطاقة الدتاحة في كل مرحلة قدرت بـــ  
 .Bوحدة من النوع  30وما لا يقل عن  Aوحدة من النوع  50الدؤسسة ملزمة بتسويق ما لا يقل عن 

طاقة العاطلة )عدد الدطلوب : تكوين البرنامج الخطي الخاص بنشاط ىذه الدؤسسة الذي يسمح لذا بتدنية ال
 الساعات غتَ الدستغلة( إلى أدنى حد لشكن.
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 تمهيد:

الدتعلقة بمنشات الأعمال بشكل يلعب النقل دورا ىاما في الاقتصاد بشكل عام وفي اتخاذ القرارات 
الجوىرية في لظو وضمان بقاء واستمرار حركة الاقتصاد ومنشآت  الأمورتوفر النقل يعتبر من  أنحيث خاص 
 إلىالبضائع والسلع من الدنتجتُ  إيصالحد العناصر الدهمة والرئيسية في أ، ويعتبر النقل كذلك الأعمال

أخرى، ولقد بدأت  إلى إنتاجيةمن مرحلة  أو أخرى إلىالدنتجات الدصنعة من ورشة  تحويلالدستهلكتُ، وفي 
النقل تأخذ ألعيتها من خلال ما تحتلو تكاليف النقل من ألعية نسبية مقارنة بمجموع تكاليف التصنيع مشكلة 

والإنتاج وغتَىا، من ىذا الدنطلق تسعى الدؤسسات الدختلفة إلى استخدام الطرق والأساليب الحديثة من أجل 
 تخفيض تكاليف النقل إلى أدنى مستوى لشكن.

 مدخل إلى مسألة النقل -1

حيث كباقي أساليب  في الطرق والأساليب الكميةلرالات التطبيق الذامة  ىحدإلة النقل أمستعتبر 
تعيتُ طريقة  أوتتضمن مواقف تخصيص الدوارد، فمشكلة النقل تتعلق بقرار تخصيص تقنيات بحوث العمليات و 

)العرض(، الإمداد  أولتوريد مثلى للانتقال الدادي لكميات من السلع توجد في نقاط معينة يطلق عليها نقاط ا
إلى تصل التكلفة الكلية للنقل  أنوذلك بشرط  (الطلبأو )مواقع أخرى يطلق عليها نقاط الاستهلاك  إلى

 الدؤسسةتوفتَ فيها يعود على  أي أنحيث أو الدؤسسة فتكاليف النقل لذا ألعية بالنسبة للإدارة  ،لؽكن دني ماأ
تبدأ ىذه الطريقة بحل أساسي ة عملية تتابعي وىي عبارة عن خاصة في الحلطرق  ولدسالة النقلبأرباح طائلة، 

يطلق عليو خر أفضل آحل البحث عن إلى  يتم الانتقالثم يطلق عليو الحل القاعدي أو الحل الابتدائي، لشكن 
 (5) .إمكانية لتخفيض تكلفة النقل أيعندما لا يكون ىناك  يعتبر نهائيا وأمثلا والحلالحل الأمثل أو النهائي، 

حيث  ىيتشكوك من قبل 5995لأول مرة عام كأحد الأساليب الكمية تم تطوير لظاذج النقل   لقد
وبعد الحرب العالدية الثانية تشجع ،  قدم دراسة بعنوان " توزيع الإنتاج من عدة مصادر إلى عدة مناطق لزلية

 وكانت، (2)مشاريعهمرجال الأعمال الذين كانوا يبحثون عن حلول لدشاكلهم على إدخال ىذا العلم في إدارة 
المحاولات الدثمرة في ىذا المجال  أولىلوضع لظوذج مشكلة التوزيع في صورة مبسطة  5911لزاولة كوبر سنة 

 ما يسمى الحجر الدتنقل إلىحيث توصل 
(Stepping stone)  بتهذيب طريقة الحجر الدتنقلفارجيسون ، ثم قام 

(Stepping stone)   نفس  أواخرطريقة كلفة الظل، وفي  أولتصبح ما يسمى بطريقة التوزيع الدعدلة  5911سنة
مساعدة لحل مشاكل النقل  والتي تعتبر طريقة (vogel’s approximation)السنة ظهرت طريقة فوجل التقريبية 

الدناطق مراكز الإنتاج أو التصنيع وتعدد تعدد  إلىوالتوزيع، ويرجع السبب في تسمية ىذه الدشكلة بمسالة النقل 
الدنتجات، ويزداد تعقد ىذه الدشكلة مع تعدد مراكز الاستلام والإنتاج، فبزيادة ىذه الدراكز  إليهاالتي تصل 
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يعتٍ صعوبة تقييمها للوصول إلى أدنى التكاليف وىو الذدف الدطلوب الوصول إليو في تزداد البدائل الدتاحة لشا 
 . (1)مثل ىذه الدشكلات 

 شروط أساسية حتى لؽكن وصفها ووضعها في شكل لظوذج رياضي وىي:سمات و  ولدسألة النقل

 الدواد، أوكميا للمصانع والدخازن التي تنقل منها السلع   ومقاسووجود طاقات لزدودة ومعروفة  -
ن الدستعملتُ أو تجار الجملة أو الدصبات كجهات طالبة لغب أن تكون احتياجاتها إوكذلك ف

 .لزددة ومقاسو في شكل كمي

وجود مسارات متعددة لنقل أو شحن الدنتجات أو السلع أو الدواد من مناطق الإنتاج أو العرض  -
ختيار والدفاضلة بتُ ىذه إلى مناطق الاستهلاك أو الاستعمال أو الطلب، حتى يتمكن الا

  .الدسارات البديلة

ثبات تكلفة نقل الوحدة الواحدة من السلع أو الدواد الدنقولة من مواقع الشحن إلى مناطق  -
(9) .الوصول إلى جانب تجانس الدنتجات وتداثلها وعدم اختلافها في مناطق التوزيع

 

 التالية:لة النقل الدراحل ويتضمن لظوذج النقل الخاص بحل مسأ

 في الدختلفة النهايات احتياجات يلبي لشكن أساسي مبدئي حل تصميم ثم ومن النقل مصفوفة إعداد -
 الشمالي الركن طريقة ألعها من طرق بعدة الحل ىذا تحديد ولؽكن، للمصادر الدتاحة الطاقات حدود

 .التقريبية فوجل وطريقة تكلفة أدنى وطريقة الغربي

 اتالدتغتَ  أي الفارغة الخلايا من خلية لكل الضائعة الفرصة تكلفة بتحديد ذلكالحل و  مثالية اختبار -

 الكلية النقل تكلفة تخفيض لؽكن كان إذا ماعلى  للتعرف اختباره يتم الذي الحل في الأساسية غتَ

 مثالية وتتحقق الحل الابتدائي أو القاعدي في شغلها تم التي الخلايا تلك خلاف أكثر أو خلية بشغل

 .للصفر مساوية أو سالبة الفارغة الخلايا لجميع الضائعة الفرصة تكاليف كانت إذا الحل

 الكلية النقل تكلفة في تخفيض أكبر تحقق التي الفارغة الخلايا باستخدام وذلك أخرى حلول تصميم -

 السابقتتُ الخطوتتُ تكرار يتم ثم أساسيةمتغتَات  لتصبح الحل في أساسية غتَ متغتَات إدخال أي

 .الأمثل الحل إلى نصل حتى
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ولػتوي  Bصادر، حيث نرمز لكل لسزن بــ الدمن الدخازن أو الدصانع أو  (nافتًضنا أن لدينا ) الآن إذا
من الدستعملتُ أو الدستهلكتُ أو ( m) كل لسزن على كمية من السلع أو الدنتجات، وأن لدينا كذلك عدد

، ويطلب كل مستعمل كمية من ىذه السلع أو الدنتجات Aحيث نرمز لكل مستعمل بــ  طالبي ىذه السلعة
 C.(1)ن نقل السلع من الدخازن إلى الدستعملتُ يتطلب تكلفة حيث نرمز لذا بـــ إمنطقيا فو 

إن الدشكلة الواجب حلها ىي إلغاد وتحديد شبكة الطرق الدثلى التي تجعل التكاليف عند أدنى حد أو 
جميع الدنتجات من الدخازن أو الدصانع إلى جميع الدستهلكتُ أو الدستعملتُ مستوى لشكن، أو بعبارة أخرى نقل 

 (6)بأقل تكلفة كلية لشكنة، حيث لؽكن تلخيص ىذه الدشكلة في الجدول التالي:

الكميات الدتوفرة 
في الدخازن أو 

 الدصانع

  Bالدخازن أو الدصانع 
Bn . . . B3 B2 B1 

a1 C1n . . . C13 C12 C11 A1 

الدستهلكتُ أو 
 Aالدستعملتُ 

a2 C2n . . . C23 C22 C21 A2 
a3 C3n . . . C33 C32 C31 A3 
. . . . . . . . . 
. . . . . . . . . 

am Cmn . . . Cm3 Cm2 Cm1 Am 

 bn . . . b3 b2 b1  الكميات الدتوفرة في الدخازن أو
 الدصانع

في الخازن أو الدصانع أو نعبر عنها بالكمية  أو الدادة الأولية أو الدنتجالسلعة الكمية الدتوفرة من  bnتدثل حيث 
 .الدعروضة

 .أو نعبر عنها بالكمية الدطلوبة من قبل الدستعملتُ أو الدادة الأولية الدنتجمن  الدطلوبةالكمية  amتدثل و 

تكلفة نقل  بتعبتَ آخرأو الدستهلك،  إلىالدخزن  أوتكلفة نقل الوحدة الواحدة من الدصنع  Cmnوتدثل 
  .الوحدة الواحدة من الدصدر إلى الدستعمل

الكميات الواجب نقلها من كل لسزن أو مصنع إلى كل مستهلك أو مستعمل أو طالب للسلعة وأختَا ىناك 
 . xijعبر طرق النقل الدتاحة حيث نرمز لذذه الكميات بــــ 



 مسألة النقل                                                                       :الثاني الفصل
 

19 

 

 طرق إيجاد الحل القاعدي )الابتدائي( لمسألة النقل -2

ن كانت تعتبر حالة خاصة من البرلرة الخطية إلا أن لذا فهي وإ لة النقل طرقا خاصة لحلهاتتطلب مسأ
طرقا أسهل وأسرع لإلغاد الحل النهائي الأمثل ولؽكن تلخيص ىذه الطرق في قسمتُ أو على مرحلتتُ، طرق 

سنتناول ثلاثة الحل النهائي الأمثل ولإلغاد وسنتناول منها ثلاثة طرق لإلغاد الحل الابتدائي أو الحل القاعدي 
ونشتَ ىنا إلى أننا سوف نتعرض أولا للنموذج الدغلق والذي يعتٍ  ،سنتطرق لذا فيما بعدحيث طرق كذلك 

حالة تساوي الكمية الدطلوبة مع الكمية الدعروضة ثم نتناول فيما بعد النموذج الدفتوح ضمن الحالات الخاصة 
 .والذي يعتٍ عدم تساوي العرض مع الطلب

 طريقة الزاوية الشمالية الغربية -2-1

تسعى ىذه الطريقة لإلغاد حل أولي لشكن لدسألة النقل حتى يتمكن  ها حيثوأقدمتعتبر أبسط الطرق 
تقوم ىذه الطريقة على و  ،متخذ القرار من استخدام ىذا الحل الأولي و تطويره لإلغاد الحل الأمثل إن أمكن

اختيار ثم ومن ثم مقارنة الكمية الدعروضة مع الكمية الدطلوبة  تقع في الركن الشمالي الغربي تحديد الخلية التي
 .الكمية الدطلوبةو القيمة الأقل لوضعها في الخلية ثم طرح ىذه القيمة من الكمية الدعروضة 

 :خطوات طريقة الركن الشمالي الغربي

 لشكنة. Xij للجدول بأكبر كمية ةالغربي ةالشماليأو الزاوية ملأ الخلية التي تقع في الركن  -

 :كالتالي  الطلب سطرو  العرضتقييم عمود ل نعود -

New am = am – Xij 

New bn = bn – Xij 

 من التقييم. السطرقل فنحذف العمود أما إذا كانت ألضذف   bnكبر من أ   amإذا كانت   -

 .تعتبر حالة خاصة سنتكلم عليها فيما بعد  bnمساوية لــ    amإذا كانت  -

 .ةالغربي ةالشماليالزاوية من الخلية أو الخانة في  بقة بعد التعديل بدايةالقواعد الساثم نعيد تطبيق  -

يكون الحل مقبولا إذا كان عدد الأسطر زائد عدد الأعمدة ناقص واحد مساويا لعدد طرق النقل  -
 ( عدد طرق النقل الدستعملة =  m+n-1الدستعملة) 
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أو مشطوبة )مظللة( في الجدول أو الخانات أو طرق النقل إما لشلوءة كامل الخلايا   تصبحثم بعد  -
(7)رب الكميات في التكاليف ثم جمعها.نقوم بحساب تكلفة النقل الأولية وذلك بض

 

  :مثال

وحدة  521وكانت الطاقة الإنتاجية للمصنع الأول ثلاث مصانع  شركة لصناعة الدلابس تدلك
على ىذه الدنتجات  وحدة، وإن الطلب الدتوقع 561وحدة أما الدصنع الثالث فكانت  581والدصنع الثاني 

 551وحدة وفي الدنطقة الثانية  91في مناطق التوزيع وىي أربعة حيث كانت الكمية الدطلوبة في الدنطقة الأولى 
يبتُ تكاليف النقل وحدة، والجدول التالي  211وفي الدنطقة الرابعة  وحدة 61وحدة وفي الدنطقة الثالثة 

 للوحدة الواحدة من الدصانع إلى مناطق التوزيع كما يلي:

الكميات 
 الدطلوبة

  الدصانع
 الأول الثاني الثالث

 الأولى 7 51 8 91

 مناطق التوزيع
 الثانية 1 6 9 551
 الثالثة 9 55 7 61

 الرابعة 6 9 8 211
 الكميات الدتاحة في الدصانع 521 581 561 
: إلغاد الحل الابتدائي أو القاعدي لكيفية توزيع الكميات من الدصانع إلى مناطق التوزيع باستعمال المطلوب

 طريقة الزاوية الشمالية الغربية.

 الحل:

من اليسار الأعلى )الزاوية الشمالية الغربية( أي ابتداء من الخانة الدقابلة للسطر الأول  التوزيع يبدأ
 نعطي مستعملا أو منطقة توزيع أكثر من حاجتها، ولا لضمل مصنعا أكثر من طاقتو، والعمود الأول بحيث لا

 أي نراعي الكميات الدتاحة والكميات الدطلوبة. 

وحدة وىي  91، أي 521و 91بأقل كمية مقابلة لذا من بتُ الكميتتُ   x11فنملئ أولا الخلية 
وحدة من الدصنع الأول الذي لػتوي  91، الآن نكون قد لبينا حاجة الدنطقة الأولى التي تحتاج الكمية الأقل
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وحدة، ونقوم  11وحدة وبالتالي فان الدصنع الأول يبقي لديو كمية متاحة مقدارىا  521على كمية مقدارىا 
ىا )أي طرق نقل غتَ لشكن بشطب أو تظليل الخانات الدتبقية في السطر على اعتبار أنها خانات لا لؽكن ملؤ 

 استعمالذا(كما يلي:

1 91   91 
551    
61    
211    
 561 581 521 

11  
و  551الآن نتوجو إلى الزاوية الشمالية الغربية والتي تقابل السطر الثاني والعمود الأول حيث تقابل الكميتتُ 

الذي سبق وان امددنا  الأولوحدة وىي الكمية الدتبقية في الدصنع  11الكميتتُ وىي  بأقلوحدة لظلؤىا  11
التي كانت موجودة فيو فلن يتبقى  أووحدة وبالتالي سوف يستنفد كل الكمية الدتاحة  91منو بـــ  الأولىالدنطقة 

 11وحدة بقي تحتاج بعد أن أمددناىا بــ  551شيء، أما بالنسبة للمنطقة الثانية والتي تحتاج  الأولفي الدصنع 
 ونشطب العمود الأول كما يلي: وحدة  81وحدة بقيت تحتاج  11وحدة من الدصنع الأول بـــ 

1 
81 

91   91 
551   11 
61    
211    
 561 581 521 

11 
1 

 
 

وبنفس الطريقة نتوجو إلى الزاوية الشمالية الغربية والتي تقابل السطر الثاني والعمود الثاني حيث تقابل الكميتتُ 
للمنطقة  الدطلوبةوحدة وبالتالي سوف نلبي كل الكمية  81وحدة لظلؤىا بأقل الكميتتُ وىي  581و  81

وحدة  511فستبقى فيو الكمية وحدة  581 قدرىايتوفر على كمية  ذيوالالثاني  للمصنع، أما بالنسبة الثانية
 كما يلي:  الثاني السطرونشطب 
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1 

1 
81 
 

 91   91 
551  81 11 
61    

211    
 561 581 521 

11 
1 

      511 
   

و  61حيث تقابل الكميتتُ الآن نتوجو إلى الزاوية الشمالية الغربية والتي تقابل السطر الثالث والعمود الثاني 
وحدة وبالتالي سوف نلبي كل الكمية الدطلوبة للمنطقة الثالثة، أما  61وحدة لظلؤىا بأقل الكميتتُ وىي  511

وحدة  91وحدة فستبقى فيو الكمية  511بالنسبة للمصنع الثاني والذي بقي يتوفر على كمية قدرىا 
 ونشطب السطر الثاني كما يلي:

 
1 

1 
81 

1 

 91   91 
551  81 11 
61  61  

211    
 561 581 521 

11 
1 

      511 
  91 

و  211الآن نتوجو إلى الزاوية الشمالية الغربية والتي تقابل السطر الرابع والعمود الثاني حيث تقابل الكميتتُ 
الدتبقية في الدصنع الثاني الذي سبق وان امددنا وحدة وىي الكمية  91وحدة لظلؤىا بأقل الكميتتُ وىي  91

وحدة على التوالي وبالتالي سوف يستنفد كل الكمية الدتاحة أو التي   61و 81الدنطقة الثانية والثالثة منو بـــ 
وحدة  211كانت موجودة فيو فلن يتبقى في الدصنع الثاني شيء، أما بالنسبة للمنطقة الرابعة والتي تحتاج 

 وحدة  كما يلي: 561ج بقيت تحتا 
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1 

1 
81 
1 

561 

 91   91 
551  81 11 
61  61  
211  91  
 561 581 521 

11 
1 

      511 
  91 
  1 

الثالث ملئ الزاوية الشمالية الغربية أي الخانة الدتبقية بالكمية الدقابلة للسطر الرابع والعمود آخر خطوة وىي 
وفي نفس الوقت تكون كل  ،وحدة ونكون قد لبينا كامل الاحتياجات الخاصة بالدناطق الأربعة 561وىي 

على الحل الابتدائي بطريقة الزاوية  نتحصل وفي النهايةالكميات الدتاحة في الدخازن قد استنفدت بالكامل 
 كما يلي:  الشمالية الغربية

 
1 

 
1 

1 
81 
1 

561 

 91   91 
551  81 11 
61  61  
211 561 91  
 561 581 521 

11 
1 

     1 511 
  91 
  1 

لقد توصلنا حتى الآن إلى جدول الحل الابتدائي وذلك بطريقة الزاوية الشمالية الغربية، بقي علينا التحقق من 
 أن شرط قبول الحل الابتدائي أو القاعدي ىو:إن ىذا الحل مقبول أم لا، وقد كنا ذكرنا فيما سبق 

  (m+n-1  = ومادام الشرط لزقق فان الحل الابتدائي 6= 5-9+1( أي ) عدد طرق النقل الدستعملة ،)
مقبول، نقوم الآن بحساب التكلفة الكلية للنقل للحل الابتدائي وذلك بضرب الكميات الدنقولة عبر طرق 

 ل الأحادية ثم لصمعها كما يلي:النقل الدستعملة في تكاليف النق
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 (  561.8( +)  91.9( +)  61.55( +)  81.6( +)  11.1( +)  91.7التكلفة الكلية للنقل = ) 

 (  5281( +)  161( +)  661( +)  981( +)  511( +)  611) التكلفة الكلية للنقل = 

 ون 3563التكلفة الكلية للنقل = 

 طريقة التكاليف الصغرى -2-2

بالتالي تهدف إلى إلغاد حل لة و الطريقة على مبدأ أن التكاليف ىي العنصر الدهم في الدسأتقوم ىذه 
على أمل أن يساىم ىذا الدبدأ في تقليل عدد الجداول اللازمة وذلك أولي لشكن عبر تخفيض تكلفة النقل 

 :يإن خطوات الحل حسب ىذه الطريقة كما يل ،تأي تخفيض عدد المحاولاللوصول للحل الأمثل 

، أي أقل تكلفة وحدوية في ذات التكلفة الأقل في الجدولالخانة  أو CELLij الخليةنقوم بتحديد  -
متساويتتُ فيمكننا الاختيار  أكثر أوكانت ىناك قيمتتُ   إذاأما في حالة ما  كامل الجدول،

 .الكبتَةالخانة التي لؽكن ملؤىا بالكمية ب فنبدأالخانتتُ  ملئ إمكانيةننظر في  وإما ،عشوائيا
 ة.لشكن Xij الدختارة بأكبر كمية CELLij الخلية بملءنقوم  -

  :كالتالي  السطرعمود و ال نقوم بتقييم -

New am = am – Xij 

New bn = bn – Xij  

 من التقييم. السطرقل فنحذف العمود أما إذا كانت ألضذف   bnكبر من أ   amإذا كانت   -

 .حالة خاصة سنتكلم عليها فيما بعدتعتبر   bnمساوية لــ    amإذا كانت  -

ذات التكلفة الأقل ثم الأقل من الخلية أو الخانة  بقة بعد التعديل بدايةثم نعيد تطبيق القواعد السا -
 .وىكذا إلى أن لؽتلئ كامل الجدول بالكميات الدنقولة عبر طرق النقل

ساويا لعدد طرق النقل يكون الحل مقبولا إذا كان عدد الأسطر زائد عدد الأعمدة ناقص واحد م -
 (. عدد طرق النقل الدستعملة =  m+n-1الدستعملة) 

أو مشطوبة )مظللة( في الجدول إما لشلوءة أو الخانات أو طرق النقل كامل الخلايا   تصبح ماثم بعد -
(8)رب الكميات في التكاليف ثم جمعها.نقوم بحساب تكلفة النقل الأولية وذلك بض
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 .التكاليف الصغرىباستعمال طريقة  أو الابتدائي لدسالة النقل التاليةأوجد الحل القاعدي  :مثال

  مصانع 

 الثالث الثاني الأول

 مستعملتُ

 91 51 6 8 الأول

 11 55 7 6 الثاني

 11 8 1 9 الثالث

 61 9 1 9 الرابع

 91 61 11  

 
 الحل:

الدقابلة  الخليةأي ابتداء من  ون 1التكلفة الخانة ذات الأقل تكلفة وىي الخانة ذات من  التوزيع يبدأ
، أي 61و 62بأقل كمية مقابلة لذا من بتُ الكميتتُ   x42فنملئ أولا الخلية الثاني، والعمود  الرابعللسطر 

قد وحدة  61الدصنع الأول الذي لػتوي على كمية مقدارىا يكون وحدة وىي الكمية الأقل، الآن  61
، ونقوم بشطب أو متوفرةيبقي لديو كمية لا  الثانيوبالتالي فان الدصنع استنفد كامل الكمية الدتاحة لديو، 

على اعتبار أنها خانات لا لؽكن ملؤىا )أي طرق نقل غتَ لشكن الثاني  العمودتظليل الخانات الدتبقية في 
  كما يلي:وحدات   1بقى لػتاج وحدة وي 61أما الدستعمل الرابع فنكون قد لبينا  استعمالذا(

 
 
 

1 

91    
11    
11    
61  61  
 11 61 91 

   1  
والعمود الأول  الرابعوالتي تقابل السطر  الأقلالتكلفة  ذاتالخانة طريق النقل أو الآن نتوجو إلى 

وحدة وىي  1وحدة لظلؤىا بأقل الكميتتُ وىي  91و  1تقابل الكميتتُ ون و  9حيث التكلفة الوحدوية ىي 
وسوف نشطب السطر وحدة  81 أما الكمية الدتبقية في الدصنع الأول ىي للمستعمل الرابعالكمية الدتبقية 

 كما يلي:  الرابع
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1 

 
 
 

1 

91    
11    
11    
61  61 1 
 11 61 91 

81   1  
أو الخانة ذات التكلفة الأقل والتي تقابل السطر الثاني والعمود الأول الآن نتوجو إلى طريق النقل 

وحدة  11وحدة لظلؤىا بأقل الكميتتُ وىي  81و  11ون وتقابل الكميتتُ  6حيث التكلفة الوحدوية ىي 
وحدة وسوف  11وىي الكمية الدطلوبة من قبل للمستعمل الثاني أما الكمية الدتبقية في الدصنع الأول فتصبح 

 نشطب السطر الثاني كما يلي:

 

 

 

1 

 
1 

 
1 

91    
11   11 
11    
61  61 1 
 11 61 91 

81 
11 

  1  
   

الآن نتوجو إلى طريق النقل أو الخانة ذات التكلفة الأقل، وفي ىذه الحالة توجد خانتتُ تحتوي كل واحد على 
ون، في ىذه الحالة إما لطتار عشوائيا أو لطتار الخانة التي لؽكن ملؤىا بأكبر كمية لشكنة وىي  8تكلفة وحدوية 

ون كما ذكرنا وتقابل الكميتتُ  8تكلفة الوحدوية ىي الخانة التي تقابل السطر الثالث والعمود الثالث حيث ال
أما  حدة وىي الكمية الدطلوبة من قبل الدستعمل الثالثو  11وحدة لظلؤىا بأقل الكميتتُ وىي  11و  11

 كما يلي:  الثالث العمودوحدة وسوف نشطب  1فتصبح  الثالثالكمية الدتبقية في الدصنع 
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1 

 
1 
1 
1 

91    
11   11 
11 11   
61  61 1 
 11 61 91 

81 
11 

1  1  
   
والعمود  الأولوىي الخانة التي تقابل السطر  الآن نتوجو إلى طريق النقل أو الخانة ذات التكلفة الأقل

 91وحدة لظلؤىا بأقل الكميتتُ وىي  11و  91ون وتقابل الكميتتُ  8الثالث حيث التكلفة الوحدوية ىي 
وحدة  1فتصبح  الأولأما الكمية الدتبقية في الدصنع  الأولوحدة وىي الكمية الدطلوبة من قبل الدستعمل 

 كما يلي:ويصبح الجدول  

 

 

 

1 

 
1 
1 
1 

91   91 
11   11 
11 11   
61  61 1 
 11 61 91 

81 
11 

1  1  
   
   1 

 الثالثالتي تقابل السطر الأختَة في الجدول و الآن نتوجو إلى الخانة ذات التكلفة الأقل وىي الخانة 
وحدة لظلؤىا بأقل الكميتتُ وىي  1و  1ون وتقابل الكميتتُ  9حيث التكلفة الوحدوية ىي  الأولوالعمود 

 يصبح الجدول كما يلي:فوحدة  1
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1 

1 

 
1 
1 
1 

91   91 
11   11 
11 11  1 
61  61 1 
 11 61 91 

81 
11 

1  1  
   
   1 
   1 

لقد توصلنا في ىذه الخطوة إلى جدول الحل الابتدائي وذلك بطريقة التكاليف الصغرى أو التكلفة 
الحل الأقل، بقي علينا التحقق من أن ىذا الحل مقبول أم لا، وقد كنا ذكرنا فيما سبق أن شرط قبول 

 الابتدائي أو القاعدي ىو:

  (m+n-1  = ومادام الشرط لزقق فان الحل الابتدائي 6= 5-9+1( أي ) عدد طرق النقل الدستعملة ،)
مقبول، نقوم الآن بحساب التكلفة الكلية للنقل للحل الابتدائي وذلك بضرب الكميات الدنقولة عبر طرق 

 ثم لصمعها كما يلي:النقل الدستعملة في تكاليف النقل الأحادية 

 (  61.1( +)  1.9( +)  1.9( +)  11.6( +)  11.6( +)  91.8التكلفة الكلية للنقل = ) 

 (  581( +)  21( +)  91( +)  911( +)  251( +)  161التكلفة الكلية للنقل = ) 

  ون 1215التكلفة الكلية للنقل = 

 طريقة الفروقات الكبرى -2-3

و لكل عمود حتى لا نتكبد  سطرلكل م الأخذ في الاعتبار تكلفة الندتقوم ىذه الطريقة على أساس 
 : أو الفروقات الكبرى كما يلي خطوات طريقة فوجل، إن  تكاليف ناتجة عن سؤ أو خطأ في الاختيار
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تكلفة الندم على أساس الفرق في التكلفة بتُ الخليتتُ صاحبتي  نقوم بحسابكل صف   في -
تكلفة الندم على أساس الفرق في التكلفة  نقوم بحسابفي كل عمود و  السطر،التكلفة الأقل في 

 .بتُ الخليتتُ صاحبتي التكلفة الأقل في العمود

)عند التعادل  ،من كل الصفوف و الأعمدةأي أكبر الفروقات أعلى تكلفة ندم  نقوم باختيار -
  :كالتالي  الطلب سطرو  العرضتقييم عمود نقوم ب، ثم  اختً عشوائياً 

New am = am – Xij 

New bn = bn – Xij  

 من التقييم. السطرقل فنحذف العمود أما إذا كانت ألضذف   bnكبر من أ   amإذا كانت   -

 .تعتبر حالة خاصة سنتكلم عليها فيما بعد  bnمساوية لــ    amإذا كانت  -

من الخلية أو الخانة ذات تكلفة  ءثم نعيد تطبيق القواعد )الخطوات( السابقة بعد التعديل بدا -
 .أو الفرق الأكبر وىكذا الندم الجديدة

يكون الحل مقبولا إذا كان عدد الأسطر زائد عدد الأعمدة ناقص واحد مساويا لعدد طرق النقل  -
 (. عدد طرق النقل الدستعملة =  m+n-1الدستعملة) 

أو مشطوبة )مظللة( في الجدول أو الخانات أو طرق النقل إما لشلوءة كامل الخلايا   تصبح ماثم بعد -
(9)رب الكميات في التكاليف ثم جمعها.نقوم بحساب تكلفة النقل الأولية وذلك بض

 

مصانع وتشحن إلى ثلاثة متاجر للجملة، الجدول التالي يوضح  أربعةإنتاج أحد الدنتجات في  يتم :ثالم
 تكاليف النقل لكل وحدة وطاقة كل مصنع والكميات الدطلوبة من الدتاجر كما يلي:

 الدصنع
 طاقة الدصنع متجر الجملة

f4 f3 f2 f1 

n1 5 6 7 14 20 

n2 13 15 1 3 60 

n3 10 8 9 2 30 

  10 45 25 30 طلب متجر الجملة

  .الفروقات الكبرىلذذه الدسألة باستعمال طريقة  الحل الابتدائيأوجد 
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 الحل:

في البداية نقوم بحساب الفروقات في كل سطر وفي كل عمود على أساس أقل تكلفتتُ وحدويتتُ 
العمود الذي يقابل اكبر فرق من بتُ الفروقات  أوونكتبها على الجانب الآخر من الجدول ثم نبدأ بالسطر 

السطر  أومن الخانة ذات الأقل تكلفة في العمود التوزيع ب نبدأالعمود ثم  أوالمحسوبة وسواء كانت في السطر 
ون أي ابتداء من الخلية  5الخانة ذات التكلفة أي العمود الثاني حيث يقابل  8وىو كبر فرق أالذي يقابل 

، أي 91و 61والعمود الثاني، فنملئ أولا الخلية بأقل كمية مقابلة لذا من بتُ الكميتتُ  الثاني الدقابلة للسطر
وحدة قد  91الذي لػتوي على كمية مقدارىا  الثانيوحدة وىي الكمية الأقل، الآن يكون الدصنع  91

متوفرة، ونقوم بشطب أو  استنفد كامل الكمية الدتاحة لديو، وبالتالي فان الدصنع الثاني لا يبقي لديو كمية
تظليل الخانات الدتبقية في العمود الثاني على اعتبار أنها خانات لا لؽكن ملؤىا )أي طرق نقل غتَ لشكن 

  كما يلي:  وحدة 51وحدة ويبقى لػتاج  91فنكون قد لبينا الثاني  الدتجراستعمالذا( أما 

                                1           2           8           5 

 

 

 

 

ونبحث عن طريق النقل أو الخانة ذات  6الآن نتوجو إلى السطر الثالث حيث الفرق الأكبر ىو 
ون وتقابل  2التكلفة الأقل وىي الخانة التي تقابل السطر الثالث والعمود الأول حيث التكلفة الوحدوية ىي 

أما  ة في الدصنع الأولالدتوفر وحدة وىي الكمية  51وحدة لظلؤىا بأقل الكميتتُ وىي  51و  11الكميتتُ 
 ويصبح الجدول كما يلي:ونشطب العمود الأول وحدة  21صبح الثالث  للمتجرالدتبقية الدطلوبة و الكمية 

 

 

 21     5 
2 
6 

51 61   91  
 11     

11 21 91 51 
  1 
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                                1           2           8           5 

 

 

 

 

ونبحث عن طريق النقل أو الخانة ذات التكلفة الأقل  1الآن نتوجو إلى العمود الرابع حيث الفرق الأكبر ىو 
ون وتقابل  1لك العمود وىي الخانة التي تقابل السطر الأول والعمود الرابع حيث التكلفة الوحدوية ىي ذفي 

 الأولوحدة وىي الكمية الدطلوبة من قبل الدتجر  21وحدة لظلؤىا بأقل الكميتتُ وىي  11و  21الكميتتُ 
  ويصبح الجدول كما يلي:ول ونشطب السطر الأوحدة  51فتصبح  الرابعأما الكمية الدتبقية في الدصنع 

                                1           2           8           5 

 
 
 
 
 
 

فنختار منهما عشوائيا وإما لطتار  2و 2نبحث عن أكبر فرق فنجد أن ىناك قيمتتُ متساويتتُ وىي الآن 
الفرق الذي لصد في السطر أو العمود الدقابل لو اقل تكلفة وحدوية، سوف لطتار الفرق الدقابل للعمود الثالث 

والعمود  الثالثوىي الخانة التي تقابل السطر ون  8ونبحث في ذلك العمود عن اقل تكلفة وحدوية وىي 
وحدة لظلؤىا بأقل الكميتتُ  21و  21وتقابل الكميتتُ كما ذكرنا ون   8حيث التكلفة الوحدوية ىي  الثالث
 الثالثأما الكمية الدتبقية في الدصنع  الثالثالدطلوبة من قبل الدتجر الدتبقية وحدة وىي الكمية  21وىي 

  ويصبح الجدول كما يلي: الثالثالسطر  وحدة ونشطب 1فتصبح 

 21     5 
2 
6 

51 61   91  
21 11    51 

11 21 91 51 
1  1 

 

1 21 21    5 
2 
6 

51 61   91  
21 11    51 

11 21 91 51 
1 51  1 
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                                     1           2           8           5 

ونبحث عن طريق النقل أو الخانة ذات  2الآن نتوجو إلى السطر الثاني حيث الفرق الأكبر ىو 
التكلفة الأقل في ذلك السطر وىي الخانة التي تقابل السطر الثاني والعمود الرابع حيث أقل تكلفة وحدوية في 

وحدة لظلؤىا بأقل  51و  51ون وتقابل الكميتتُ  51ذلك السطر من بتُ الخانات غتَ الدستعملة ىي 
والدطلوبة من قبل الدتجر أما الكمية الدتبقية  الرابع الدتبقية في الدصنعوحدة وىي الكمية  51الكميتتُ وىي 

  وحدة ويصبح الجدول كما يلي: 1 الثاني تصبح

                                      1           2           8           5 

الآن نتوجو إلى الخانة ذات التكلفة الأقل وىي الخانة الأختَة في الجدول والتي تقابل السطر الثالث 
وحدة لظلؤىا بأقل الكميتتُ وىي  1و  1ون وتقابل الكميتتُ  9والعمود الأول حيث التكلفة الوحدوية ىي 

 كما يلي:الذي لؽثل الحل الابتدائي  الجدول لدينا وحدة فيصبح  1

 

 1 21 21    5 
2 
6 

 51 61   91  
1 21 11  21  51 

 11 21 91 51 
1 51 1 1 

 

 1 21 21    5 
2 
6 

1 51 61 51  91  
1 21 11  21  51 

 11 21 91 51 
1 51 1 1 

1  
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                                           1           2           8           5 

، بقي علينا التحقق من الفروقات الكبرىلقد توصلنا في ىذه الخطوة إلى جدول الحل الابتدائي وذلك بطريقة 
 أن شرط قبول الحل الابتدائي أو القاعدي ىو: مع العلمأن ىذا الحل مقبول أم لا، 

  (m+n-1  = ومادام الشرط لزقق فان الحل الابتدائي 6= 5-9+1( أي ) عدد طرق النقل الدستعملة ،)
الابتدائي وذلك بضرب الكميات الدنقولة عبر طرق مقبول، نقوم الآن بحساب التكلفة الكلية للنقل للحل 

 النقل الدستعملة في تكاليف النقل الأحادية ثم لصمعها كما يلي:

 (  21.8( +)  51.2( +)  51.51( +)  1.51( +)  91.5( +)  21.1التكلفة الكلية للنقل = ) 

 (  561( +)  21( +)  511( +)  71( +)  91( +)  511التكلفة الكلية للنقل = ) 

 ون 533التكلفة الكلية للنقل = 

 الحل الأمثل )النهائي( لمسألة النقل إيجادطرق  -3

بعد التوصل إلى الحل الابتدائي أو القاعدي بموجب إحدى الطرق التي تناولناىا في السابق وحساب 
تكلفة النقل الكلية حسب ذلك الحل تكون الخطوة التالية ىي اختبار أمثلية الحل الذي تحصلنا عليو وذلك 

التكاليف عند أدنى مستوى  أو الانتقال إلى الحل النهائي حيث تكون فيوعلى الحل الأمثل من أجل الحصول 
 طريقة التحويل.و  لذا، من أجل ذلك سوف نتناول ثلاث طرق: طريقة التجريب،

 

 

  1 21 21    5 
2 
6 

1 1 51 61 51 1 91  
 1 21 11  21  51 

 11 21 91 51 
1 51 1 1 

1 1   
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 طريقة التجريب -3-1

إن الحصول على الحل الأمثل باستخدام ىذه الطريقة يعتمد على اختبار أمثلية الحل الابتدائي 
اختبار الخلايا أو الخانات الفارغة بالانتقال الدتحصل عليو وعلى الفرصة الضائعة، وحسب ىذه الطريقة يتم 

من طريق نقل غتَ مستعمل إلى طريق نقل مستعمل بأقصر طريق لشكن، ثم إلى طريق نقل مستعمل آخر بحيث 
 (51)ننتهي إلى الطريق غتَ الدستعمل الأول التي انطلقنا منها دون أن تدخل في الحساب مرة أخرى أو ثانية.

بالزيادة أو النقصان  الخلايا الفارغة يكون تعديل الخلايا أو طرق النقل الدستعملةفإذا انتهينا من 
 بحسب الدسار في الاختبار ويراعى عند اختبار الخلايا الفارغة أو طرق النقل غتَ الدستعملة ما يلي:

تَ طريق النقل غ الاختبار يتم اعتبارا من طريق النقل غتَ الدستعمل الأولى في السطر الأول ثم -
الدستعملة  الدستعمل الثاني في السطر الأول وىكذا ثم لظر إلى السطر الثاني ولطتبر طرق النقل غتَ

 ثم السطر الثالث وىكذا إلى غاية نهاية كامل الجدول.

تحديد الدسار بالانتقال من طريق النقل غتَ الدستعمل )طريق النقل الذي نريد اختباره( إلى طريق  -
نقل مستعمل إلى آخر مستعمل وىكذا إلى أن يتم الوصول إلى الطريق الأول غتَ الدستعمل، أو 
بتعبتَ آخر رسم حلق عبارة عن خط منكسر مغلق يبدأ من طريق النقل غتَ الدستعمل مرورا 

رق نقل مستعملة حيث يأخذ ىذا الدسار أشكالا متعددة شريطة أن يكون عدد رؤوس ىذا بط
 الدسار زوجيا. 

اتجاه الحلقة أو الدسار يكون دائما إما أفقيا أو عموديا ولا يكون مائلا ولؽكن أن لؽر فوق طريق  -
 .رالدسا أونقل مستعمل لكن لا لؽكن اعتبار ىذا الطريق داخلا في الحلقة 

في الخانات أو الرؤوس وذلك بالتناوب بداء من طريق النقل غتَ  -في وضع الإشارات + نبدأ  -
لأن عدد الرؤوس  - -++ أو  الدستعمل الدراد اختباره، حيث لا لؽكن أن تكون الإشارات

 زوجيا، كما أن تقاطع خطوط الحلقة لا تعطى لو إشارة بحيث لا تعتبر رأس.

(55)الأشكال نبتُ البعض منها كما يلي: تأخذ الحلقة أو الدسار العديد من -
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 طريق نقل مستعمل           لمستعمغير طريق نقل 

 
 طريق نقل مستعمل           طريق نقل مستعمل                  

 

 طريق نقل مستعمل           طريق نقل غير مستعمل                                      

 

 طريق نقل مستعمل                                                          طريق نقل مستعمل       

 طريق نقل مستعمل                                       طريق نقل مستعمل    

 

 طريق نقل مستعمل      +               -    مستعملطريق نقل                                      

+ 
 طريق نقل مستعمل         -      طريق نقل مستعمل

 + - 

 طريق نقل مستعمل           طريق نقل غير مستعمل    

 وأشكال أخرى متعددة لا لؽكن حصرىا.

نقوم بحساب قيمة طريق النقل الدختبر والذي قد تأخذ قيمتو عدد موجب أو عدد سالب أو  -
صفر، فإذا كانت القيمة سالبة فهذا يعتٍ أن ىذا الطريق سيساىم في تخفيض تكاليف النقل أما 
إذا كانت موجبة فهذا يعتٍ أنها ستزيد في تكاليف النقل وإذا كانت صفر فان ىذه الطريق لا تزيد 

تخفض من تكاليف النقل، نتوقف عن اختبار طرق النقل غتَ الدستعملة عندما تصبح قيم  ولا
 جميع طرق النقل غتَ الدستعملة موجبة أو صفر.  

              +         -  

-                        +
                     

              +         -  

                         +
                     

-                          

                       +- 
                      

-                          

                       +- 
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من بتُ الخانات التي تحتوي على إشارات سالبة لطتار الخانة التي تحتوي على اقل قيمة سالبة أي  -
، وذلك باختيار اقل قيمة النقل الدستعملةالتي تخفض أكثر من غتَىا فندخلها ضمن طرق 

فنطرحها من الخانة التي تكون فيها الإشارة سالبة ونضيفها إلى الخانة التي تكون فيها الإشارة 
 موجبة ويصبح لدينا جدول جديد.

حتى تصبح قيم جميع الخانات موجبة بحيث لا في الجدول الجديد كامل الخطوات السابقة نعيد   -
  (52).ثم نقوم بحساب التكلفة الجديدة وىكذا لنقلتخفض في تكاليف ا

 مثال:

 .طريقة التجريبو  الزاوية الشمالية الغربيةنقل كلية لشكنة باستعمال طريقة  أوجد أدني تكلفة  

14 12 15 14 73 

15 13 18 13 65 

13 17 11 15 85 

93 63 33 43  

نقوم بالبحث عن الحل الابتدائي وذلك بإتباع الخطوات التي تطرقنا إليها فيما سبق والخاصة بطريقة الزاوية  أولا
 الشمالية الغربية فنتحصل على جدول الحل الابتدائي التالي:

73    73 

23 45   65 

 15 33 43 85 

93 63 33 43  

m+n-1  = وبالتالي الحل الابتدائي مقبول 6= عدد طرق النقل الدستعملة. 

 .1111التكلفة الكلية للنقل حسب ىذا الحل الابتدائي = 

( نقوم بمحاول تحستُ ىذا الحل أو بتعبتَ آخر البحث عن Stepping stoneالآن باستعمال طريقة التجريب )
 تجريب أو اختبار طرق النقل غتَ الدستعملة. إمكانية تخفيض التكلفة الكلية للنقل وذلك من خلال
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 المحاولة الأولى لتحستُ الحل

  B4 B3 B2 B1  التكاليف الوحدوية
14 15 12 14    71 A1 
13 18 13 15   91+ 21- A2 
15 11 17 13 91 11 15- + A3 

 نقوم باختبار أو تجريب طرق النقل غتَ الدستعملة:

A1B4 : +14-15+17-13+15-14 = +4 

A1B3 : +15-11+17-13+15-14 = +9 

A1B2 : +12-13+15-14 = 0 

A2B4 : +13-15+17-13 = +2 

A2B3 : +18-11+17-13 = +11 

A3B1 : +13-17+13-15 = -6 

لؽكن ملاحظة أن طرق النقل أو الخلايا غتَ الدستعملة كلها لو استعملناىا سوف يزيد ذلك في التكلفة 
ون لكل وحدة منقولة وبالتالي سوف  6فانو سوف لؼفض في التكلفة بــ   A3B1الطريق  إلاللنقل  الإجمالية

ندخل ىذا الطريق ضمن شبكة النقل وذلك باستعمال الحلقة كما ذكرنا فيما سبق ثم لطتار من بتُ القيم في 
الخانات التي فيها إشارة موجبة  في 51، أي سوف نضيف 51الخانات التي فيها إشارة سالبة أقل قيمة وىي 

ونطرحها من الخانات التي فيها إشارة سالبة فنتحصل على جدول جديد ونقوم بحساب التكلفة الجديدة كما 
 .1111-(51*6= ) 2963التكلفة الكلية للنقل أصبحت =  يلي:

 نية لتحستُ الحلاالمحاولة الث

  B4 B3 B2 B1  التكاليف الوحدوية
14 15 12 14    71 A1 
13 18 13 15 +  61 5- A2 
15 11 17 13 91- 11  51 A3 
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 نقوم باختبار أو تجريب طرق النقل غتَ الدستعملة:

A1B4 : +14-15+13-14 = -2 

A1B3 : +15-11+13-14 = +3 

A1B2 : +12-13+15-14 = 0 

A2B4 : +13-15+13-15 = -4 

A2B3 : +18-11+13-15 = +5 

A3B2 : +17-13+15-13 = +6 

لؽكن ملاحظة أن طرق النقل أو الخلايا غتَ الدستعملة كلها لو استعملناىا سوف يزيد ذلك في التكلفة 
ون لكل وحدة منقولة وبالتالي سوف  4فانو سوف لؼفض في التكلفة بــ   A2B4الإجمالية للنقل إلا الطريق 

ندخل ىذا الطريق ضمن شبكة النقل وذلك باستعمال الحلقة كما ذكرنا فيما سبق ثم لطتار من بتُ القيم في 
في الخانات التي فيها إشارة موجبة  5، أي سوف نضيف 5الخانات التي فيها إشارة سالبة أقل قيمة وىي 

سالبة فنتحصل على جدول جديد ونقوم بحساب التكلفة الجديدة كما  ونطرحها من الخانات التي فيها إشارة
 .2960-(4*5= ) 2940التكلفة الكلية للنقل أصبحت =  يلي:

 المحاولة الثالثة لتحستُ الحل

  B4 B3 B2 B1  التكاليف الوحدوية
14 15 12 14   + -71 A1 
13 18 13 15 1+  -61  A2 
15 11 17 13 11- 11  +21 A3 

 نقوم باختبار أو تجريب طرق النقل غتَ الدستعملة:

A1B4 : +14-15+13-14 = -2 

A1B3 : +15-11+13-14 = +3 

A1B2 : +12-13+13-15+13-14 = -4 

A2B3 : +18-11+15-13 = +9 
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A2B1 : +15-13+15-13 = +4 

A3B2 : +17-15+13-13 = +2 

ون لكل وحدة منقولة  4فانو سوف لؼفض في التكلفة بــ لو استعملناه   A1B2ق النقل يأن طر  نلاحظ
وبالتالي سوف ندخل ىذا الطريق ضمن شبكة النقل وذلك باستعمال الحلقة ثم لطتار من بتُ القيم في 

في الخانات التي فيها إشارة موجبة  11، أي سوف نضيف 11الخانات التي فيها إشارة سالبة أقل قيمة وىي 
تي فيها إشارة سالبة فنتحصل على جدول جديد ونقوم بحساب التكلفة الجديدة كما ونطرحها من الخانات ال

  .2991-(11*9= ) 2833التكلفة الكلية للنقل أصبحت =  يلي:

 المحاولة الرابعة لتحستُ الحل

  B4 B3 B2 B1  التكاليف الوحدوية
14 15 12 14   11 11 A1 
13 18 13 15 91  21  A2 
15 11 17 13  11  11 A3 

 نقوم باختبار أو تجريب طرق النقل غتَ الدستعملة:

A1B4 : +14-13+13-12 = +2 

A1B3 : +15-11+13-14 = +3 

A2B3 : +18-11+13-14+12-13 = +4 

A2B1 : +15-13+12-14 = 0 

A3B4 : +15-13+13-12+14-13 = +4 

A3B2 : +17-12+14-13 = +6 

لؽكن ملاحظة أن جميع طرق النقل أو الخلايا غتَ الدستعملة كلها لو استعملناىا سوف يزيد ذلك في التكلفة 
وبالتالي فان أرخص تكلفة نقل كلية لشكنة ىي الدتحصل عليها الإجمالية للنقل لان كل القيم موجبة أو صفر 

 .2833 في المحاولة السابقة وىي
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 طريقة التحويل -3-2

الأمثل باستخدام ىذه الطريقة يعتمد أيضا على اختبار أمثلية الحل الابتدائي  إن البحث عن الحل
الدتحصل عليو وعلى الفرصة الضائعة ولكن بطريقة أخرى، إن خطوات الحل حسب ىذه الطريقة وذلك بعد 

 الحصول على الحل الابتدائي بإحدى الطرق السالفة الذكر تكون كما يلي:

لة، وبالإضافة إلى ذلك نضيف إلى الجدول الأول والثاني عمود نقوم برسم أربعة جداول متماث -
 . Fjوالسطر  Eiوسطر حيث أن العمود 

 نقوم بشطب أو تضليل طرق النقل غتَ الدستعملة أو الخانات غتَ الدملوءة في الجدول الأول. -

والثالث نقوم بشطب أو تضليل طرق النقل الدستعملة أو الخانات الدملوءة في الجدول الثاني  -
 والرابع، بمعتٌ آخر نقوم بعكس ما قمنا بو في الجدول الأول.

في الخانات غتَ الدشطوبة أو غتَ الدضللة في الجدول الأول والثالث نقوم بملء قيم التكاليف  -
 الوحدوية الدعطاة في الجدول الابتدائي.

لا لؽكن ذلك  ولكن Cij = Ei + Fjباستعمال العلاقة  Fjوالسطر  Eiنبحث عن قيم العمود  -
إلا بفتح الحساب باقتًاح رقم في إحدى الخانات، عادة ما نستعمل أو نبدأ الحساب بالرقم صفر 

ىي التكاليف الوحدوية الدعطاة  Cijوذلك من أجل تسهيل العمليات الحسابية، مع العلم أن قيم 
 في السابق في الجدول الابتدائي.

في الجدول الأول ننقل  Fjوالسطر  Eiبعد استكمال العمليات الحسابية وإلغاد كل قيم العمود  -
 الجدول رقم ثلاثة.تلك القيم مباشرة إلى 

 .Cij = Ei + Fjفي الجدول الثاني باستعمال نفس العلاقة السابقة  Cijنبحث عن قيم  -

يم الجدول الثالث من قيم الجدول من أجل الحصول على قيم الجدول الرابع والأختَ نقوم بطرح ق -
 الثاني، أي قيم الجدول الثاني ناقص قيم الجدول الثالث.

فهذا يعتٍ  موجبة ةكانت القيم  فإذااختبار للخانات غتَ الدستعملة،  إلاقيم الجدول الرابع ما ىي  -
لبة ذلك الطريق سوف يزيد في تكلفة النقل لو أدخلناه إلى شبكة النقل، وإذا كانت القيمة سا

فهذا يعتٍ أن ذلك الطريق سوف لؼفض من تكلفة النقل لو أدخلناه إلى شبكة النقل، أما إذا  
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كانت القيمة تساوي صفر فإن ذلك الطريق أو الخانة لا تؤثر على تكلفة النقل وبالتالي لو 
(51)أدخلناه إلى شبكة النقل فإنو لا يزيد ولا لؼفض من تكلفة النقل.

 

لصعلها  أيكانت في الجدول قيم سالبة لطتار أقل قيمة من بينها وندخلها في شبكة النقل،   إذا -
 .الإجماليةضمن شبكة النقل الدستعملة فذلك سوف لؼفض لنا في تكلفة النقل 

نقوم برسم حلقة ىي عبارة عن خط منكسر مغلق ينطلق من الخانة الدراد إدخالذا ضمن شبكة  -
 كون الرؤوس عبارة عن خانات لشلوءة طرق نقل مستعملة.النقل ويعود إليها حيث ت

 :من بينهاتأخذ الحلقة أو الدسار العديد من الأشكال  -

 طريق نقل مستعمل           طريق نقل غير مستعمل

 
 طريق نقل مستعمل           مستعملطريق نقل                   

 

 طريق نقل مستعمل           طريق نقل غير مستعمل                                      

 

 طريق نقل مستعمل                                                          طريق نقل مستعمل       

 طريق نقل مستعمل                                       طريق نقل مستعمل    

 

 طريق نقل مستعمل      +               -    طريق نقل مستعمل                                     

+ 
 طريق نقل مستعمل         -      طريق نقل مستعمل

 + - 

 طريق نقل مستعمل           طريق نقل غير مستعمل    

              +         -  

-                        +
                     

              +         -  

                         +
                     

-                          

                       +- 
                      

-                          

                       +- 
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من بتُ الخانات التي تحتوي على إشارات سالبة لطتار الخانة التي تحتوي على اقل قيمة سالبة أي  -
التي تخفض أكثر من غتَىا فندخلها ضمن طرق النقل الدستعملة، وذلك باختيار اقل قيمة 

تكون فيها الإشارة فنطرحها من الخانة التي تكون فيها الإشارة سالبة ونضيفها إلى الخانة التي 
 موجبة ويصبح لدينا جدول جديد.

ة بحيث لا حتى تصبح قيم جميع الخانات موجبفي الجدول الجديد كامل الخطوات السابقة نعيد   -
 (59)تخفض في تكاليف النقل، ثم نقوم بحساب التكلفة الجديدة وىكذا.

 :31مثال

 .التحويلطريقة و  التكاليف الصغرىنقل كلية لشكنة باستعمال طريقة  أوجد أدني تكلفة  

4 5 6 7 53 

4 9 3 2 153 

6 5 2 3 63 

8 1 2 4 43 

35 45 165 55  

نقوم بالبحث عن الحل الابتدائي وذلك بإتباع الخطوات التي تطرقنا إليها فيما سبق والخاصة بطريقة  أولا
 فنتحصل على جدول الحل الابتدائي التالي: التكاليف الصغرى

35 5 10  53 

  95 55 153 

  60  63 

 40   43 

53 43 163 83  

m+n-1  = وبالتالي الحل الابتدائي مقبول 7= عدد طرق النقل الدستعملة. 

 .781التكلفة الكلية للنقل حسب ىذا الحل الابتدائي = 

تخفيض ( نقوم بمحاول تحستُ ىذا الحل أو البحث عن إمكانية الجداولالآن باستعمال طريقة التحويل )
 التكلفة الكلية للنقل وذلك اختبار طرق النقل غتَ الدستعملة كما يلي.
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 المحاولة الأولى لتحستُ الحل

Ei  5الجدول رقم   Ei  2الجدول رقم  
4 - 6 5 4   4 5 - - -  
1 2 3 - -   1 - - 2 1  
0 - 2 - -   0 1 - 1 0  
1 - - 2 -   1 2 3 - 1  

 1 2 1 0 Fj   1 2 1 0 Fj 
             
  9الجدول رقم     1الجدول رقم  
 7 - - -    6 - - -  
 - - 9 9    - - 7 1  
 1 - 1 6    2 - 9 6  
 9 2 - 8    2 1- - 7  
             

لؼفض واحد  وىذا يعتٍ أن ىذا الطريق -5لؽكن ملاحظة أن الجدول الرابع لػتوي على قيمة سالبة وىي 
وحدة نقدية لكل وحدة منقولة لو أدخلناه إلى شبكة النقل، نقوم برسم حلقة ونتبع الخطوات السالفة الذكر 

 فنتحصل على مايلي:

   51 11     51- +1 11  
 11 91      11 91    
  61       61    
  51 11      + -91   

في الخانات التي  51، أي سوف نضيف 51إشارة سالبة أقل قيمة وىي من بتُ القيم في الخانات التي فيها 
فيها إشارة موجبة ونطرحها من الخانات التي فيها إشارة سالبة فنتحصل على جدول جديد ونقوم بحساب 

  .781-(51*5= ) 773التكلفة الكلية للنقل أصبحت =  التكلفة الجديدة كما يلي:
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 لتحستُ الحل الثانيةالمحاولة 

Ei  5الجدول رقم   Ei  2الجدول رقم  
9 - - 1 9   9 1 6 - -  
5 2 1 - -   5 - - 2 5  
1 - 2 - -   1 5 - 5 1  
1 - 2 5 -   1 5 - - 1  

 5 2 5 1 Fj   5 2 5 1 Fj 
             
  9الجدول رقم     1الجدول رقم  
 7 6 - -    2 1 - -  
 - - 9 9    - - 7 1  
 1 - 1 6    2 - 9 6  
 9 - - 8    1 - - 8  
             

لا توجد إمكانية لتخفيض تكلفة  ولػتوي على قيمة سالبة وىذا يعتٍ أنلا لؽكن ملاحظة أن الجدول الرابع 
 .773النقل وبالتالي فان أدنى تكلفة نقل كلية لشكنة ىي 

 :32مثال

 .طريقة التحويلو  الفروقات الكبرىنقل كلية لشكنة باستعمال طريقة  أوجد أدني تكلفة  

8 6 13 45 

6 7 11 35 

9 5 8 55 

4 3 9 65 

93 63 53  

نقوم بالبحث عن الحل الابتدائي وذلك بإتباع الخطوات التي تطرقنا إليها فيما سبق والخاصة بطريقة  أولا
 فنتحصل على جدول الحل الابتدائي التالي: الفروقات الكبرى
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45   45 

35   35 

5  53 55 

5 63  65 

93 63 53  

m+n-1  = وبالتالي الحل الابتدائي مقبول 6= عدد طرق النقل الدستعملة. 

 .5251التكلفة الكلية للنقل حسب ىذا الحل الابتدائي = 

( نقوم بمحاول تحستُ ىذا الحل أو البحث عن إمكانية تخفيض الجداولالآن باستعمال طريقة التحويل )
 للنقل وذلك اختبار طرق النقل غتَ الدستعملة كما يلي.التكلفة الكلية 

 المحاولة الأولى لتحستُ الحل

Ei  5الجدول رقم   Ei  2الجدول رقم  
8 - - 8   8 7 7 -  
6 - - 6   6 1 1 -  
9 8 - 9   9 - 8 -  
9 - 1 9   9 1 - -  

 5- 5- 1 Fj   5- 5- 1 Fj 
           
  9رقم  الجدول    1الجدول رقم  
 51 6 -    1 5- -  
 55 7 -    6 2 -  
 - 1 -    - 3- -  
 9 - -    6 - -  
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 ثلاثةلؼفض  وىذا يعتٍ أن ىذا الطريق -1لؽكن ملاحظة أن الجدول الرابع لػتوي على قيمة سالبة وىي 
وحدة نقدية لكل وحدة منقولة لو أدخلناه إلى شبكة النقل، نقوم برسم حلقة ونتبع الخطوات السالفة الذكر 

 فنتحصل على مايلي:

   91      91  
   11      11  
 11 1     11 + 1-  
  11 51     61- 1+  

في الخانات التي فيها  1، أي سوف نضيف 1من بتُ القيم في الخانات التي فيها إشارة سالبة أقل قيمة وىي 
إشارة موجبة ونطرحها من الخانات التي فيها إشارة سالبة فنتحصل على جدول جديد ونقوم بحساب التكلفة 

  .5251-(1*1= ) 1233التكلفة الكلية للنقل أصبحت =  الجديدة كما يلي:

 لتحستُ الحل الثانيةالمحاولة 

Ei  5الجدول رقم   Ei  2رقم الجدول  
8 - - 8   8 51 7 -  
6 - - 6   6 8 1 -  
6 8 1 -   6 - - 6  
9 - 1 9   9 6 - -  

 2 5- 1 Fj   2 5- 1 Fj 
           
  9الجدول رقم     1الجدول رقم  
 51 6 -    1 1- -  
 55 7 -    1 2 -  
 - - 9    - - 1  
 9 - -    1 - -  
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لؼفض واحد  وىذا يعتٍ أن ىذا الطريق -5أن الجدول الرابع لػتوي على قيمة سالبة وىي  لؽكن ملاحظة
وحدة نقدية لكل وحدة منقولة لو أدخلناه إلى شبكة النقل، نقوم برسم حلقة ونتبع الخطوات السالفة الذكر 

 فنتحصل على مايلي:

  91      + 91-  
   11      11  
 11 1     11 1   
  51 11     11- 51+  

في الخانات التي  91، أي سوف نضيف 91من بتُ القيم في الخانات التي فيها إشارة سالبة أقل قيمة وىي 
فيها إشارة موجبة ونطرحها من الخانات التي فيها إشارة سالبة فنتحصل على جدول جديد ونقوم بحساب 

 .5211-(91*5= ) 1155التكلفة الكلية للنقل أصبحت =  التكلفة الجديدة كما يلي:

 لتحستُ الحل الثالثةالمحاولة 

Ei  5الجدول رقم   Ei  2الجدول رقم  
7 - 6 -   7 9 - 7  
6 - - 6   6 8 1 -  
6 8 1 -   6 - - 6  
9 - 1 9   9 6 - -  

 2 5- 1 Fj   2 5- 1 Fj 
           
  9رقم الجدول     1الجدول رقم  
 51 - 8    5 - 5  
 55 7 -    1 2 -  
 - - 9    - - 1  
 9 - -    1 - -  
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لا توجد إمكانية لتخفيض تكلفة  ولػتوي على قيمة سالبة وىذا يعتٍ أنلا لؽكن ملاحظة أن الجدول الرابع 
      .1155النقل وبالتالي فان أدنى تكلفة نقل كلية لشكنة ىي 

 الحالات الخاصة لمسألة النقل -4

تطرقنا فيما سبق في مسالة النقل للحالة التي يكون فيها العرض مساويا للطلب، أي لرموع ما ىو  لقد
متوفر في أماكن التموين أو التخزين يساوي لرموع ما الاستهلاك أو لرموع ما يطلبو الدستهلكون، لكنو في 

ورة أن يكون متساويا ففي العديد من الحالات يكون العرض الواقع فان لرموع العرض والطلب ليس بالضر 
 اكبر من الطلب ا وان يون العرض اقل من الطلب.

 الطلب من أكبرحالة العرض  -4-1

ىذه الحالة ىي عبارة عن أن لرموع ما ىو متوفر أو معروض من السلعة أكبر من لرموع ما ىو 
إضافة مستهلك خيالي أو مستعمل ولعي بحيث تكون الكمية وفي ىذه الحالة يتم مطلوب من قبل الدستهلكتُ 

التي يطلبها ىي بمقدار الفرق بتُ العرض والطلب أي أن ىذا الدستعمل الولعي سوف لؽتص الفائض الدتوفر في 
العرض إضافة إلى ذلك فان التكاليف الوحدوية لطرق النقل الخاصة بالدستعمل الولعي الذي أضفناه تكون  

 (51) .كلها صفرا

 .للمسألة التالية طريقة التجريبو  الزاوية الشمالية الغربيةنقل باستعمال طريقة  أوجد أدني تكلفة مثال:

  العرض 

 الطلب
19 18 19 17 35 

13 15 15 21 33 

 33 25 23 15  

 61وحدة أكبر من الكمية الدطلوبة وىي  91بداية الحل لؽكن ملاحظة أن الكمية الدعروضة وىي  قبل الحل:
وحدة حيث يصبح العرض يساوي  21 علينا إضافة مستعمل ولعي بكمية مطلوبة مقدارىا تُوحدة وىنا يتع

 التالي:ك الجدول كونوبتكاليف وحدوية تساوي صفر ويوحدة  91أي الطلب 
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19 18 19 17 35 

13 15 15 21 33 

3 3 3 3 25 

33 25 23 15  

 وعند حل الدسالة باستعمال طريقة الزاوية الشمالية الغربية نتحصل على جدول الحل الابتدائي التالي:

33 5   35 

 23 13  33 

  13 15 25 

33 25 23 15  

 m+n-1 = وبالتالي الحل الابتدائي مقبول. 6= عدد طرق النقل الدستعملة 

 .5551التكلفة الكلية للنقل حسب ىذا الحل الابتدائي = 

( نقوم بمحاول تحستُ ىذا الحل أو بتعبتَ آخر البحث عن Stepping stoneالآن باستعمال طريقة التجريب )
 إمكانية تخفيض التكلفة الكلية للنقل وذلك من خلال تجريب أو اختبار طرق النقل غتَ الدستعملة.

 تُ الحلالمحاولة الأولى لتحس

  B4 B3 B2 B1  التكاليف الوحدوية
57 59 58 59   +5 -30 A1 
25 51 51 51  51 -20 + A2 
1 1 1 1 51 51   A3 

 نقوم باختبار أو تجريب طرق النقل غتَ الدستعملة:

A1B4 : +17-18+15-15+0-0 = -1 

A1B3 : +19-18+15-15 = +1 

A2B4 : +21-15+0-0 = +6 

A2B1 : +13-19+18-15 = -3 

A3B2 : +0-15+15-0 = 0 
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A3B1 : +0-13+15-0 = +2 

ون لكل وحدة منقولة وبالتالي سوف  1سوف لؼفض في التكلفة بــ  A2B1ق النقل يلؽكن ملاحظة أن طر 
ندخل ىذا الطريق ضمن شبكة النقل وذلك باستعمال الحلقة ثم لطتار من بتُ القيم في الخانات التي فيها 

في الخانات التي فيها إشارة موجبة ونطرحها من  21، أي سوف نضيف 21إشارة سالبة أقل قيمة وىي 
التكلفة  جدول جديد ونقوم بحساب التكلفة الجديدة كما يلي: الخانات التي فيها إشارة سالبة فنتحصل على

 .5551-(21*1= ) 1353الكلية للنقل أصبحت = 

 المحاولة الثانية لتحستُ الحل

  B4 B3 B2 B1  التكاليف الوحدوية
57 59 58 59   21 51 A1 
25 51 51 51  51  21 A2 
1 1 1 1 51 51   A3 

 النقل غتَ الدستعملة: نقوم باختبار أو تجريب طرق

A1B4 : +17-0+0-15+13-19 = -4 

A1B3 : +19-15+13-19 = -2 

A2B4 : +21-0+0-15 = +6 

A2B2 : +15-18+19-13 = +3 

A3B2 : +0-0+15-13+19-18 = +3 

A3B1 : +0-0+15-13 = +2 

ون لكل وحدة منقولة وبالتالي سوف  4سوف لؼفض في التكلفة بــ  A1B4 طريق النقللؽكن ملاحظة أن 
كما ذكرنا فيما سبق لطتار من بتُ القيم في الخانات التي فيها إشارة و  ،ندخل ىذا الطريق ضمن شبكة النقل

في الخانات التي فيها إشارة موجبة ونطرحها من الخانات  51، أي سوف نضيف 51سالبة أقل قيمة وىي 
التكلفة الكلية  ول جديد ونقوم بحساب التكلفة الجديدة كما يلي:التي فيها إشارة سالبة فنتحصل على جد

 .5111-(10*4= ) 1010للنقل أصبحت = 
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 المحاولة الثالثة لتحستُ الحل

  B4 B3 B2 B1  التكاليف الوحدوية
57 59 58 59 10  25  A1 
25 51 51 51  0  30 A2 
1 1 1 1 5 20   A3 

 غتَ الدستعملة: نقوم باختبار أو تجريب طرق النقل

A1B3 : +19-0+0-17 = +2 

A1B1 : +19-13+15-0+0-17 = +4 

A2B4 : +21-0+0-15 = +6 

A2B2 : +15-0+0-0+17-18 = +3 

A3B2 : +0-0+17-18 = -1 

A3B1 : +0-13+15-0 = +2 

ون لكل وحدة منقولة وبالتالي سوف  1سوف لؼفض في التكلفة بــ  A3B2لؽكن ملاحظة أن طريق النقل 
 نتحصل على جدول جديد ونقوم بحساب التكلفة الجديدة كما يلي:و  ندخل ىذا الطريق ضمن شبكة النقل

 .5151-(1*5= ) 1335التكلفة الكلية للنقل أصبحت = 

 المحاولة الرابعة لتحستُ الحل

  B4 B3 B2 B1  التكاليف الوحدوية
57 59 58 59 51  21  A1 
25 51 51 51  1  11 A2 
1 1 1 1  21 1  A3 

 نقوم باختبار أو تجريب طرق النقل غتَ الدستعملة:

A1B3 : +19-18+0-0 = +1                

 A1B1 : +19-13+15-0+0-18 = +3 
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A2B4 : +21-15+18-0+0-15 = +9    

 A2B2 : +15-15+0-0 = 0 

A3B4 : +0-17+18-0 = +1   

A3B1 : +0-0+15-13 = +2 

لك في التكلفة لؽكن ملاحظة أن جميع طرق النقل أو الخلايا غتَ الدستعملة كلها لو استعملناىا سوف يزيد ذ
وبالتالي فان أرخص تكلفة نقل كلية لشكنة ىي الدتحصل عليها ن كل القيم موجبة أو صفر الإجمالية للنقل لأ

 .1005 في المحاولة السابقة وىي

 الطلب من أقلحالة العرض  -4-2

عن أن لرموع ما ىو متوفر أو معروض من السلعة أي ىي عبارة  عكس الحالة لسابقةىذه الحالة ىي 
ولعي بحيث  لسزنخيالي أو  لشونمن لرموع ما ىو مطلوب من قبل الدستهلكتُ وفي ىذه الحالة يتم إضافة  أقل

الولعي  الدخزنىي بمقدار الفرق بتُ العرض والطلب أي أن ىذا  الدتوفرة عند ىذا الدمون الولعيتكون الكمية 
أو الدخزن  الدمونإضافة إلى ذلك فان التكاليف الوحدوية لطرق النقل الخاصة  ،في العرض النقص يوفرسوف 

 (56) .الولعي الذي أضفناه تكون كلها صفرا

 مثال:

 .طريقة التحويلو  الكبرىالفروقات نقل كلية لشكنة باستعمال طريقة  أوجد أدني تكلفة

  العرض 

 الطلب
3 2 4 300 

5 8 2 150 

6 1 7 250 

 200 200 200  
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  الحل:

 711وحدة أقل من الكمية الدطلوبة وىي  611قبل بداية الحل لؽكن ملاحظة أن الكمية الدعروضة وىي 
حيث يصبح العرض يساوي وحدة  511وحدة وىنا يتعتُ علينا إضافة لشون ولعي بكمية معروضة مقدارىا 

 وحدة وبتكاليف وحدوية تساوي صفر ويكون الجدول كالتالي: 711الطلب أي 

3 2 4 3 300 

5 8 2 3 150 

6 1 7 3 250 

200 200 200 133  

 وعند حل الدسالة باستعمال طريقة الفروقات الكبرى نتحصل على جدول الحل الابتدائي التالي:

200  0 100 300 

  150  150 

 200 50  250 

200 200 200 133  

 m+n-1 = وبالتالي الحل الابتدائي مقبول. 6= عدد طرق النقل الدستعملة 

( نقوم الجداولالآن باستعمال طريقة التحويل )،  1450ل حسب ىذا الحل الابتدائي = التكلفة الكلية للنق
اختبار طرق النقل غتَ ببمحاول تحستُ ىذا الحل أو البحث عن إمكانية تخفيض التكلفة الكلية للنقل وذلك 

 .نتحصل على الحل الأمثل التاليوبعد إجراء العمليات الحسابية اللازمة  الدستعملة

233  53 53 300 

  153  150 

 233  53 250 

200 200 200 133  

      .1333ن أدنى تكلفة نقل كلية لشكنة ىي أكثر وبالتالي فإلا توجد إمكانية لتخفيض تكلفة النقل  حيث
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 تمارين -5

 :31التمرين 

لدولدات الكهربائية مشكلة نقل منتج معتُ من منتجاتها، وذلك من ا متخصصة في إنتاجتواجو شركة 
الثلاثة  الأشهرالدخططة والطلب الدتوقع خلال  الإنتاجيةمراكز توزيع، وكانت السعة  أربعة إلىثلاثة مصانع 

 القادمة لذذا الدنتج وكذلك تكلفة نقل الوحدة الواحدة كالتالي:

 الدصانع
 1خلال  الإنتاجكمية  مراكز التوزيع

 الرابع الثالث الثاني الأول أشهر )بالوحدات(
 5333 6 7 2 3 الأول
 6333 3 2 5 7 الثاني
 2533 5 4 5 2 الثالث

أشهر  1الطلب الدتوقع خلال 
  1533 2333 4333 6333 )بالوحدات( 

 

ترغب إدارة الشركة في تحديد كمية الإنتاج التي لغب شحنها من كل مصنع إلى كل مركز توزيع بحيث 
 يتم ذلك بأقل تكلفة كلية لشكنة. ) استعمل طريقة الفروقات الكبرى وطريقة التحويل(.

 :32التمرين 

 التحويل.طريقة أرخص شبكة نقل كلية لشكنة باستعمال طريقة التكاليف الصغرى و أوجد 

1 16 4 3 53 

6 13 1 2 133 

8 8 9 7 153 

12 6 11 7 233 

16 15 13 15 253 

133 433 133 53  
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 :33التمرين 

لستلفة للبناء يتلقى الدصنع طلبات من أربعة شركات ، و أربعة لسازن في مدن لستلفة الآجرلدى مصنع 
والأشغال العمومية، البيانات الخاصة بالكميات الدطلوبة والكميات الدوجودة في الدخازن مبينة في الجدول 

 التالي:

 الشركة الأولى الثانية الثالثة الرابعة 
 الكمية الدطلوبة بالطن أسبوعيا 18 22 28 32

 الدخزن الأول الثاني الثالث الرابع الخامس
 الكمية الدوجودة في الدخزن بالطن أسبوعيا 16 18 26 16 24

 :وىي مبينة حسب الجدول التالي )بالوحدة ن( الشركةإن تكاليف النقل تختلف حسب موقع الدخزن ومكان 

  الدخزن
 الأول الثاني الثالث الرابع الخامس
 الأولى 13 33 6 12 23

 الشركة
 الثانية 46 16 26 54 24
 الثالثة 63 2 13 48 53
 الرابعة 16 52 14 56 18

)استعمل  يرغب مدير الدصنع في معرفة أفضل طريقة لتوزيع الطلبات بحيث تكون تكاليف النقل أقل ما لؽكن
 .طريقة التكاليف الصغرى وطريقة التحويل فقط(

 :34التمرين

 .طريقة التجريبو  الزاوية الشمالية الغربيةأوجد أرخص شبكة نقل كلية لشكنة باستعمال طريقة 

33 2 5 6 15 16 

5 29 9 5 7 15 

16 24 14 6 26 14 

13 28 4 25 8 15 

6 6 13 23 15  
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 .التحويلطريقة و  الفروقات الكبرىأوجد أرخص شبكة نقل كلية لشكنة باستعمال طريقة  :35التمرين 

5 6 7 23 

6 4 5 5 

3 7 3 13 

5 3 1 13 

9 5 8 5 

15 15 23  

  :36التمرين 

طن في  511لدى مصنع للاسمنت أربعة لسازن في مدن لستلفة، ويعمل الدصنع بطاقة إنتاجية مقدارىا 
الأسبوع، ويتلقى الدصنع طلبات من أربعة شركات لستلفة للبناء والأشغال العمومية، البيانات الخاصة بالكميات 

 الدطلوبة والكميات الدوجودة في الدخازن مبينة في الجدول التالي:

 الشركة الأولى الثانية الثالثة الرابعة
 الكمية الدطلوبة بالطن أسبوعيا 18 34 24 32
 الدخزن الأول الثاني الثالث الرابع
 الكمية الدوجودة في الدخزن بالطن أسبوعيا 18 22 28 32

وىي موضحة حسب  الشركةإن تكاليف النقل بطبيعة الحال تختلف حسب موقع الدخزن ومكان 
 :التالي )بالوحدة النقدية(الجدول 

  الدخزن
 الأول الثاني الثالث الرابع
 الأولى 2 13 48 53

 الشركة
 الثانية 33 6 12 23
 الثالثة 16 26 54 24
 الرابعة 52 14 56 18

 يرغب مدير الدصنع في معرفة أفضل طريقة لتوزيع الطلبات بحيث تكون تكاليف النقل أقل ما لؽكن
 .)استعمل طريقة الزاوية الشمالية الغربية وطريقة التحويل فقط(
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  :37التمرين 

 .التجريبطريقة و  التكاليف الصغرىأوجد أرخص شبكة نقل كلية لشكنة باستعمال طريقة 

33 2 5 6 15 16 

5 29 9 5 7 15 

16 24 14 6 26 14 

13 28 4 25 8 15 

6 6 13 23 15  

  :38التمرين 

 .التحويلطريقة و  الفروقات الكبرىأوجد أرخص شبكة نقل كلية لشكنة باستعمال طريقة 

26 21 33 15 733 

34 28 15 13 433 

21 32 28 23 633 

7 19 16 14 433 

16 13 7 26 553 

9 22 19 32 633 

833 653 953 853  

  :39التمرين 

 .طريقة التجريبو  الزاوية الشمالية الغربيةباستعمال طريقة  التاليةنقل ال الحل الأمثل لدسالةأوجد 

14 13 2 5 13 53 

11 5 4 11 3 23 

9 8 12 1 18 33 

1 4 9 17 18 43 

15 33 65 23 13  
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إنتاج أحد الدنتجات في ثلاثة مصانع وتشحن إلى ثلاثة متاجر للجملة، الجدول التالي  يتم : 13التمرين 
 يوضح تكاليف النقل لكل وحدة وطاقة كل مصنع والكميات الدطلوبة من الدتاجر كما يلي:

 الدصنع
طاقة  متجر الجملة

 L3 L2 L1 الدصنع

P1 23 16 24 333 

P2 13 13 8 533 

P3 12 18 13 133 

  333 433 233 متجر الجملةطلب 

 .التجريبأوجد أقل تكلفة نقل كلية لشكنة لذذه الدسألة باستعمال طريقة الزاوية الشمالية الغربية وطريقة 

 :11التمرين 

تقوم إحدى الشركات بتوزيع الغاز الطبيعي للمشتًكتُ )الزبائن( في خمسة مدن، وتشتًي ىذه الشركة 
: 5، بالنسبة للمدينة 1م 91111، وكان الطلب الدتوقع خلال الشتاء القادم الغاز الطبيعي من أربع شركات

: 9بالنسبة للمدينة ، 1م 71111: 1، بالنسبة للمدينة 1م 211111: 2بالنسبة للمدينة  ،1م 511111
بهذه الكميات مع الشركات الدوردة   وكانت عقود التوريد، 1م 111111: 1بالنسبة للمدينة ، 1م 511111

 221111من الشركة الأولى:  ،1م 1111111من الشركة الأولى:  ،1م 581111كالتالي: من الشركة الأولى: 
)بألف ، ويبتُ الجدول التالي تكاليف التوزيع من الشركات إلى الددن 1م 211111من الشركة الأولى:  ،1م

 كما يلي:وحدة نقدية(  

 الشركة
 الددن

5 2 1 9 1 
 13 18 11 9 23 الأولى

 12 17 19 17 16 الثانية

 23 25 16 19 18 الثالثة

 15 16 17 22 13 الرابعة

 .التحويلوطريقة  الفروقات الكبرىأوجد أقل تكلفة نقل باستعمال طريقة 
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 :12التمرين 

 التصنيع ثلاثة مدنتقوم إحدى الشركات بصناعة الحواسب الشخصية المحمولة، فإذا كانت مراكز 
وتشحن إلى متاجر الجملة في خمسة مدن، حيث يوضح الجدول التالي عدد وحدات الحواسب الشخصية 
الدتاحة في كل مصنع وعدد وحدات الحواسب الدطلوبة لكل متجر للجملة وتكاليف الشحن )بالوحدة النقدية 

 لكل وحدة(.

 الدصنع
الوحدات  متجر الجملة

 1 9 1 2 5 الدتاحة

5 133 233 53 93 133 9333 

2 23 133 83 333 63 4333 

1 13 233 73 133 43 8333 

  3333 6333 4333 5333 3333 الوحدات الدطلوبة

جل تدنية تكاليف أ كل متجر للجملة من  إلىأوجد الكميات التي لغب شحنها من كل مصنع 
 .التحويلحد لشكن باستعمال طريقة التكاليف الصغرى وطريقة  لأدنى الشحن

 :13التمرين 

 .طريقة التحويلو  الفروقات الكبرىباستعمال طريقة  التاليةنقل ال الحل الأمثل لدسالةأوجد 

14 13 2 6 5 13 53 

11 5 4 2 11 3 23 

9 8 12 11 1 18 33 

5 4 8 9 2 14 53 

1 4 9 8 17 18 43 

15 33 65 63 23 13  
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 :14التمرين 

تنتج إحدى الشركات الدتخصصة في صناعة الدلابس نوع من الدعاطف في ثلاثة مصانع، يتم توزيع 
من للوحدة الواحدة بالوحدة النقدية ىذه الدعاطف إلى ثلاث لزلات كبرى في مدن لستلفة، تكلفة النقل 

 الدصانع إلى المحلات مبينة كما يلي:

 المحلات الدصنع
5 2 1 

5 1445 146 144 
2 141 2425 346 
1 142 142 148 

 طاقة الدصانع وطلبات التوزيع معطاة كما يلي:

 )بالوحدة( طاقة الدصنع

 

 )بالوحدة( طلبات التوزيع
 433 5المحل  433 5الدصنع 
 433 2المحل  633 2الدصنع 
 433 1المحل  333 1الدصنع 

النقل عند أدنى حد لشكن باستعمال طريقة التكاليف الصغرى أوجد خطة التوزيع التي تجعل تكاليف 
 وطريقة التحويل.

 :15التمرين 

 .التجريبطريقة و  التكاليف الصغرىأوجد أرخص شبكة نقل كلية لشكنة باستعمال طريقة 

26 21 17 15 833 

34 28 15 13 333 

21 32 28 23 533 

15 13 7 26 553 

9 22 19 32 533 

833 653 953 833  
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 :16التمرين 

 .التحويلطريقة و  التكاليف الصغرىنقل كلية لشكنة باستعمال طريقة  أوجد أدني تكلفة

4 2 4 45 

3 2 1 35 

5 3 3 55 

3 7 5 65 

93 63 43  

 :17التمرين 

 .طريقة التحويلو  الفروقات الكبرىأوجد أرخص شبكة نقل كلية لشكنة باستعمال طريقة 

4 5 6 7 53 

4 9 3 2 153 

6 5 2 3 63 

8 1 2 4 43 

53 43 163 83  

 :  18التمرين 

 .طريقة التجريبو  الفروقات الكبرىأوجد أرخص شبكة نقل كلية لشكنة باستعمال طريقة 

63 52 83 44 833 

72 43 56 63 333 

78 78 63 36 533 

43 36 76 52 533 

833 653 953 833  
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متخصصة في إنتاج وصناعة لزركات العتاد الفلاحي، لدى ىذه الشركة ثلاثة مصانع  شركة:  19التمرين 
 :توجد في ثلاثة مدن لستلفة، الطاقة الإنتاجية لذذه الدصانع بآلاف الوحدات كالتالي

 الدصنع الثالث الدصنع الثاني الدصنع  الأول
133 133 153 

بعة عملاء، حيث أن طلبات ىؤلاء العملاء تعاقدت ىذه الشركة على توريد ىذه المحركات إلى أر 
 :)الزبائن( على ىذه المحركات بآلاف الوحدات كالتالي

 53 العميل الأول
 73 العميل الثاني

 63 العميل الثالث
 83 العميل الرابع

إن تكاليف ف وأماكن تواجد العملاء )الزبائن(وبسبب الاختلاف في الدسافات بتُ مواقع الدصانع 
 تختلف وىي موضحة في الجدول التالي )بالوحدة النقدية(:النقل 

 العملاء الدصنع
5 2 1 9 

5 73 113 83 133 
2 233 173 123 133 
1 83 183 133 163 

أوجد خطة التوزيع التي تجعل تكاليف النقل عند أدنى حد لشكن باستعمال طريقة التكاليف الصغرى 
 وطريقة التحويل.

 .طريقة التجريبو  الفروقات الكبرىنقل كلية لشكنة باستعمال طريقة  أدني تكلفةأوجد  : 23التمرين 

14 12 14 45 

15 13 13 55 

13 17 15 65 

93 63 43  
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لدى شركة متخصصة في البناء والإنشاءات الكبرى أربعة مقالع للحصى حيث تتوفر فيها   :21التمرين 
كميات معينة من الحصى وترغب الشركة بنقل الكميات الدتوفرة إلى مشاريعها الدوزعة على ألضاء القطر وعددىا 

لى كل مشروع مبينة من كل مقلع إبالوحدة النقدية ستة مشاريع، إن تكلفة نقل الوحدة الواحدة )متً مكعب( 
 في الجدول التالي، وكذلك الكميات الدتوفرة في الدقالع والكميات اللازمة لكل مشروع.

الكميات 
 الدتاحة

 الدقالع الدشاريع
6 1 9 1 2 5 

55333 13 9 6 9 12 9 5 
63333 5 5 7 7 3 7 2 
75333 11 3 11 9 5 6 1 
45333 13 2 2 11 8 6 9 
الكميات  43333 43333 63333 23333 43333 23333 

 الدطلوبة
 التحويل.و تكاليف عند أدنى حد لشكن باستعمال طريقة الفروقات الكبرى الأوجد خطة التوزيع التي تجعل 

بإنتاج الحبيبات البلاستيكية، ويتم نقل ىذه الدواد إلى أربعة معامل أخرى  مصانعتقوم ثلاثة  :22التمرين 
على  حيث يتم تشكيلها في منتجات لستلفة، الجدول التالي يبتُ تكاليف النقل والطاقة الإنتاجية لكل معمل

 النحو التالي:

الكميات 
 الدتاحة

 الدصانع الدعامل
9 1 2 5 

163 4 4 5 3 5 
153 5 5 4 4 2 
193 3 4 3 4 1 
 الكميات الدطلوبة 73 133 153 183 

أوجد خطة التوزيع التي تجعل تكاليف النقل عند أدنى حد لشكن باستعمال طريقة الزاوية الشمالية 
 الغربية وطريقة التحويل.



 مسألة النقل                                                                       :الثاني الفصل
 

99 

 

 4الثانيهوامش الفصل  -6
، الدار الجامعية، مصر، مراقبة الإنتاجبحوث العمليات في تخطيط و لزمد صالح الحناوي، لزمد توفيق ماضي،  -(1)

 .521، ص2116
، الدكتب الجامعي الحديث، مصر، دراسات في استخدام بحوث العمليات في المحاسبةكمال أبوزيد، زينات لزرم،  -(2)

 .12، ص2116

 .599، ص2119، المجموعة العربية للتدريب والنشر، مصر، بحوث العملياتأبو القاسم مسعود الشيخ،  -(3)

 .11، ص 2119، جامعة القاىرة، مصر، كلية التجارة،  بحوث العمليات في المحاسبة، جمال عبد العزيز صابر -(4)
 .511، ص 2155، مصر الطبعة الثالثة، ،الدار الدولية للاستثمارات الثقافية، بحوث العمليات، ريتشارد برونسون -(5)
 . 519، ص مرجع سابق، بحوث العمليات، ريتشارد برونسون -(6)

(7) - David Anderson and other, An introduction to management science, Quantitative 

approaches to decision making, west publishing co., Minnesota, USA, 1985, p169. 

 .521، ص 2116 ، ديوان الدطبوعات الجامعية، الطبعة الثانية، الجزائر،بحوث العملياتلزمد راتول،  -(8) 

 . 51.56.57، ص مرجع سابق، بحوث العمليات في المحاسبةجمال عبد العزيز صابر،  -(9)
 (10) - Hamdy A Taha, Operations Research an introduction, Macmillan Publishing co., 

New York, USA, 1997, p512. 
 . 256، ص سابقمرجع ، بحوث العملياتأبو القاسم مسعود الشيخ،  -(11)
 .597.591، ص2112، الجامعة الدفتوحة، الطبعة الأولى، طرابلس، ليبيا، بحوث العملياتسليمان لزمد مرجان،  -(12) 
 .581، ص2151، الجزائر ديوان الدطبوعات الجامعية،، بحوث العمليات وتطبيقاتها الاقتصادية، علي مكيد -(13)
 .581مرجع سابق، ص، وتطبيقاتها الاقتصاديةبحوث العمليات ، علي مكيد -(14)
 .251، ص2118، منشورات جامعة حلب، كلية الاقتصاد، سوريا، بحوث العملياتصبحي المحمد وآخرون،  -(15)
، الطبعة السادسة، بحوث العمليات والأساليب الكمية في صنع القرارات الإداريةرند عمران مصطفى الأسطل،  -(16)

 .159، ص2156فلسطتُ، 
 



 

 

 قائمة المراجع
 



 قائمة المراجع

 

 باللغة العربية الكتب 

 .2009، المجموعة العربية للتدريب والنشر، الطبعة الثانية، مصر، بحوث العملياتأبو القاسم مسعود الشيخ،  -1

 .2008، الأردن الطبعة الأولى، ،قنديل للنشردار ، أساسيات بحوث العمليات، أحمد محمد الهزاع الصمادي -2

 .2003، سلسلة ملخصات شوم، مصر، الدار الدولية للاستثمارات الثقافية، والاقتصاد الطرق الرياضية للإدارة، ادوارد ت. دولينج -3

 .2007، الرياض الطبعة الأولى، ،المريخ للنشردار ، نمذجة القرارات وبحوث العمليات، باري راندر وآخرون -4

 .2010،  الجزائر ، دون دار نشر، بحوث العمليات الجزء الأول مع دراسة حالة بوقرة رابح ، -5

 .2009مصر، ، دون دار نشر ،بحوث العمليات في المحاسبةجمال عبد العزيز صابر،  -6
 .2014، الجزائر الطبعة الأولى، ،دار النشر جيطلي، رياضيات المؤسسة كمدخل إلى التقنيات الكمية، حمودي حاج صحراوي -7
 .2016، الطبعة السادسة، فلسطين، داريةبحوث العمليات والأساليب الكمية في صنع القرارات الإرند عمران مصطفى الأسطل،  -8

 .2011، مصر ،الثالثةالطبعة  ،الدولية للاستثمارات الثقافيةدار ال، بحوث العمليات، ريتشارد برونسون -9
 .1999، الأردن الطبعة الأولى، ،وائل للنشردار ، بحوث العمليات تطبيق وخوارزميات، سالم الصفدي -10

 .2002الجامعة المفتوحة، الطبعة الأولى، طرابلس، ليبيا،  ،بحوث العملياتسليمان محمد مرجان،  -11

 .2008، منشورات جامعة حلب، كلية الاقتصاد، سوريا، بحوث العملياتصبحي المحمد وآخرون،  -12

 .2010/2011، الجزائر، مطبوعة بيداغوجية، جامعة زيان عاشور بالجلفة، محاضرات في نظرية اتخاذ القرار، ضيف أحمد -13

 .2008، الأردن ،وائل للنشردار ، الأساليب الكمية التطبيقية في إدارة الأعمال، عبد الحميد البلداوي، عبد الله الحميدي -14
 .2003، دبي، ، دار القلم للنشربحوث العمليات، الطرق الكمية المساعدة في اتخاذ القرار أساليب، الالوسي حمدأعبد الستار  -15

 .2015، الجزائر الطبعة الأولى، ،ديوان المطبوعات الجامعية، يقاتها الاقتصاديةبحوث العمليات وتطب، علي مكيد  -16

 .2006، ديوان المطبوعات الجامعية، الطبعة الثانية، الجزائر، بحوث العملياتمحمد راتول،  -17

 .1980، دون دار نشر، الطبعة الأولى، مصر، البرمجة الخطية النظرية والتطبيقمحمد عبد العزيز أبو رمان،  -18
 .2007،  الأردن ،الرابعةالطبعة  ،اليازوري العلمية للنشر والتوزيعدار ، بحوث العمليات عيسى قدادة، ،محمود الفياض -19
 .2014، الأردنللنشر والتوزيع، عمان، العلمية  اليازوريار د، التقنيات الكمية في إدارة الأعمال، محاضرات وتمارين، مفيدة يحياوي -20

 الانجليزية للغةبا الكتب  

1- David Anderson, Dennis Sweeney, Thomas Williams, An introduction to management science, 

Quantitative approaches to decision making, west publishing co., Minnesota, USA, 1985. 

2- Hamdy A Taha, Operations Research an introduction, Macmillan Publishing co., New York, 

USA, 1997. 

3- Harvy M Wagner, Principles of Operations Research with Applications to Managerial 

Decisions, Prentice hall international editions, USA, 1997. 


