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Résumeé:

Le but de ce mémoire est I'étude du modéle Gross—neveu dans le
formalisme de la géomeétrie non commutative. En premier lieu on a donné le
cadre mathématique de la théorie des champs non commutative, puis, on a
présenté la théorie ®* sur I'espace de Moyal, ol le probléme du mélange des
divergences infrarouge et ultraviolette (melange UV/IR) est résolu. Par la suite,
on a passé en revue quelques théories qui sont étudiées dans l'espace non
commutatif ((134 vulcanise, LSZ). Les fonctions de corrélation a deux et quatre

points ont été calculées.
Abstract:

The purpose of this thesis is to study the Gross—neveu model in the formalism
of non—-commutative geometry. Firstly, we have given the mathematical
framework of noncommutative field theory, and we have discovered the Gauge
theory, secondly, the Moyal space theory, some theories, and the modal
Gross—neveu were studied in non-commutative space ( ®* vulcanized, LSZ )
We studied the model Gross—neveu in non—commutative space, To find a
solution to the problem of mixing which makes the theory non renormalisables.
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Introduction :

La description du monde par la physique théorique repose sur deux théories extré-
mement bien vérifiées expérimentalement & des énergies accessibles, en 'occurrence la
relativité générale d’Einstein et le modéle standard. La premieére décrit 'interaction entre
I'espace-temps (classique) et la matiere. Celle-ci est la généralisation de la relativité res-
treinte qui unifie ’espace et le temps. Par contre, le modeéle standard unifie les interactions
électrofaibles et 'interaction forte rendant compte de la physique & I’échelle des consti-
tuants élémentaires de la matieére. Du point de vue de la physique théorique, la nature est
ainsi séparée en deux domaines distincts qui obéissent respectivement aux lois des deux
théories précédentes.

Le modeéle standard est décrit a I’aide de la théorie des champs quantique ou ’espace
représente un parametre, contrairement a la relativité générale, ot la géométrie de I’espace-
temps étant en influence mutuelle constante avec la distribution de la matiére. Cependant
aux trés hautes énergies la relativité d’Einstein cesse d’étre vérifiée et ce, suite a des
fluctuations de 'espace-temps. Ce qui incite & examiner la modification de celui-ci & trés
haute énergie (donc a trés courte échelle).

Dirac (1902-1984) a élaboré une théorie en basant sur I’application de ces deux théories.
La notion des particules ponctuelles fut définitivement remplacée par celle de champ, objet

étendu a tout 'espace-temps, les caractéres quantiques et relativistes purent alors décrites



par un méme formalisme : ce fut la naissance de la théorie quantique des champs. Celle-ci
a prédit I'existence de 'antimatiére. A chaque particule, il existe une antiparticule de
méme masse et charge opposée.

Malgré ses succes, le modele standard souffre de plusieurs problémes. Un des pro-
blémes, consiste en 'explication de la hiérarchie (différence de masse des champs de jauge
associé a des interactions différentes), il contient 19 paramétres libres qui ne sont pas
déterminés par la théorie ( les trois constantes de couplages, la masse de Higgs, une masse
de boson électrofaible. . . ), il présente un important probléme théorique lié¢ a la présence
d’un champs scalaire fondamentale, le champs de Higgs. En effet, les masses des particules
scalaires fondamentales font apparaitre des divergences quadratiques, de plus 'interaction
gravitationnelle n’est pas prise en compte dans ce modele et elle est décrite séparément
par la théorie de la relativité générale.

La théorie des champs non commutatifs posséde des propriétés spécifiques qui les
distinguent des théories ordinaires. Il a été montré pour les modeéles scalaires non com-
mutatives, non seulement qu’il présente une divergence UV (ultra-violet), mais encore un
autre type de divergence IR (infrarouge) qui a été appelé le mixage UV/IR. Le change-
ment dans la structure des divergences peuvent briser la renormalisation des théories. On
note également que le mixage UV/IR en théorie de Jauge U(N) est lié uniquement a la
phase U(1) supplémentaire, tandis que la partie de 1’action efficace est invariante par le
groupe SU(N) a basse énergie. Ce point a été étudié en détail par G. Travaglini il a traité
la variation des couplages efficace g; , gy (pour le groupe U(1) et SU(N) respectivement)
en fonction de moment d’échelle k I’analyse de cette variation montre la présence de la
super symeétrie, une théorie de Jauge SU(N) ordinaire peut toujours étre intégrée dans

une théorie U(N) non commutative a des énergie supérieures a ’échelles de masse non



commutative M NC', a des énergies inferieures a cette échelle , le degré de liberté de groupe
U(1) se découple a cause de mixage UV/IR, et la théorie de Gauge non commutative est
réduite en théorie commutative équivalente. C’est la relation entre la super symétrie et le
non commutativité.

Le mixage UV/IR est une source de phénomeénes exceptionnels dans la théorie des
champs, et conduit & de nouveaux scénarios de la brisure super symétrique dynamique.
En outre la possibilité de construire une représentation de rang générique des groupes non
commutatifs ouvre une nouvelle voie de recherche.

Les théories des champs non commutatives TC'NC' utilisent les mémes outils que la
mécanique quantique (les opérateurs sur un espace de Hilbert) et contiennent toute la géo-
métrie classique. Elles pourraient donc étre le cadre approprié a une description unifiée
des quatre forces fondamentales. Elles reposent essentiellement sur la géométrie non com-
mutative qui est un vaste domaine des mathématiques, Ce dernier est la généralisation de
I’ensemble des concepts apparaissant en géométrie classique notamment les concepts d’es-
pace topologique localement compact, de variété riemannienne orientée compacte a spin
et les calculs différentiels et intégraux de la géométrie différentielle. Plus spécifiquement,
la géométrie non commutative apparait comme un cadre mathématique particulierement
adapté a la formulation des concepts quantiques et des processus de quantification.

De plus les travaux d’Alain connes ont suscité l'intérét a la géométrie non commu-
tative en physique et ont donné suite & un nombre important de travaux sur les théo-
ries des champs non commutatives. Toutefois, lors de la construction de ces les théories,
les physiciens ont été confrontés a de nombreux problémes, parmi eux figure le fameux
mélange Ultraviolet /Infrarouge ou mixing UV/IR qui rend les théories ordinaires non

renormalisables dans le cas non commutatif. Ce probléme reste toujours insoluble malgré



les nombreuses tentatives.

Vue la complexité de la construction d’une théorie des champs non commutatives, la
majorité des travaux de recherche dans ce domaine ont été consacré a I’étude des théories
scalaires sur des espaces non commutatives de type de Moyal. Cette approche la, est
considéré comme la plus simple, mais malgré cela la renormalisabilité n’a été rétablie que
dans le cas de la théorie ®* sur 'espace euclidien et n’a pas encore était généralisée ni sur
I’espace de Minkowski ni en théorie de jauge.

Dans le premiér chapitre, nous étudions certains aspects de la théorie des champs non
commutatifs, en premiére lieu nous donnons la définition de la quantification de Weyl-
Moyal, par la suite nous exposons la théorie de Gauge non commutatif, et enfin nous
étudions la théorie de l'interaction forte, et dans le deuxiéme chapitre, nous étudions la
définition de la théorie ®* non commutatives sur I'espace de Moyal, par la suite nous
exposons le vertex de ®* non commutatives et le mélange ultraviolet et infrarouge, et
enfin nous étudions modele ®* vulcanisé et théorie de LSZ et dans le dernier chapitre
nous étudions la définition de modele de Gross-Neveu non commutatives sur ’espace de
Moyal et quelque notation, par la suite nous étudions les fonctions de corrélation a deux

points et & quatre points.



Chapitre 1

Théorie des champs non

commutative :

Dans ce chapitre, nous étudions certains aspects de la théorie des champs non com-
mutatifs. En premiére lieu nous donnons la définition de la quantification de Weyl-Moyal,
par la suite nous exposons la théorie de jauge non commutative, et enfin nous étudions la

théorie de 'interaction forte.

1.1 Historiques :

Les théories en espace non commutatif sont, paradoxalement, relativement anciennes
(I'idée remonte aux travaux de Synder 1947 [1] dans le cadre de la théorie des champs
quantique). Les études initiales ont été motivées d’une part par I’étude des particules
dans de forts champs magnétiques et d’autre part par I’espoir que le comportement a
petit échelle UV de telles théories serait amélioré, étant donné qu’elles comportaient des
divergences ultraviolettes.

Apres ces travaux initiaux, I'idée de combiner la non commutativité des coordonnées



avec la physique a été longtemps négligées & cause principalement des difficultés mathé-
matiques (notamment liées a l'invariance de Lorentz) et du développement spectaculaire
des théories des champs commutatives et suite au succeés de la renormalisation.

Nous avons aujourd’hui plusieurs raisons de nous intéresser aux théories des champs
non commutatives TCNC'. Nous les rencontrons non seulement dans la physique des
hautes énergies mais aussi comme une description naturelle de la physique des particules
non relativiste dans un champ magnétique fort.

Les théories des champs sur un espace non commutative seraient une étape intermé-
diaire entre I’échelle de la chromodynamique QC'D et celle de la gravité quantique.

Les théories de jauge non commutatives sur le plan de Moyal ont attiré l'intérét a
partir de travaux de Martin et Senchez-Ruiz [2] mais en 1999. Des études dans ce sens
ont été menées sur le tore non commutatif.

Les auteurs ont ainsi vérifié la renormalisabilité & une boucle de ces théories. Entre
les années de 1995 et 2000 les progres rapides dans les TC'NC amenérent ’espoir de faire
des calculs plus surs et plus poussés que dans la théorie des cordes. Les TCNC' avaient
été prouvées normalisable a une et deux boucles.

Enfin, Minwalla, Van Raamsdonk et Seiberg [3] ont décelé un probléme de taille : 11
existe des graphes non — planaire qui sont convergentes dans 'UV" (ultra- violet) grace a
certain facteur oscillantes mais qui, & cause de leur comportement /R (infrarouge), insérés
dans d’autre graphes plus grands engendrent des divergences. Ces divergences ne sont pas

renormalisables et portent le nom de mélange UV/IR (ultraviolet/infrarouge).



1.2 Quantification de Weyl-Moyal :

Dans le cadre de la quantification canonique, Weyl a présenté une prescription élégante
pour associer un opérateur quantique & une fonction classique des variables de ’espace
de phase [4]. Cette technique fournit une maniére systématique de décrire les espaces
non commutatifs en général et d’étudier les théories des champs. Dans cette section nous
présenterons ce formalisme qui jouera un role central dans la majeure partie de notre
analyse. Explique pourquoi 1’on se concentre entiérement sur les commutateurs [5] tel
que :

[j:/uj:l/] = ie,uzx (1.1)

Ou 0, est une matrice antisymétrique constante.

1.2.1 Algébre de Moyal :

L’algebre de Moyal Ag est I'espace vectoriel des fonctions lisses & décroissances rapides

S(R?) muni du produit étoile non commutatif défini par : Vf,g € Sp = S(RP)

D
(F0)e) = [ | S5t + 30R)g(e + e (12)
1 1
= 7D1det0)] Jov dPydPzf(z + y)g(x + z)e WO (1.3)

Ou O est une matrice antisymétrique de dimension D non dégénérée (ce qui implique
D = 2N). Cette algebre joue le role des « fonctions sur I'espace de Moyal R} ».

La mécanique quantique ordinaire est formulée sur les espaces commutatifs satisfaisant



les relations de commutation suivantes [6] :

[X;, P;| = ihd;, (1.4)
[X;, X;]=0 (1.5)
[pi; pj] =0 (1.6)

Ces relations sont toujours vraies méme si les distances sont trés courtes, (soit a trés
haute énergie). La généralisation naturelle des relations ci-dessus, consiste a prendre celle
des cordonnées non commutative.

Afin de décrire un espace non commutatif en remplacant les coordonnées locales X;
par des opérateurs hermétiques X’i, les relations de commutation ci-dessus devraient étre

changées comme :

X | = inay, (1.7)
[XX]] — if,; (1.8)
(i, ] = Xo (1.9)



6;; une constante de dimension [(]%.

Nous remarquons que 'invariance de Lorentz est brisée explicitement. Cependant nous
assumons que ce dispositif apparaisse seulement & des distances trés courtes; c’est-a-dire
pour € — 0, nous retrouvons la symétrie de Lorenz. Ce qui fait que la limite des théories
des champs non commutatives quand § — 0 sont les théories commutatives, si nous

adoptons la généralisation de I’équation (1.8) a I'espace-temps :

[X X] — 0, (1.10)

Nous appellerons un espace avec les relations de commutation (1.10), espace non com-
mutatif. Pour construire la théorie des champs non commutative, il est plus commode
d’employer les champs évalués par des fonctions et pas par opérateurs, et nous redéfinis-
sons la loi de multiplication de I'espace fonctionnel (champ). Cette nouvelle multiplication
est induite de la relation (1.10) a travers ce qu’on appelle la correspondance Weyl -Moyal
[7] (voir A).

A, (X) o A, (z) (1.11)
A, (X) - / XA (a) da (1.12)
Al (a) = /em‘”Au (x)dx (1.13)

Ou « et x sont des variables réelles , alors :



A, <X) A, (X) - / /a ) ¢oX A, (o) A, (B) dadp3 (1.14)

_ // ei(Oé-Fﬁ)X—%auBy[Xu,}?V]Au (o) A, (8) dodp (1.15)
ap
Donc :
A, (X) A, (X) o (A, * A,)(z) (1.16)
(A, (£) 4, (X)) = (3720 A0+ QA+ )mga (L1T)

Ceci suggere de modifier la multiplication habituelle de I'espace commutatif par le
produit étoile(1.16).

I est facile de vérifier que le commutateur de Moyal (remplagons le produit dans
(1.10) par le produit étoile) des cordonnées est donné par la relation de commutation
suivante :

[z, 2] =10, (1.18)

Le passage de ’espace commutative a ’espace non commutative, en I'occurrence ’es-
pace de Moyal, se fait par le remplacement du produit ordinaire des fonctions, des champs
par un produit de Moyal.

« = e2 (1.19)

10



O les fleches indiquent dans quelle direction agissant les dérives.

Le produit de Moyal est défini d’apres la relation :

ot xxt —a¥ xat = [t "] =i (1.20)

Et 0""sont les composantes de la matrice pour le cas de ’espace Eucliien.

06 0 0
60 0 0

o] = (1.21)
00 0 6
0 0 -0 0

Avec 0" est une matrice anti-symétrique.

1.2.2 Opérateurs de Weyl :

Considérons 'algebre commutative des fonctions sur ’espace euclidien de dimension
D, avec le produit défini par la multiplication habituelle des fonctions. Nous supposerons
que tous les champs définis sur ’espace vivent dans un espace approprié de Schwartz
des fonctions. Celles-ci diminuent assez rapidement a l'infini, c-a-d. des fonctions dont les
dérivés a 'ordre arbitraire disparaissent a l’infini en position et espace des moments.

La condition de Schwartz implique aussi que pour n’importe quelle fonction nous

pourrions la décrire par sa transformée de Fourier suivante :

k) = / AP geikus () (1.22)

11



Avec : f(—k) = f(k)* si f(x) & une valeur réelle.

Nous définissons un espace non commutatif en remplacant les coordonnées locale x*de
RPpar des opérateurs hermitiens obéissant aux relations de commutation (1.1).Les coor-
données T# produisent alors une algébre d’opérateurs non commutatifs.

Compte tenu de la fonction et de son coefficient de Fourier qui correspond a 1’équation

(1.22) on introduit 'opérateur de Weyl par I'expression :

w[f] = / (;ZW)ICD Fk)etnt (1.23)

L’opérateur de Weyl w[f] est hermétique si f(x)a une valeur réelle. On appelle f(z)
le symbole de Weyl del’opérateur w|[f] .
On peut écrire I'équation (1.23) en termes d’un plan A(m) explicite entre les opérateurs

et les champs a l'aide de ’équation (1.22) pour obtenir :

alf] = [asf (@)@ (1.24)
Ou
Alz) = / ér—)”;eikuf“e—iw“ (1.25)

Nous pouvons présenter les dérivés des opérateurs par une dérivation linéaire anti-

12



hermitien 0 qui est défini par les relations de commutation :

(0> ] = 8,, [0, 0] = 0 (1.26)

Il devient alors assez simple de montrer que :

9 A@)] = 0, A(2) (1.27)

Dont l'intégration par partie dans I’équation (1.24) conduit a :

0, alf]) = / 0P 10,1 (2)A\z) = B[O, /] (1.28)

Selon I'équation (1.27), il s’ensuit également que les générateurs de translation peuvent

étre représentés par les opérateurs unitaires.

~

e A(z)e ™" = Alz + v) (1.29)

La propriété (1.29) implique que toute trace Tr cyclique définie sur I'algebre des
opérateurs de Weyl a la particularité de Tr(A(z)), celle-ci est indépendante de 2 € RP.

Il s’ensuite & partir de 1’équation (1.24), que la trace Tr est donné uniquement par

13



une intégration sur l’espace-temps.

Tr[f] = /dD.rf(a:) (1.30)

Ot la trace a été normalisée de sorte que Tr(A(z)) =1 .
Ceci implique que la trace joue un role d’intégration sur les coordonnées qui com-
mutent.

En utilisant la formule de Braker-Campbell -Hausdorff :

RV WY _igpv g 'Y, EH
etkudt ik, _ o= 50" kuki, Ji(k+E)uE (131)

On obtient :

A ~ de, deJ ‘ . Lo . -
A@AL) = /(QW)D Wez(k“c It o= 50" kuky, o —ikuat —ikyyt

A A d’k d"K D, i(k+k)uz" A —L10M ki, —iky ot —ik! yH
A(z)A(y) = 2P (2m)P d”ze mEN(z)em 2 Pty gt " (1.32)

Puisque 6 est supposée étre une matrice inversible, I'intégration de Gausse sur k et k/

peuvent étre effectuée. Le résultat s’écrit :

~

A 1 A —2i(6~1 z—z)H(y—z)Y
A(%)A(y) = m/dDZA(Z)e 2007 ) o ( ) (y—2) (133)

14



En particulier, en utilisant la trace de normalisation et antisymétrique de 671 | il
s’ensuit & partir de I’équation (1.33) que les opérateurs A(:c) pour x € RP forment un

systéme orthonormé.

Tr((A(x)Ay) = 6°(x —y) (1.34)

Cette situation, combinée avec (1.24), implique que la transformation est inversible,

son inverse est donné par :

f(x) = Tr(@[f]A)) (1.35)

La fonction f(x) obtenue de cette maniére a partir d'un opérateur quantique est gé-

néralement appelée une fonction de distribution de Wigner [8].

1.2.3 Le Produit étoile :

Maintenant on consideére le produit de deux opérateurs de Weyl w[f] et w[g] correspon-

dant aux fonctions f(x) et g(z). En utilisant (1.22), (1.23), (1.31) on déduit que :

w[flw[g] = w[f * g] (1.36)

Ou nous avons introduit le produit étoile de Groenewold-Moyal, tel que :

1)+ 8(0) = [[ gty TN — Bt o

15



= f(x) exp(%’guﬁ“”ﬁ_:)g(x)

— f@)glz) + Z(%)%@M...eﬂn'/nam...a% F(@)0yr.00 g(x) (1.37)
i=1 ’

Le produit étoile de I’équation (1.37) est associatif mais non commutatif. Il donne
une réalisation de ’algébre non commutative en termes de fonctions sur I’espace-temps
ordinaire.

Un prolongement utile de la formule (1.37) est :

i . 0 0
fi(zy) % oo % fn(a:n):HeXpSH“”a—xg axz)fl(azl) ...... fu(2) (1.38)

A partir de la relation entre 'intégrale de ’espace-temps et la trace de 'opérateur,

I'intégrale du produit de Moyal, est invariant par permutation cyclique des fonctions f;

/dDa;fl(xl)* ...... * fo(x) = Tr(@[fi]..... 0[fn]) (1.39)

Notons également que, dans le cas de deux champs

[t sgla) = [aPapiz)gta) (1.40)

Qui suit pour les fonctions de Schwartz sur I'intégrale par parties sur R”.

16



1.3 La théorie de Gauge :

1.3.1 Cas commutatif :

Comme il est bien connu, la symétrie a toujours joué un role essentiel dans le dévelop-
pement de la physique. A partir de symétrie de ’espace-temps & la relativité restreinte,
jusqu’a l'invariance de jauge (théorie de jauge). Les symétries ont d’ailleurs tracé 'itiné-
raire & la plupart des théories physiques en ce dernier siécle.

La théorie de jauge [9] est un type de théorie des champs dans lequel le Lagran-
gien est invariant (symétrie) sous un groupe continu de transformations locales. Elle est
importante comme théories des champs car elle a réussi a expliquer la dynamique des par-
ticules élémentaires. induisant 1’électrodynamique quantique (QE D) qui est une théorie
abélienne de mesure avec le groupe de symétrie U(1) et le champ de jauge, le quadri-
potentiel électromagnétique, décrivant le photon comme le boson de jauge. Aussi, elle
permet 1’établissement des théories décrivant les diverses forces de la nature du Modéle
Standard [10]. Ce dernier est une théorie de jauge non-abélienne avec le groupe de sy-
métrie U(1),® SU(2)r ® SU(3)¢, ou le groupe U(1), ® SU(2)., est le groupe de jauge
de la théorie EF' (électrofaible) [11] et le groupe SU(3)¢c est celui de la théorie de QC'D
(interaction forte) [12]. il contient en totalité douze bosons de jauge : le photon 7, trois bo-
sons faibles Z°W¥ et huit gluons g (voir le tableaul.2) qui jouent I'intermédiaire dans les
interactions entre les particules élémentaires (voir le tableaul.l). La densité lagrangienne
s’écrit :

Lsy = Lgw + Loep + Lurcas (1.41)
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Générations des fermions Leptons Quarks

I e~ u”,ul, u?

IT Ve dr,d, df

11 wo &b et

v Vy s" sb s9

VI T tr b, 19

VII 7 tr ot 19, b, b, b9

Tableaul.l — Les familles des fermions du Modele Standard.
Avec les couleur r (red), g(green), b(bleu), sont les nombre quantique et les Leptons et

Quarks sont les saveur.

Interaction Boson de Jauge
Electromagnétique vy

Faible w#+, 20
Fort Glyoeneee , g8

Tableaul.2 — Les bosons de jauge du modéle standard.

QCD comme théorie de jauge de l’interaction forte :

La chromodynamique (QC'D) quantique est une théorie décrivant I'interaction forte
faisant intervenir les quarks et les gluons. Elle décrit aussi bien le confinement des quarks
dans des hadrons que des collisions d’hadron & la haute énergie. La théorie est basée sur le
groupe de SU(3). des matrices unitaires de déterminant égale a un. Dans le Lagrangien de
QCD, les quarks portent la charge de couleur [13],r, g, b, anti-quarks porter anti-charge
.7, 7,b et la force est médiée par des gluons sans masse. Le Lagrangien est invariant sous
des rotations dans ’espace chromatique.

Juste comme dans QQE D, le calcul perturbatif de n’importe quel processus exige 1'utili-
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sation des régles de Feynman décrivant les interactions des quarks et des gluons. Celles-ci

peuvent étre dérivés de la densité lagrangienne indiquée ci-dessous :

LQC’D = Lclassical + Lgaugeffi:ring + Lghost (142)
Ou
_ _ a rapv tj g
Lclassical - LYanngills + LD'iTac - _ZF#VF + an Zﬁy )aﬂqﬁ (143)
Alors :
Qo
“=1 ¢ (1.44)
q

Ou la somme se fait sur ny , I'indice des saveurs des quarks (ny = 6 dans SM), et o, 3
sont les indices spinoriels et u vectoriels de Lorentz. v* sont les matrices de Dirac [9].

Fi, = Fj,t* est le tenseur d’intensité de champ dérivé du champ de gluon Aj, :

FIW = gi[D,u’ DV] = auAl/ - auAu - gs[A,u Au] (145)
Fa, = 0,A% — 0,A% — go [ AL A (1.46)
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O f2% sont les constantes de structure du groupe de couleur SU(3) (qui est comple-
tement antisymétrique c’est-a-dire f%¢ = — feb = fba ) qui distingue QC'D de QED.

Y compris I'auto-interaction de 8 champs de gluons, décrits par les champs A}, ou
I'indice capital a, de la représentation adjointe parcourant les huit degrés de liberté. Ceci
signifie qu’a la différence du photon dans Q E'D, le porteur de la force de couleur lui-méme
est coloré, une propriété qui donne lieu a la liberté asymptotique [14]. Les champs de Quark
q'(i = 1,2, 3) sont en triplet représentation des couleurs, avec des couleurs (r), (g) et (b).

Dans eq(1.42) la dérivée covariante est sous la forme :

(Da)ij = 85w + z’gs(tCAc)ij (147)

Ou t* sont des matrices dans la représentation adjointe du SU(3) respectivement.

[ta’ tb] — ,l-fabctc

Dans la représentation fondamentale, les matrices t* = %)\“ = if% ot \* est les

matrices de Gell-Mann et f¢ est la constante de structure.

010 0 —i 0 1 0 0
M=l100 | X¥=]4i 0 ol X=|0-10
000 0 0 0 0 0 0
00 1 00 —i 000



MN=[o00 = [ X¥=V3] 01 o0 (1.48)

0 ¢+ O 00 -2

D’une maniére générale, les propriétés des matrices pour les groupes SU(N) sont :

La trace donne :

Trtet?] = C(r)o* (1.49)

Ou C(r) s’appelle Casimir.

Il est invariant et a comme expression :

= 12 (1.50)

Pour le groupe SU(N) donc :

d(r)Cs(r) = d(G)C(Q) (1.51)

Avec :
Cy(r) est constante
d(G) = N? — 1 pour SU(N)
Il y a 8 constantes de structure pour SU(3), mais la majeure partie d’eux est zéro

obtenustous avec :
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2
123 458 678 \/g 147 246 257 345 516 637 1
= 1 = = — = = = = = = —
f f f 5/ f f f f f 5

Remarque : Un terme comme m?A,A, n’est pas invariant de jauge [10]. Les gluons

sont donc de masse nulle.

Les régles de Feynman :

Nous ne pouvons pas formuler une théorie perturbative de jauge avec le lagrangien de
I'équation (1.41) sans le terme de fixation de jauge [10] [15] parce qu’il est impossible de
définir le propagateur pour le champ de gluons sans faire un choix de jauge.

kH*EY
L2

1 N i v
Lgauge—fiming = _%(aaA£)2 = IAF (k) = [_gﬂ + (1 - 5)

k2

] (1.52)

Fixer la classe des jauges covariantes avec le parametre de la jauge £ . Dans une théorie
non Abélienne telle que QC'D le terme de fixation de jauge doit étre complété par lagran-

gien [15], de Fadeev-popov décrivant les fantdmes. Il est donnée par :

Lghost - aanA+(D%BTIB) (153)

Ici n? est le champ scalaire complexe qui obéit & des statistiques de Fermi.
Equations (1.42).(1.52) et (1.53) suffisante pour dériver les regles de Feynman de la
théorie dans une jauge covariante. Les régles de Feynman sont définies a partir de :
S = / iLd*z (1.54)
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S = Sy + Sy ott S = / iLo(z)d"z, S) = iLy(x)d'z (1.55)

Avec S est action.

Ou Ly contenir toutes les termes bilinéaires dans les champs et L; contient tout le
reste.

La recette pratique pour déterminer les régles de Feynman est que le propagateur
inverse est dérivé de Sy, tandis que les régles de Feynman pour les parties de 'interaction
de la théorie qui sont traitées pendant que des perturbations sont dérivées de S; comme

il donné dans la Figure 1.

a
— — _>_ -—
propagateur :
i
k24-ie
a K b
V
i ab v v
- k25+z‘g(9“ -(1- f)kzlzc )
> = 'Wpl"jeris
vertex :
1) \
a b
(o}
d
I r y aoe fcae vo g U, ace € 4 loa g U,
= —ig?[f** [ (g 9" — "7 g"?) + [ [P (9" g7 — g7 g"P )+
_|_fadefbce (g;wgpa _ gppgvo)]
H_. a
b c
n

= —igflg"(k —p)* +¢"(p — )" + 9" (¢ — k)"
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Ha H a

i

C,-- b i

a J y a
= —gsf bcpu = _2957“@ )ij
Figure 1.1 — Les régles de Feynman pour QC'D dans une jauge covariante : les gluons

(lignes bouclés), les fermions (lignes continues) et les fantomes (lignes en pointillés).

1.3.2 Cas non commutatif :

les théories de jauge non commutatives construites d’une maniére naive consiste en

remplacant le produit ordinaire par le produit star. On obtient :

1 . o
Lclassical = LYanngills + LDi'rac = _ZFfw/ * F:WV + qua * (ZVHDH - m)djﬁ * q,jB (156)
nf

Fiw = i[ D,,D,) = 0,A, —0,A, — gJA,, A]. (1.57)

S

1.4 Conclusion :

Pour résoudre le probléme de mélange UV/I R sur la théories des champs commutatifs,
en remplage ’espace commutatif par I’espace non commutatif.

Le passage de ’espace commutative a ’espace non commutative, en I'occurrence ’es-
pace de Moyal, se fait par le remplagement du produit ordinaire des fonctions, des champs

par un produit de Moyal.
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Chapitre 2

Théorie ®* non commutatif :

Dans ce chapitre, nous étudions la définition de la théorie ®* non commutatives sur
I'espace de Moyal, par la suite nous exposons le vertex de ®* non commutatives et le
mélange ultraviolet et infrarouge, et enfin nous étudions modele ®* vulcanisé et théorie

de LSZ.

2.1 Introduction :

Dans ce section nous allons présenter la théorie ®* non commutatif. Celle-ci est la plus
simple théorie du point de vue des difficultés qui surgissent lors du traitement et le calcul.
Par la suite nous allons nous placer sur I’espace de Moyal.

Le vertex de ce modéle posséde une symétrie non triviale : son expression dans 1’espace
de l'impulsion et des positions est identique! On appelle cette symétrie la dualité de
Langmann-Szabo. La percée de Grasse et Wulkenaar consiste dans ’addition d’un nouveau
terme quadratique dans I'action pour rendre covariante sous cette transformation aussi la
partie libre du modéle.

Un procédé pour obtenir une théorie rénormalisables consiste & ajouter un terme
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correctement choisi & I’action de modele ®* afin de surmonter le probléme de mélange
d’UV/IR. De cette maniére, on change clairement le modeéle initial, et on obtient une
théorie quantique des champs cohérente. Pour fournir une solution pour le probléme de
mélange d’UV/IR tout en maintenant 'invariance de la translation, il suffit d’ajouter a

Paction de ce modeéle ®* des termes non locale.

2.2 Définition du modéle * non commutatif :

Le modéle ®* commutatif défini par :

S = /d%[%(@“@ (2))(0,® (z)) + %mgqﬂ (z) + %CID (z) @ () P (z) D (x)] (2.1)

Le lagrangien d’une théorie des champs sur l’espace de Moyal est obtenu en rem-
placant le produit point par produit étoile. Le modeéle de ®* non commutatif est donne
par :

S = /d4:17[%(8"61>) * (0,P) + %mg@ * D+ %@ * @ x O x () (2.2)

Il peut étre aisément démontré que la partie de I'interaction prend la forme qui suit :

Pour tout j € [1,2n + 1],s0it f; € Ao (Ae est un algebre de Moyal), on a :

2n

/d.ﬁlf(fl oo * f2n)(x) = m/ndl‘j(l‘j)fj(xj)5(2(_1)i+1xi)e_iﬂozn (23)

=1
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VpeN, g, = Z (=) Az

i<j=1

Donc, on a :

/de‘CI)4(J}) = /Hdmicb(xi)é(xl — Ty + 13 — 14) (7)€ (2.4)

4
o= Z (—1)itty, Ay;
i<j=1

La caractéristique la plus importante du produit de Moyal est sa non- localité. la
non commutativité rend le vertex du modéle ®* seulement invariant sous la permutation
cyclique des champs.

Grace a la fonction delta dans I’équation (2.4), l'oscillation peut etre écrite de diffé-

rentes facons :

§(z1 — g + 13 — 24)€? = §(xy — By + @3 — T4) TN T2TITINTL (2.5a)
= 5(331 — To+ T3 — m4)eix4/\x1+imz/\x3 (25b)

= (1 — x2 + 23 — x4) expi(T1 — T2) A (22 — 23) (2.5¢)

L’interaction est réelle et positive :

/ iﬁldmi@ () 6 (21 — T2 + 13 — 14) () €% = / di( / drdy® () ® () x

27



x k@Y HIAY)2 ¢ R (2.6)

Elle est également invariante par translation comme l'indique 1’équation (2.5¢). La
propriété du produit star de Moyal (1.22) implique que le propagateur est non modifié

par rapport au cas commutatif, il est donné par : A (p) = m.
0

2.3 Vertex de ®* non commutative :

Considérons la théorie du champ scalaire réel ®* définie par la densité lagrangienne.

A
Lmt:—ZCD*CI)*CI)*Q (2.7)

Ce terme est vu comme perturbation qu’on ajouterait au lagrangien scalaire libre. Le

vertex est alors

—iA(cos(p1 A pa) cos(ps A pa) + cos(pr A p3) cos(pa A pa) + cos(pr A pa) cos(pa A ps)) (2.8)

2.4 Meélange ultraviolet et infrarouge :

Les premiers effets exotiques remarqués dans I’étude perturbative de la théorie des
champs non commutatifs [3] est le mélange des divergences UV (ultraviolets) et IR (in-
frarouge). il est une source de phénomeénes exceptionnels dans la TCNC' et est typique
en Théorie des cordes, car cette théorie est non locale. il n’apparait pas en théorie des
champs locale [16].

Il a été étudié en détails par plusieurs groupes. Tout d’abord, Chepelev et Roiban [17]
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ont démontré un comptage de puissance pour plusieurs modeles scalaires. Ils précisent les
graphes divergents et ont pu classer les divergences de la théorie par les données topo-
logiques de ses graphes. Ensuite V.Gayral [18] a montré la présence de mélange UV/IR
sur toutes les déformations isospectrales (il s’agit de généralisations des espaces de Moyal
aux cas des espaces courbés et du tore non commutatif). Pour définir le probléme, nous
considérons la masse renormalisé dans la théorie ®* non commutative & quatre dimension.

Pour cela, nous évaluerons une particule irréductible de la fonction d’une boucle [5].

Le propagateur est I'inverse de :

I(p) = p* +mg (2.9)

Dans la théorie non commutative, la correction perturbative a l'ordre d’une boucle

recoit la contribution de deux diagrammes de la Figure 2.2, planaire et non planaire.

Y

Y

Y

Figure 2.2 : correction planaire et non planaire & une boucle de ®*.

Le facteur de symétrie pour le diagramme planaire est le double de celui du graphe non

planaire. Ils conduisent respectivement aux intégrales de Feynman suivante :

1 dPk
It = 2.10
n (P) 3(27r)D/k2+m3 (2.10)
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Il (p) = L / a7k kP (2.11)
npl 6(2m)P ) k2 +m3

Donc la contribution du graphe planaire est égale a celui de la théorie commutative,
qui donne lieu a des singularités UV ordinaires. Par contre le graphe non planaire exhibe
le phénomeéne de mélange UV/IR.

En utilisant la formule de Schwinger et aprés l'intégrale de Gauss (voir B), on ob-

tient :
1 gy dDa 2 1
1 _ —amg———
0
1 °r dDa —am2—Pop_ 1
0
Avec :

pog= _pueuycﬁ/

Ou la divergence ultraviolette de ’espace d’impulsion est devenue une divergence &
« petit dans la symétrisassions de Schwinger, que nous avons régularisé par la coupure
A — .

En utilisant les fonctions Bessel modifiées dans le cas D = 4, on arrive, comme détaillé

en B :
Il (p) = 1 (A* —mj log(—A2 ) +0(1) (2.14)
P 4872 075 m2
Tl (p) = 1 (A2, — m? log(Agff)) +0(1) (2.15)
npl 962" e/ 0 mg '



A? !

= 2.1

La contribution planaire

(2.14) est propotionnelle & la correction de masse a 1’ordre d’une boucle de la théorie ®*

commutative, qui est quadratiquement divergente ultraviolette.
En remarque que dans la limite A — oo, pour (p # 0 et § # 0) la contribution du
diagramme non planaire a ’ordre d’une boucle (2.15) reste finie, elle est régularisée par la

non commutativité de I'espace-temps, c’est a dire que pour A — oo, on obtient :

1
2
Aef F PoP
Cependant, la divergence ultraviolette est rétablie dans les deux limites commutative,
la limite & — 0 ou la limite infrarouge p — 0.
Quand 4 la limite de moment (p — 0), nous avons A.sr ~ A (2.16), et nous retrouvons

la renormalisation de la masse de la théorie ®* & quatre dimensions comme suit :

1 g*A? 1 ¢*m? A2
m?)ren = mg + E 2 3_2 2 : log E{Q) + 0(94) (217)

Cette expression est divergente quand A — oc.
D’autre part, dans la limite ultraviolette A — oo, nous avons Agff ~ #, et le
propagateur corrigé prend une forme non locale qui ne peut étre attribué a aucune masse

renormalisé.
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De cette analyse, on conclut que la limite A — oo et la limite de faible impulsion
p — 0 ne commutent pas. C’est la caractéristique typique de ce qu'on appelle le mélange
ultraviolet (A — o0) et infrarouge p — 0.

Ce mélange UV/IR est une caractéristique générale des théories des champs non

commutatives.

2.5 Modéle ®* vulcanisé :

Nous prenons la modification par Grosse et Wulkenhaar. Celle-ci consiste a ajouter un

terme harmonique Q*#” au lagrangien (2.2).

1 1 1
S|P = /d4x[§g“”(8"¢ x 0,®) + 59%2@ * O+ 5m3<1>2 + %(I) £ ®xdxd)(z) (2.18)

Ou z, =2(071),,2, et Q est un paramétré positif sans dimension.

Ce terme supplémentaire fournit une coupure infrarouge et permet découple les diffé-
rentes échelle du probléme.Ainsi, le modéle ®* ne présente alors plus de mélange UV/IR.

On appelle alors "vulcanisation" la procédure consistant a rajouter un terme au la-
grangien d’'une théorie non commutative pour la rendre renormalisables.

Les théories vulcanisées vérifient donc la symétrie de Langmann et Szabo, c’est une
symétrie qui rend les coordonnées et les impulsions symétriques[19].cette théorie a rendu
la théorie renormalisables. Cependant, il serait tout a fait naturel de se poser la question
de savoir si toutes les théories non commutatives renormalisables doivent vérifier cette

dualité, et dans tel cas on adopterait cette symétrie comme un principe physique.
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2.5.1 Symétrie de Langmann-Szabo :

Le terme d’interaction de I’équation (2.18) s’écrit comme suit :

Sint [¢] = /d%% (p*xp*dx)(x) (2.19)

On peut 'expression sous la forme :

4
Sint (9] = i§1d4$z’¢ (i) V (21, 02, T3, 74) (2:20)
Avec :
)\ 1 -1 n,_ v v
V (1,29, 3, 24) = ﬂmd (21 — w2+ x5 — 24) cos(2(07 ) (22 + 252)  (2.21)

En utilisant la transformation de Fourier,le terme d’interaction s’exprime comme suit :

4, R R
Sint [¢] = ﬁ /%¢(pi)V(p1,pz,ps,p4) (2.22)

~

A 1w
V (p1,p2,p3ap4) = a0 (27T)4 0 (pl —p2+p3— p4) COs (59“ (pl,up2,u +p3,up4,v)> (2-23)

On remarque que bien que ce terme vérifie la symétrie :

A

® (p) «— w/|det 9|<i> (z),pp — T, (2.24)
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Par ailleurs, la partie libre du modeéle (??) n’est pas covariante sous cette dualité. La
vulcanisation ajoute un terme au lagrangien qui rétablit cette symétrie (voir C).

En effet, on a :

/ d‘%%@wﬁ * O = / d*zi,® (z) @ (x) (2.25)

Le modele (2.18) est ainsi covariant sous la dualité de Langmann-Szabo :

(2.26)

S [®;mg, A, Q] — Q25 [@;mo A 1}

0o

Par symétrie, le parameétre €2 peut-étre restreint a l'intervalle [0, 1] .Dans le cas parti-
culier Q = 1, action S [®; myg, A, ], est invariante par la dualité (2.23).

La théorie ®* vulcanisée selon 'action (??) constitue donc un premier modeéle assez
simple a étudier dans 1’espace z.

Une approche alternative par rapport a la vulcanisation a été avancée par 1’équipe de
Gurau et Rivasseau [20] pour modifier le propagateur, en remplagant le terme de 'oscil-

1

lateur avec terme de type @(—p)Fq)(p). Ces auteurs ont pu prouver la renormalisabilité

1

de ce "modéle
p2

a tous les ordres par la méthode de ’analyse multi-échelle.

2.6 Théorie de LSZ :

Le modéle de LSZ non commutatif est une théorie scalaire complexe bosoniques dans
un champ magnétique uniforme plus un terme harmonique & la Grosse-Wulkenhaar.

L’interaction quartique est du type Moyal. L’action est donnée par :

S = /d%%gb(—D"Du + 222+ 12)p+ Ao x % P x ¢ (2.27)
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Ou Dp = 0, — 1B, x"est la dérivée covariante.
En espace z, I'interaction est la méme que pour la théorie ®*. Le fait d’utiliser des
champs complexes sélectionne seulement les graphes orientables, le modéle est similaire a

celui de Gross-Neveu qui est traité dans le chapitre 3.

2.7 Conclusion :

Le modeéle ®* sur 'espace de Moyal, si la premier modéle qui résoudre une solution

pour le probléme de mélange d’UV/IR.
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Chapitre 3

Modéle Gross-neveu étude

perturbative :

Dans ce chapitre, nous étudions la définition de modeéle de Gross-Neveu non commu-
tatives sur ’espace de Moyal et quelque notation, par la suite nous étudions les fonctions

de corrélation a deux points et & quatre points.

3.1 Introduction :

En plus de la théorie ®*, du modéle LSZ modifié [21] et de théories supersymétriques,
nous connaissons aujourd’hui plusieurs théories des champs non commutatives renorma-
lisables. le modeéle de Gross-Neveu non commutatif est une théorie des champs juste
renormalisables comme ®*. Le modéle Gross-neveu est une théorie de champ bidimen-
sionnel sans masse de fermions avec une interaction & quatre fermions. Il a une constante
de couplage sans dimension. Sa version commutative est renormalisables. Le fait qu’il
puisse étre interprété comme une théorie des champs fermionique non locale dans un

champ magnétique constant est une de ses caractéristiques les plus intéressantes. Ainsi,
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en plus de renforcer la procédure de vulcanisation pour obtenir des théories non commuta-
tives renormalisables, le modeéle de Gross-Neveu pourrait s’avérer utile pour étudier 1’effet
Hall quantique. C’est aussi un bon premier candidat pour une étude constructive [22] des
théories non commutatives, les modeéles fermioniques étant généralement plus simples a
construire que les théories bosoniques. Enfin sa version commutative étant asymptotique-
ment libre et présentant une génération spontanée de masse [23] [24] [25], une étude de la
« physique » de ce mode¢le serait intéressante.

Le modele présente du mélange UV/I R méme apres la vulcanisation. Celui-ci apparait
comme un couplage entre les échelles du graphe : certains graphes convergents de la fonc-
tion & quatre points deviennent (logarithmiquement) divergents quand ils sont insérés dans
un graphe a deux points. Ces sous-graphes a quatre points ne sont pas renormalisables
par un contre terme « local ». Cependant ces composantes critiques sont régularisées par
la renormalisation de la fonction a deux points correspondante. Ainsi malgré ce mélange,
le modeéle est renormalisables. Mais le modele massif nécessite 'introduction d’un contre
terme de la forme §ma)iy®y'4). Le modéle a masse nulle est renormalisables sans ce contre

terme.

3.2 Modéle et notations :

Le modele de Gross-Neveu non commutatif (GN3) est une théorie des champs fermio-
nique en interaction & quatre fermion sur le plan de Moyal R . La matrice antisymétrique

© est donnée par :
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L’action du modéle est :

S[3,4] = / da(—id + QF +m -+ i6mbyO ) + Vi (9, 8) + Voo (9,9)) () (3.2)

Ouz =201z etV =1V, + V,est la partie interaction donnée ci-aprés. Le terme
en dm sera traité perturbativement comme un contre terme. Nous utilisons la métrique
euclidienne et la notation de Feynman ¢ = v"a,,.

Les matrices 7Y et y!constituent une représentation bidimensionnelle de I’algébre de

Clifford {v#,7"} = —29*". Remarquons que les v* sont alors anti-hermitiens y#1 = —~*,

3.2.1 Propagateur :

Le propagateur de I'action du modéle Gross-Neveu donne par :

c(.9) = [ b 0)0@)i) = (-7 + 0+ m) o, 33)

= /dtC(t, x,y)

2

C(t7 z, y) = —Eie_% COth(QQt)(x_y)2+iQac/\y
07 sinh(20t)
X{iQ coth(ZQt) (# —1) + Q(g} _ ?;/) + m}e—imm@—l7 (3.4)

Avec O = Lotz Ny =210""y.

Nous avons aussi e 27977 = coth(20¢)1, — ¢4 sinh(2Q¢)70 1.
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Si nous voulons étudier un modéle & N couleurs, nous pouvons considérer ce propaga-

teur diagonal dans les indices de couleur.

3.2.2 Interaction :

Concernant la partie interaction V', rappelons tout d’abord que Vfi, fa, f3, fs € Ag

/dx(fl x fox fax fu)(z) = - det@/ I1 dxjf] 2;)0(z1 — T9 + 23 — 24)e” ¥ (3.5)

4

— Z (=1)Ht g, Az (3.6)

Ce produit est non local et seulement invariant par permutations cycliques. Ainsi,
au contraire du modeéle de Gross-Neveu commutatif pour lequel il n’existe qu’une seule
interaction (locale) possible, le modele GNg a, au moins, six interactions différentes :les

interactions orientables :

eI [CRT RN (3.72)
a,b

S>3 CATRTAINE (3.7h)
593 CRTRTATNE (3.7¢)

Ol les v alternent avec les v et les interactions non orientables :
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A o

Vo = G2 [Gurdi v (3.50)
D) CRTRYRTAE (3.80)
9] R RIRAHIE (3.8

Toutes ces interactions ont le méme noyau en espace x par I’équation (3.5). Les indices
a, b sont les indices de spin et prennent des valeurs dans {0, 1}. Ils peuvent aussi contenir
des indices de couleur entre 1 et N. Pour des raisons uniquement techniques, nous nous
restreindrons aux interactions orientables. En effet, a chaque vertex, les signes + et —
(de la fonction delta) alternent. Il en est de méme pour les champs ¢ et 1. Or un ¢
ne peut contracter qu’a un 1. Ainsi il est toujours possible de choisir une orientation
telle que le graphe soit orientable. Ce n’est évidemment pas le cas pour les interactions
non orientables. En fait, tous les graphes construits avec les interactions orientables sont
orientables mais tous les graphes orientables ne sont pas faits d’interactions orientables.
En effet, les interactions non orientables produisent non seulement tous les graphes non

orientables mais aussi des graphes orientables.

3.3 Fonction de Green :

Dans ce qui suit, nous allons nous restreindre au cas ou l'intéraction est de la forme :

T(%ﬁ% — 0a50+p) (3.9)

a partir de cette expression in déduit le progateur libre sur ’espace de Minkowski et
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le vertex, qui sont comme suit :

A(k) = HEm) (3.10)

3.3.1 Fonction de corrélation a deux points :

Nous considérons le graphe planaire a deux points, les deux point externe sont notés

21 et xo. Sa correspond le graphe suivant

Y

Y

L’action définie par :

—1
Sox = /d4$[Tgsaa(xl - $)(5aﬁ(575 - 60&56%@)55’7(‘% - [L’)S,g)\(l' o 3:2)] (311)

Soa = [ el sualier — sl — 2)sn(o — )+

+%30a(x1 - fE)SQB(fIT - .%')Sﬁ)\(l' o 1'2) ] (312)

Apres les calcul on trouve :

S, = —ig / d*p; / A4k 4m i(P2 4+ m? 4 2mp,) o o (1 -22) |
7 4 2m)* ) @2m)*k2—m?+ie  pi—m?+ic
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i [ AP S [ S ot S i (19
( |

1) Co)ipr—m24ic ) m)AkE—m? +iep? —m? +ie

Avec chaque terme présente un graphe.

Pour le premier terme présent le graphe suivant :

Pour le deuxiéme terme présente le graphe suivant :

3.3.2 Fonction de corrélation a quatre points :

Soit un graphe planaire & quatre points externe sont notés xi, x5, r3 et x4. Sa corres-

pond le graphe

L’action définie par :

/)
Sopp’a’ = /d4z[(Tg)2505(x1 - Zl)Sap(Zl - IZ)(éaﬁéwé - 50[55"/,3)875'(2:1 - Zz)><

XSa/5<22 — Zl)((sa’ﬁl(s'y’él — (50/51(57%/)3#,/5/ (l’g — 22)87/0-/(22 — 554)} (314)
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On a une sommation sur les huitres d’indices :

9
Sepplo’ = /d4z%[505($1 — 21)8ap(21 — 2)S45 (21 — 22)5arp(22 — 21) 8,5 (T3 — 22) X

XS,YIU/(ZQ — 5,174)(5&,3(575(5&/5/(57/5/ — 805((131 — Zl>5ap<zl — SL’Q)S,Y(;/(Zl — ZQ)SQIB(ZQ — Zl)X

X8y (T3 — 22)Sy100 (22 — £4)0030450015' 0150 — So6(T1 — 21)Sap(21 — T2)S,5 (21 — 22) X

XSarg(22 = 21)8 y5 (X3 — 22) 8101 (22 — T4)0as01500 51050 + Sos(T1 — 21)Sap(21 — T2) X

X875/(21 — Zg)salﬂ(ZQ — Zl)sp’ﬁ’ (.733 - 22)87/(7/(22 - (L’4>5a55%3(5a15/(57/,3/] (315)

Apres substitution des expressions des propagateurs, on trouve :

—9’ / d’p / (d4k / d'ps i(h +M)oy AW +m)yy i(Hfy +M)yro i + 1)par

So' gl — B 3 3 -
e 16 J 2m)*) 2m)*) 2n)*tpt—m2+ick? —m? +icp3 —m? +iepi—m? +ic
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(H—i_m) 'B Z(ﬁ1+m)ﬁp —z(xz z1)p1 ,—i(T3—T4)p3 —92/ d4p1 / d4k' /d4p3
(

- X
k? —m? + ie p? — m? + i ‘ 16 J @2m)* ) (2m)* ) (2m)4

% i +m)os iH+m)sar i} +m)ara i(Hhy +M)ap i(gs + M)y i(ffs + m)yor pil@a—z1)p1 o
pE—m2+ick? —m2+ick? —m2+icpl —m?+icpi —m?+iepi—m?+ic

o i(ws—za)ps _ —g? / d'py / d'k / d*ps i(ph +M)oa (1 +M)ap iy +m)yo %
(

16 J @2m* ) @2m)* ) (2r)*p} —m? +icpi —m? +ic pi — m? + ic

X '(li—i_m)’yﬁ (]%_’_m)ﬁﬂl l(p% +m) o' e @2—a1)p1 o —i(z3— :r:4)p3+ _g2 / d4p1 / ok X
k? —m? +ic k? —m? +ic p3d — m? + ic 16 (2m)* ) (2m)4

/ d'ps it +M)os ity +m)s, i+ m)yy i(F £ m)ss il m)yy
(2ﬂ)4p%_m2+i€p%—m2+i€k2 m2+28k/2 m2_|_7/5p _m2+7/8

y (17(4 + m)ﬁ’ e i(x2—21)p1 o —i(z3—24)p3 (3.16)
pi—m?+ ie” |

Avec chaque terme présente un graphe.

Pour le premier terme présent le graphe suivant :
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Pour le deuxiéme terme présente le graphe suivant :

Pour le troisiéme terme présente le graphe suivant :

Pour le quatrieme terme présente le graphe suivant :

3.4 Conclusion :

Ici nous nous sommes restreint qu’a une seule interaction parmi les six interactions du
modele de Gross-Neveu et ou le propagateur ne contient pas de champ magnétique. Nous
avons donné les expressions des contributions aux deux et quatre points des fonctions de

corrélation.
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Conclusion général :

Ce mémoire a pour cadre de faire une étude des théories de champs non commutatives.
Plus précisément, nous avons étudié la renormalisabilité de plusieurs modéles définis sur
un espace de Moyal. Jusqu’a récemment, les théories non commutatives étaient définies a
partir de leurs homologues commutatifs en remplacant le produit point par le produit de
Moyal. Mais cette méthode ne fonctionne pas & cause d’un nouveau type de divergences,
le mélange UV/IR qui rend ces modeéles non renormalisables.

Ce probléme a été résolu dans le cas de champs scalaire dont I'interaction est de type
®* ou un potentiel quadratique en coordonnées de l'espace a été introduit. Ce dernier
agit comme un régulateur sur le flot de la constante de couplage, et rend le modéle
renormalisables. Nous avons aussi traité d’autres modéles ot le probleme de mixage a été
examiné, tel le modele de Gross-Neveu. Celui-ci, & cause de non localité du produit de
Moyal, il existe six interactions différentes dont trois sont orientables.Il été montré qu’elles
sont stables sous l'action du groupe de renormalisation. Le propagateur, est équivalent
a une dérivée covariante en champ magnétique uniforme. Les interactions orientables ne
conduisent qu’aux graphes orientables. En effet, le mélange UV/IR est uniquement dia
aux graphes non orientables. Les graphes qui présentent du mélange sont dangereux non
pas parce qu’ils sont finis & moments non exceptionnels et infinis dans une boucle mais

surtout parce qu’ils ne sont pas renormalisables.
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Ici nous nous sommes restreint qu’a une seule interaction parmi les six interactions du
modele de Gross-Neveu et ou le propagateur ne contient pas de champ magnétique. Nous
avons donné les expressions des contributions aux deux et quatre points des fonctions de
corrélation.

Il est & indiquer que pour les modeéles décrivant les théories de Jauge non commutatifs,
le probléme de mixage subsiste toujours en dépit de plusieurs tentatives. Par conséquent,

ceci retse un chalenge a réaliser.
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Annexes
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Annexe A

La quantification de Weyl

La quantification de Weyl est une technique utilisée pour décrive la mécanique quan-
tique & partir de ’espace de phase de la mécanique classique. C’est une prescription qui
nous permet d’associer un opérateur quantique & une fonction classique qui dépend des
variables de 'espace de phase (variables canoniques). Soit f(z) une fonction quelconque
définie sur un espace (vectoriel) euclidien & D dimensions. Nous déterminons la transfor-

mée f(k) de f(z) par la relation :

f(k) = /e‘ikxf(x)de (A1)

Nous définissons un espace-temps non commutatif en remplacant les coordonnées lo-
cales z; de R? par des opérateurs hermétiques &; qui vérifient la relation de commuta-
tion :

~ A~

(X Xo] = i (A.2)

oy “Av

La quantification de Weyl consiste a faire une correspondance biunivoque entre 1’al-

gébre des fonctions f(z) définies sur R et 1’algébre des opérateurs.
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On définit le symbole de Weyl par :

WiH = [ me 0

Ou f(k) est la transformée de Fourier de f(x).

50

(A.3)



Annexe B

contribution quantiuqe non planaire

(1)

npt CONtribution du graphe non planaire est définie par :

L’expression I'

1 d°k
') = / ikxp B.1
npl 6 (27T)D k2 + mge ( )

Ou

kop=Fk,0"p,

Pour évaluer I'intégral de Feynman (B.1), nous introduisons la paramétrage de Schwin-

ger.
1 —a(k2+m(2))
m = dae (BQ)
0
On obtient :
1 _—
e L K 9
0

ol



Cette équation peut s’écrire sous la forme :

1 °l 0" py HY py
Lo = 5 )D/ da/ APk OO — am
i
0
En utilisant I'intégrale de Gausse :
+o0
/dDoaa“O‘2 = (W>D/2
\a
On trouve :
1) _ 1 do —am3—E°2
0
Pour régulariser cette I'integrale,on multiplie par e~z
F(l)l 1 /da —am? ge ﬁ
n D
Poe(AmP?) az

Ou A est une coupure ultraviolette (cutt-off).

On utilise la fonction de bessel modifiée :

1 v (E);KV (QM)

I, (u,v) = /daal_v exp|—au — E] =2 ”
0

Avec :
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(B.6)
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(B.8)



Kv = K,7

Examples :

o

I = /da;e_‘”‘ o = 2K (2v/uww) = —2(y + log(v/uv) + O (uv log \/g) (B.9)

0

L sulog( L) + a2y - 1)+ OGuog(y L) (B.10)

Se servant de (B.9) et en posant u = mg et v = }l(p op+ %),on montre que :

D—-2
) mg? 4 2-p 4
Lot = W(}?OPJFF) T Kap (moy[pop+ 43) (B.11)

En utilisant (B.10), on obtient la constribution du graphe non planaire dans le cas
D=4:

2 4

r — (A2 mlog(A N4+ mi(2y — 1) + O(—> (Aeff>) (B.12)
npl 96 9672 el f 0 mo 0 Agff mo
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Ou la coupure effective ultraviolette est donne par :

1

A2, =
G pop

(B.13)
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Annexe C

Symetrie de langmann-Szabo

On montre que la partie cinétique 9,0* du lagrangien du modéle ®%est vérifié la

symétrie de langmann-Szabo. On a, d’une part :

/d4$%0#¢8u¢ = /d4$1d4$2%aul¢ (.1'1) 8#2¢ (x2> 5(1’1 — 1'2) (Cl)

D’autre part en utilisant la transformation de Fourier, et la formule de § de Dirac, on

peut ecrire le terme cinétique, comme :

4 1 oo d4pld4p2 0o 4 ¢4
/d x§8ugb8 ¢ = /W¢(p1)¢(]@2)p1pz (2m)" 6" (p1 — p2) (C.2)

Il en découle que la symétrie de langmann-Szabo ci dessous, appliquée a ce résul-

tat.

¢ (p) < m*/|det ©]¢ () Pu = Ty (C.3)
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A boutit a I’équation suivante :

4z 4z,
/d4x%au¢a:“¢ — / C(l2il;i ((12il;i 7T4 |d€t @l ¢ (I‘l) ¢ (.1'2) julju2(27)454(i’ul — .’f‘ug) (C4)

i, =207y,

Aprés integration sur Z,, on obtient :

[ 250,00 = [ didtnso (0) 6 02) Tu7,08" Gt ~ )

— /d%i’iqﬁ (x) ¢ (x) (C.5)

Aussi, on peut facilement montrer que, la symétrie de langmann-Szabo appligé au
potentiel quadratiqure donne le terme cinétique .
Par concéquent, le terme bilinéaire (cinétique et potentiel harmonique) dans la théorie

Pest invariant sous la symetrie de langmann-Szabo pour = 1.
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Annexe D

Fonction de corrélation

Fonction de corrélation a deux points :

Sox = /d4x[__w50a(xl — 2)(0ap0ys — 0as04p)Ssy (T — ) spA(T — 22)]

Ou

_ / d4p i(ﬁ+m)a6 e—ip(m—afz)
(

¢a($1)¢5($2) = Sap(11 — T2) = 7Y P2 — m? + e

On a une sommation sur les quatres indices :

—1
S, = /d4$[TgSUﬁ(x1 — x)sss(x — x)spr(r — x2)+

7
+ngm(x1 — 2)Sap(T — x)Spr(T — T2) |

Pour le premier terme on obtient :

S7

(D.2)



Avec :

Alors :

Wy m)

)X

4

_ g

4 4 4 ;
d*p; / d*k /dp2 Z(Z?(Hm)oﬁ Tr

(2m)* (2m)4 p? — m? + ie (k2 —m?2+ic

(27)

« Z(gﬂ—m)ﬁ)‘ /d4x6i(p1pz)xeiplx1+ip212

i)

k2 —m?2+ e

p3 —m? +ic

/d4xei(p1p2)l“ = (271')454(171 —P2)

T

)= kI e

)+ iTr(

k2 —m?2 + e

4

/ d4p1 / d*k / d4p2 i(p(u-m)oﬁ 4m %
2m)* ) (2m)* ) (2n)ipi —m? +ick? —m? +ie

i(172+m)6/\ 454 —i i
2m)%0 e~ P2
p3 —m? + z'e( ) 1= p2)

On intégre on trouve :

_ g

d4p1

d*k iy, )08 4m (W) 82

4

/

(2m)4

I

2m)4pt — m2 +ic k2 — m2 +ie pi — m? +ic

o8

e—ipl (z1—22)

(D.4)

(D.5)

(D.7)

(D.8)

(D.9)



Donc :

i(]?(1+m)05 i(p(l-i-m)/j)‘ o ip1(z1—22)

g / d*p, / d*k 4m
4 (2m)* ) (2m)* k2 —m? +ic p? — m2 +icp —m? +ie

_ —ig / d'py / d'k 4m i((ﬁum)aﬁ(ﬁwm)ﬁk) o ip1(z1-22)
4 2m)* ) 2m)tk2—m2+ie  p?—m2+ie

i(PE+m? + 2my,)

oA e~ (x1—22)

g / d*p, / d*k 4m
4 (2m)* ) 2m)*k2 —m2+ic  p?—m?+ic

Et pour le deuxiéme terme on obtient :

4 ) @2n)ip? —m?+ic

g [ d'py i + ) ea / d*ki(H +m)as
(

2m)4 k% — m? 4 ie

></ d*pa iy +m)sa

(2m)4 2 — m? + ic

/ dA et (Pr—p2)T p—ip1a1+ip2w2

4 ) (2m)tpt—m2+ie

" / d'py (i, +m)s

(2m)4 P — m? +ic

On integre on trouve :

g [ d'py i(gh + M) / A i+ m)as
(

2m)4 k2 — m? 4 ie

(271')4(54(])1 _ pz)efiplrﬂrimwz

59

(D.10)

(D.11)

(D.12)

(D.13)

(D.14)



_ig [ d'py iGh+m)ea [ Ak iH A m)as i +M)N iy (ay )
_ Y : , X (D.15)
4 ) @u)tpt—m2+4ic ) (2m)* k2 —m2+icp3 —m?+ie

Donc le résultat final :

S, — —ig / d*p, / d*k dm i(PE+m? +2mpy) )ox o1 (@1-22) |
7 4 2m* ) 2m)*rk2—m24ic  pi—m?+ic

Zg d4P1 Z(ﬁl + m)Ua d4k Z<]%+ m)aﬁ Z(ﬁl + m)ﬁ)‘ —ip1(z1—x2)
- . : —e (D.16)
4 ) @r)ipt—m2+ie ) 2m)* k2 —m? +icp? —m2+ie

Fonction de correlation a quatre point :

—1
Sopp’a’ = /d4z[(Tg)2506($1 - Zl)Sap(Zl - $2)(5a,3575 - 5045575)375'(21 - Z2)><

xSalﬁ(ZQ — Zl)((sa//gléyy — 50/(5/57//3/)(9#/3/ ({L'g — ZQ)S,YIO—I(ZQ — ZL’4)] (D]_?)

Ou

wa(xl)ﬂfﬁ(xz) =s(z1 —a9) = / (3754 p;(_#;:;i) Z,ge*"p(“*“) (D.18)

On a une sommation sur les huitres d’indices :
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2
—g
Sepplo’ = /d4zﬁ[305($1 — 21)8ap(21 — T2)Sy5 (21 — 22)5ap(22 — 21)8 5 (T3 — 22) X
X Syig(22 = 4)008050015 05 — Sos(T1 — 21)Sap(21 — T2) 8,5 (21 — 22)Sarp(22 — 21) X
X8y (3 = 22)Sy10 (22 — £4)0030450015' 0151 — So5(T1 — 21)Sap(21 — T2)S,5 (21 — 22) X

Xsa/5(22 — zl)sp,/j/ ($3 — ZQ)S,YIU/(ZQ - x4)6a56755a’6’57’6’ + 805(161 — Zl)Sap(Zl — 332)><

XSy (21 — 22)5arp(22 — 21)8,y5 (T3 — 22)Sy100 (22 — £4)005030 015161 51] (D.19)

Pour le premier terme :

X

— /d42_92/ d4p1 7’(#1 +m)‘77 6—ip1(x1—z1)/ d4p2 Z(p/Q +m>5ﬂ e—ipz(zl—xz)

16 J (2m)*p? —m2+ic (27)4 p2 — m? + ic
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X/ d4k i(lf—i_m)’Y’Y/ e—ik(zl—zz)/ d4k, i(M+m)a’ﬁ e—ik’(ZQ—zl)/ d4p3 Z.(p(g"i_m)p’a’x
(

2m)4 k2 — m2 + ic (2m)* &2 — m2 + ic

x ¢~ p3(x3—22) d4p4 Z(p(4 + m)’Y’G’ e~ palzz—x4)
(2m)4 p2 — m? +ic

(2m)4 pk — m? +ic

(D.20)

_ —92/ d*py / d*py / d*k / d*k / d*ps / d'ps i(y + M)y i(H+m)yy y
16 ) o) Cnr) @oi) @t @oi ) @ripR —mEt+ic k2 —m? +ie

1
X - - - -
pi—m?+icpi—m2+ick? —m?+icpi—m?+ic

o o » N .
% /d422€ i(pa p3)z2/d422€ i(k' —k)z2 ,—ip1z1+ipawa—ipa w3 +ipazs

/d4216i(p2p1)zl _ (2%)4(54(]72 _pl)
/d4zle—i(l~c—k’)zl _ (27T)4(54(k‘ _ k’l)
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(17(4 + m)v’a’ Z(2‘73 + m)p’oc’ Z(]?/ + m)a’fi Z(ij + m)ﬁp /d421€—i(p2—p1)z1 /d4zle—i(’f—k’)

(D.21)

(D.22)

(D.23)

(D.24)
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/ e P2 — ()5 (K — k) (D.25)

Donc :

=7 / dipy / dps / d*k / d*K' / d*ps / d*py (g, +m)oy i(K+m),, y
16 ) @2emr) @2or) @) @2t ) (2n)t ) (2n)tpt —m2 +ick? —m2 +ice

iy + m)yor iy + M)par (K +m)ars i(y +m)s, 454 454 /
2m)%0 2m)%0"(k — k') x
Xp —m? +iep2 —m? + ie k2 — m? + ic p3 —m2—l—z&t( V70 (p2 = p1)(2m)0( )

X<27T)454(p4 _ p3)<2ﬂ')454(k5, _ k)e—iplm+ip4964—ip31"3+ip2302 (D26)

On intégre en obtient :

_g? / d'py / (d4k: / d'ps i +mM)oy AW +m)yy iy +m)yor ity + M)par

16 ) )t ) @r)f ) @r)pR—mE+iekE— m? +iep2 — m2 + ic pi — m? + ic

(lj‘/ + m) 'B Z(ﬁl + m)ﬂp (a:g—:z:l)p1 6—i($3—$4)p3 (D27)
k? —m? + ie p? —m2+25

Et pour le dexiéme terme :

:/d42_92/ d4p1 i(]/1+m)05 eipl(xlzl)/ dp2 Z<p(2+m)aﬂ efzpz(zl xz)x

16 2m)4 p? —m?2 +ie 2m)4 p2 — m? +ic
1
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X/(d4k i(l‘%—i_m)éﬂ/ e—ik(z1—zz)/ 'k’ Z'(V_Fm)a’a e—ik’(zz—m)/ d4p3 i(ﬁs"‘m)p'v/x

2m)4 k2 —m? + ie (2m)4 k2 —m? + ie (2m)4 pk — m? +ic

4
% ¢~ P3(w3—22) dps Z(p(4 + m)y(’;/ e Palzz—24) (D.28)
(2m)* pf — m? + ic

Donc :

_ —g2/ d*p, / d*ps / d*k / d*K / d*ps / d*py (g, +m)os i(H+m)sa "
16 J 2m)*) @2m)r) @2m)rt) 2m)r) 2m)r) 2m)*p? —m? +ick? —m? +ie

i(W +m)aa iy + m)ap i + M)y iy + M)yror /d4216i(P2p1)21 /d4zlei(kk’)21 %
k2 —m?2 +ie p3 — m? +ie p3 — m? + ie p; — m? +ic

o e » o .
% /d422€ i(pa ps)zz/d4z2€ (k' —k)z2 , —ip121+ipaza—ipsrstipaaa (ng)

_ -7 / d*p, / d*p, / dk / K / d*ps / d'pa ilh +m)os i(H+m)s
16 ) o) Cnr) @ot) ot o) Cri—mE ek —m2 + e

i +m)aa iy + m)ap i(fy + M)y i(y +m)yo 454 454 /
2m)%0 — 2m)* 0% (k — k
k;’2—m2—|—2'€p§—m2+i6p§—m2+i6pi—m2+ie( m)70 (P2 = p1)(2m)0 )X
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% (271')4(54(}74 . pg)(271')4(54(/{7/ . k)e—iplxl+ip4z4fip3x3+ip2x2 (D30)

On integre on trouve :

_ —92/ d*p /(d‘*k /d4p3 i(h +m)os (K +m)sar K+ M)

16 J @2m* ) @2m)*) 2n)*pi —m? +ick? —m? +ick? —m? +ic

« 1(77(1 + m)cx‘p 2(77(3 + m)p’?" Z(17(3 + m)’y’t.f’ e~ i(z2—a1)p1 o —i(z3—24)P3 (D_31)
p? —m2+iepi —m?+icpl—m?+ic

Et pour le troisiéme terme :

X

— /d42_g2/ d4p1 Z(p/l +m)0a eipl(zlzl)/ d4p2 i(#Z_'_m)aP e*ipg(zlfmz)

16 J (2m)*p?—m2+ie (27)4 2 — m? + ic

x/ d*k_i(K +m)ss eik(z1zQ)/ Ak A +m)yp eik’(ZQzl)/ d'p; i(ﬁ3+m)p’ﬁ’x
(

2m)4 k2 — m? + ie (2m)* k2 —m? + e (2m)4 p — m? +ic

w g~ p3(w3—22) d4p4 Z<p(4 + m)wl.al e~ Palzz—aa) (D'32)
(2m)* pi —m? + ic

Donc :

_ —gz/ d*p, / d*py / d*k / d*k’ / d*ps / d*py (7, + M)oa i(Hy+M)ap y
16 em)r ) 2m)r) @Cm)r) 2m)r) @2m)t) (2n)tp? —m? +icpi —m2 +ie
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(17(4 +m)yor i (¥ +m) v WK +m)ss i(gy +m)yp /d4 i(p2—p1)z1 /d4zle—i(k—k’)21 >
p —m?+ick? —m? +ick? —m?2+icpi — m? +ic

L o . . » )
% /d4226 i(pa ps)zz/d4z26 i(k k)z2e P11 +iPaT4—ip3T3+ip2T2 (D33)

_ —92/ d'p: / d'ps / d'k / 'k / d'ps / d'py i(ffy + M)oa i(fy +mM)ap %
16 ) 2m)t) @2m)*) 2m)r) @2m)*r ) 2nm)* ) (2m)*pt —m2 +iepi — m? +ic

(pf4+m7(,/zly/+m Jys HH+m)gs i(ffy +m)yp 4cd 4cd ,
27)%0 2m)°0% (k — k
p —m?+ie k2 —m? + ie k2 — m? + ie p3 —m2+25( )7 2 = p) (2m) 0 )x

x (2m)46% (pg — ps) (2m)*6* (k' — k)e~Provtipaza=ipses tipawz (D.34)

On intégre on trouve :

_ —1%2/ d'p, /(d“k / d'ps i(th +m)oa it +M)ay ity + M)y

(2m)* ) (2m)* ) (2n)4pd —m? + ie pi —m? +ic pj — m? +ic

y (]%4— 771)7 8 (k‘i‘ m)ﬁﬁ’ 3(17(3 + m) o' B fz(xg x1)p1 6*1(363 *4)p3 (D35)
k2 —m?2 +ic k2 — m?2 + ie p? _m2+zg

Et pour le quatreiéme terme :
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:/d42_g2/ d4p1 Z.(p/l—i_/'n)a'(S e—ip1(961—21)/ d4p2 i<1‘7(2+m)5p e—ipz(zl—xg)

(27)4 P2 — m? +ic

16 J (2m)*p?—m2+ic

X

. / (d4k: UURRID R / A i+ m)s5 e / d'ps ilWs+m)ys

o)A k2 — m2 + ic

(2m)* &2 — m2 + ic

(2m)4 pk — m? +ic

(D.36)

Xefipg,(zgfm) d4p4 2(]?(4 + m)ﬁlﬂl efip4(227:1:4)
(2m)4 p? — m2 +ie

Donc :

d*py Z(p/l + 1) 05 Z(17(2 + m)5p v

S e

. iH+m)yy i +m)yg i(gy+m)yp iy +m)gy
k2 —m?2+ick’? —m?2 +iepi —m? +icpl —m2 +ie

(2m)4 p? — m2 +ic pi — m? + ie

T e » . . .
X/d422€ i(pa p3)z2/d4226 i(k k)zze ip1T1+HipaT4—ip3T3+ip2T2 (D37)

A'ps i+ mhas i+,

S

67

(2m)* p3 — m? 4 ie p3 — m? + ie



i +m)s M+m66 i +m) s 1y + M) 454 454
k2 —m2jzzek’2—m2+zep§—mZ:iepZ—mQ—He@ﬂ) 0" (P2 = p1) (2m)°07(k = k)

% (271')4(54(])4 o pg)(271')4(54(/{7/ o k)e—iplxl+ip4z4fip3x3+ip2x2 (D38)

On integre on trouve :

_ —92/ d*p, /(d4/€ /d4p3 i +m)os iy +m)s, 1K+ m)yy "

16 J 2m)*) 2m)* ) @2n)*pt—m?+ieps —m? +ick? —m? +ic

‘ M + m &' (17(3 + m)p '8’ 2(]7(4 + m),@’ e~ i(z2—a1)p1 o —i(z3—24)P3
k2 —m? + ic p3 — m? + i p? —m2—1—25

(D.39)

Alors le résultat final :

_g? / d'p, / (d4l<: / d'ps i +m)oy AW +m)yy iy +m)yor il + M)par

Scr 'o! = - p ; :
pp 16 J 2m)* ) 2m)t ) @2n)tp? —m2+ick? —m2+icp2 — m2 +icpi —m? +ie

(]%_{— m) ‘B Z(p(l + m)ﬁp Z($27$1)p167i($37$4)p3 . _92 / d4p1 / d4k / d4p3
16

2 —m? 1 iept —m? +ic. emi ) eot) @nt”

i +m)os AW+ m)sar i(H+m)ara i(gfy +m)ap i(s + M)y iy +m)yror p—i@a—en)p1 o
pP—m2+ick? —m2+ick? —m?+icp? — m? +icpi — m? +icpi —m? +ic
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w ¢~ (w3 —x4)p3 _92/ d'py / d*k / d*ps 7;(1?(1+m)ooz 2.(37(1"‘771)04,0 i(ﬁ?f"m)v’a'x
(

16 ) @2mr) @n)t) @r)tpR —m24icp? —m?+iepE —m2 +ic

% 2(15/+ m)’Ylﬁ Z(]%_’_ m)ﬁﬂ/ 1(7?(3 + m)P’ﬁ' e—i(xz—m)ple—i(ocs—m)p?, + _92 / d4p1 / d*k %
k2 —m? +ic k* — m? + ic p3 — m? + ic 16 J (2m)* ) (2m)*

x/ d*ps iy +m)os (g +m)s, WK+ M)y i} +m)yg s + M)y
(2m)4pt —m? +icpi —m2+ick? —m2 +ic k2 —m? + ic p3 — m? + ie

% Z<217(4 + gn)ﬁ't?’ e~ iz2—a1)p1 o —i(z3—24)P3 (D.40)
py—m” e
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