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RESUME

Ce travail, s’inscrit dans le domaine de la combinatoire énumérative, il porte sur I’étude des poly-
nomes de Fubini. Tel que dans le premier chapitre, nous introduisons les notions de base nécessaires
au développement des autres chapitres.

Dans le deuxiéme chapitre, nous définissions les polynémes de Fubini et les polynémes de Fubini
a deux variables et leurs dégénérés.

Dans le troisieme chapitre, nous présentons la généralisation des polyndémes de Fubini et nous
donnons les propriétés de base comme les fonctions génératrices, formules explicites, relations de récur-
rences. Ainsi que quelques liens avec divers polynémes ( polynémes de Bell, polynémes de Frobenius-
Euler, polynémes de Fubini, polynémes de Fubini & deux variables, ... ).

Mots-Clés : Fonctions génératrices, formules explicites, relations de récurrences, combinatoires
énumérative, nombres de Stirling, polynémes de Bell, polynémes de Fubini, polynémes de Fubini a
deux variables, la transformation de Fubini, la transformation de Fubini généralisée.
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ABSTRACT

This work is part of the field of enumerative combinatorics, it focuses on the study of Fubini poly-
nomials. As in the first chapter, we introduce the basic notions necessary for the development of the
other chapters.

In the second chapter, we defined Fubini polynomials and two variables Fubini polynomials and
their degenerates.

In the third chapter, we present the generalization of Fubini polynomials and we give the basic
properties such as generating functions, explicit formulas, recurrence relations. As well as some links
with various polynomials ( Bell polynomials, Frobenius-Euler polynomials, Fubini polynomials, Fubini
polynomials in two variables, ... ).

Keywords : Generating functions, explicit formulas, recurrence relations, enumerative com-
binatorics, Stirling numbers, Bell polynomials, Fubini polynomials, two variables Fubini polynomials,
Fubini transform, generalized Fubini transform.



Notations

N I'ensemble des nombres naturels.

R I'ensemble des nombres réels.

C I'ensemble des nombres complexes.

Q I’ensemble des nombres rationnels.

[n] I'ensemble {1,2,...,n}, pour n € N".

x" le produit z:(z+1)---(z+n—1) pour n € N et 20 = 1.
x le produit z(z —1)---(z —n+1) pour n € Net 22 = 1.
(3) le coefficient binomial.

s(n, k) les nombres de Stirling de premiére espéce signés.

| s(n, k) | les nombres de Stirling de premiére espéce non signés.
{} les nombres de Stirling de deuxiéme espéce.

Ok symbole de Kronecker égale a 1 si n = k et 0 sinon.
{m}, les nombres r-Stirling de deuxiéme espéce.

{7’;”1}A les nombres de Stirling de deuxiéme espéce dégénéres.

wp () les polyndmes de Fubini.

wn(z,y) les polynémes de Fubini a deux variables.

wn () les polyndmes de Fubini dégénérés.

= égalité par définition (affectation).

Sz, y) les polyndmes de Fubini généralisés.
Sz, y) les polynémes de Fubini généralisés dégénérés.
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INTRODUCTION GENERALE

Dans ce mémoire intitulée "Sur les polynémes de Fubini", nous rassemblons plusieurs méthodes
utilisées pour déterminer et étudier ces polyndmes a savoir, formules explicites, fonctions génératrices,
relations de récurrences. L’objectif de ce mémoire est d’étudier la généralisation des polyndémes de
Fubini avec deux variables.

Ce projet d’étude contient trois chapitres, ou :
Chapitre 01 : Notions de base

Dans la premiere partie, nous aborderons les objets élémentaires dans la combinatoires énuméra-
tives a savoir : la factorielle montante, la factorielle descendante et coefficients binomiaux. Ensuite,
nous présentons les suites classiques des nombres et polynémes a savoir : les nombres de Stirling de
premiere espece singés et non signés, les nombres de Stirling de second espeéce, les nombres r-Stirling
de second espece, Bell, Bernoulli, .. .etc.

Chapitre 02 : Polyndémes de Fubini et dégénérés

Le deuxiéme chapitre, est important pour la généralisation des polyndémes de Fubini, nous in-
troduisons et étudions quelques propriétés deux types des polynémes de Fubini.
Nous avons vu une autre généralisation est appelée "notion de dégénérée", on commence par les
nombres de Stirling de second espéce dégénérés par L. Carlitz [5] puis nous présentons les polynomes
de Fubini dégénérés et quelques propriétés.

Chapitre 03 : Sur les polynémes de Fubini

La généralisation du deuxiéme chapitre a fait I'objet du troisieme chapitre, nous avons étudier
la nouvelle classe des polynémes de Fubini appelée les polynémes de Fubini généralisés, cette classe
ont été introduits par M. Sebaoui, D. Laissaoui, G. Guettai, M. Rahmani [2(], nous avons vu
dégénérés de cette classe.



CHAPITRE 1
NOTIONS DE BASE

Dans ce chapitre, nous présentons quelques éléments de base qui seront utiles pour la suite,
en commencons de rappelant la factorielle montante et descendante, les coefficients binomiaux, les
suites classiques ( nombres de Stirling, nombres r-Stirling, Bell, Bernoulli, .. .etc ), les polynémes de
Frobenius-Euler et leur propriétés, cette partie est basés sur la référence [11].

1.1 Factorielle montante

Soit # € C et n € N, la factorielle montante de x d’ordre n notée z™, est définie par :

l,n_ 17 Sin:o,
) 2z +D)(x+2)--(z+n—1), sin>1.

Propriétés 1.1.1. Pour x € C et n,r € Z, on a

a  (x4+n—1)
S P Y
"= (=11 —-r—2).

2" = (x4 n)

1.2 Factorielle descendante

Soit x € C et n € N, la factorielle descendante de x d’ordre n notée x2, est définie par :

1, sin =20,

m”:{ v(x—1)(z—-2)---(x—n+1), sin>1

Propriétés 1.2.1. Pour x € C et n,r € N, on a

o = gz — n),
-1
(x +1r)C

1.3 Coefficients binomiaux

Le coeflicient binomial noté (Z), est le nombre de facons de choisir un sous-ensemble a k éléments
dans un ensemble a n éléments.



Pour tout entiers n et k , le coefficient binomial (Z) est donné par :

n nk n!
(k:) Tk K-k 1)

avee (3) = (1) = 1.

Exemple 1. Dans l’ensemble [6], il y a 15 sous-ensembles a deux éléments :
{1,255 41,35 {1, 41 {1,515 {1,615 {2,3}; {2, 4};{2,5}; {2,6}; {3,4}; {3, 5}; {3, 6}; {4, 5}; {4, 6}; {5, 6}.
Par conséquent, (g) = 15.

Propriétés 1.3.1. Pour tout 1 < k < n, les coefficients binomiauz satisfont la relation de récurrence

de Pascal
n n—1 n—1

Démonstration. Pour démontrer la formule de Pascal (1.2), on utilise le coefficient binomial (1.1) pour

la deuxiéme membre.
n—1 n—1 (n—1)! (n—1)!
+ = + ,
k—1 k (k=D (n—k)! Eln-1-k)

k' = (k- 1)k,
(n—k)!'=n—-kF—1l(n—k).

n—1 n—1 E(n—1)! (n—Fk)(n—1)!
(k—l) * ( 2 ) T Hm =R B(n—h)
Rk —=1)!'+(n—k)(n—1)!
kEl(n — k)!
(n=Dn—-k+k)
N El(n —k)!
_(n—1)n
 Kl(n—k)!
n!

Ckl(n—k)!
()

D’ou la conclusion. O

comme

On obtient

A partir de la relation (1.2) nous pouvons construite le triangle de Pascal :



n= 1

n=1 1 1

n = 1 2 1

n=23 1 3 3 1

n = 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n==~6 1 6 15 20 15 6 1

FIGURE 1.1 — Triangle de Pascal

Théoréme 1. (Formule du binéme de Newton) Soitn € N et x,y € C, les coefficients binomiauz
apparaissent dans le développement de la puissance n-iéme de x + vy, alors

(g =3 (’;) @iy, (1.3)
j=0

Démonstration. Pour démontrer la formule du binéme de Newton (1.3), en utilisant la méthode de
récurrence sur n.

e Pour n = 0.
(x+1y)° =1, donc (z + y)¥ est vraie.

e Soit n € N, supposons que (x + y)" est vraie et montrons est vraie pour n + 1, on a

n+1
(z+y)" =) (n - 1) aly" T

=0\ 7

On a
(@ +y)" = (z+y)(z+y)"

Par 'hypotheése de récurrence :

(z+y)" = (z+y) Zn: (?) aly

On fait un changement d’indice ¢ = j + 1 dans la premiere somme, puis renommons ¢ en j, on trouve

n+1
(w+y)”*1=§;<jfl> " J+Z( ) .

On extrait le terme 5 = n + 1 de la premiere somme et le terme j = 0 de la deuxieme somme, puis
réunissons les deux sommes pour j € [1;n] :

ot (e o (e
e Sl v (o



D’apres la formule de Pascal, on obtient

n
(+y) L =21+ 3 (n + 1) pIytI=d 4yt
— J
j=1

+
Z (n—i—l) Jynti=i,

Alors (z + y)"! est vraie. O

Théoréme 2. (Formule de Vandermonde) Soitn € N et x,y € R, alors

apr=3 (’;) ey (1.4)

Démonstration. Pour démontrer la formule (1.4), en utilisant la méthode de récurrence.

e Pour n = 1, la formule est vraie.
e Soit n € N, supposons que (m + y) L est vraie et montrons (x + y) est vraie, on a

(z 4 y)== i(n_1> Pyl

Par 'hypothese de récurrence :

(z+y)t=(z+y—n+1)(z+y=L
n—1
_1 o
Tl P
— J
7=0

comme o o -
(r+y—n+ l)aﬁinflijl = "yl 4 g1yt

on obtient successivement

J;+y

||
M1
/\
~—
8
:
b
<
.
+
M
—
VR
3
|
[—
~__—
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3
_
<
<
<
+
—

Il
3 u
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\_/
8
3
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<
.
+
<.
Il S
—_
N
—
~
3
d
<
|

J=0

ZE s

D’apres la formule de Pascal (1.2), on obtient
Alors (x 4+ y)™ est vraie. O

1.4 Les suites classiques

Nombres de Stirling

Les nombres de Stirling apparaissent dans plusieurs probléeme combinatoires, il existe deux types
nommeés, les nombres de Stirling de premiére espéce signés et non signés et les nombres de Stirling de
deuxieéme espece [6, 10, 11, 13, 16].



1.4.1 Nombres de Stirling de premiéere espece

Définition 1.4.1. Les nombres de Stirling de premiére espéce signés, notés s(n, k), sont les coefficients
du développement de la factorielle descendante x™ dans la base canonique z*, sont définis par :

n

= Z s(n, k)zk. (1.5)

k=0

Remarque 1.4.1. Les nombres de Stirling de premiére espéce non signés | s(n, k) |, sont les coeffi-
cients du développement de la factorielle montante x™, sont définis par :

| s(n, k) | 2"

HS\
I
[M]=

i
o

(—1)"_ks(n, k).

I
[M]=

il
o

Formule explicite

La formule explicite des nombres de Stirling de premiere espece est donnée par :

s(n, k) = Z—: Z

" d1tigttig=n

1

TRy

Fonctions génératrices

Théoreme 3. La fonction génératrice double des nombres de Stirling de premiére espéce est donnée
par :

Z s(n, k)guk = (1+6)" (1.6)

n,k>0

Démonstration. Pour démontrer la fonction génératrice (1.6), en utilisant le binéme de Newton (1.3),
on a

1+t =3 <Z>t”

n=0

De la formule (1.5), on obtient

Donc
n

Z s(n, k)%uk = (1+1¢)"

n,k=0

O]

Théoréme 4. La fonction génératrice exponentielle des nombres de Stirling de premiéere espéce est
définie par :
" (In(1+1)*
Z s(n,k)— = (n(k;—:_)) (1.7)

7 =
n>0 n:



Démonstration. D’apres la fonction génératrice (1.6), on obtient :

tn
Z s(n, k:)—'uk =(1+t)"
n,k=>0 n:
_ euln(l—i—t)

uln(1+t))*
5~ (1 +0)
k>0
uF(In(1 + t))F

=2 (k:!

k>0

Alors
" In(1+t))*
E u® (Z 3(”=k),> = E uki( n(i+t) .
n=>0 n. k'
k>0 ~ k>0

Par identification, on obtient

" (In(141t)F
Zs(n,k)n!:( ( ) .

!
0 k!

Relations de récurrences

Pour n, k > 1, les nombres de Stirling de premiére espece signés satisfont la relation de récurrence
suivante :

s(n,k)=s(n—1,k—1)—(n—1)s(n —1,k) (1.8)
et la relation de récurrence horizontal
Lk+1) =S (=1)*(" k
s(n+1,k+1) gf ) <k>s<n, ),

avec la condition initiale

s(n,0) =s(0,n) =0 sauf s(0,0)=1.
Pour les nombres de Stirling de premiere espece non signés satisfont la relation de récurrence suivante :
[ s(n+ 1K) =] s,k — 1) | +n | s(n,k) |, k> 1.

Voici les premieres valeurs des nombres de Stirling de premiére espece signés de cette table s’ob-
tiennent grace a la récurrence (1.8) :



[n\k] 1 2 3 4 5 6 7 8 9]

1 1

2 -1 1

3 2 -3 1

4 —6 11 —6 1

) 24 —50 35 —10 1

6 —-120 274 —225 85 —15 1

7 720 —1764 1624 —735 175 -21 1

8 —5040 13068 —13132 6769 —-1960 322 —28 1

9 40320 —109584 118124 —67284 22449 —4536 546 —36 1

TABLE 1.1 — Les premieres valeurs des nombres de Stirling de premiere espece

1.4.2 Nombres de Stirling de deuxiéme espéce

Définition 1.4.2. Le nombre de Stirling de deuxiéme espéce, noté {Z} est le nombre de partition de
l’ensemble [n] en k sous-ensembles disjoint non vides.

Les coefficients {Z} sont les coefficients du mondome z" dans la base z%, sont définis par :

-5

k=0

Exemple 2. L’exemple suivant illustre l’interprétation des nombres de Stirling de deuxiéme espéce
par définition.

e L’ensemble [4] posséde de 1 partition en un sous-ensemble non vide :

{{1,2,3,4}}.

Par conséquent {11} =1.

o L’ensemble [4] posséde de T partitions en deux sous-ensembles non vides :

{11:{2,3, 431 ({25 {1, 3,43 15 {3}, {1, 2,43 15 ({43, {1, 2,3} {1, 2}, {3, 4} }; {{1, 3}, {2, 4} }; {{1, 4}, {2, 3} }.

Par conséquent {;1} =1.

o L’ensemble [4] posséde de 6 partitions en trois sous-ensembles non vides :

{1 42343, 41 ({0 {35, {2, 43 1 ({10, 44,42, 31 {128, {31 {1 43 1 {{2), {44, {1, 3} {13, {4}, {1, 23}

Par conséquent {g} = 6.

o L’ensemble [4] posséde de 1 partition en quatre sous-ensembles non vides :

{1}, {2}, {3}, {4} }-

Par conséquent {} = 1.

Formule explicite

Pour tout (n, k) € N2, la formule explicite des nombres de Stirling de deuxiéme espéce est donnée

par : .
n 1 k i



Fonctions génératrices

Théoréme 5. Pour k € N, la fonction génératrice exponentielle associé aux nombres de Stirling de

second espéce est donnée par :
n|t* (e —1)F
> {k}n‘ = (1.10)

n=k

Démonstration. Pour démontrer la fonction génératrice (1.10), on a

s - s

n>k

D’apres la formule de binéme de Newton (1.3), on obtient

S {0

Donc le théoréme est démontré. O

Théoréme 6. La fonction génératrice ordinaire des nombres de Stirling de deuxiéme espéce est donnée
par :

n| ., b tk
Z{k}t ! St

n=k j=0

Démonstration. Soit k € N, en utilisant la formule (1.9), on a

S s e




Ainsi, la série ) {}}#" est une somme finie des fonctions rationnelles, s’écrit ( par réduction a un
n>k
méme dénominateur commun ) sous la forme :

n).,, < Put)
Z{k}t -y (L1)

n>k

ou Py est un polynome de Q[t], de degré < k. Lorsque x est au voisinage de 0, on a :
k
3 {Z}t" ~0 {k}tk =tk
n>k

> {Z}t” ~o Pi(t),

n=k

Grace a (1.11), on obtient

il en résulte que Py (t) ~o t*, ce qui entraine que Py(t) = t*. Alors

n| ., b tk
Z{k}t -l o=

n>k

Alors le théoréme est démontré. O

Relations de récurrences

Les nombres de Stirling de deuxiéme espece ont la relation de récurrence triangulaire est donnée

par :
n n—1 n—1

et la relation de récurrence horizontale est donnée par :
n “ n+1
— -1 rfkrrfk
=S

{8}:1 et Vn>1{g}:{2}:o_

avec la condition initiale

A partir de la relation (1.12), la table suivante donne les premiéres valeurs des nombres de Stirling de
deuxiéme espéce

2 3 4 5 6 7 8 9]

1

3 1
7

15 25 10 1

31 90 65 15 1

63 301 350 140 21 1

127 966 1701 1050 266 28 1
255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

S
© 0o~ C AW S
>
e e e S S e e e e

TABLE 1.2 — Les premieres valeurs des nombres de Stirling de deuxiéme espéce
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Propriétés combinatoires

Les nombres de Stirling de premiere espéce s’expriment en termes des nombres de Stirling de
deuxieme espece par la relation suivante dite de Schlémilch .

ko 2n—k><n—|—i—1>{n—k+i}
s(n, k) = -1 ) ) .
( ) g( )<n—k—z k—1 1

IIs vérifient aussi les relations d’orthogonalités suivantes

3 st {1 | = St =

k=j k=j
1.5 Nombres r-Stirling de deuxiéme espece

A. Z. Broder [1] a donné plusieurs identités des nombres r-Stirling et des interprétations combina-
toires.

Définition 1.5.1. Le nombre r-Stirling de deuxiéeme espéce noté {Z}r compte le nombre de partitions
de l’ensemble [n] en k sous ensembles non vides telles que les r premiers éléments sont dans des
sous-ensemble distincts.

Les nombres r-Stirling de deuxiéme espéce apparaissent comme les coefficients des polynomes du mo-
nome (x + )" c’est-a-dire :

n =t k
(x+r)" = Z x*,  pour n =0.
T

P k+r

Pourr =0 et r =1, on trouve les nombres de Stirling de deuxieme espéce classiques
k 0 k
n n
= > 0.
{k } 1 {k }7 "

Formule explicite

La formule explicite des nombres r-Stirling de deuxiéme espéce est donnée par :

n+r 1 _i(k \n
oo (e

Fonctions génératrices

Les fonctions génératrices exponentielle et ordinaire des nombres r-Stirling de deuxieme espece
sont données respectivement par :

n+r| t" 1 .y &
Z{k+r} ARG

n>k

et

n+r| t" +k
Z{k—i—r}rn!: 1—rt) 1= (r+1)t)--- (1= (r +k)t)’ k>r>0.

n=k

11



Relations de récurrences
Les nombres de r-Stirling de deuxieme espece sont vérifient la relation de récurrence suivante :
n
{k}r =0, n<r,

{i}, = Ok, n=r, (1.13)
G =k L+ 000, n>

On a aussi la relation de récurrence suivante :

{{z}r =r""", n=r,
=G - =D,

On donne dans les tables suivantes les premieres valeurs de ces nombres pour r =2, r =3, r =4 et
r =5, en utilisant la relation (1.13).

[n\E] 2 3 4 5 6 7 8 9]
2 1
3 2 1
4 4 1
5 8 19 9 1
6 | 16 65 55 14 1
7 || 32 211 285 215 20 1
8 | 64 655 1351 910 245 27 1
9 | 128 2059 6069 5901 2380 434 35 1

TABLE 1.3 — Les premieéres valeurs des nombres 2-Stirling de deuxieéme espéece

[ n\Kk] 3 4 5 6 7 8 9 10|
3 1
4 3 1
5 9 7 1
6 27 37 12 1
7 8L 175 97 18 1
8 || 243 781 660 205 25 1
9 || 729 3367 4081 1890 380 33 1
10 || 2181 14197 23772 15421 4550 644 42 1

TABLE 1.4 — Les premieres valeurs des nombres 3-Stirling de deuxieme espece
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[n\E] 4 5 6 7 8 9 10 11]

4 1

) 4 1

6 16 9 1

7 64 61 15 1

8 256 369 151 22 1

9 1024 2101 1275 305 30 1

10 4096 11529 9751 3410 545 39 1

11 16384 61741 70035 33621 7770 896 49 1

TABLE 1.5 — Les premieres valeurs des nombres 4-Stirling de deuxieme espece

[n\E] 5 5 7 8 9 10 11 12
5
6 1
7 25 11 1
8 125 91 18 1
9 625 671 217 26 1
10 || 3125 4651 2190 425 35 1
11 || 15625 31031 19981 5590 740 45 1
12 || 78125 201811 170898 64701 12250 1190 56 1

TABLE 1.6 — Les premieres valeurs des nombres 5-Stirling de deuxieme espece

1.6 Les nombres et polynomes de Bell
Dans cette partie, on présente les nombres et les polynémes de Bell [15, 23].

1.6.1 Nombres de Bell

Définition 1.6.1. Pour tout entier n > 1, les nombres de Bell, notés ®,, est les nombres total de

partitions de ’ensemble [n].
Aussi ils sont définis comme étant la somme des nombres de Stirling de deuzieme espéce

o, = i {Z}

k=0
Exemple 3. L’exemple suivant illustre la signification des nombres de Bell, on a
4 4 4 4
Cy= {1+ o)+ {5+

D’apres I’Exemple 2, on obtient
¢y =14+7+6+1=15.

Fonctions génératrices

Les fonction génératrice des nombres de Bell sont données par :

e La fonction génératrice exponentielle

" et—1
Z‘I’na =ef L (1.14)

n=0

13



e La fonction génératrice ordinaire

tn
D outt=)" .
= n>0(1—t)---(1—nt)

Formule de Dobinski
Le nombre de ®,, est donné par :
kn
|
(PTL =e Z p

k>0

Démonstration. Soit f définie sur R, f(t) = e =1 d’apres la formule (1.14).
La fonction f est dérivable sur cet intervalle, on a

t

fl(t) =et x et

t" t"
= Z *' Z (I)n*' .
n>0 M- n>0 n.

Par le produit de Cauchy, alors

Pour z € R, on a

Donc

D’autre part, on a



Alors

e L k"
S o= N (5 m)

n>0 k>0

tn
Par identification des coefficients de —»on obtient
n!
k’n,
_ -1
P, =c¢€ Z E

k>0

Relation de récurrence
Les nombres de Bell sont vérifient la relation de récurrence suivante :
" (n
Dy=1, Tpi1=3 |, |
k=0 k

Les premiéeres valeurs de ®,, sont données dans le tableau suivant :

(nlof1]2]3]4[5[6[7[8 [ 9 | 10 |
| @, [1]1]2]5]15]52][203] 877 | 4140 | 21147 | 115975 |

TABLE 1.7 — Les premieres valeurs des nombres de Bell

1.6.2 Polynémes de Bell
Définition 1.6.2. Pour n € N, les polynomes de Bell ®,,(z) sont définis par :

O, (z) = an {Z}xk (1.15)

Fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle des polyndémes de Bell est donnée par :

Z @n(x)% _ orle ) (1.16)

n=0

Formule de Dobinski

Les polynémes @, (x) sont donnés par :

Relation de récurrence

Les polynémes ®,,(z) sont vérifient la relation de récurrence suivante :

B,(0) =0, ®pii(z)=a i (Z) By ().
k=0

Voici les premieres polynémes de Bell sont :
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P, ()

1

T

x +

z + 322 + 23

x4 72?2 + 627 + 2*

Alwl o ~lols

TABLE 1.8 — Polynémes de Bell

1.7 Les nombres et polynémes de Bernoulli

Dans cette partie, nous présentons les nombres de Bernoulli et aussi les polynémes de Bernoulli
[2, 9, 26].
1.7.1 Nombres de Bernoulli

Définition 1.7.1. Pour tout n € N, les nombres de Bernoulli, notés By, sont définis par :

1 n—1 nl
T'Hkio( k )B]g, n) 1.

Les premiéres valeurs des nombres de Bernoulli sont données dans le table suivant

| n o[ 1 [2 ]3] 4 [5] 6 [7] 8 |9] 10|
| B, [1]-1/2]1/6]0]-1/30[0]1/42[0]-1/30]0]5/66 |

TABLE 1.9 — Les premieres valeurs des nombres de Bernoulli

Tout les nombres de Bernoulli sont rationnels.

Formule explicite

La formule explicite des nombres de Bernoulli est donnée par :

" (n k!
Bu=2_ {k}<_1)kk+1'

k=0

Fonction génératrice
La fonction génératrice des nombres de Bernoulli est donnée par :
t" t
By—=—", |t|<2m.
Z "nl et —1 %]

n=0

Relation de récurrence

La relation de récurrence des nombres de Bernoulli est donnée par :

n 1
Bo=1, 3 (”Z )Bk:O. (1.17)

16



1.7.2 Polynémes de Bernoulli
Définition 1.7.2. Pour n € N, les polynomes de Bernoulli, notés B, (x) sont définis par :

By(x) = En: (Z) Bz,

avec B, (0) = By,.

Pour 0 < n < 5, on donne dans le tableau suivant les premiéres polynémes de B, (x).

n | By(x)
011
T
]. $—§
2 1:2—3:—}—1
3| 23— §’$2~|— 5T
4 | 2t — 223 + 22 310
5 x5—2x4+5x3 é:p

TABLE 1.10 — Polynoémes de Bernoulli

Fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle des polynémes de Bernoulli est donnée par :

tn t tx
S Bu(w)= = ——, |t|<2m (1.18)

| t_ 1’
>0 n! e 1

Théoréme 7. Pourn >0, on a

Bz +1) = zn: (Z) B (2).

Démonstration. De la fonction génératrice (1.18), on a

tn tet($+1)
Z B,(x + 1 =
n=0 € -
tet(ﬂet tetft :

t—1 el —1e

(5, 205) (5,5)
- S (5 wme)

n

t
Par identification des coefficients de et on obtient

Bp(z +1) = an (Z) B (2).

Proposition 1.7.1. Pourn > 1,

17



1) By(1—z) = (-1)"By(x).
2) len(a:)dx =0.
0

3) Bl (z) =nBy_i(z).

Démonstration.
1) De la fonction génératrice (1.18), on a

pot1-2)
et —1
et
1—et
te—tw
e t—1

=Y Bu()

|
n>0 n:

Z B,(1— .%)%T: =

n=>0

= (1) Bae)

n=0

n

t
Par identification des coefficients de —» on obtient
n!

Bp(1— ) = (—1)"By().

2) On a
1
tn tetx
B — =
/ <n2>:0 n(:r)n'> de /et — 1d
0 0
, 1
_ t
= /e Tdx
0
ot [em] 1
et —110¢ Jo
-~ ()
et —1 t
=1.
Donc
1 i
n>=0 n!
0
Donc, en résulte I'identité
1 tn
(f Bn(:v)dx> — =1
n>0 0 n:

(1.19)



D’autre part, on a

| >, Bu(z) ) do = 1Bo(m)dx+2 len(;U)dx ti' (1.20)
n: 0 n.
0 0

n=>0 n>1

De les formules (1.19) et (1.20), on obtient

n>1

D’ou la démonstration.

3) On a

D’autre part, on a

d " t"
df (Z Bn(Q?)') = dB"(‘T)> —
T \n>0 n: >0 dx n!
/ tn
= B, (x)—
=0 ")
B B (z) t"
= n (n—1)!
D’ou t” Bl(x)
x
ZBn—l(l‘)( _1)| = = ( _1)|
n=>1 n n=1 n n
tTL
Par l'identification des coefficients de ————, alors

(n—1)!
Bl (z) = nB,_1(z).

1.8 Les nombres et polynomes Eulériens
Dans cette partie, nous présentons les nombres et les polynémes Eulériens [10, 12, 14].

1.8.1 Nombres Eulériens

Définition 1.8.1. Le nombre Eulérien, noté A, j compte le nombre des n-permutations qui k — 1
descentes, en développant ™ en somme de coefficient binomiauz, on obtient la relation suivant :

- k-1
n

k=0

19



Formule explicite

Les nombres Eulériens A,, ;,, sont définis par la formule explicite suivante :
(n+1 )
S
0<j<k J

Relation de récurrence

La relation de récurrence des nombres Eulériens est donnée par :

An,k =0, n < k,
An,k = (k + 1)An—1,k + (n - k)An—l,k—l’ I1<k<n—1,

avec Apo=Apn-1 =1

Voici les premieres valeurs des nombres Eulériens sont.

[n\E]O0 1 2 3 4 5 6 7 8]
0 1
1|1
2 |1 1
3 1 4 1
4 |1 11 1 1
5 |1 26 66 26 1
6 |1 57 302 302 57 1
7 |1 120 1191 2416 1191 120 1
8 |1 247 4293 15619 15619 4293 247 1
9 |1 502 14608 88234 156190 88234 14608 502 1

TABLE 1.11 — Les premieéres valeurs des nombres Eulériens

1.8.2 Polynémes Eulériens

Définition 1.8.2. Les polynomes Eulériens, notés A, (x) sont définis par :
n
Ap(x) = Z Amkxk.
k=1

Formule explicite

La formule explicite des polynémes Eulériens est donnée par :

n—1
Anlz) =Y (Z) Ap(a) (@ — 1",

k=0

Fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle des polyndémes Eulériens est donnée par :

t" x—1
> An(w)— = o@Dt

|
n>0 n. T

20
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Relation de récurrence

Les polynomes Eulériens satisfont la relation de récurrence suivante :
Ao (l‘) = 1,
Api1(z) = (1 +n2)Ay(z) + 2(1 —2) Al (z), n> 1.

Les premiéres polyndémes Eulériens pour n < 6, sont :

Ay (z)

1

1

1+zx

144+ 22

14+ 11z + 112? + 23

1+ 26z + 6622 + 262 + 2*

1+ 57z + 30222 + 30223 + 572% + 2°

oo ix|wl v~ ol

TABLE 1.12 — Polynémes Eulériens

Théoréme 8. (Frobenius)

Ap(z) =) k'{Z}(w — 1)k,
k=1

Identité

Une identité due a Euler est :

> kb = ST (1.22)

1.9 Polynomes de Frobenius-Euler

Dans cette partie, nous définissions les nombres et les polynémes de Frobenius-Euler [1, 7, 19, 29].

Définition 1.9.1. Soitu € C avec u # 1, les polynomes de Frobenius-FEuler sont définis par la fonction
génératrice, comme suit :

t" 1-
> Hy(wsu)— = ; et (1.23)
250 n! e —u
Dans les cas :
(i) Pour u = —1 dans (1.23), on obtient la fonction génératrice exponentielle des polynomes
d’Euler Ep(z).
(ii) Pour x =0, H,(0;u) = Hy(u) sont appelés les nombres de Frobenius-Euler, on obtient
n
Hp(ziu) = <Z> " FH(u), pour neNU{0}. (1.24)
k=0
(iii) Pour uw = —1 et x =0 dans (1.23), on obtient la fonctions génératrices des nombres d’Euler

notés B,
La relation de récurrence des nombres de Frobenius-Euler, par (1.23) et (1.24), est donnée par :

1—u, n=0,

0, n > 0,

(H(u) +1)" —uHp(u) = {
avec Ho(u) = 1.
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Relation de récurrence

Pour n > 1, la relation de récurrence des polynémes de Frobenius-Euler est donnée par :
" (n
Z < )Hk(:n,u) —uHy(z;u) = (1 —u)z", n=01,...

avec Ho(z;u) = 1.

Les polynomes de Frobenius-Euler sont :

n | Hy(z;y)

011

1| xz— ﬁ

2 |22 —Za+ 7(111“;‘)2

[ ¢

TABLE 1.13 — Polynomes des Frobenius-Euler
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CHAPITRE 2

POLYNOMES DE FUBINI ET POLYNOMES
DEGENERES

Le but de ce chapitre est défini les nombres et polynémes de Fubini, les polynémes de Fubini a
deux variables, aussi les polynémes de Fubini dégénérés, a donné quelques propriétés et les relations
de récurrences pour ces polynémes.

2.1 Les nombres et polynémes de Fubini

Dans cette partie, nous définissons et nous étudions les nombres et polynémes de Fubini [3, 17, 25,

!

2.1.1 Nombres de Fubini
Définition 2.1.1. Pour n > 0, les nombres de Fubini sont définis par :
Wy, = Zn: {n}k‘
" k=0 k )

Fonction génératrice
La fonction génératrice des nombres de Fubini est donnée par :

1
Z“’"H_ 2 —et’

n=0

En particulier, pour z = 0 et u = 2 dans la fonction génératrice (1.23), on obtient la relation entre les
nombres de Fubini et les polynémes de Frobenius-Euler

wn, = H(0;2).
Corollaire 1. Pourn >0, on a

" k 0, si mestimpair,
> -1 = , .
k=0 <k>( )V ks { %Wna s1 nest paire.
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Relations de récurrences

Les deux relations de récurrences des nombres de Fubini sont données par :

2wy, = Z (Z) Wk
k=0
et

2§i<z>@4ﬁwk:(—1wwn+1
k=0

Les premiéres valeurs des nombres de Fubini sont donnés dans la table suivante :

[nfoft]2]3 4[5 ] 6 [ 7 [ 8 [ 9 |
lwp [1[1]3]13]75]541 | 4683 | 47293 | 545835 | 7087261 |

TABLE 2.1 — Les premieéres valeurs des nombres de Fubini

2.1.2 Polynémes de Fubini
Définition 2.1.2. Pour n > 0, les polynémes de Fubini sont définis par :
" [n
wp(x) = kZ:O {k}k!a}k, (2.1)

avec wp (1) = wy, wp(—=2) = (—1)"2wy,.

Formule explicite

La formule explicite des polynémes de Fubini est donnée par :
" [n
wo(z) =2 (=) FEN (2 4 1)FL
k=1 k

Fonction génératrice
La fonction génératrice exponentielle des polyndémes de Fubini est donnée par :

t" 1
Z wn(:c)ﬁ = e =1 (2.2)

n=0

—1 on obtient les nombres d’Euler FE,,.

En particulier, pour z = —3,

Proposition 2.1.1. On a

wpt1(z) = x% (wn(:c) + :an(x)> .

Démonstration. D’apres la fonction génératrice (2.2), on a

r+1

ab et (2.3)

wp (x) + 2wy (x)
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Pour dérivé la formule (2.3), on trouve

% (wn(x) + an(-’ﬂ)) = % (1—2(1;1—1))

Alors
d el
r— (wn(x) + 2wp(z) ) = 5
dz ( ) (1 —x(et — 1))
B ret
= 2
(1 — (el — 1))
= wpt1(T).
Donc p
wpt1(z) = e (wn(:v) + :an(ac)>
Alors le résultat. O

Propriétés 2.1.1.

1) La relation entre les polynomes de Fubini et les nombres de Bernoulli est donnée par :
0
/wn(:v)da: =B,, n>0.
-1

2) On a

a\" 1 kom L x
(xd:z:> 1_56—23,’]{: —1_an<1_m>. (2.4)

k>0

D’aprés les formules (1.22) et (2.4), on obtient la relation entre les polynomes Eulériens et les
polynomes de Fubini est donnée par :

1—=x

An(@) = (1 — )", (x) |

3) Pour x =% dans la formule (2.4), on a

1 k™
2k>02

Proposition 2.1.2. La relation entre les polynomes de Fubini et les polynémes de Bell est définie

par :
wp(x) = /@n(:w\)e_)‘d)\ (2.5)
0
et
" —A(1—z(et—
3 wn(e) :/ A(1—a(et~1))
TLZO : 0

25



Démonstration. D’apres la définition (1.15), on a

B, (z)) = }n: {Z}(w\)k, (2.6)

k=0

puis en multipliant la formule (2.6) par e=*

e, (z\) = e i {Z}(x)\)k,

k=0

, on trouve

on fait I'intégrale a deux cotés, on obtient

/ n(TA)d\ = /( z::o z) >d>\

k=0 0
Comme -
/ N\ = k!
0
Donc
/e (@NdA =Y {n}xkk'
k
0 k>0
= wn(@
Alors

Relations de récurrences

Les polynémes de Fubini satisfont les deux relations de récurrences suivantes :

et

Voici les premiéres polynémes de Fubini sont :

2.2 Polynomes de Fubini a deux variables

Dans cette partie, nous définissons les polynomes de Fubini & deux variables, notés wy,(x,y), et
obtenons quelques propriétés de base [17, 27].

Définition 2.2.1. La fonction génératrice des polynomes de Fubini a deux variables est donnée par :

xt

t" e
an(%y)a = m- (2.7)

n=0
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wn ()

1

x

x + 222

z + 622 + 623

x + 1422 4 3623 + 2424

S| w| o —lols

TABLE 2.2 — Polyndémes des Fubini

En particulier, pour x =0 dans la fonction génératrice (2.7), on obtient les polynémes de Fubini.

wn(0,y) = wn(y)
et pour y = —% dans la fonction génératrice (2.7), on obtient les polynomes d’Euler notés E,(x).

Proposition 2.2.1. La relation entre les polynomes de Fubini d deuzx variables et les polynome de
Fubini est donnée par :

wp(x,y) = Z (Z) wi(y)a" ",

k=0
Démonstration. D’apres la fonction génératrice (2.7), on a

t" - 1 ot
an(xvy)ﬁ - 1_ y(et — 1)6

n=0
t" tm
= 2 )y 29

n=>0 "n=>0
=¥ ( Mewar) 2
n>0 = n.

n
Par identification des coefficients de —, on obtient
n!

Propriétés 2.2.1. Pourn >0, on a
ywn(z +1,y) = (1 +y)wn(z,y) — 2"
Démonstration. Pour démontrer cette propriétés, on utilise la fonction génératrice (2.7), on a

3 ente 1) o) =

n=0
1 <€mty(et o 1) o ext + eact>

y L—y(e! 1)
_Lfet =" —ylef = 1))
Y ( 1 —y(et = 1) )

_ 1 < e _ ext>
y \1—y(ef —1)
1

=— Z (wn(:c,y) - J:”) ;—T;

Y n=0
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n

Par identification des coefficients de ot on obtient

y (wnle+1,y) —wal,9)) = wnlz,y) -

Alors
ywn(z+ 1Ly) = (1 +y)wn(z,y) — 2"
O
Théoréeme 9. Les polynomes de Fubini a deux variables satisfont la relation suivante :
" (n
wn(x + z, y) = Z <k>wn—k($7y)zk
k=0
Démonstration. Pour démontrer ce théoréme, on utilise la fonction génératrice (2.7), on a
Z e(:(:+z)t
wp(x + 2 y =
n>0 1- y(e - 1)
_ ext 6zt
1—y(et — 1)
tn
= Z wp(z,y)— Z —
n>0 n>0 n:
t?’L
_ZZ< )wn k(z,y)z k—'.
n>0 k=0 n
t’n
Par identification des coefficients de —, on obtient
n!
" [(n
Wn(x + 2, y) = Z <k>wnk(x7y)zk'
k=0
O

2.3 Les polynomes de Fubini dégénérés

Dans cette partie, en commencant par la fonction exponentielle dégénérés et les nombres de Stirling
de deuxieme espece dégénérés, en suite on définit les polynémes de Fubini dégénérés, nous donnons
plusieurs propriétés pour ces polynomes. Pour plus détaillées, consulter les références [5, 18, 20, 22, 24].

Définition 2.3.1. Pour A € R, la fonction exponentielle dégénérée est définie par :
eh =1+ )\t)%.

La fonction génératrice exponentielle dégénérée est donnée par :

et = (14 At)> = “t (2.8)

k>0

telle que la factorielle descendante dégénérée est définie par :

2 =gz = A)(z—2\) - (x—(n—1)A), n>1.
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Définition 2.3.2. Pourn > 0, les nombres de Stirling de deuxieme espéce dégénérés, notés {Z})\ sont
les coefficients de la factorielle descendante dégénérée, sont définis par :

n n
gl

k>0

Formule explicite : Pour n > k, la formule explicite des nombres de Stirling de deuzriéme espéce

dégénérés est donnée par :
k
n 1 k —lm
{k} = HE <l>(_1)k A, (2.9)
A " 1=0

Fonction génératrice : Pourn > 0, la fonction génératrice des nombres de Stirling de deuziéme
espece dégénérés est donnée par :

3 {Z} %n' - %((1 At — 1)E, (2.10)
ol K

n,k>0

Définition 2.3.3. Pour A € R, les polynomes de Bell dégénérés, notés @, \(x) sont donnés par :

- n
i = k : 2.11
)=y @)
k=0 A
Fonction génératrice : La fonction génératrice des polynomes de Bell dégénérés est définie par :

3 <I>n,A(a:)g — (14 Aﬁ((l FA3 —1),

n>0

(2.12)

Propriétés 2.3.1.

1) On a

{1

2) Pour n,k > 0, la formule qui représente la relation entre les nombres de Stirling de deuziéme
espéce dégénérés et les nombres de Stirling est donnée par :

RS

1) Pour démontrer cette propriétés, on utilise la fonction génératrice (2.8), on a

Démonstration.

>0 —0 n!
comme
lim e§! = ™
0
et
)\tn n "
Z hm $n7 *' = Zx *‘
>0 A—0 n! >0 n
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Alors

Donc

wm{i) - {3}

2) D’apres la fonction génératrice (2.10), on a

2 {Z} L= L AE
R

n,k>0

_ %(e%ln(l+)\t) _ 1)k

_ ZO{TIZ}A%W

|
s m!

On utilise la fonction génératrice (1.7), on obtient

m| . _., ATt
= Z {k’})\ Z s(n,m) -

m, k>0 n,m=0
n m t'fl
=Y (Z {k})\"_ms(n,m)> —.
n,k=>0 m=k n:

n

t
Par identification des coefficients de ot on trouve

RS HEEE

2.3.1 Polynémes de Fubini dégénérés

Définition 2.3.4. Pour A € R, les polynomes de Fubini dégénérés sont définis par la fonction géné-

ratrice sutvante :
)\ .
= A T 2((1+ M)x —1)

Propriétés 2.3.2. Plusieurs propriétés des polynomes de Fubini dégénérés sont donnés par :

(2.13)

1) On a
wp (@ Za:kk:'{ }
A

2) Pourn >0, on a

1 kpn

k>0
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3) Pour x = % dans la formule (2.14), on obtient

1 kA
wn,/\_§];0 Qk .

Démonstration. Pour démontrer les propriétés suivants, en utilisant la fonction génératrice
(2.13).

1) D’apres la fonction génératrice, on trouve

t" 1
Z wn,A(ﬂf)ﬁ =

= Dl —2((L+ 0% — 1)
k
=> 2k (1A% —1)
k>0
t'fl
S {"} —
k>0 miso (F) 0!
— Z <Z wkk'ﬂih) ﬁ
k=0 n!
n=0

n
Par identification des coefficients de —»on obtient
n!

Wy, x:nxkkz!n .
() ;% {k}

A
2) On a
1 ( T ) tn 1 1
war [—— ) = = T , (2.15)
1—:L‘T§] " \1—z) n! 1—:U<1—1f$((1+)\t)k—1)
comme
1 1 1
I =¥
L—z \ 1= (LAY = 1) ) 1 — (1 + )R
=321+ MR
k>0
=¥ () L
= k>0 n!
Alors ]
1 (Z xkk””\> "
T = e (2.16)
1—:U<1—1f$((1+)\t)x—1)> = k>0 n!
Donc i i N
X kkn
S (555 (E)5
l1—=z = 1—xz/) n! = k>0 n!
n
Par identification des coefficients de —, on obtient
1 ( z ) kpnA
n,\ = Z k=
11—z l1-2z >0
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2.4 Polynomes de Fubini dégénérés a deux variables

Définition 2.4.1. Pour n > 0, les polynomes de Fubini dégénérés d deux variables, notés wy, x(x,y)
sont définis par :

wpa(z,y) = i <Z> wi i (y)zEA, (2.17)

k=0
Fonction génératrice : La fonction génératrice des polynomes de Fubini dégénérés a deux variables
est donnée par :

t" 1+ Mt)>
S y) = —LFA (2.18)
n>0 - 1—y((1+>\t)X—1)
En particulier, pour x = 0, on obtient les polynomes de Fubini dégénérés
Wn, X\ (O, y) = wn,)\(y)'
Proposition 2.4.1. Pourn >0, on a
Yo (@ +1,9) = (Y + Dwpa(z,y) — 22 (2.19)
En particulier, pour x =0 dans la formule (2.19), on obtient
ywn (L y) = (y + Dwna(y)-
Propriétés 2.4.1.
1) Pourn >0, on a
wpa(z,y —1) = (=1)"wp —A(1 — x,—y). (2.20)

2) Pourn € N,on a

na®) = Y 1™y + 1)’“‘1{2}
k=0

—-A

Démonstration.
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1) D’apres la fonction génératrice (2.18), on a

t" (14 )3

an)\.ﬁy n'

70 1—(y—1)((1+ Bx 1)
1

>,
+
<
+
—
+
g
vt

n=0
tn
= Z wp,-A(1 =z, =y)(=1)"—
n>0 n.
tn
= Z wn )\ - Z, _y)il
n>0 n.

n
Par identification des coefficients de —» on obtient
n!

wpa(z,y —1) = (=1)"wp —A(1 — 2, —y).

2) Pour n > 0, si x = 0 dans la formule (2.20), on obtient

= 1) = (1) oa (1) = (1" (2w a (o) (2:21)

On remplace y par y + 1 dans la formule (2.21), on obtient

wnp(¥) = (1)L, A(-1— )

y+1
BRIV R o WP £
=(-1) y+1,;)k!( 1 )’f{k}A

0 Y
=(-1) mgk'(—l)k@‘i‘l) {k}_/\



Alors .
wan(y) =y Y KN(=1)"F(y + 1)“{:}
k=0

-2

Donc le résultat.
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CHAPITRE 3
SUR LES POLYNOMES DE FUBINI

Introduction

Le but de ce chapitre "Sur les polynémes de Fubini", on utilise la transformation de Fubini
pour généraliser les polynéme de Fubini. L’idée est de construire une matrice infinie M := (an m )n,m>0
dont la suite initiale ag ., := oy, est la premiere ligne de la matrice et la suite finale a, o := 3, est la
premiére colonne.

En 2001, Kwang-Wu Chen [3] a donné un algorithme pour le calcul des nombres de Bernoulli, avec les
caractéristique suivantes

Ap+1;m = *(m + 1)an,m+1 + manm, (3'1)
avec la condition .
agm = —— 1.

Dans ce chapitre, la généralisation de la transformation de Fubini (3.1), ce qui revient a étudier la
relation de récurrence a trois termes

an+1,m(z,y) = x(m + 1)apm+1(2, y) + ymanm(z,y). (3.2)
Pour ce qui suit, nous proposons de généraliser la transformation de Fubini en construisant des poly-
nomes formant les colonnes de la matrice M.
3.1 Transformation de Fubini généralisée

Dans cette partie, on va généraliser la transformation de Fubini [26]. Rappelons que la transfor-
mation de Fubini d’une suite (a,)n>0 est la suite (8, )n>0, définie par la formule suivante :

n
ny\ k
Bn = Z k!{k}z Q.
k=0
Sa transformation inverse est donnée par :

1 z”: s(n, k)PB.

|~m
n.z —0

Ay =
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Formule explicite

Théoréme 10. Définir la matrice M associée a la suite initiale par la relation de récurrence (3.2),
et donné une suite initiale (aom)m>0-
Les éléments de la matrice M sont données par :

n+m
A, (2, Y) m'z{k—l—m} (k +m)ly" 2k ag g (3.3)

Démonstration. Pour démontrer cette formule, on utilise la démonstration par récurrence.

e Pour n = 0, le résultat est vrai.
e On suppose que la formule (3.3) est vraie pour n et on montre quelle est vraie pour n + 1.
De la relation de récurrence (3.2), on a

an+1,m(55a y) = x(m + 1)an,m+1($7 y) + ymamm(x, Y)

1 & {n+m+1} bl mk

= — E+m+ D"y Fag
IZ ( ym—+k+1
m!~ |k+m+1 _—

1 n+m
(m—1)! Z { } (k +m)lz®y™ " ag o4y
m

n+m+1 _
= Z { } (k4 m + 1)lzk+1yn ka07m+k+1
m+1

k+m-+1
n—+m n—+m
+m{ } y"“ao,er ,Z{ } (k+m)laky" " ag
m m m
1 Jn+m+1
{n+m+1} (n+m+1)!xn+1a0,m+n+1
+1
R {n+m+1} k. ek
== k4 m)laby"Fag
|Z ( ym—+
ml = k+m _—
n—+m n-—+m
+m{ m } yn+1a0,m+ 'Z{ker} (k+m)laFy" " ag
m
1 In+m+1
{n+m+1} (n+m+ D)12" M ag mini1.
41

Donc, on obtient

n+1 n4+m+1
x(m + 1)an,m+1 + Yyman,m = ml Z { } (k+ m)!xkyn_k+la0,m+k
m

= Gn+41,m-

Ceci complete la preuve du théoréme.
O

Théoréme 11. Définir la matrice M associée a la suite finale, et donné la suite finale (an0)n>0, on
a

g (2, ) = —— (@t n(2.) = ymann(r.9). (3.4)

x(m+1

Alors, les éléments de la matrice M sont données par

G m(x y Zy S m, k an+k0 (35)

xmm'
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Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur m .

e Pour m = 0, la formule (3.5) est vraie.
e On utilise la formule (3.4), on obtient

1 ( ) v (g: “ks(m, k)a m g ~ks(m, k)a )
— (a —yma = ; - ,
m(m T 1) n+lm — Y n,m xm+1(m T 1)' k::Oy n+k+1,0 — Y kioy n+k,0
v (y‘ms(m M) n4m+1,0 + in: yFls(m, k — Dapr 0)
™t (m 4+ 1)! ’ TR 3 ’ e
ym

m
—k+1
T (m 1) (m 2y s(my k)anteo + myS(m,O)an,o> .

3

D’apres la formule (1.8) on a

1 Yt m+1 .
2 1) (o~ manm) = ey 30 v s+ 1 K)anag

= An,m+1-

Ce qui complete la preuve.

Fonction génératrice

Le lemme suivant est utile dans la démonstration du théoréme suivant

l‘ (d) Thts _ (k + 3) T*. (3.6)
st \dT S

Théoréme 12. Supposons que la suite initiale agm+s, a la fonction génératrice ordinaire

0= aoat (3.7)

k=0

Lemme 1. On a

Alors la suite (an,s(x))n>0 de la s-iéme colonne de la matrice M, a une fonction génératrice exponen-

tielle
Z Gn, s 1 (38)

n=0

donnée par la formule suivante

e (= RN D) H

Démonstration. On utilise la formule (3.3), on obtient

n-rs n— tn
Bs(t;x7y) = Z ( Z {k——::s} k + S)‘xk kao,s—l-k) E
n>0 :
k+s ( ) {n—i—s} (ty)"
= Z -] Qo0,s+k Z
>0 ! k+s n!
k+s)! (z\F 1 o5
k>0
k k
=y < + 8) ao,s+k <(6ty - 1))
k>0 \ °



D’apres le lemme (3.6) président

l (d>STk+S — <k + S)Tk
s \dT s

1 S
1 (ddt) phs — (K+S\ph (3.10)
st \dT dt s
On suppose que
x
T==(e¥-1
S (e=1)
Alors
g — $ety = ﬁ — ﬁ
dt dTl x

D’apres la formule (3.6), on obtient

aGa) e

3!;5 (;te_ty)s B (ety _ 1)

D’apres la formule (3.11), on trouve
ety d\° (e —1\° T, 4
Bs(tiw,y) = v A 6y—1>]-
) = (6 dt) [( Y ) (y( )

Théoreme 13. Supposons que la suite finale an4s0, a la fonction génératrice exponentielle

Alors

e

— tk
Bi(t)=)_ Chts,07- (3.12)
k>0 ’

Alors, la suite (agm(x))m=0 de la s-ieéme ligne de la matrice M, a une fonction génératrice ordinaire

A = agmt™, (3.13)
m>=0
donnée par la formule suivante
T o (-1 ly
As(t;z,y) =Bs ly In {1+ =] ). (3.14)
x
Démonstration. D’apres la formule (3.5), on obtient
At y) = YT hs(m, k) e
s( 7$7y) - Z M) k:()y s(M, K)As+k,0
m=0
=Y ooy " im 7s(m, k)t™
k>0 mzk T
i1 ty\\*
= asrk0y kg (ln (1 + y>)
= ! x
(i)
x
Donc la conclusion. O
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Propriétés 3.1.1.

1) On a
13 d* /et —1\° T,
M = —_— —_— —_— —le Yy 1
Pour démontrer la formule (3.15), on utilise les deux formules suivantes
(e—tyd>s F(t) = et Z ss. 0 P, (3.16)
dt = dt*
avec Wy s .
Fo) = (20 4, (G -n). (3.17)
Y Yy
Démonstration. On a
(oY k) =0 3 sts b P
dt T dtk

k=0
De la formule (3.17), on trouve

(Y 52 0 )] (452 4 G

Donc

o) (2 )] s [(252) ()

k=0

D’apres la formule (3.15), on obtient

s!Bs(t; x,y) = i: s(s, k)j; (ety_1>s Ag (;U(ety - 1)> :

k=0 Yy
Alors
1 S dk ety—l s T .
st~ s () ()]
) 8!162:%)5(5 ) K y ) (y( )
O
Corollaire 2. Pourn,m >0, on a
" [n+m _— m e
Z{,H }(’Hm)!xky Yo e = Y s(m k)Y Fay, 0. (3.18)
k=0 mym k=0

Remarque 3.1.1. On peut avoir la formule (3.18) comme la transformation de Fubini pour m = 0
de la suite o, et la transformation de Fubini inverse pour n =0 de la suite B,.
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L’étude d’un Exemple

Exemple 4. On prendre la suite initiale ap,, = 1. Alors la formule (3.18) donne la matrice M
susvante :

1 1 1 1
T Y+ 2x 2y 4+ 3z 3y + 4x
222 + yx 622 + 6y + 1> 1222 + 15zy + 44
M= 623 + 622y + x> 2423 + 3622y + 14xy® + 12 :
24z + 3623y + 142%y? + xy3 :

D’apres la Théoreme 12, la fonction génératrice ordinaire de la suite initiale est

As(t) = Z ao’k+5tk
k>0

:Ztk

k>0

Donc
1

=17
On remplace As(t) avec t = %(ety — 1) dans les deux formules (3.9) et (3.15), on obtient

esty d S ety_l s 1
By(t;w,y) = —; <e—tydt) [( . ) i e 1| (3.19)
: Y

e —1\° 1
( y )1—5(6“’—1)

3.2 Cas particulier (Polyné6mes de Fubini généralisés)

As(t)

R d*
Bs(t;z,y) = ] ZS(S,]‘?)%
" k=0

Dans cette partie, nous étudions les polynémes de Fubini généralisés et leur dégénérés [20].
En particulier, pour s = 0 dans (3.19), on obtient

1

By(t; =
0(,$,y) 1_%(61531_1)

Définition 3.2.1. Les polynomes de Fubini généralisés a deux variables, notés S, (z,y), sont définis
par la fonction génératrice suivante :

t" 1
S U S— (3.20)
7%:0 nl o 1—2(e—1)

En particulier, pour y =1 dans (3.20), on obtient les polynomes de Fubini

Sz, 1) = wp(z). (3.21)
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Formule explicite

La formule explicite des polynémes de Fubini généralisés est donnée par :

Sp(z,y) = z”: {Z}kz!mky”_k. (3.22)

k=0
Propriétés 3.2.1. La relation entre S, (x,y) et wy(z) donnée par les deuzx formules suivante
x
Sn(z,y) = y"wn <y) (3.23)

et
wn () =y~ "Sn(2y,9). (3.24)

Démonstration. D’apres la formule explicite (3.22), on a

Alors
T

Sn(z,y) =y wn (y) :

Pour démontrer la formule (3.24), en utilisant la formule (2.1), on obtient

[

=y "Sn(zy,y).

Donc
wn(z) =y "Su(zy, y).

D’ou la conclusion. O

Théoréme 14. Les polynomes de Fubini généralisés satisfont la relation suivante :

ygx%n (y:?xy) =>. (z)k(yk)”—y” (mjx)”yfx. (3.25)

k>0
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Démonstration. De la fonction génératrice (3.20), on obtient

1
Y xy " Y -
%n( _x,y> 1 1 zy (ev=1)
Y-z 3 Yy n: Yy—x Y i—

_ 1
- 1— £ety
Yy
k
— (‘T) (ety)k
k>0 y
x\k oL
56 g
k=0

n

Par identification des coefficients de —» on trouve
n!

L (525 =5 () oo

y—x

D’autre part, on a

Donc

Remarque 3.2.1. Poury =1 dans (3.25), on obtient la formule (2.4).

Relations de récurrences

Les deux relations de récurrences des polyndémes de Fubini généralisés sont données par :

Théoréme 15. Pourn > 1, on a

42
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Démonstration. Pour dérivé la fonction génératrice (3.20), on obtient

etV

> o
Snt1(z,y) = = D)
n>0 n! (1 _ f(ety _ 1))

)

1 reY +x—xt+y—y

B 1—2(e —1) l—g(ety—l)

1 ety
Sl I —1) {1—5(6“1—1) ]

i n n
= (@+y) > Su@y) = > Sal@,y) =~y Snlz,y)—

n=0 " n=0 n=0
n n n
— @+ Y (£ D9 Silo) ~y3uwn))
w50 \k= n!
n
Par identification des coefficients de —, on trouve

nl’

On aura besoin a le lemme suivant

Lemme 2. Pour tout x et y non nul, on a

e 1 1 ty _ d ;
1_:;(6@_1):{30;6 1>}dt<1_;(ety_1>>‘ (3.27)

Théoréme 16. Pourn >0, on a

(i + ;) Sn1(z,y) = En: <Z> Yy <5k(% y) + ;Skﬂ(% y)> :

k=0

Démonstration. D’apres le lemme (3.27), on a

ety 1
Tt = e Tty
1—§(€y—1) 1—5(6 —1)
(ty)" t"
=> > Sl )
n>0 n: n=>0
n n\, n—kocx tn
-5 (£ Qo)
S0 \k=0 n!
Alors
e’ S n—kcy "
T—Z(@—1) Z:O <k20 (W)y Jk(fﬂ,y)> - (3.28)
nz
D’autre part, on a
1 1 d 1 1 1 t"
_(ety_l):| -\ 1 =/ tv_ 1)\ = |:_(€ty_1:| C\} T,Y)—.
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Alors

1 1 1
[—(ty—1:|z\5n+1l‘y Z\sn+1xy— - Z\Sn+lwy
roy n>0 T >0 y n>0
1
—Z\snﬂ:ry— fetyZ%nHmy
n>0 Yy n=0
tn
+ - }:«Jn+1ary)
n=0
tTL
ffz\ynﬂ:ry + Z\fn—i-lxy)
n>0 N>0
1
— Z Z\fn—i—l .I‘ y
y n=0 n=0
1 t "
*Z Snr1(r,y)— + - Z\Sn—i-l (z y)i
n>0 n' yn>0
1 n "
Y (E G tsiaey) D
yn n
1 1) t 1 ( n . tn
= (- Ry 1xy Z()yn \9k+1(35y)>
(x y 2; "+ yg; =0 " n!
1 1 1 » t"
= ((m ) Sualey) - o 5 Qe D)o
=0 Yy Y k=0 n.
Alors
11, ] t (<1 1) L& my, nk &
(e -1 S (z,y)— = —+ =) Suta(z,y) — = X (L)y"™ mlxy) :
Y] oty = T (5 +5) el = § 8 @ ) G
(3.29)

n

t
D’apres les deux formules (3.28) et (3.29), et par identification des coefficients de —, on obtient
n!

zn: <Z> YRS, y) = (i + ;) Snt1(z,y) — ; z”: (Z) Y Sk (2, y).

k=0 k=0

Donc

<; + 1) Snt1(z,y) z": ( ) (\Sk(x y) + ;\’kﬂ(x y)>

Y

La relation entre $,(z,y) et wy(z,y) satisfait la propriété suivante

Proposition 3.2.1. Pourn > 0,

Sl ) = S0 (Z) (1w (0v).

Démonstration. De la fonction génératrice (3.20), on a

2
ety

t2
E:J"xy S T
Yy

n>0
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En utilisant la fonction génératrice (2.2), on obtient

> Sl = e () (ty)"

n=0 n=0

Par identification des coefficients de —» on trouve
n!

Suley) =" Yo (Z) (D (0)

k=0

Les relations entre les polynémes de Fubini généralisés et quelques polyndmes.

Propriétés 3.2.2. Pour n >0, on a les propriétés suivantes

1) La relation entre les polynomes de Fubini généralisés et les polynomes de Frobenius-Euler est
donnée par :

Sn(z,y) =y" zn: v (Z) (—=1)*H, (1 + %y) :
k=0

2) La relation entre les polynomes de Fubini généralisés et les polynémes Fulériens est donnée

par :

Sp(z,y) = 2" Ay, (1 + %) .

3) La relation entre les polynomes de Fubini généralisés et les polynomes de Bell est donnée par :

T oz
Sp(z,y) = y"/@ <y)\> e M.
0
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Démonstration. 1) On a

Par identification des coefficients de —» on trouve le résultat.
n!
2) De la fonction génératrice (3.20), on a
—T t" 1
L ) L —
Y nz0 et — (1 + %)

et d’apres la fonction génératrice (1.21), on a
Ap(z) t" 1

_n%:o(:v—l)”*la_et—m’ z7 L
Alors
TN () 1
'Y
ré\sn( ) ety—(1+g)

e An(52)
= —y —
= (1+%_1)n+1n'

n
Par identification des coefficients de —, on trouve
n!

Cx

TSz, y) = _ynA"(Hy)
Yy
Alors

3) D’apres la formule (3.22), on a

Sn(z,y) =Y {Z}k!xky"_’“



D’apres la formule (1.15), on obtient

oo

x k
Sz, y) = y"/@ (y)\) e M.

0

Donc le résultat.

3.3 Polynémes de Fubini généralisés dégénérés
Dans cette partie, nous étudiant les polynémes de Fubini généralisés dégénérés [21].

Définition 3.3.1. Pour A € R, les polynémes de Fubini généralisés dégénérés sont définis par la

formule suivante :
1
Z ~Sn )\ x y

"0 IEETICESY I

(3.30)

Formule explicite

Pour n > 0, la formule explicite des polynémes de Fubini généralisés dégénérés est donnée par :

%n,)\(xvy) = Z {k} k'xk " k
A

k=0

Propriétés 3.3.1.

1) Pourn >0, on a

() ). 6%
y—z "My - 2k =y dz y—x)’

k>0

2) La relation entre les polynomes de Fubini généralisés dégénérés et les polynomes de Fubini
dégénérés est donnée par :

X
%n,)\(x7y) = ynwn,)\ (y> .

3) Pourn >0 et x1,x2 € R avec x1 # x2, on a

n N N
n ToSp A (T2, y) — T18p A (T1, Y
) Sea(@1, Y)Sn_pr(z2,y) = nA(22,Y) na( )
h=0 " T2 — I

4) La relation entre les polynomes de Fubini généralisés dégénérés et les polynomes de Bell dégé-
nérés est donnée par la formule suivante :

[e.9]

Sualz,y) = y”/‘I’n,A (%t) etdt.
0

La relation entre les polyndémes de Fubini généralisés dégénérés et les polynémes de Fubini a deux
variables dégénérés par les deux théorémes suivantes

Théoréme 17. Pourn > 0, on a

n
Sna(z,y) —y" ( > 1FyEA, kA(Z/,y>
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Démonstration. D’apres la fonction génératrice (3.30), on a

1
Z\sn)\x y

50 Sz (a ot o)
- 1
= (1+Mty)> (1+ Aty)
1= 2 (14 Aty)5 —1)
D’apres la formule (2.18), on obtient
—y ntn
Z\sn)\:vy = (1 + Aty) Awam,\(y,%)y '
n=>0 n=>0 n:
th tm
_ Z k A Z w z\ . m
n A\ Y, Yy
k>0 k! m>0 ( y> ml
kA 2\\ "
= Z y Z ) ( );wn—k)\ (y7 g) e
n!
n=>0

n

t
Par identification des coefficients de ot on obtient

A(z,) —ynz<> DFyERw, n (9:2).

Théoréme 18. Pourn > 0, on a
n n B
Sntia(@,y) + 3" o (—)\ E) (x +y) Z ( >\m T, Y)Wn—k\ ( A, %) y k.
Démonstration. Pour dérivé la fonction génératrice (3.30), on trouve
mod 1
st 4 )
T; nl  dt 1—*((1+)\ty)x—1)
1—
B (14 My) =
— . .
(1-2 (a3 —1))
Tty _ (14 My)~*
T\ -2 (1 aty)r 1) / 1
5 (14 Xy)x - 1—§Q1+wafg
tk t"
= (39+y) %k,)\(xvy)y Wm,A <_)‘ %) yzwn)\ ( ) ynn'.
k>0 " m>0 n>0 :
Donc
t" n _ "
> Snra(@y) +y2wm( )y"—' =(z+y) (Z () St (@, Y)wn—kx (_)‘7 %) y" k) —.
n>0 n>0 n: n>0 k=0 n.
t" n _ "
Z (%mm(az, y) +y"lwp, a (—)\, %)) —=(z+y) (Z (0) St (@, Y)wn—kx (_)‘7 f) y" k) —
= n! = \k=0 n!

n

t
Par identification des coefficients de ot on obtient

x ~ (n z\ n—
Sz, y) + 4" o (—)\a 5) =(z+y) ), (k) Sk (T, Y)wn—k,2 <—)\7 g) y* . (3.31)
k=0
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce travail, nous avons pu pénétrer le domaine de la combinatoire énumérative, a travers
en reconnaissant de nombreuses suites de nombres et polyndémes et ses propriétés combinatoires et
analytiques, en particulier la généralisation de polyndémes de Fubini avec deux variables, ce qui est
différentes de ses généralisations existes récemment.

Nous espérons a l’avenir pouvoir continuer & approfondir nos connaissances dans ce domaine tres
agréable.
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