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Titre : Probléme elliptique non linéaire avec conditions aux limites de Robin

V4 V4
Resume : Les travaux présentés dans ce mémoire, portant sur I’étude

de probléme elliptique non linéaire avec condition aux limites de Robin, La réso-
lutions de ce probléme dans ce travail consiste sur le théoréme de la surjectivité.
Apres un bref exposé de quelques définitions et résultats nécessaires pour la suite
de ce travail, nous établissons dans le chapitre 3 un résultat d’existence et de

régularité de solutions pour ce type de probleme.

Mots clés : Probléeme elliptique, probléme aux limites, conditions de robin,

opérateur monotone.

Faculté des Sciences. Département de Mathématiques et Informatique.

Université Dr. Yahia Farés Médéa - Pole urbain — 26000. Médéa. Algérie.



AbStl‘aCt : The work presented in this thesis, is on the study of

nonlinear elliptic problem with Robin bondary condition, The resolution of this

problem in this work consists of the surjectivity theorem. then After a brief
presentation of some necessary definitions and results for the continuation of this

work, we establish in chapter 3 a result of existence and regularity of solutions

for this type of problem.

Mots clés : Elliptic problem, boundary value problem, Robin conditions, monotone

operator.
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NOTATIONS

Voici quelques notations que nous utiliserons dans ce travail :

RN

espace euclidien de dimension N, N un nombre naturel

non nul.

vecteur de RN, & = (21,29, ..., zn), 1; €R, 1 <1 < N.

mesure de Lebesgue N-dimensionnelle.

ouvert de RN, N € N*.

frontiere topologique de (2.

I'adhérence topologique de ).

le dual topologique.

la restriction de w sur 0f.

le crochet de dualité entre I'espace £ et son dual topologique.

le gradient.

la dérivée d’ordre 3, ou [ est un est un multi-indice.

la divergence.
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Af=3" 2 le laplacien.

=1 o2
Jo f(@)dzx intégrale de f sur 2 par rapport a la mesure de Lebesgue.
p-p. presque partout.
Lr(Q) = {u: Q — Rmesurable ([,|u(z)|")ds < +oo :1<p< oo},
I'espace de Lebesgue.
L>(Q) = {u : 2 — R mesurable, 3M > 0 tel que |u(x)| < M p.p. }.
WHkP(Q) espace de Sobolev.
whr(Q) ={u e LP(Q)|Vu e LP(N)}.
C%(Q) I'espace des fonctions a-holdérienne, ou o € R.
— I'injection.
w(E) mesure de E.
fo—f dénote que la suite f,, converge vers f.
fo—17f dénote que la suite f,, converge faiblement vers f.
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INTRODUCTION GENERALE

Les mathématiques consistent d’abord en un langage, qui permet de transcrire des
problémes de nature quantitative : C’est la modélisation. Une fois cette transcription
faite, des outils sont disponibles pour comprendre et résoudre les problemes issus des
phénomeénes du monde réel qui utilise les lois de la physique (mécanique, thermodyna-
mique, électromagnétisme, etc.), ces lois sont, généralement, écrites sous la forme de
bilans qui se traduisent mathématiquement par des Equations Différentielles Ordinaires
ou par des Equations aux Dérivées Partielles.

Les équations aux dérivées partielles (EDPs) interviennent aussi dans beaucoup
d’autres domaines : en chimie pour modéliser les réactions, en économie pour étudier
le comportement des marchés, en finance pour étudier les produits dérivés et en traite-
ment d’images pour restaurer les dégradations.

Les EDPs sont probablement apparues pour la premiere fois lors de la naissance de
la mécanique rationnelle au cours du 17eme siécle (Newton, Leibniz...). Ensuite le "ca-
talogue" des EDPs s’est enrichi au fur et a mesure du développement des sciences et en
particulier de la physique. S’il ne faut retenir que quelques noms, on se doit citer celui
d’Euler, puis ceux de Navier et Stokes, pour les équations de la mécanique des fluides,

ceux de Fourier pour I'équation de la chaleur, de Maxwell pour celles de I'électromagné-
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Introduction Générale

tisme, de Schrodinger et Heisenberg pour les équations de la mécanique quantique, et
bien stir de Einstein pour les EDPs de la théorie de la relativité.

L’analyse mathématique de ces équations aux dérivées partielles nécessite un choix
approprié des espaces fonctionnels et une définition claire de la notion de solution
(Pexistence et parfois 'unicité).

Ce travail s’appuie essentiellement sur 'article [7], dans ce travail nous nous in-
téressons aux problémes elliptiques non linéaire avec condition aux limites de Robin.
Généralement il y a plusieurs méthodes de résolution de problemes aux limites : Nu-
mériquement comme la méthode des éléments finis ou la méthode des différences finis.
Ou bien théoriquement comme la méthode du point fixes, la méthode variationnelle
ou la méthode des opérateurs monotones. Nous nous appuyons sur 'opérateur pseudo-
monotone et le théoréme du surjectivité qui est treés important pour donnée I'existence
de solution du probleme traité, cette méthode située dans un cadre théorique ayant
plusieurs applications dans I'analyse fonctionnelle et la théorie des opérateurs. Pour la
régularité et en ce qui concerne la régularité a la frontiere, classiquement, les domaines
sont supposés étre lisses. Plus récemment, cependant, la classe des domaines Lipschitz
a suscité beaucoup d’intérét. L'un des principaux objectifs de cet mémoire est d’éta-
blir la régularité jusqu’a la frontiére pour les conditions aux limites de Robin, et méme
pour le cas particulier des conditions aux limites de Neumann s’il s’agit d'un domaine
de Lipschitz. Plus précisément, nous voulons montrer que chaque solution est Holder
continue jusqu’a la frontiére. Nous étudions d’abord la régularité des probléemes de Neu-
mann, puis généralisons les résultats aux problémes de Robin.

L’objectif de ce mémoire est donc I'étude de l'existence et la régularité de solution
pour un probléme elliptique non linéaire avec condition aux limites de Robin.

Ce travail est constitué de trois chapitres principaux :

Le premier est consacré aux rappels fondamentaux et outils nécessaires pour réaliser
ce travail. Ils concernent les injections canoniques de Sobolev, 'opérateur de Nemytskii

et le théoréme de point fixe et quelque définitions et inégalités principales.
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Introduction Générale

Dans le seconde chapitre, on donnera quelques définitions d’opérateur monotone et
pseudo-monotone pour énoncer une théoreme qui est nécessaires pour la résolution des
problemes traités dans ce travail, le théoreme de la surjectivité.

Dans le dernier chapitre, nous allons nous intéresser aux problemes elliptique non
linéaire avec condition aux limites de Robin, on montre 'existence et la régularité de
solution de ce type de probleme, en donnant quelques théoremes et en appliquant ces

théorémes sur quelques exemple.

ix



CHAPITRE

RAPPELS ET DEFINITIONS

I.1 Notions préliminaires de I’analyse réelle

On commence par donner des définitions, ainsi que quelques résultats connus qui

nous seront utiles dans la suite de notre travail.

I.1.1 Espaces de Lebesgue

Définition I.1. Soit 1 < p < oo et E C R un ensemble Lebesgue mesurable. On définit
LP(E) = {f: E — Rmesurable : ||f|cr(r < +oo}

ol

/] { (fE‘f‘pdx)l/p sil<p<oo
Lr(E) =
supess, g | f(z)| = inf{C > 0: AX({|f] > C}) =0} sip=o0



I1.1. NOTIONS PRELIMINAIRES DE I’ANALYSE REELLE

dans ce qui suit F est un sous-ensemble mesurable de Lebesgue de RY, N > 1. Soit

1 <p<oo.

Théoréme 1.1 (Inégalité de Holder). Soient f € LP(E) et g € L¥(E), avec L + 1 = 1.
Ona

/ £9 < 1l 9l
FE

Preuve. Voir [6] p.128-129. m

Théoreme 1.2 (Inégalité de Holder généralisée). Soient (E,T, ) un espace mesuré et

p,q,7 € [1,+00] tels que | + . = 1. Soient f € LP(E) et g € L4(E). Alors, fg € L7(E) et

£ gllr < [[f1lpllgllq-

Preuve. Voir [6] p.136-137. =

Théoreme 1.3 (Inégalité de Minkowski). Soient (E, T, i) un espace mesuré,p € [1,+o00|

et deux fonctions f,g € LP(FE). Alors

1+ gllp < [fllp +llgllp

(o) = (forw) (o)

Preuve. Voir [6] p.129. =

c’est-a-dire

Théoréme 1.4 (Convergence dominée de Lebesgue). Soit f, une suite de fonctions me-

surables sur E a valeurs dans C telle que
fn(z) = f(x) quand n — +oo presque partout dans E,
et telle qu’il existe une fonction g sur I/ a valeurs dans R, intégrable, telle que l'on ait

|fu(2)| < g(x) presque partout dans E.



I1.1. NOTIONS PRELIMINAIRES DE I’ANALYSE REELLE

Alors f est intégrable et U'on a

/!fn — fldu — 0 quand n — +oo.

E/ Fudp — E/ fdy.

Le théoreme de convergence dominée existe aussi en version LP.

En particulier;

Preuve. Voir [6] p.130. m

Théoreme 1.5 (La réciproque partielle du théoréme de convergence dominée). Soient
p € [1,+00|, f, une suite de fonctions de LP(FE,du) et f une fonction de LP(FE,du), telles
que | f,, — fler(eay — 0 quand n — +oo. Alors on peut extraire une sous-suite n,, telle

qu’il existe g € LP(E, du) avec
fo, () = f(x) quand ¢ — +oc presque partout dans X,

et

| fo ()| < g(x) presque partout dans X.

Preuve. Voir [6] p.131. =

Théoreme 1.6 (Convergence faible dans L?). Une suite de fonctions f, de L*(E) converge

faiblement vers f dans L*(E) si :

1. Pour1 <p< oo, f — f)g — 0 pour tout g € L (E).
2. Pourp=1, [(f, — f)g — 0 pour tout pour tout g € L°(E).
E

Preuve. Voir [6] p.162. =

Théoreme 1.7. Soit 1 < p < oo. Toute suite bornée f, de LP(FE) admet une sou-suite

convergeant faiblement vers certains f dans f € LP(E).

Définition 1.2 (Convergence en mesure). On dit que f, converge vers f en mesure sur F
st

p{x e E:|f,— f| >€}) = 0quand £ — 0.

3



I1.1. NOTIONS PRELIMINAIRES DE I’ANALYSE REELLE

[.1.2 Estimations

Théoreme 1.8 (Inégalité de Young). Soient a,b € Ry et p,q €]1, +00][ tels que % + % =1.
Alors :

P
lab| < (@) + —.
p q

Preuve. Voir [6] p.128. =

Lemme I.1. Soient N € N et m € [2,00). il existe v > 0 tel que
(a =) (la"%a — b]"~2b) > ~]a — b|"

pour tout a et b dans RY.

Preuve. Voir [3] p.14. =

Lemme 1.2. Pour tout p € (0,00) et N € N, il existe des constantes positives « et 3 telles

que

N N p N
oY s (Sn) <i3a
Jj=1 J=1

j=1
pour touta; > 0,7 =1,..., N.
Preuve. Voir [7] p.12. =

I.1.3 Espaces de fonctions holdériennes

Nous aurons besoin plus tard la définition des espaces de fonctions holdériennes.
Pour 0 < o < 1, on dit que u est holdérienne d’exposant « (lipschitzienne pour o = 1)

s'il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout couple de points (z,y) dans
u(z) —u(y)| < Clo —y[*
On note que u est continue et 'on pose

|u|CO,a(Q) = sup |U(ZL‘) B u(y)|

z,yeQ |J7 - y|a
TAY



I1.1. NOTIONS PRELIMINAIRES DE I’ANALYSE REELLE

et, dans le cas ou ) est borné,

[ullco.e@) = llullco@) + [u|coa-
Cette derniére quantité est une norme sur I'espace des fonctions a-héldérienne. C%%(()
qui en fait un espace de Banach. L’espace C** () est constitué des fonctions de classe
C* dont toutes les dérivées partielles d’ordre k sont dans C%*(€2). On le munit de la
norme

[ullcra@) = luller@) + ﬁl\i}é 07Ul 0.0 (q)

pour laquelle il est complet.

I.1.4 Espaces de Sobolev

Une bonne partie de I'analyse des équations aux dérivées partielles se déroule dans
les espaces de Sobolev. Une autre partie se déroule dans les espaces de Holder, ainsi que
dans plusieurs autres espaces fonctionnels plus sophistiqués dont nous ne parlerons pas

ici.

Il en existe plusieurs caractérisations. Dans le cas des espaces de Sobolev d’ordre

entier positif £ € N, on retiendra que
WE?(Q) = {u € LP(Q); 0%u € LP(Q) pour tout multi-indice « tel que |a| < k}

muni de la norme
1/p

[ullwrr (o) = Z HaauHiP(Q)

|la|<k
pour p € [1, +o0| et

[ullwroe) = max 10%ull 1o ()

pour p = +oo. On utilise parfois la notation || - ||, pour désigner ces normes. Les

dérivées partielles écrites ci-dessus sont naturellement prises au sens des distributions.



I1.1. NOTIONS PRELIMINAIRES DE I’ANALYSE REELLE

I.1.5 Ensembles Lipschitzien

Définition 1.3. On dit qu’'un ouvert ) de RY est lipschitzien s’il est borné et si l'on peut
recouvrir sa frontiére ) par un nombre fini d’hypercubes ouverts C, chacun associé a un

systéme de coordonnées cartésiennes orthonormées, v/ = (v, 13, ..., y{v), de telle sorte que
C; ={y eRY;|y!| <a;pouri=1,.., N},
et qu’il existe une fonction ¢; : RN =1 — R lipschitzienne telle que Uon ait
QNC; = {y € Criyn < o ((¥))},
avec la notation R¥N=1 3 (7)) = (¢, 43, ..., v _1)-

Définition 1.4 (Injection canonique). Soit E un espace de Banach, soit E’ son dual (muni

de la norme duale ||f|| = Sup|(f,z)|) et soit E” son bidual, i.e. le dual de E’, muni de la
zeE
norme s

€l = Sup |, £)l

irli<t
On a une injection canonique J : E — E" définie comme suit : soit x € F fixé, Uapplication
f > (f,z) de E’ dans R constitue une forme linéaire continue sur E’ i.e. un élément de

E" noté Jx. On a donc
(Jz, Ypr g = (f.x)pp YxeE, VfekFE.

Définition 1.5. Soit F' un espace vectorielle normé, et £ un sous espace vectoriel de F.
On dit que linjection canonique de E dans F' est continue si pour Uapplication identité

i: Ew— Filexiste C >0
|li(x)|lr < ||z||g pour tout x € E.
si de plus
VB C E bornée : i(B) est relativement compact.
alors linjection est compact.

Mentionnons maintenant un résultat de premiere importance : les injections de So-

bolev pour Q2 = RY ou bien ) ouvert régulier.
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I1.1. NOTIONS PRELIMINAIRES DE I’ANALYSE REELLE

Théoreme 1.9. Soient k > 1 et p € [1, +o0[. Alors

i) Si ;— 5 >0,0naWhr(Q) — L"(Q) avec | =

2=

1
p
it) Si 5 — 4§ =0, 0ona WHP(Q) — L"(Q) pour tout r € [p, +oo[ (mais pas pour r = +00

sip>1),

iti) Si > — % <0,0ona W5P(Q) < L>(Q). Dans ce dernier cas, si k — = > 0 n’est pas un
entier; alors W*?(Q) — C*#(Q) ot | = [k — &) et 8 = k — & — 1 sont respectivement
la partie entiére et la partie fractionnaire de k — %.
Toutes ces injections sont continues.
La partie iii) du théoréme est aussi connue sous le nom de théoréme de Morrey.
Sans hypothése de régularité sur §2, les injections de Sobolev restent vraies locale-
ment, i.e. dans tout ouvert compactement inclus dans ). En d’autres termes, on a

WHkP(Q) < LI (), etc. Elles restent vraies globalement si Uon remplace W*?(Q)

loc

par WEP(Q). Il est utile de réécrire ce théoréme dans le cas k = 1 et Q2 borné, régulier.

Preuve. Voir [1] p.168. =

Théoreme 1.10. Soit p € [1, +oo]. Alors

ou encore p* = NN—QD

i) Sil<p<N,onaW"(Q) — L"(Q) avec ; = <

S

ii) Sip= N,ona W'V (Q) < L"(Q) pour tout r € [1,+00]

iii) Sip > N,ona W(Q) — C*?(Q) ot f=1-5

Le nombre p* s’appelle Uexposant (critique) de Sobolev. Notons que si ) borné régulier, alors
Wh(Q) s’identifie algébriquement et topologiquement a Uespace C*'(Q) des fonctions
lipschitziennes sur )

On peut également exploiter les injections de Sobolev ci-dessus pour obtenir par exemple
que pour p < N, WFP(Q) — WHF=LP"(Q), et ainsi de suite. L'intérét bien str; est que p* > p.
Un autre résultat de premiére importance est un résultat de compacité que l'on regroupe
sous le terme générique de théoréme de Rellich-Kondrasov.

Preuve. Voir [1] p.169. =

Théoréme 1.11. Soient 2 ouvert borné, régulier de RV, et p € [1, +oc[. Alors les injections

7



I1.1. NOTIONS PRELIMINAIRES DE I’ANALYSE REELLE

i) WhP(Q) — L"(Q) avec 1 <r <p*, sil <p<N,
it) WiP(Q) — L"(Q) avec 1 < r < 4o00,si p= N,
iii) WH(Q) — C%(Q) avec 0 <y <1— T, sip> N,

sont des injections compactes.

Preuve. Voir [1] p.169. m

Théoreme 1.12 (Application trace, [5] p.133-134). Soient 2 un ouvert lipschitzien et
p € [1,00]. Il existe une unique application linéaire continue o : W'?(Q) — LP(9Q)

appelée application trace, qui prolonge Uapplication de restriction u — ulgq et tel que
yu = up-p.sur O siu € WH(Q) N C(Q)

Théoréme 1.13. Soit €2 un ouvert borné lipschitzien, et soit p € (1, c0). Uapplication trace

est continue de W'?(Q) dans L'N=YP/(N=P)(9Q) si p < N, dans L"(0S) pour tout r < oo si

p = N, et dans C(0N2) si p > N. Uapplication est compacte dans les deux derniers cas. Pour
(N—-Dp

p < N, Uapplication est compact de W'?(Q) dans L"(99) pour tout r < N

Lemme 1.3. Soit X un espace de Banach réflexif, soient Y et Z deux espaces de Banach
tels que X s’injecte continument dans Z. De plus, soit T : X — Y une application linéaire

compacte. Alors pour tout £ > 0 il existe c. > 0 tel que
1Tlly < ellellx + cellxllz

pour tout x € X.
Preuve. Supposons par contradiction qu'’il existe €, > 0 tel que pour tout n on peut trouver
x, € X satisfaisant

[Tzally > eollnllx +nllzall, (I.1.1)

Redimensionnement x,,, on peut sans perte de généralité supposer que ||z, |y = 1 pour tout
n € N. Par réflexivité, aprés passage a une sous-suite on peut supposer que z,, — = dans X
pour certains x € X, et donc en particulier x,, — x dans Z. Alors par compacité de T on

obtient que T'z,, — T'x dans Y, et en particulier que (Tx,,) est borné en Y. Donc par (1.1.1)
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on obtient

1
lzall; < N T2ally =0 (0= 00).

Comme x,, — x dans Z, Cela implique que x = 0. Par conséquent Tz, — 0 dans Y,

contredisant le fait que par (1.1.1) on a liminf ||Tx,||,, > ey > 0. =
n—oo
Nous aurons besoins du cas spécial suivant du Lemme 1.3

Exemple I.1. Soient Q C RY un ouvert lipschitzien, m € (1,00), et r € (1,00). Sim < N,

(N—1)m

supposons de plus que 1 < r < “F—=

. Alors pour tout € > 0 il existe c. > 0 tel que

lulallLron) < ellVullim@) + cllullLm@)

pour tout u € Wh™(Q).

I.1.6 Opérateurs de Nemytskii

Dans cette section nous définissons 'opérateur de Nemytskii (opérateur de compo-
sition) dans I'espace L”. Cet opérateur est intimement lié a la fonction de Carathéodory.
Ce résultat établit la continuité d’un opérateur défini entre deux espaces de Lebesgue,

a travers la composition a fonction réelle.

Nous avons besoin des concepts suivants pour prouver le théoreme de Nemytskii,
dans toute la suite Q désigne un ouvert de RY.
Le théoréme suivant nous donne quelque conditions suffisantes pour la convergence
dans LP(12).
Théoreme 1.14 (Vitali). Soient (f,), C LP(2) et f € LP(Q2), on suppose que
1) f, — f presque partout dans 2.

2) (1;{“ . S| falP = 0, uniformément par rapport a n; Si E est une partie mesurable de .
w —

Alors f, — f dans LP(Q).

Preuve. Voir [2] p.14-15. m
Le résultat suivant est un corollaire du théoréme de Vitali.
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I1.1. NOTIONS PRELIMINAIRES DE I’ANALYSE REELLE

Théoreme 1.15. soient (f,), une suite de fonctions et f une fonction de L*(Q2), p > 1.

Alors f, — f dans L*(Q) si et seulement si
1) f, — f en mesure;

2) (h]gn Sz | falP = 0 uniformément par rapport a n, tels que E est une partie mesurable
w(E)—0

de .

Preuve. Nous diviserons la preuve en deux étapes.
Etape I : supposons que f, — f dans LP(Q). Il est clair que f, — f en mesure. De plus, si

E est une partie mesurable de §2, on a

Jiar= [1n=rer e -2 1/|f|p

Fixons ¢ > 0; comme f € L*(Q2) il existe 6(¢) > 0 tel que, si u(E) < 0(¢) alors

[/ !flpr <e. (1.1.2)
E

D’autre part, comme f, — f dans LP(S), il existe v. € N tel que

n’”g— p;_ n—”; .Y - 1.3
(/E\fl) (/E\f\)<([Erf f\) <& Vn>v (11.3)

Cela implique que ¥n > v., si u(E) < 6(¢) alors

(/E|fn|p);’55+(/ |f|p) <2

par (1.1.2). comme fi,..., f,. € LP(Q), il existe 6;(¢) tel que si u(E) < 6;(e) alors

/|fj|p<e, Vi=1,....0

E

Cela prouve le résultat.

Etape II : prouvons que les hypothéses (1) et (2) impliquent que f, — f dans LP(Q).
Comme f, — f en mesure, on peut extraire une sous-suite telle que f,, — f p.p. dans €.
Le Théoréme de Vitali 1.14 implique que f,, — [ dans LP(Q2). En effet, toute la suite f,

converge vers f dans LP(Q). S’il existe une sous-suite f, et eq > 0 tels que

[ fn; = Fll iy = 20 (1.1.4)

en utilisant argument précédent, nous pourrions extraire de f,,; une sous-suite convergeant

vers f dansLP(2). Ceci est en contradiction avec (1.1.4). m
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I1.1. NOTIONS PRELIMINAIRES DE I’ANALYSE REELLE

Définition 1.6 (Fonction de Carathéodory). une fonction g = g(z,§) : 2 x R™ — R est

une fonction de Carathéodory si :
1) g est continue par rapport a &, pour presque tout x dans 2 .

2) g est mesurable par rapport a x pour V¢ € R™ .

Lemme I.4. soit f(z,t) : 2 x R — R une fonction de Carathéodory, soient (u,), une
suite de fonctions et ug une fonction mesurable telles que wu, — wug en mesure. Alors
f(z,u,) = f(z,uy) en mesure.

Preuve. Soit ¢ > 0 et soit u une fonction mesurable quelconque. On pose pour k > 0

O = {z € Q0 uo(z) —u(z)] < % = [f (2, uo(x)) — f(, u(z))| <e}.

Comme f est continue par rapport a la deuxiéme variable, on a |J Qi = 2. De plus on a
kEN

klim () = (), comme Q; C Q; avec i < j. Donc, pour tout n > 0 fixe, il existe k tel

—00

que

p(82) — p(S,) <

N3

Posons
A, ={x € Q: |uy(z) —up(z)| < k_o};
comme u,, — ug en mesure, il existe ny tel que
H(Q) = u(Ay) < 3
pour tout n > ny. On pose

Dy = {a € Q: |f(2,un(2)) — fla,uofa))] < e}

Par définition, on a A,,(Qx, C D,, et cela donne

Ce qu’il faut démontrer. m

Théoreme 1.16 (Opérateur de Nemytskii). Soient p,q > 1 et soit f(z,t) : @ x R - R
une fonction de Carathéodory. Supposons qu'’il existe une fonction positive a € L(QQ) et

une constante b > 0 telles que :
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I1.1. NOTIONS PRELIMINAIRES DE I’ANALYSE REELLE

|f(z, )| < alz) +blt] . (1.1.5)

Alors, Uopérateur
Ny @ LP(Q) —  LYQ)
u(@) = flz,u())

est appelé opérateur de Nemytskii et il est continu et borné.
Preuve. Supposons que u, — u dans LP(Q2) et montrons que N¢(u,) — Ny(u) dans
Li(Q2). D’abord on va montrer que Ny(u,) satisfait aux hypothéses (1) et (2) de Théo-
reme I.15. Il est claire que u,, — u en mesure et alors d’apres le Lemme 1.4 on trouve que
f(x,un(x)) = f(x,u(z)) en mesure, donc Ny(u,) — Ny(u) en mesure. Montrons mainte-

nant que

w(E)—0

lim /\Nf(un)w:o
E

uniformément par rapport a n. Si E est une partie mesurable de () et d’aprés (1.1.5) on

trouve

J1r @l <2 [a@r 2 [lu@p,
E E E
on passe a la limite quand p(E) — 0, uniformément par rapport a n. Comme a? € L'(Q)
alors [a(x)? — 0; appliquons le Théoréme I.15 sur la suite u,, on obtient lim [ |u,|P =0
et alors lim [ |f(z,u,(z)|? = 0. Appliquons maintenant le Théoréme 1.15 sur la suite
Op

f(z,u,(x)), on trouve donc f(x,u,(z)) = f(x,u(z)) dans L(S2), on conclut donc que Ny

est continue. m
Nous aurons besoin du lemme suivant dans le chapitre 3

Lemme 1.5. Soit (2, 1) un espace mesurable, Soient p,q € [1,00), et soit k > 0. Supposons
que %—% € (0,1) et soit h : 2 xR — R une fonction mesurable qui est continue par rapport

a la deuxieme variable et satisfait
[P (w,u)| < @(w)lul® + P(w)
pour tout u € R et w € € avec des fonctions positives o € LY P=3)(Q)) et ) € LI(Q). Alors
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1.2. THEOREME DE POINT FIXE

Uopérateur de Nemytskii u — h(-,u(-)) est bien défini et continu de L*(2) dans L(12).
Preuve. On définit H(u) := h(-,u(-)) pour u € LP(Q2). Alors H(u) est mesurable étant une

composition de fonctions mesurables. De plus,

1H (@) 290 < @l oarco-amr oy |1l ey + 1¥llza) = ellullip) + 2 (11.6)

pour certaines constantes positives c; et ¢y par les inégalités de Minkowski et Holder. Donc
H(u) € LY2) pour u € LP(Q2), prouvant que Uopérateur de Nemytskii est bien défini.

Soit maintenant (u,) une suite de LP(2) qui converge en norme dans LP({2) vers u €
LP(QY). En passant a une sous-suite, on peut supposer que (u,) converge presque par-
tout vers u et quil existe v € LP(Q) tel que |u,| < v presque partout pour tout n € N.
Alors, par continuité de h, les fonctions H (u,) convergent presque partout vers H(u), et
|H (u,)| < @vk + 1, avec le coté droit étant en L(Q2) par (1.1.6). D’aprés le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue, on obtient que H (u,,) converge vers H(u) dans L%(f2).
De cette fagon, on vois que chaque sous-suite de H (u,) a une sous-suite qui converge vers

H(u) dans L(2). Donc H (u,,) converge vers H(u), prouvant que H est continu. m

I.2 Théoreme de point fixe

Dans cette section, nous présentons le théoreme de point fixe, a savoir le théoreme
de Brouwer. En suite, on s’intéressera a une certaine application de cet théoréme pour
résoudre des problemes d’équations aux dérivées partielles non linéaire qui peuvent étre

formulées sous forme de probléeme d’existence d’un point fixe.

I1.2.1 Théoreme de Brouwer

Le théoréme de point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique. Il fait

partie de la grande famille des théorémes du point fixe.

Théoréme 1.17. Soient K un convexe, fermé et borné de RN et f : K — K une fonction

continue, alors f admet un point fixe.
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1.2. THEOREME DE POINT FIXE

Pour démontrer le théoréme de Brouwer on a besoin le théoréeme suivant.

Notons par B(0,r) I'ensemble {z € R" : |z| < r}, pour tout r > 0.

Théoreme 1.18. Soit F' : B(0,1) — 0B(0,1) une fonction continue, alors il existe
x € 0B(0,1) tel que F(x) # x.
Preuve. Voir [2] Théoréme 2.6 p.6-8. m

Montrons maintenant le théoréme de Brouwer.
Preuve. Nous divisons la preuve en deux étapes.
Etape I : Prouvons le résultat dans le cas ol K = B(0, 1). Par contradiction, supposons

que f(x) # z, pour tout z € B(0,1). On définit F(z), pour tout = € B(0,1), comme

point d’intersection entre la demi-ligne f(z) + AM(z — f(z)), A > 0, et 9B(0, 1).
Montrons que F' est continu. On a, pour certains ¢(x) € (0, 1]

r=1t(z)F(x)+ (1 —t(x))f(x). (1.2.1)
Cela donne

F(z) = s(x)z + (1 - s(x)) f(z),
olt s(x) = &5 > 1 est tel que |F(x)| = 1. on va prouver que s(x) est continue; cela
impliquera que F est continue. On a, comme F(z) € 9B3(0,1)
L= [F(2)]* = s*(z)|lz — f(@)* + |f(@)]” + 2s(2)(z — f(2)| f(2)),
alors
s*(@)le — f(@)]* + 2s(z) (@ — f(@)|f(2)) + [f(2)]* =1 =0.
Maintenant, pour un z fixe,

W(s) = e — f(2) + 2@ — F(2)|f (@) + | @) =1

est un polyndéme de second degré, et donc il a au plus deux racines. Comme (1) < 0 et
sllrgo Y (s) = 400,19 n’a qu'une seule racine dans [1, +00). Cela implique que s(z) est bien
définie. De plus, s est continue, car c’est une racine d’'un polynéme de second degré a
coefficients continus.

Prouvons que F(z) = z, pour |z| = 1. d’apres (I.2.1) on doit prouver que ¢(z) = 1.
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1.2. THEOREME DE POINT FIXE

Sit(z) # 1, on met (1.2.1) au carré, on obtient

() + (1 = t(2))?[ f(2)]” 4 2t(2) (1 = t(2))(F(2)| f(2)) = 1,
alors

(1= t(2))*|f ()" + 2t(2) (1 = t(2)) (F ()| f(2)) = (1 = t(2)) (1 + t(z))
En divisant par 1 — #(z), on obtient

t(z) 2(F ()| f(2) = 1= |f(@)PP] =1 = 1f(@)]%
alors

t@)|F(z) = f(2)] = =1+ |/ ()]

Ceci est une contradiction, comme |f|? — 1 < 0. donc ¢(z) = 1 et x = F(z). on a donc

défini une application continue F' : B(0,1) — 0B(0,1) et tous les points de 9B(0,1)
sont des points fixes : cela est en contradiction avec le Théoréme 1.18.
Etape II : Etudions le cas ot K est un ensemble compact convexe. Comme K est borné,

il existe R > 0 tel que K C B(0, R). Soient Py la projection sur K et

f:B(0,R) - K c B(0,R)

z = f (Pg(x)).
En raison de I'Etape I, f a un point fixe 2 € B(0, R); limage de f appartient a K, donc

reK. m
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CHAPITRE

II

THEOREME DU SURJECTIVITE

Dans ce chapitre, nous introduisons le cadre fonctionnel qui permet la résolution
d’un probleme aux limites non linéaire. le point principal de ce chapitre est le théoreme
de la surjectivité qui joue un réle important dans l'existence de solutions a certains

problemes elliptiques non linéaires.

Dans ce qui suit, V' est un espace de Banach réflexif et séparable.

II.1 Opérateurs Pseudo-monotones

Pour résoudre des équations non linéaires, seules quelques techniques de base sont
connues, notamment en ce qui concerne les espaces de dimension infinie. en particulier

la notion abstraite d’opérateur monotone, et plus généralement d’opérateur pseudo-
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II.1. OPERATEURS PSEUDO-MONOTONES

monotone, permet d’aller plus loin que le calcul des variations dans le cas convexe.
Nous introduisons les notions nécessaires dans cette section. Beaucoup plus d’informa-

tions peuvent étre trouvées dans le livre de Showalter [8].

Définition II.1 (Opérateurs monotones). Un opérateur A : V — V' est monotone sur V
st

Vu,v € V, (A(u) — A(v),u —v) > 0.

Si de plus (A(u) — A(v),u — v) = 0 implique u = v, alors on dit que A est strictement

monotone.

Définition II.2 (Opérateurs hémicontinus). Un opérateur A : V — V' est hémicontinu si

pour tout u,v € V, Uapplication t — (A(u + tv),v) est continue de R dans R.

Définition I1.3 (Opérateurs pseudo-monotones). Un opérateur A : V — V' est pseudo-

monotone si
1. A est borné, c-a-d, 'mage de toute partie bornée de V est une partie bornée de V' ;

2. siu; — udans V et limsup(A(u;),u; —u) <0, alors,
Jj—+oo

lim inf(A(u;),u; —v) > (A(u), u — v)

Jj—+oo

pour toutv € V.

Proposition II.1. Si A : V — V'’ est monotone et hémicontinu alors A est pseudo-
monotone.

Preuve. Voir [8], Proposition I1.2.3. m

Théoréme I1.1. Soient A : V — V' opérateur pseudo-monotone et B : V — V' un opéra-
teur complétement continu i.e., supposons que u,, — u dans V implique que B(u,) — B(u)
dans V'. Alors A + B est pseudo-monotone.

Preuve. Soit (u,) une suite de V' telle que

u, = u et limsup (A (u,)+ B (up),u, — u>V,7V <0.

n—-+00
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I1.2. THEOREME DU SURJECTIVITE

Alors B (u,,) — B(u),ona (B (uy,),u, —u) — 0 et donc

U, =~ u et limsup (A (u,),u, —w)yy <0
n——+0o ’

Par hypothése, cela implique

(A(u), u —v)yry <liminf (A (u,) , up — )y pour tout v € V.

n—-+00
Mais comme (B (u,) ,u, —v) — (B(u),u — v) pour tout v € V, car B (u,) — B(u), cela

montre que

(A(u) + B(u),u — v)yry <liminf (A (u,) + B (un) , uy — v)y. 4 pour tout v € V

n—+400

Donc A + B est pseudo-monotone. m

II.2 Théoreme du surjectivité

Définition I1.4 (Opérateurs coercifs). Un opérateur A : V — V' est coercif si
A
% oo quand ||v]| = +oc.
(%
Théoréme I1.2 (Théoréme du surjectivité). Soit A : V' — V' un opérateur borné pseudo-

monotone et coercif, alors A est surjectif, c-a-d, pour tout f € V' il existe u € V tel que

Au) = f.
Pour démontrer le théoreme de la surjectivité on a besoin le lemme suivant :

Lemme II.1. Soit T :— R™ — R™ une application continue avec m > 1. Supposons qu’il
existe p > 0 tel que T'(£).£ > 0, pour tout £ avec |£| = p. Alors il existe &, avec |&y| < p tel
que T'(&) = 0.

Preuve. Par contradiction, supposons que T(¢) # 0 dans B(0,p) = {€ € R™: |¢| < p},
en d’autres termes que pour tout ||&|| < p,||T(§)|| > 0. Par conséquent, la fonction g :

B(0, p) — 0B(0, p) définie par

R
N TGTR

est continue. Par le Théoréme de Brouwer I.17, cette application admet un point fixe £* qui
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I1.2. THEOREME DU SURJECTIVITE

est donc tel que

* * p *
== T
On en déduit d’'une part que ||£*|| = p et d’autre part que
2 _ *2 _ AT R P T(£%).£* < 0

ce qui contredit les hypothéses p > 0 et T(£).£ > 0. m

Montrons maintenant le théoreme de la surjectivité.
Preuve. Nous diviserons la preuve en plusieurs étapes.
Etape I : Soit {wy, ..., w,, ...} un sous ensemble dénombrable et dense dans V/, on note
par V, le sous espace de V' généré par {wy, ..., w, }, on définit
T: V, =V,
v (A(v) — f,v)v.
On va montrer que 7" est continue, il suffit de montrer que v — (A(v),v) est continue

dans V,,. Supposons que w,, — w : montrons que A(w,,) converge faiblement vers A(w)

dans V’. Comme A est borné, || A(w,,)||y: est uniformément borné. Ce qui implique que

lim (A(wy,), w, —w) = 0.

m—r—+0o0
De plus, il existe une sous-suite telle que A(w,,, ) — ¢ dans V' car V' est réflexif. Et

comme A est pseudo-monotone, alors

lim inf (A(wpm, ), W, —v) = (g, w —v) > (A(w), w — v)

my
Pour tout v € V. Ensuite, on a g = A(w) et donc A(w,,,) — A(w) dans V".

Supposons maintenant que A(w,,) ne converge pas faiblement vers A(w) dans V' :
I'argument précédent implique une contradiction. Comme A(w,,) — A(w) dans V' et
wy, — w dans V, alors (A(wy,), w,) = (A(w),w), cela implique la continuité de 7.

E".tape IT : On va montrer que pour tout n € N il existe u,, € V,, tel que
(A (up),wj) = (fyw;), 1<j<n. (Ir.2.1)

Prétendant que 7 satisfait 7'(v) - v > 0 pour tout v avec ||v|| = p, pour un certain p > 0.

Puisque T est continu par I'étape précédente, le Lemme II.1 impliquera l'existence de
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I1.2. THEOREME DU SURJECTIVITE

Up,-

OnaT(v)-v>0,car

(A(v),v) = (f,v) = (A(v),v) = |[fllv[lv]] = O,

si ||v|| = p, pour p assez grand et a cause de la coercivité de A.

Etape III : D’apres (11.2.1), on conclut que

(A(un), un) = (f,un) < [ fllve llunll -

En utilisant la coercivité de A, on a constaté que ||u,|| est uniformément bornée. Puisque
A est borné, ||A(u,)||y est également uniformément bornée. Par conséquent, il existe

une sous-suite u,, telle que

LU dans V,
(I1.2.2)

A(u,,) —x dans V'

Unp,

Passant a la limite quand n — +oo dans (I1.2.1), (avec j fixe) on a pour tout j
06 w;) = (fwy) -
Comme {wy, ..., w,, ...} est dense dans V, x = f. Prouvons que
X = A(u).

On montre que

lim sup (A (up, ) , un, —u) <O0. (I1.2.3)

N —>00

Pour un ¢ > 0 donné, il existe uy € |J,, Vin tel que |lu — w|| < e.On a

(A (uny) s tn, — ) = (f un,) = (A(un,) , u— o) — (A(un,) , uo) -
D’apres 11.2.2 on a
(fs ) = (f,u)

et

<A(unk)7 u0> — <X7 u0>>

et (A(uyn,),u — up) peut étre estimé par C., pour certains C' > 0, puisque A est borné.
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I1.2. THEOREME DU SURJECTIVITE

En utilisant ||u — ug|| < € on obtient (II.2.3). La pseudomonotonicité de A implique que
(A(u),u —v) < lminf (A (up,), un, —v) < (x,u—v)
N —r00

pour tout v € V. on conclut donc que xy = A(u), i.e., f = A(u). m
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CHAPITRE

I11

ETUDE D’UN PROBLEME ELLIPTIQUE
NON LINEAIRE AVEC CONDITIONS AUX
LIMITES DE ROBIN

Dans ce chapitre, nous étudions I'existence et la régularité des solutions aux pro-
blemes de Robin. Pour les résultats d’existence de la solution, nous utilisons le théoréme
de surjectivité mentionné dans le chapitre précédent. Nous jetons les bases en étudiant
le probleme de Neumann pour prouver les résultats de régularité des problemes de Ro-
bin, la stratégie ici est de réduise plutét la question au probléeme correspondant pour
une équation de Neumann. Pour cela, nous exigeons que le probleme de Neumann cor-
respondant se comporte bien.

Dans toute la suite € désigne un ouvert de RY.
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III.1. EXISTENCE DE SOLUTIONS AUX PROBLEMES DE NEUMANN.

III.1 Existence de solutions aux problemes de Neu-
mann.

Dans cette section, nous rappelons comment la théorie des opérateurs monotones ou
plus généralement pseudo-monotones est utilisée pour prouver 'existence de solutions
au probleme de Neumann (quasi-linéaire) qui est un cas particulier du probléme de

Robin, suivant :

( N
—div A(z, u, Vu) + a(z,u, Vu) = fo(x) — Z D;f;(xz) dansQ
= (IT.1.1)

A(z,u,Vu) -v(z) =g(z) + Z fi(z)vj(z) sur 09

a condition qu’en dehors des conditions de croissance, le terme principal satisfasse éga-
lement une hypothese de monotonie. Pour cela, il sera utile de considérer 'opérateur

différentiel comme une application de W!?(Q2) dans son espace dual, c’est-a-dire,

AL W) > WY, (A, o) = [

VUA($,U,VU)+/UCL(.CE,U,VU), (II1.1.2)
0

Q

a condition bien s{ir que pour u fixe cela définisse en effet une fonction linéaire bornée

sur Wr(Q).

Hypothése III.1. Soit p € (1, 00) fixe, et que les fonctions A et a soient mesurables. Sup-

posons qu'il existe des constantes positives v et p et des fonctions 1, telles que

[A(z,u,l) > v|lP = |ulP — 9o, (II1.1.3)
|A(z,u, )] < p|lP~ + glulP + 4y, (I11.1.4)
la(z,u,1)] < ws|UP7" + gluP~ + oy (I11.1.5)

pour presque tout x € €, tout | € RV et tout u € R. Si p < N on suppose que

wl’¢2’¢6’w7 € L%+E(Q),¢3>¢4 c LP%JFE(Q)a et wS € LN+€(Q)

pour un certain € € (0,p — 1). Si p > N, on suppose que

by, o, e, 7 € LNV, s, by € L1 (), et b5 € LP(Q).
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III.1. EXISTENCE DE SOLUTIONS AUX PROBLEMES DE NEUMANN.

Le lemme suivant énonce la relation assez évidente entre 'opérateur A et '’équation

différentielle (III.1.1).

Lemme III.1. Soit p € (1,00), soit 2 un ouvert borné lipschitzien, et que U'Hypothése III.1
soit vérifie. Soient f, et f; des fonctions définies sur 2 avec 1 < j < N et g une fonction
définie sur 05 telles que f; € LP/P=D(Q) et

o sip< N, alors fy € LPN/ON+p-N)(Q) et g € LPN-D/GN=-N)(9Q)) ;

e sip= N,alors fo € L"(Q2) et g € L"(00) pour un certain r > 1;

e sip> N, alors fo € L'(Q) et g € L'(09).

Alors
0: W) =R

N
v|—>/vfo+Z/Djvfj+/ vg
Q = Jo o0

définit une fonction linéaire bornée sur WP (Q). De plus, u € W'P(Q) est une solution
faible de (1I1.1.1) si et seulement si A(u) = ¢.
Preuve. Voir [7] Lemme 3.2.3. m

Hypothese II1.2. Soit p € (1, c0). Soient A et a deux fonctions mesurables, supposons que
A et a sont continues par rapport a u et . Supposons qu’il existe v, > 0 et des fonctions
positives 1, € LP/P=1(Q), et 1y € L'(Q) telles que

Az, u, D] < pllP~ + plulP™" + 0, a(e,u, D) < pllP™ 4 plul?™ + 4,

LA, u, 1) 2 vl = plul? = by

pour tout z € Q,u € R, et | € RY. De plus, supposons que

(= 0)(A(z,u,l) — A(z,u,l)) >0 (II1.1.6)
pour tout z € Qu e R, etl+#1ecRY.

Théoreme III.1 (Leray-Lions, [[8], Théoréme I1.6.1] ). Soit 2 un ouvert borné lipschit-
gien. Sous UHypothese II1.2, Uopérateur A défini comme dans (II1.1.2) est bien défini et

pseudo-monotone.
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considérons la version modifiée de (I11.1.1)

(

Mz

—div A(z, u, Vu) + a(z,u, Vu) + wlulP?u = fo(z) =Y D,f;j(z) surQ

1

'MZ W

A(z,u,Vu) - v(z) = g(z) +

\ J

fi(z)vj(z) sur 0Q

1

(I11.1.7)

pour certains w € R donnés.

Théoreme IIL.2. Soit ) un ouvert borné lipschitzien, et soit p € (1, 00). sous U’Hypothése
I11.2, il existe wy > 0 tel que pour tout w > wy U'équation (I11.1.7) admet une solution faible
u € WP (Q) quand fo, f;, et g sont des fonctions comme dans le Lemme III.1. De plus, il
existe ¢ > 0 ne dépend pas de u, fo, f;, et g tels que

N
lullwrogey < e (Lfoll + D2 1501+ gl /@) + 1) (IIL.1.8)

J=1

Ici, les normes doivent étre prises dans les espaces indiqués dans le Lemme III.1.

Preuve. Soit A comme dans (I11.1.2), et définissons pour w > 0
(A“(u),v) := (A(u),v) —|—w/ lu|P~2uv (II1.1.9)
Q

pour u,v € W'P(Q), qui est lopérateur appartenant a U'équation (I11.1.7) au sens du
Lemme III.1.

D’apreés U'Hypotheése II1.2 et inégalité de Holder, on a
()| < [ (VP ™ +00) V)
" / (Ul + (o + ) [u?™ + ) Jo]
< (1l Vulindoy + o+ llulfaioy + 1]l ooy

(IIVllzo) + vllzee)
ce qui implique que A“ est borné.

L’opérateur A“ est pseudo-monotone pour tout w € R par le Théoréme III.1 puisque ses
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coefficients remplissent U’Hypothese II.2. D’aprés UHypothese I11.2

(A(u), u) :/QVuA(x,u,l)d:c—i-/Qua(x,u,l)dx

> 1// |Vu\pdx—,u/ |u|pdx—/¢2dx—,u/ [u||[Vul|P~dx
Q Q Q Q
—,u/\u|pd:1:—/¢1|u|dx.
0 Q

Appliquons l'inégalité de Young 1.8, alors on obtient

/|u||Vu|p 1d:zc—/
e Do
/wlyu\dx< /yuyu—/w

-1 1 1
51”u)/|Vu|p (2u+—+—)/|u|p
pe?  p) Ja
o [

Donc si on choisit ¢ assez petit, on trouve v > 0, wg = 2u + —

(e|VulP~) d

Donc on obtient

(Au), ) > (

+ [ vedz > 0. D’ott on conclut que
(A, u) > V[ullfyin@ — wollullfsq —d (I1.1.10)

pour tout u € W'?(Q). Donc A¥ est coercif pour w > w.

Nous avons vérifié que A%, satisfait aux hypothéses du Théoréme I1.2 pour w > wy, donc
A% est surjectif. Soit  une fonction linaire définie sur W'?(2) comme dans le Lemme III.1.
Alors il existe u € WP tel que A%(u) = ¢, i.e., u est une solution faible de (I11.1.7) par le
Lemme III.1. De plus

u'uuuf;w,p(m—ds<m<> W) = {9, 0) < [@lwimylullwise)

p— p/(p—1)

< WH@HWM ay T —Hunlp

pour tous € > 0. en choisissant ¢ > 0 assez petit, on trouve des constantes ¢; > O et c; > 0

26



III.1. EXISTENCE DE SOLUTIONS AUX PROBLEMES DE NEUMANN.

ne dépendant pas de u ou o tels que

-1 l/p
lullwroey < (o1 + call ol gy ) -

D’aprés le Lemme 1.2 et comme ||¢||w1,m) peut étre estimé en fonction des normes de f,

fj, et g, cela implique (II1.1.8). m

Dans certaines situations, la condition de monotonie (III.1.6) garantit déja l'unicité

des solutions. Nous couvrons un cas particulier important avec le corollaire suivant.

Corollaire III.1. Sous les hypothéses de Théoréme II1.2 supposons en outre que A ne dépend
pas de u lui-méme, i.e., A(z,u,Vu) = A(z, Vu), et que a(z,u, Vu) = 0. Alors pour tout
w > 0, il existe une solution unique de (I11.1.7).

Preuve. L'opérateur A est monotone par (I11.1.6). En effet

(A(u) — A(v),u —v) = /(Vu — Vv)(A(xz,Vu) — A(z,Vv)) >0

Q

pour tout u et v dans W1?(Q). par conséquent A“ est strictement monotone pour tout

w > 0. En effet, on peut facilement vérifier que

/ (JulPu = JoP"?v) (u—v) >0

Q

pour tout u et v dans LP(2) avec égalité si et seulement si uw = v presque partout, comparer
le Lemme II1.5.1. Il est maintenant clair que nous pouvons choisir wy, = 0 dans la preuve
du Théoreme II.2, i.e., qu’en effet il existe une solution de (III.1.7) pour tout w > 0.
Supposons qu’il existe w > 0 tel que U'on puisse trouver deux solutions faibles différentes
u et v de (I11.1.7). Alors A“(u) = A“(v) par le Lemme III.1. Comme A¥ est strictement

monotone, cela implique que
0= (A“(u) — A“(v),u —v) > 0,

une contradiction. m
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III.2 Dépendance continue

Pour la transition des conditions aux limites de Neumann aux conditions aux limites
générales de Robin, nous aurons besoin que la solution dépende continuellement du
coté droit. Plus précisément, nous exigeons méme que le résolvant soit localement
a-holdérienne en tant qu’opérateur en WP (Q)). Nous présentons une classe d’équations
différentielles pour lesquelles nous avons une dépendance continue, qui est la classe
d’équations uniformément monotones.

On ne sait pas grand-chose sur la dépendance continue, en particulier si p < 2. Nous

posons donc le théoréme suivant lorsque p > 2.

Les résultats sur 'existence de solutions dans la section III.1 étaient basés sur la
condition de monotonie plutét 1égere (I11.1.6). Si en plus nous supposons qu'une condi-
tion de structure plus forte que (I11.1.6) est remplie, nous avons méme une dépendance

continue du coté droit.

Hypothése II1.3. Soit p € [2,00). Soient A et a deux fonctions mesurables, et supposons
qu’ils sont continus par rapport a u et l. Soient A et a de la forme A(x,u,l) = A(z,l) et
a(x,u,l) = a(x,u). Supposons qu’il existe v, i > 0 et fonctions positives 1, € LP/(P=1)((Q)
et 1y € L*(Q) tels que

Az, Dl < pllP™" + 21, Jale,w)] < plul”™ +r, et 1Az, 1) = VI — 1y

pour tout x € Q,u € R, et | € RY. Supposons de plus que
(1= DAz, 1) — Az, 1)) > v|l =P (II1.2.1)
et
(u—a)(a(x,u) —a(x,0)) > viu—alf (I11.2.2)

pour tout x € €, L et [ dans RN et u et @ dans R.

Théoréme II1.3. Soit 2 un ouvert borné lipschitzien. Sous U’Hypothese II1.3 I’équation

(I11.1.1) admet une solution faible v € WP(Q) pour chaque cété droit dans les espaces
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indiqués dans le Lemme III.1. De plus, il existe une constante ¢ > 0 avec la propriété
suivante. Si u et o sont des solutions de (II1.1.1) pour les cétés droit ( fo, f;, g) et (fo, fj, §> ,

alors

~fi

1/(p=1)
= allw 1) < (Hfo—fo +llg - gn) . m23)

ou les normes doivent étre prises dans les espaces indiqués au Lemme III.1. En particulier,
la solution pour un c6té droit donné est unique.
Preuve. Soit A Uopérateur défini dans (111.1.2). On utilise le Théoréme II.2 pour conclure

que A est surjectif. En dehors de la propriété
L (AW

lull 1,00y =00 ||l wie(q)

= 00, (II1.2.4)

les hypothéses du Théoréme II.2 peuvent étre vérifiées pour A comme dans la preuve du
Théoreme II1.2 puisque UHypotheése III.2 est satisfaite. Il ne reste donc plus qu’a prouver

(II1.2.4). Par hypothése et inégalité de Young,

VuA(xz,Vu) = (Vu — 0)(A(z, Vu) — A(x 0)) + VuA(x,0) > v|Vul|P — 1| Vul

p— p/(p—1)
_ = p_ -
Z (V p) |V | p/p 1 w
et de méme

eP p— 1
> _ p_ p/(p—1)
ua(z, u) > ( p) uf? pgp/p .y

pour tout € > 0, ie.,

w2 a [ (Vo [ = [ = alulfn el g, a2

pour certains o > 0 et une constante ¢ > 0, si on prend ¢ > 0 assez petit. Comme p > 1,
cela prouve (I11.2.4) et donc Uexistence de solutions.
Soient maintenant u et @ des solutions pour les cotés droit ( fo, f;,g) et (fo, fj, g) , et soient
p et @ désignent les fonctions correspondantes comme dans le Lemme II1.1. Alors A(u) = ¢
et A(i) = ¢. Donc

le = @llwrr@yllu = allwir) = (¢ — @, u—a) = (A(u) — A(d), u — @)

= [o(Vu—Va)(A(z, Vu) — A(z, Vi) + [,(u—)(a(z, u) — a(z, 0))

> Vfﬂ |\Vu — Va|P + VfQ lu —a|P = v||u— fLH’;Vl’p(Q).
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Donc

e = oy < v Dl = 0D,

Puisque ¢ — ¢ correspond a la différence des cotés droits et que Uinjection des espaces LP

dans WP (Q)" qui est décrite par le Lemme III.1 est continue, cela prouve (111.2.3). m

II1.3 Existence de solutions aux problemes de Robin.

la stratégie pour prouver l'existence de solutions sera de montrer que I'opérateur
correspondant satisfait aux hypotheses du Théoréme II1.2. Pour garantir que 'opérateur
est coercif, nous imposons soit des conditions de structure au terme de Robin h, soit
nous devons changer ’équation et ajoutons un terme d’ordre inférieur assez grand,

c’est-a-dire considérer
( N
—div A(z, u, Vu) + a(z, u, Vu) + wlulP?u = fy — Z D;f; dans(,
j=1
N
A(z,u,Vu) - v+ h(z,u) =g+ Z fiv;  sur 99,

\ Jj=1

(II1.3.1)

pour w assez grand.

Nous aurons besoin du lemme suivant dans la preuve du Théoréme II1.4.

Lemme IIL.2. Soit V un sous espace fermé de W' (), supposons que u,, — u et w, — w

dans V, et soit lim sup(A(un, u), u, —u) < 0. Alors on a
n—+o0o

lim (A(un, up), u, —u) = Hm (A(up,u), u, —u)y =0

n——+oo n—-+o0o
et

lim (A(up,v), w,) = (A(u,v),w), velV.

n—-+o0o

Pour simplifier, nous énoncons le théoréeme uniquement pour p < N. Les arguments
pour les cas p = N et p > N sont similaires, mais les exposants pour les plongements

de Sobolev sont différents.
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Théoreme II1.4. Soient (2 un ouvert lipschitzien et p € (1, N). En plus de 'Hypothése III.2,
soit

|h(z,u)| < Ps(2)[ulP~! + 1o (2) (I11.3.2)

pour tout u € Ret z € 992 avec Y5 € L%J’a(aﬂ) et Yy € LH”(@Q) pour un certains
e > 0. Supposons que h est continue par rapport a la deuxiéme variable. Alors il existe wy
tel que pour tout w > wy Uéquation (I11.3.1) admet une solution faible dans W1»(Q)) pour
chaque coté droit dans les espaces indiqués dans le Lemme III.1.

Preuve. Pour w > 0, on définit Uopérateur A et B de W'*(Q2) dans W'*(Q) par

(A“(u),v) ::/VUA(x,u, Vu)+/va(x,u, Vu)+w/v|u\p_2u (111.3.3)
Q Q Q

et

(B(u),v) := /asz vh(z,u) (II1.3.4)

pour u,v € WP(Q), et on pose A% := A% + B. Montrons que A%, satisfait les hypothéses
du Théoreme II.2.

Montrons d’abord que A%, est borné. D’aprés UHypotheése II1.2 et l'inégalité de Holder, on a
A0 < [ (Valr™ -l +00) V)
[ (Tl )l ) o
< (1l Tl + G+ ) ulloiay + lenlloon)

- (IVollzr) + 1ol ey)
ce qui implique que A*“ est borné pour tout w € R. Utilisons (I111.3.2) et d’aprés l'inégalité

de Holder on a

/8 _vh(z,u)

S/LWWW%H/LWM
o0 o0

< _ p—1 _ -

B ”%HL%(W) H|U| HLW(in)(lﬁ’in (09) HUHL(NNfﬁp (69)
+ H¢9H (N—1p HUH (N=1)p .
LG=DN (3Q) L N-r (9Q)

Donc d’apres le Théoréeme 1.13 on obtient

/6 oh(zu)

< (Cl||“| Zvjt;llm(n) + C2> [v]lwrr()

31
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pour certaines constantes c; et ¢, dépendant uniquement des fonctions g et 1 et de la
norme d’opérateur de Uopérateur trace. Donc B est borné, on conclus donc que Uopérateur
AY, est borné.

Montrons maintenant que AS, est pseudo-monotone, en utilisons le Théoréme II.1. On a

d’apres le Théoreme III.1, A“ est pseudo-monotone, En effet, on a

(A“(u) /VUA z,u, Vu) + /Ua(x,u, Vu) —|—w/v|u|p2u
0

Q
on pose A (u) = A“(u,u) avec

(A (u, v), w) = (A7 (u,v), w) + (Ag (u), w) ,

(AT (u,v) /VwA z,u, Vo)dz,

(AF (u), w) :/a(x,u, Vu)wdx+w/w|u|p_2udx, u,v,w € WHP(Q).
Q Q

Soient u,, — u dans V et limsup A (u,)(u, —u) < 0. Soient v € V, 0 < t < 1, posons

n—-+00

= (1 —t)u + tv. Alors d’'aprés (I11.1.6) on trouve
(A% (U, uy) — A° (U, Vg, Uy, — V) > 0
on pose u, — vy = u, — u + t(u — v) on trouve
A () — AY (U, vp), u — v) > (AY (up, vp) — A% (up), up — w)

et d’aprés le Lemme III.2 on trouve que Le terme du c6té droit converge vers zéro quand

n — +oo. Prenons la lim inf, et divisons par t > 0, et quand t — 0 on obtient
lim inf A (u,) (u, — v) > A (u)(u — v).

Donc A* est pseudo-monotone. Soit u,, une suite quelconque de WP (Q) telle que u,, — u
dans WP (Q) pour certains uw € W'(Q), et on a d’aprés le Théoréme 1.13 Uopérateur trace
est compact de WP (Q) dans L"(99) pour tout r < %, donc u,, — u dans L"(0f2). On
peut choisir r prés de % pour que

r (N =1)p N -1

= < + €.

T_p_l)(p 1)%\/ (p—1)N — (N —p)(p _1)(( L p—1

Alors d’aprés le Lemme 1.5 on obtient que h(-,u,(x)) — h(-,u(x)) dans LG=0% (092).
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D’apres linégalité de Holder et le Théoréme .13

(B (un) — B(u),v)| =

<A un() = hCuC) oone ol -
Q) L N-r (

L-DN (9 o0)

<clh(un(-) = hCuC)I oeve  vllwre)
L-DN (50)

pour une certaine constante ¢ > 0, ce qui implique que B(u,) converge vers B(u) dans
WhP(Q). Par conséquent B est complétement continu de W'?(Q)) dans W'?(Q)". On
conclus donc que A$%, est is pseudo-monotone.

Finalement, on montre que A%, est coercif. Pour tout u & WP (Q), utilisons (I11.3.2) et

d’apres linégalité de Holder on a
(Bl < [ Jusllal+ [ ol
o0 o0

< sl /e o) 1ullzr o0y + 1%l Lo a0y lull o),
onprendp < r < ( ”p preés de 1)” pour que s € LT (9) et 1hy € L™ (). Donc

d’aprés UExemple 1.1 on a pour tout € > 0 il existe c. > 0 tel que

ltulooll1r a0y < €llVullie@) + cellull@)
et donc on a )
€p
[l ro0) < ——— lullwir@) + cellull e @),
P p

utilisons l'inégalité suivante, pour toutp > 1,a > 0etb > 0ona
(a+b)P < 2771 (aP +bF)
alors on obtient

1 p
€5 €
[ell7 o0y < (%IWme(m + CEHUIILp(Q)) < Gllullyis) + Cellullioe
P CP
et d’apres le Théoreme .13 on a
[ullra0) < C'flullwrse
d’otl

[(Bu, u)| < ellullfyrnq) + CelltlLn) + Cllullwrz@
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pour tout u € WP(Q). Par (111.1.10), il existe v > 0, w; > 0 et d > 0 tels que
(Aw),w) = v|ullfping) — willullfsg) — d (1I1.3.5)
pour tout u € W?(Q), on obtient pour ¢ := %
w 1%
(AR (w), 1) 2 Sl + W —wi = Co) [[ullq) — d = Clullwin

> Sl = d = C'llulwiny
pour w > wy := wy + C.. ce qui prouve que A%, est coercif pour w > wy.
Nous avons veérifié que A%, satisfait aux hypothéses du Théoréme II.2 pour w > wy, donc
A4, est surjectif. Soit  une fonction linaire définie sur W*'*(Q2) comme dans le Lemme II1.1.
Alors il existe u € WhP(Q) tel que A%(u) = ¢, L.e., u est une solution faible de (I11.3.1) par

le LemmeIll.1. m
L’observation suivante est une conséquence de la preuve du Théoréme II1.4

Corollaire II1.2. Dans la situation de Théoréme II1.4, supposons que
dM, L >03¢ >0¢tq. h(z,u)u > —M|ulP"* — L Vz e IQVueR, (II1.3.6)

par exemple, h(z,u)-u > 0 pour tout z € 0 et u € R. Si wy € R est comme dans (I111.1.10),
alors (I11.3.1) admet une solution faible pour tout w > wy.
Preuve. En utilisant la méme notation que dans la preuve du Théoréme III.4. La condition

(II1.3.6) implique que

(Bu)u) > —M | | —/ L= =Ml — L (I11.3.7)
[2)9] [2)9]

pour certaines constantes M', L' > 0 par le Théoréeme 1.13. Donc d’apreés (II1.1.10) et

(II.3.7) on a
(AR (u), u) = (A% (), u) + (B(u), u)
2 V/Hu”];{/l,p(g) + (w — wo) ||u|‘ip(g) —d- MIHUHI;{;E@(Q) — L
ce qui prouve que A%, est coercif pour w > wy. Puisque la coercivité était le seul point de la

preuve du Théoréme II1.4 pour lequel nous avions besoin que w soit grand, on peut conclure

comme précédemment que (111.3.1) admet une solution faible si w > w,. =
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I11.4 Régularité de Holder

Dans cette section, nous présentons les conditions dans lesquelles les solutions aux
problémes de Robin sont Holder continues jusqu’a la frontiere. Notre approche est basée
sur 'observation clé simple suivante : si u € W'?(Q) est une solution faible du probleme

de Robin (quasi-linéaire)

;

—div A(x, u, Vu) + a(z,u, Vu) ZD fi(z) dans,
(II1.4.1)
A(z,u, Vu) - v(z) + h(z,u) = g(z) + Zf] (z) sur 09,

\

alors pour chaque w € R c’est aussi une solution falble du probleme de Neumann

( N
—div A(z,u, Vu) + a(z, u, Vu) + wlu[P?u = fu — Z D;fj +wlulPu dans (,

J=1

N
A(z,u,Vu)-v=g+ Z fivi — h(z,u) sur 0f).

\ Jj=1

(II1.4.2)
Ainsi, nous pouvons nous attendre a ce que les résultats concernant les problemes (non
homogénes) de Neumann se traduisent par des résultats concernant les problemes de
Robin. La principale difficulté est bien str de vérifier que les conditions du Corollaire

I11.3 sont remplies.

Si h est borné, alors on peut mettre w = 0 et appliquer le Corollaire III.3. En ef-
fet, cela fonctionne toujours si h croit tres lentement car u tend vers I'infini. Cepen-
dant, dans les conditions de croissance typiques, par exemple si nous voulons autoriser

h(z,u) = |u[P~2u dans 'équation p-Laplace, la situation est plus difficile.

Corollaire IIL.3. Soit Q C RY un ouvert borné lipschitzien, et soit ¢ > 0. sous ’Hypothése
III.1, il existe o € (0, 1) et une constante ¢ > 0 avec les propriétés suivantes. Soient f et f;
des fonctions définies sur 2 avec 1 < j < N et g une fonction définie sur 9§2. Si p < N, on
suppose que fy € LNP+E(Q), f; € LN/P=V+2(Q) et g € LIV-D/P=D+(9Q). Si p > N, on

suppose que fy € L*(Q), f; € LP/P=D(Q),j =1,..., N, et g € L'(09). Alors toute solution
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faible v € W'?(Q2) de (111.1.1) appartient a C%*(£2) avec

N 1/(p—1)
1wl o) < C(HUHLP(n) + (Hfo” + Z £l + ||9H) + 1) (II1.4.3)
j=1

ot les normes de fy, f;, et g doivent étre prises dans les espaces susmentionnés.

Preuve. Voir [7] Corollaire 3.1.6. m

Remarque III.1. Dans le Corollaire III.3, supposons en outre que 1y = 14 = ¢y = 0 dans

UHypothése III.1. L'estimation (I11.4.3) peut ensuite étre affinée pour
ol 1/(p-1)
ooy < el + (1foll + 3o A0+ lal) ™)
j=1

Hypothése II1.4. Soit ) un ouvert borné lipschitzien et soit p € (1, N). Soient les fonctions
A et a telles que pour certains w € R le probléme (I111.1.7) admet une solution faible dans
Whr(Q) quand (fo, f;,9) sont dans les espaces indiqués dans le Lemme III.1, et que ce w
soit maintenant fixe.

Supposons qu’il existe 3 € (0, 1] et une constante ¢ > 0 tels que
~ N ~
= allwir@) < clfo = foll + D 1f5 = fill + g — gl)” (I11.4.4)
j=1

quand u et @ sont des solution de (111.1.7) dans W'*(Q) pour les cotés droit (fo, f;,9)
et ( fo. fj, g), respectivement, ot les normes se trouvent dans les espaces indiqués dans le
Lemme II1.1 ; alors en particulier les solutions du probléeme (I11.1.7) sont uniques.
Finalement, supposons que pour tout ¢ > 0 il existe o € (0,1) et ¢ > 0 tels que la solution u
appartient a C%*(Q) quand f, € LN/P*5(Q), f; € LN/ P=D+(Q) et g € LOV-1/=D+2(9Q)
et satisfait U'estimation

N
ooy < e((1oll + - 1551+ gl +1) (IIL4.5)

=1

pour les normes respectives.

Remarque II1.2. C’est une caractéristique essentielle de ’Hypothése II[.4 que nous ayons
le méme exposant 3 dans (111.4.4) et (111.4.5). Un cas particulier de Uinstance dans laquelle
ces exposants different sera discuté dans la seconde moitie de cette section. Voir Hypothése

II.5.

36



III.4. REGULARITE DE HOLDER

. 1 . ) s . \

Remarque II1.3. Typiquement, ona § = Py Donc si p < 2, alors Uopérateur qui transfere
le coté droit a la solution correspondante de (I11.1.7) est constant par (111.4.4), ce qui est
absurde. Par conséquent, nous nous attendons a ce que U'Hypothése III.4 ne se vérifie que

pour p > 2. Le cas ol p € (1, 2] sera traité séparément a la fin de cette section.

Lemme II1.3. Soit Q C RY un ouvert borné lipschitzien, soit 1 < p < N, et soit 6 € (0, 1).

On définit ry, ry et r3 par

= pN - pN
VAN +p—N)+(1—0)p2 T ON(p—1)+(1—0)plp—1)
o p(N —1)

TN - D+ (-0l 1)
Sous UHypothése II1.4, si fo € L™T=(Q2), chaque f; € L™%¢(), et g € L"37¢(0Q) pour

certains € > 0, alors Uunique solution faible u € WP (Q) de (I1.1.7) satisfait

P (N=1)p
we LT (Q) et uly, € LI (00).

Preuve. Voire [7] Lemme 4.2.4. m

Le théoreme suivant est le principal résultat de régularité pour les problemes de

Robin.

Théoréme IIL.5. Soient 2 C RY™ un ouvert borné lipschitzien et 1 < p < N. Soit

h une fonction mesurable, supposons qu’il existe ¢ > 0 et des fonctions g et 1y de

LIN=D/e=DF2(90) tels que
|h(z,u)| < Yg(2)[ulP~! 4 () (II1.4.6)

pour tout z € 0N et tout u € R. Sous UHypothése II1.4, il existe o € (0,1) tel que toute
solution faible u € W'P(Q) du probléme de Robin (111.4.1) appartient a C**(Q)) quand
fo € LN/P2(Q), chaque f; € LY/ P=D+(Q) et g € LO-D/P=D+2(9Q) pour certain ¢ > 0.
Preuve. Soit u € W?(Q) une solution faible de (111.4.1). Pour 6 € [0, 1], on définit

o N B N
lo = 9(pN+p—]J)V)+(1—0)p2 = p2+9(]\f_p)(p_1) € (1,00),
p(N—-1) p(N—1)

9 = NG+ 0D — s Dro-pe-D © (1 0):
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On va montrer que |ulP~' € L*(Q) et h(-,u(-)) € L) pour certains | > Iy = % et

q > qo = Y=L, En d’autres termes, on montre que Uensemble
0= {0 €[0,1] : Je > 0 tel que |uf’~" € L 5() et h(-,u(:)) € L®*(00Q)}

contient 0.

Comme [y et qy sont des fonctions décroissantes par rapport a 6, pour 0 < ¢; < 6, < 1 on

a que 0, € © implique 6, € ©. De plus, comme Iy et gy dépend continument de 6, © est

un sous ensemble relativement ouvert de [0, 1]. Donc soit © = (), © = (a, 1] pour certains
€ [0,1), ou bien © = [0, 1]. Il suffit donc d’exclure les deux premiers possibilités pour

conclure que 0 € ©.

D’aprés les Théoréme 1.9 et 1.10 on trouve que u € LPN/(N=P)(Q)). Comme

pN B pN S pN _
(N—-pp—1) pN+p—N-p* pN+p-N "

cela implique

Pt € L9 (Q) < Lh+e(Q)

pour certains ¢ > 0. De plus, le Théoréme 1.13 affirme que u|3Q appartient a
LPN=D/(N=p)(9Q)). Par conséquent, la trace de |u|P~! appartient & LT D¥-» Hv= (0K2), ott on

note que
p(N —1) oD
(p—1)(N—-p) ~p-1

Alors d’aprés lUinégalité de Holder généralisée 1.2 on trouve que g|ulP~! appartient a

> 1.

L™ (09) pour certains r, € (1, 00) défini par
1 _(p-1)WN-p p-l-ec (@-DN-p+plp-1) Np-1)

ri p(N-—1) N-—-1 p(N —1) ~ p(N—1)

pour certains € > 0. Donc r; > ¢;. Comme on a aussi % + & > ¢, on déduit de (I11.4.6)
que h(-,u(-)) € L1*=(9R) pour certains € > 0. On a veérifié que 1 € ©, i.e., © # .

Supposons que © = (a, 1] pour certains a € [0, 1). Soit 6 € (a, 1] arbitraire, soit w comme
dans UHypothése II1.4. Alors le coté droit de (I11.4.2) satisfait les hypothéses du Lemme II1.3
pour ce . En effet, f, f; et g satisfont a ces hypothéses méme pour 6 = 0, donc pour tout

0 € [0,1], et pour les termes impliquant u c’est la définition de 0 étant un élément de ©.
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Donc on obtient du Lemme II1.3 que
_pN N=Lp
u € L= (Q) et uly, € L= (09)

et donc

ufP~t € Lo pe ()

pour tout 6 > a. Comme
pN pN
(N =P -1 Pral-pp-1)
par la continuité de ces expressions il existe 0y > a, i.e., Oy € O, tel que
pN
Oo(N —p)(p—1)

Par conséquent |u[P~! € L'“*¢(Q) pour certains ¢ > 0. De plus, en utilisant Uinégalité de

- laa

> 1.

Holder généralisée 1.2 de la méme maniére que précédemment, on obtient que g|ulP™!

appartient a L™ (0S)) avec ry > 1 donné par
I _ 0N -pp-1) p-1-c

g p(N —1) N-1
_pp—1-e)+0N-—p)p—-1) 1 ¢
p(N —1) % N-—-1

pour certains ¢ > 0. En exploitant la continuité de ces expressions, on voit qu'il existe
0, > a, i.e., 0, € O, tel que t < qia — ¢ pour certains ¢ > 0. Par conséquent rg, = q, + €
pour certains € > 0. De (I11.4.6) on obtient donc que h(-,u(-)) € L9%*¢(0Q) pour certains
e > 0. Par conséquent a € ©, contredisant Uhypothése © = (a, 1].

Puisque ni © = () ni © = (a,1], les commentaires introductifs sur © impliquent que
© = [0,1], i.e, 0 € O. Cela signifie que u appartient a L"/"*<(Q) et que h(-,u(-)) ap-
partient a LN=D/(=D+(90) pour certains ¢ > 0. Donc d’aprés UHypothése I11.4, le coté
droit de (111.4.2) est suffisamment régulier pour garantir que nous pouvons appliquer le

Corollaire II1.3 afin de conclure que u appartient a C%*(Q) pour certains o € (0,1). =

Remarque III.4. L’énoncé du théoréme est limité a p < N car le cas p > N est trivial. En
effet, si p > N, alors la continuité de Holder des fonctions de WP (Q) découle du théoréme
d’injection de Sobolev. Dans le cas de la frontiére p = N ona u € L"(2) et u|,, € L"(09)

pour tout r < oo, donc h(-,u) € LW=1/®t=V+(9Q) pour certains ¢ > 0 d’aprés (I11.4.6).
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Par conséquent on peut appliquer directement le Corollaire II1.3 a (I11.4.2) pour obtenir la
continuité de Holder des solutions. En effet, pour p > N nous n’avons donc besoin d’aucune

information sur Uexistence ou la dépendance contenue pour le probléme de Neumann.

Le Théoreme III.5 couvre de nombreux exemples intéressants. Cependant, 'équation
p-Laplace ne satisfait pas 'Hypothese II1.4 si p € (1, 2), voir Remarque III.3. Le but de la

suite de cette section est de surmonter ce probleme.

Hypothése IIL.5. Soit 2 un ouvert borné lipschitzien et soit p € (1, N). Soient les fonctions
A et a telles que pour certains w € R le probléme (111.1.7) admet une solution faible dans
Whr(Q) quand (fo, f;, g) sont dans les espaces indiqués dans le Lemme II1.1.

De plus, supposons que
~ N ~
lu = @llwis@) < ellfo = Foll + D I1f5 = Fill + g —al) (11.4.7)
j=1

quand u et @ sont des solution de (II1.1.7) dans W'?(Q) pour les cotés droit (fo, f;,9)
et (fo, f;, ), respectivement, ot les normes se trouvent dans les espaces indiqués dans le
Lemme II1.1 ; alors en particulier les solutions du probléme (I11.1.7) sont uniques. Ici, ¢ > 0
peut dépendre des bornes supérieures des normes de ( fo, f;, g) et ( fo. fj, g) dans ces espaces.
Finalement, supposons que pour tout ¢ > 0 il existe « € (0,1) et ¢ > 0 tels que la solution u
appartient a C%*(Q) quand f, € LN/P2(Q), f; € LN ®P=D+(Q) et g € LWV-D/=D+2(9Q)

et satisfait Uestimation

N
[ullgo.a(a) < c((HfoH + ) I+ g e + 1) (I11.4.8)
j=1
pour les normes respectives.
Le lemme suivant est prouvé comme le Lemme III.3.

Lemme II1.4. Soit Q C RY un ouvert borné lipschitzien, soit 1 < p < N, et soit 6 € (0, 1).

et on définit n € (0, 1) par

L—n_(-1)1-0) (IIL.4.9)

n 0
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On définit ry, ry et r3 par
. pN — pN
TN - N+ (10 P T ONp -+ (- O)p(p— 1)’
_ p(N —1)
ON(p—1)+ (1 —0)pp—1)

Sous UHypothése IIL.5, si fo € L™7=(Q2), chaque f; € L™%¢(), et g € L"3%¢(02) pour

s

certains € > 0, alors Uunique solution faible u € WP (Q) de (I1.1.7) satisfait
Np (N=1)p
uwe L-p(Q) et uly, € L™-r (09).

Nous avons besoin d’'un lemme supplémentaire, qui est essentiellement une estima-

tion technique.

Lemme IIL.5. Soit N € N, N > 2, et soit p € (1, N). Pour 6 € (0,1) on définit n, € (0,1)

par
1-— Mo 1-— 9
=p—-1)—. (I11.4.10)
" (p—1) 7
Alors

2—-p)(N—p) <p(l++/p—1)° (I11.4.11)

si et seulement si
ng— 0 < Np_ pour tout 6 € (0,1). (I11.4.12)

Preuve. Voire [7] Lemme 4.2.13. m

Théoréme II1.6. Soient Q C RY un ouvert borné lipschitzien et 1 < p < N. Supposons
que

2-p)(N—p) < (1++p—1)>= (I11.4.13)

Soit h une fonction mesurable, supposons qu'il existe ¢ > 0, une constante . > 0 et une

fonction vy de LN=V/(P=1+(9Q)) tels que
\h(z,u)| < plulP™ +1bo(2) (1I1.4.14)

pour tout z € 0N) et tout u € R. Sous UHypothése III.5, il existe o € (0,1) tel que toute

solution faible u € W'P(Q2) du probléme de Robin (111.4.1) appartient a C**(Q) quand

41



III.4. REGULARITE DE HOLDER

fo € LN/P2(Q), chaque f; € LY/ ®=D+(Q) et g € LO-V/P=D+2(9Q) pour certains € > 0.

Preuve. Soit u € W'?(Q) une solution faible de (I11.4.1). On procéde exactement comme
dans la preuve du Théoréme II1.5 et on utilisent la méme notation. En particulier; 'ensemble
O est défini de la méme maniére que précédemment. Il n’y a qu’une partie de la preuve du
Théoréme II1.5 qui ne soit pas reprise textuellement. En effet, on doit montrer que © n’est
pas de la forme (a, 1] avec a € [0, 1).

Pour obtenir une contradiction, supposons que © = (a, 1] avec a € [0,1). Soit § € (a,1]
arbitraire, et soit w comme dans UHypothése III.4. Alors le coté droit de (I11.4.2) satisfait

les hypotheéses du Lemme II1.4 pour ce §. Donc
N ((N—up.
u e Ln@(pr) (Q) et u|aQ & LWH(pr) (89)7
oll 1y est donné par (I11.4.9), et donc
___pN _ (N=Dp
‘u|P*1 € Lw™-nG-1(Q) et |u|P*1|aQ € L1e=0G-1 (91)).

Par le Lemme IIL.5

par conséquent

NN —p)(p—1) <pp—1)+a(N —p)(p—1) <p*+a(N —p)(p—1)

et donc
p(N-1) p(N —1) _y
(N —=p)(p—1) " plp—1)+a(N—-p)(p—1) ™

et
pN - pN
(N =p)p—1) " p*+a(N-p)(p—1)

Par conséquent, comme 1, dépend continument de 0, il existe 0 > a et € > 0 tels que

p(N —1)
ne(N —p)(p—1)

= l,.

2> Ga T €

et
pN
ne(N —p)(p—1)

Donc |ulP~t € Ll**¢(Q), et d’aprés (111.4.14), h(-,u) € L9%T=(2). On a montré que a € O,

>, +e.
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contredisant Uhypothése que © = (a, 1].
Donc © n’est pas de la forme (a,1] avec a[0,1). Comme indiqué dans les remarques in-
troductives, on peut maintenant procéder comme dans la preuve de Théoréme II.5 pour

terminer la preuve. m

Remarque IIL.5. La condition (II1.4.13) est assez étrange et peut probablement étre amé-
liorée. Néanmoins, il apparait de maniéere naturelle car, par le Lemme III.5, il équivaut
au fait que cet Méthode de généralisation fonctionne si h croit comme (I11.4.14). Il est
remarquable que (111.4.13) n’implique pas

2N

> _ 77 [11.4.15
P2 Ny (II1.4.15)

qui est une hypothése caractéristique pour les équations quasi-linaires. En effet, pour N =5

la condition (111.4.13) équivaut a p > 2.

III.5 Application

Dans cette section on appliquons les théoréme d’existence et de régularité pour les
problemes de robin.
Le critere suivant sera utile pour vérifier que les opérateurs différentiels dans nos

exemples satisfont (I11.1.6).

Lemme III.6. Soit w une fonction de [0, c0) dans R. Alors
=) <w(m)zT —w(m)iT) >0 pourtout | #1 dans RV (IIL.5.1)

si et seulement si w(x)x est positive et strictement croissante sur (0, co). Donc en particulier
(II1.5.1) est valable si w est positive et croissante.

Preuve. Voir [7] Lemme 3.2.8 p.60. =

Exemple III.1. Soient Q C RY un ouvert borné lipschitzien, N > 3, et w > 0. Soit h une

fonction mesurable et satisfait

|h(z,u)| < s(2)|ul + 1o (2)
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avec les fonctions 1)g et 1y sont de L9~ (9)) pour certains q¢ > N, par exemple h(z,u) = Bu
avec 3 € L®(Q). Soit fo € LY%(Q), f; € LI(Q), et g € LI~1(0) pour certains ¢ > N. Le

probleme

N
—div ((1 + arctan (|Vul?)) Vu) + wu? = fo — Z f; dans Q,

N (I11.5.2)
(1 + arctan (|Vul?)) 8% + h(z, u) :g+zijj sur 09,

7=1
admet une solution faible u € W12(Q) pour chaque c6té droit de (111.5.2), si h est continue
par rapport a la deuxiéme variable et si w assez grand. Si en plus h satisfait (111.3.6),
alors chaque w > 0 est «assez grand». Enfin, si h est croissante par rapport a la deuxiéme
variable, alors la solution est unique pour tout w > 0.

Preuve. Nous vérifions Uhypothese II1.2. pour p = 2 avec
A(z,u,l) = (1 + arctan (|I|*)) " et a(z,u,l) = 0.
La seule propriété non évidente est la condition de monotonie (I11.1.6). Mais pour
w(z) := 1 + arctan (z?)

la fonction w est positive et strictement croissante sur (0,00). Donc (III.1.6) est une
conséquence du lemme II1.6, donc UHypothese II.2 est satisfaite. On a 1 > %

alors fo € LPN/WNt=N)(Q), g > —Eo dlors f; € LP/P"D(Q), et ¢ —1 > % alors
g € L%(aﬂ). Donc (fo, fj, g) sont dans les espaces indiqués dans le lemme III.1. On
a g et g sont de LI71(0Q) et ona g —1 > % > % donc g € L%(aQ) et
(S LGN (0R2). Si h est continue par rapport a la deuxiéme variable et si w assez grand,
Alors d’apres le théoréme II1.4, il existe wy tel que pour tout w > wy U'équation (I11.5.2) ad-
met une solution faible dans W2 (Q) pour chaque cété droit dans les espaces indiqués dans
le lemme II1.1. Si en plus h satisfait (111.3.6), alors chaque w > 0 est «assez grand» par le
Corollaire II.2. Enfin, si h est croissante par rapport a la deuxiéme variable, alors pour B
et AY, définis comme dans la démonstration du théoréme II1.4, Uopérateur B est monotone.

donc Uopérateur A%, est strictement monotone pour w > 0 au sens de la définition II.1.

Comme dans le Corollaire III.1, nous pouvons donc conclure que la solution est unique. En
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effet, supposons qu’il existe w > 0 de telle sorte que nous pouvons trouver deux solutions
faibles différentes u et v de I11.5.2 alors A%,(u) = A%(v) par le Lemme III.1. Comme AY, est

strictement monotone, cela implique que
0 = (A% (u) — A5 (v),u—v) > 0,
une contradiction. m

Exemple III.2 (Equation de p-Laplace, p > 2). Soit @ C RY un ouvert borné lipschitzien,

soit 2 < p < N, et soit w > 0. Soit h une fonction mesurable et satisfait
[z, u)| < sulP™" + 1o

avec les fonctions g et 1y sont de LN=Y/=0+2(9Q) pour certains ¢ > 0, par exemple
h(z,u) = BlulP~! avec B € L=(Q). soient f, € LNP=(Q), f; € LN®P-D+(Q), et
g € LIW=V/(=D%e(90) pour certain ¢ > 0, et supposons que u € W'P(Q) est une solu-

tion faible de
( N
—div (|VulP?Vu) + wlufu = fo — Z fi, dans Q

J=1

(I11.5.3)

N
|vu’p—2% + h(z,u) =g+ ijyj7 sur 0f2.
\ J:1

Alors u est a-holdérienne. De plus, si h est continue par rapport a la deuxiéme variable et
si w assez grand, alors pour chaque c6té droit de (I11.5.3), il existe une solution faible. Si
en plus h satisfait (I11.3.6), alors chaque w > 0 est «assez grand». Enfin, si h est croissante
par rapport a la deuxiéeme variable, alors la solution est unique.

Preuve. Nous vérifions UHypothése II1.4 pour f = Iﬁ avec
Az, u, 1) = [I|"21F et a(z,u,l) = 0.

Montrons Uexistence de solutions au probléeme de Neumann (II1.1.7), nous vérifions UHy-
pothese II1.2. La seule propriété non évidente est la condition de monotonie (I11.1.6). Mais
pour

w(@) = [af"?
la fonction w est positive et strictement croissante sur (0, 00). Donc (II1.1.6) est une consé-
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quence du Lemme III.6, donc UHypothese III.2 est satisfaite. On a pour 2 < p < N,
S te> % alors fy € LPN/WNP=NI(Q), Ao e > Pooalors f; € LP/(PT1(Q),
et 2 +e > p( U alors g € LPN-D/@N=-N)(9Q). Donc (fo, f;, g) sont dans les espaces
mdlques dans le Lemme II1.1. Alors d’apreés le Théoréeme II1.2, il existe wy > 0 tel que pour
tout w > wy Uéquation (I11.1.7) admet une solution faible dans W*'*(2). Montrons main-
tenant la dépendance continue de Holder en norme de W'(Q) de ces solutions. vérifions
d’abords U'Hypothése II1.3, on a les bornes de croissance de UHypothese II1.3 sont triviales
pour cet exemple, et la condition de monotonie est I’énoncé du Lemme I.1. Alors d’apreés le
Théoreme I11.3, il existe une constante ¢ > 0 telle que (111.4.4) soit vérifié. La régularité de
Holder, y compris la norme liée découle du Corollaire II.3 puisque la norme du solution
dans L?(Q2) se produisant en (I11.4.3), et d’aprés le Théoréme II1.2 elle peut étre estimée en

utilisant (111.1.8). i,e., d’aprés le Corollaire III.3 la solution faible u appartient a C%*(Q)

avec

al 1/(p-1)
ooy < e(ullzaey + (Ifoll + S UGN +1gll) 4+ 1)
j=1

al 1/(p-1)
< c(llullwisey + (Il + X150 +1lgl) " +1)
j=1

et d’apres le Théoréme III.2

Bl < (1l + S0+ 161) ™ + 0+ (1l + 3 050+ )™ +1)
</ ((1ll+ 150+ g™ 1),

Donc, U'Hypotheése II1.4 est satisfaite. Maintenant par le Théoréme II1.5 on obtient la régu-
larité de Holder pour ce probleme.

Les deux revendications suivantes sont les déclarations du Théoréme II1.4 et du Corollaire
III.2. En effet, d’apres ce qui précéde nous avons vu que UHypotheése II1.2 est vérifié et que

0, fi,g) sont dans les espaces indiqués dans le Lemme III.1. On a 13 € L 175(0Q) et
j P q

Py € Lt +€((’9§2) Le., Y9 € LGo% 1>N+€(8Q) pour certains € > 0, car —1 > EZJJV 11)p Si h est
continue par rapport a la deuxiéme variable et si w assez grand, Alors d’apreés le Théoréeme

I11.4, il existe wy tel que pour tout w > wy Uéquation (I11.5.3) admet une solution faible
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dans W'?(2) pour chaque cété droit dans les espaces indiqués dans le Lemme III.1. Si en
plus h satisfait (111.3.6), alors chaque w > 0 est «assez grand» par le Corollaire II1.2. Enfin,
si h est croissante par rapport a la deuxiéme variable, alors pour B et A%, définis comme
dans la démonstration du Théoréme III.4, Uopérateur B est monotone. donc U'opérateur A%,
est strictement monotone pour w > 0 au sens de la définition II. 1. Comme dans le Corollaire

II1.1, nous pouvons donc conclure que la solution est unique. =
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CONCLUSION GENERALE

A travers ce modeste travail, nous avons présenté une branche de problémes ellip-
tiques, ol nous avons étudié I'existence et la régularité de solution pour les problemes
elliptiques non linéaire aux limites de Robin. La connaissance des méthodes de réso-
lution de ce type de problemes, aussi divers que variés, nous permettra stirement de
répondre aux questions soulevés par ce travail. nous utilisons le cadre théorique pour
prouvons l'existence d’une solution. Plusieurs problemes connexes sont a explorer. Nous
pensons essentiellement aux conditions de robin ou conditions aux limites de convec-
tion et leur application dans les problémes de la transmission de chaleur.

En fin, notons que dans la littérature, tres peu de problemes elliptiques ont été traités.
Il semble que cette difficulté soit liée a la compréhension et a la définition d’espaces
fonctionnels adapté. Par conséquent, des questions intéressantes ouvert des pistes de

recherche dans ce volet.
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