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Dans ce travail, a partir de divers articles, nous avons étudié et calculé de maniére plus détaillée des
matrices de Hankel et donné une méthode pour évaluer leur déterminant lorsque certaines conditions
sur la fonction génératrice exponentielle ou ordinaire, associée a la suite sont données. A 'aide de la
formule de Sylvester, on a calculé le déterminant de Hankel pour les polynémes de dérangement. A la
fin de ce mémoire, nous avons montré que le déterminant de Hankel est invariant par la transformation
binomiale et 'inverse pour la transformation de Stirling généralisée.

Mots-clés : Les nombres de Stirling, les polyndmes de dérangement, les polynoémes de Bell,

la fonction génératrice, la forme explicite, la relation de récurrence, matrice de Hankel, déterminant de
Hankel.
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Abstract

In this work, from various articles, we have studied and calculated in more detail Hankel matrices
and given a method to evaluate their determinant when certain conditions on the exponential or
ordinary generating function, associated with the sequence are given. Using Sylvester’s formula, the
Hankel determinant for the disturbance polynomials was calculated. At the end of this thesis, we
showed that the Hankel determinant is invariant by the binomial transformation and the reverse for
the generalized Stirling transformation.

Keywords : Stirling numbers, derangement polynomials, Bell polynomials, generating function,
explicit form, recurrence relation, Hankel matrix, Hankel determinants.
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Notations

N L'ensemble des nombres naturels.

Z L'ensemble des nombres entiers.

[n] L'ensemble {1,2,...,n}.

()" La factorielle montante.

()n La factorielle descendante .

() Le coefficient binomial.

s(n, k) Les nombres de Stirling de premiére espeéce signés.

| s(n, k) | Les nombres de Stirling de premiére espéce non signés.
{i} Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce.

et Les nombres r-Stirling de deuxiéme espéce.

D, Les nombres de dérangement.

Dy (x) Les polyndmes de dérangement.

B, Les nombres de Bell.

B, (x) Les polynémes de Bell.

H,, La Matrice de Hankel.

Hn, Le déterminant de Hankel.

e L'opérateur de convolution.

d, Des éléments appartient a un anneu A unitaire.

Oy L'opérateur de dérivation par rapport a la variable z.
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Introduction

Introduction

Au cours de ce travail, nous présentons le déterminant de Hankel #,, associée a la suite (o, )n>0,
de la forme :

(&7} (651 c. Qo

a1 (6% oo Opy1
H,, = det . . . . )

Op Op41 - Qon

ol (ay)n>0 une suite appartenant & A (anneau unitaire, commutatif et integre).

Nous étudions de maniere plus détaillée des matrices de Hankel et donnons une méthode pour
évaluer leur déterminant lorsque certaines conditions sur la fonction génératrice exponentielle ( ou
ordinaire ), associée a la suite (ay)n>0 sont données.

Plusieurs cas particuliers bien connus sont ainsi déduits dans ce contexte a savoir : polynémes de Bell,
polynémes de dérangement, ...)

Sur la base du déterminant de Hankel nous avons pu savoir si la fonction génératrice > ay, 2"
décrit ou non une fonction rationnelle, il ya lieu de préciser que ces déterminants sont invariants par la
transformation binomiale et inversement pour la transformation de Stirling généralisée [11].

Dans le premier chapitre, on présente quelques rappels théoriques qui sont des notions de base de
ce mémoire telles que : le coefficient binomial, les factorielles montantes et descendantes, les fonctions
génératrices, la forme explicite et la relation de récurrence. Les nombres et les polynémes remarquables
ont aussi eu leur part dans ce chapitre ( de Stirling, r-Stirling, dérangement et nombres de Bell ).

Ensuite dans le deuxieme chapitre, on calcul les déterminants de Hankel en traitant différents
exemples. Aussi on s’est basé sur la méthode de Sylvester pour le calcul du déterminant de Hankel
pour les polyndémes de dérangement.

Dans le dernier chapitre, on donne la transformation binomiale et la transformation de Stir-
ling et leurs déterminants de Hankel.



Notions de base

Dans ce chapitre, nous présentons quelques éléments de base qui seront utiles pour la suite, en
rappelant les factorielles montantes et descendantes, la fonction génératrice, la forme explicite, la
relation de récurrence, les suites classiques (nombres de Stirling, r-Stirling, nombres et polyndmes de
dérangement, Bell,...) et leurs propriétés combinatoires. Pour des notions plus précises et détaillées le
lecteur pourra consulter [1, 3, 4, 7, 8 13, 15, 17].

1.1 Les factorielles montantes et descendantes

1.1.1 Factorielle montante

Définition 1.1.1 Soit x un nombre réel ou complexe et n un entier positif. On définit la factorielle
montante d’ordre n, notée ()", par :

()n_{l st n=0
= z(z+1)---(z+n—-1) si n>1

et on a les propriétés suivantes :

1.1.2 Factorielle descendante

Définition 1.1.2 Soit x un nombre réel ou compleze et n € N. On définit la factorielle descendante
d’ordre n, notée (), par :
1, si n=20
(T)n = { .

z(x—1)---(x—n+1), si n>1

Les relations entre les factorielles descendantes et les factorielles montantes sont données par :

x4+n—1),.

= (
=(z—-—n+1)"



1.2 Les coefficients binomiaux

Définition 1.2.1 Soit n et k deux entiers non négatifs. Le coefficient binomial de k d’ordre n, noté
(3). est donné par :

<l~c> TRk (k?k (0 <k <n), (1.1)

avec () =0 pour k> n, et () =1 pour k=0 ou k = n.
On peut aussi définir le coefficient binomial en combinatoire par :

Définition 1.2.2 Le coefficient binomial (Z) est le nombre de fagcons de choisir un sous-ensemble d k
éléments dans un ensemble a n éléments.

Exemple 1.1

En remplagant n par 4 et k par 2 dans (1.1), on obtient :

4\ 4! I x2x3x4  2x3

2] (4-2)120  (1x2)(1x2) 1

Dans ’ensemble [4] = {1,2,3,4}, il y a siz fagons de choisir deuz éléments :
{1,2}; {1,3}; {1,4}; {2,3}; {2,4}; {3,4}.

Par conséquent, (3) =6.

La formule du bindme de Newton

Soit = et y deux nombres réels et n un entier non négatif. Alors

(x+y)" = En: (Z) aky k. (1.2)

k=0

La relation de récurrence de Pascal

Les coefficients binomiaux vérifiant la relation suivante :
n n—1 n—1
= > 1. .
(k:) (l{:—1>+< i ), pour tout n >1 (1.3)

A partir de la relation de récurrence (1.3), nous pouvons construire le triangle de Pascal

Le triangle de Pascal

1.3 Permutation, cycle, Partition

1.3.1 Permutation

Définition 1.3.1 Soit [n] = {1,2,3,...,n}, on appelle permutation o d’un ensemble fini [n], toute
bijection de [n] dans [n]. En fait, puisque l’ensemble de [n] est fini, le mot bijection peut étre remplacé
par injection ou surjection. Une permutation o, peut étre représentée par une forme matricielle

. _( 1 2 n )
" \e()  o(2) . o(n))”



nN\k||O 1 2 3 4 5 6 7
0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 &5 1

6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 3 35 21 7 1

TABLE 1.1 — Nombres de triangle de Pascal

Le nombre de permutation de I’ensemble [n] est n!.
On appelle point fixe si 'image d’un élément x de [n] par la permutation o est lui méme i.e o(x) = x.
Exemple 1.2 La permutation og est donnée par :

(1 7 8
8= {3 7 5]

Définition 1.3.2 Un cycle de longueur k > 2 est une permutation dont les éléments mobiles (c’est-a-
dire un élément non fixe ), ou support sont de la forme

{z,0(x),0%(x),...

2 3 45 6
8 4 1 6 2

1.3.2 Cycle

,o" (@), 0" (2) = a}.

On appelle habituellement orbite de x, notée O, est ’ensemble des images de x obtenues en appliquant
successivement la permutation o sur les éléments x, O, = (07 (x));en-

Exemple 1.3 La permutation og dans l’Exemple 1.2 de [8] = {1,2,3,4,5,6,7,8} est un trois cycles
de support {1,3,4} et {2,8,5,6} et {7}, tels que

donc lorbite de ’élément 1 dans I’Ezemple 1.2 est O1 = {1, o(1) = 3, 0%(1) = 4}. Remarquez que
01 = O3 = Oy. Ces éléments,{1,3,4} pris dans cet ordre, forment un cycle noté (1,3,4), on a aussi

donc lorbite de ’élément 2 dans I’Exemple 1.2 est Oy = {2,0(2) = 8,02(2) = 5,03(2) = 6}. Remarquez
que Oy = Og = O5 = Og. Ces éléments, {2,8,5,6} pris dans cet ordre, forment un cycle noté (2,8,5,6)
et le point {7} est un point fize.

1.3.3 Partition

Définition 1.3.3 Une partition P de [n] est une famille de parts p1,...,px deux & deuzx disjoints, tels

que U_ p; = [n].

Exemple 1.4 Soit I'ensemble [3] = {1,2,3}, les partitions de [3] sont

{HH2ZH3, {2338, ({1L3H2)), {({2.3H1}), {{L.2,3))



1.4 La fonction génératrice et quelques opérations sur les séries en-
tieres
1.4.1 Les fonctions génératrices

Définition 1.4.1 Soit (ap)nen une suite de nombres réels. On appelle fonction génératrice ordinaire
de la suite (ap)n, la fonction :

o
= Z ant™.
n=0
On appelle fonction génératrice exponentielle de la suite (ap)nen, la fonction :
o tn
= Z an—‘
n=0 n
1.4.2 Quelques opérations sur les séries formelles

Le produit

[ee) [e.e]
Le produit de deux séries ordinaires > a,t™ et > b,t", est donné par :

') 00 o n
(Z a,ﬁ") <Z bnt”) = Z cat”™, tel que ¢, = Z apby,_k.
n=0 n=0 n=0 k=0

. ’ . . x n * n /7
Le produit de deux séries exponentielles > an% et Y bn%, est donné par :
n=0 n=0

x n n n
<n§0an;g) (n_ > by L > ch o tel que ¢, = Z <k,>akbn—k-

k=0

La somme

[e.°] o0
La somme de deux séries ordinaires Y. a,t™ et > b,t", est définie par :

n=0 n=0
i(an—i—b Zamﬁ”—kZb t".
n=0

La somme de deux séries exponentielles Z ants o et Z b L 1, est définie par :

n=0 n=0
D> _(an+ba) Z s + Z no
n=0 n!

Muni de ces deux lois, ’ensemble des séries formelles A[[x]], est un anneau unitaire commutatif.

Dans la partie suivante, nous présentons certains nombres remarquables, en commencant par les
suites des nombres de Stirling de premieére et de deuxieéme espeéce, les nombres r-Stirling de deuxiéme
espece, les nombres et polynémes de Bell et les nombres et polynémes de dérangement.



1.5 Les nombres de Stirling

1.5.1 Les nombres de Stirling de premiere espéce

Définition 1.5.1 Les nombres de Stirling de premiére espéce signés s(n, k) sont les coefficients des
polynomes factorielles descendantes dans la base canonique (x)y, c’est-a-dire :

n

(z)n = Z s(n, k).

k=0

Définition 1.5.2 Les nombres de Stirling de premiére espéce non signés | s(n, k) | sont les coefficients
des polyndomes factorielles montantes dans la base canonique ()", c’est-a-dire :

n

(@) =Y Is(n, k)|a*,

on a .

Définition 1.5.3 (Combinatoire) Le nombre de Stirling de premiére espéce | s(n,k) | compte le
nombre de permutations de n objets composés exactement k cycles disjoints.

Exemple 1.5 Ecrire (z)y comme un polynéme

() =z(x—1)

:.132—1'.

Nous pouvons dire a partir de cet exemple que :

s(2,0) = 0.
s(2,1) = —1.
s(2,2) = 1.

La fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle des nombres de Stirling de premiere espece signés est donnée
par :

> " In(1 k
z:ks(n’k)i! — ((Jt»

La forme explicite

La forme explicite pour les nombres de Stirling de premiére espece non signés :
> , h —1+h
| s(n, k) [= (—1)J+h<.> (n N >
0<jchen—k jilj\n—k+h

La forme explicite pour les nombres de Stirling de premiére espece signés :




La formule de récurrence

Les nombres de Stirling de premiere espece vérifient la relation de récurrence suivante :

{s(n,O) =5(0,k) =0, sauf s(0,0)=1, (1.4)

s(nyk)=s(n—1,k—=1)—(n—1)s(n—1,k), (n,k=>1).
Table des nombres de Stirling de premiére espéce

En utilisant la relation de récurrence triangulaire (1.4) est les conditions initiales, on peut calculer
les premiers nombres de Stirling de premiére espece s(n, k) :

n\k || 0 1 2 3 4 5) 6 7
0 1

1 0 1

2 0 -1 1

3 0 2 -3 1

4 0 -6 11 —6 1

5 0 24 —30 35 -10 1

6 0 —-120 274  -225 85 —15 1

7 0 720 1764 1624 735 175 21 1

TABLE 1.2 — Nombres de Stirling de premiere espéce

1.5.2 Les nombres de Stirling de deuxiéme espéce

Définition 1.5.4 Les nombres de Stirling de deuziéme espéce, notés {Z} sont les coefficients du
polynome x™ c’est-a-dire :

" = kz:%{k}(x)k

Définition 1.5.5 (Combinatoire) Le nombre de Stirling de deuxiéme espéce, {Z} compte le nombre de
partitions de l’ensemble {1,2,...,n} en k sous-ensembles non vide (0 <k <n).

Exemple 1.6 L’ensemble [4] posséde 7 partitions en deux sous-ensembles non vides {3} sont les
partitions en 2 :

{1{2,3,4}), {{2HL,3,4}), {8H{L2,4}), {{4H{1,2,3},
{L21{3,4}}, {({1,3}{2,4}},  {{1,4}{2,3}}.

Par conséquent, {g} =T.

La fonction génératrice

La fonction génératrice ordinaire des nombres de Stirling de deuxieme espéce est donnée par :

1 k 1

Z{k}t”: (1—t)(1—2t)--- (1 — kt) :]rll(l—]t)

n=k

La fonction génératrice exponentielle des nombres de Stirling de deuxieme espece est donnée par :

Z {Z}f; = %(et — 1)k,

n=k



La forme explicite

Les nombres de Stirling de deuxieme espece sont donnés par la formule explicite suivante :
n 1 Xk: k jn
R = gl

Les nombres de Stirling de deuxieme espece vérifient la relation de récurrence suivante :

La formule de récurrence

{0 ={ =1Lsauf{3} =1
(=01 +k""n>0

Table des nombres de Stirling de deuxiéme espéce

Les premiéres valeurs des nombres de Stirling de deuxiéme espéce sont données dans la Table
suivante :

n\k|[0 1 2 3 4 ) 6 7
0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 01 3 1

4 0o 1 7 6 1

5 0 1 15 25 10 1

6 0 1 31 90 65 15 1

7 0 1 63 301 350 140 20 1

TABLE 1.3 — Nombres de Stirling de deuxiéme espece

1.5.3 Les nombres r-Stirling de deuxiéme espeéce

Les nombres r-Stirling de deuxiéme espece [2] comptent certaines partitions restreintes. L’ensemble
de ces nombres représente une sous classe des nombres de Stirling de deuxieme espeéce et sont donnés
par la définition suivante :

Définition 1.5.6 Les nombres r-Stirling de deuxieme espéce apparaissent comme les coefficients des
polyndomes du monome (x + r)" dans la base (x), , c’est-a-dire :

(x+r)" = z": {n + T} ()k, pour mn =0.

= k+r

Pourr =0 et r =1, on trouve les nombres de Stirling de deuziéme espéce classiques
k 0 k
n n
= , > 0.
{k } 1 {k} "



Définition 1.5.7 (Combinatoire) Les nombres r-Stirling de deuxiéme espéce notés {Z}r’ comptent le
nombre de partitions d’un ensemble a n éléments en k blocs, tels que les r premiers éléments sont dans
des blocs différents.

Exemple 1.7 {3}2 est le nombre de partitions de l’ensemble {1,2,3,4} en trois blocs, tels que les
premiers éléments 1 et 2 sont dans des blocs différents. Les partitions qui vérifient les conditions sont :

{12,314}, {1H{3,4}{2}, {1}{2,4}{3},
{2H1, 314}, {2H{1,4}{3},

Par conséquent {é}g =5.

La fonction génératrice

La fonction génératrice ordinaire des nombres r-Stirling de deuxieme espece, est donnée par :

= [n+r o tk
2 ktrf (A=rt)A—=(r+1)...(1—=(r+k)t)

n=~k

La fonction génératrice exponentielle des nombres r-Stirling de deuxieme espece, est donnée par :

o Jntr 1, krt
§3h+r}m—mﬂe‘”e-

n=k

La forme explicite

La forme explicite des nombres r-Stirling de deuxiéme espéce est définie par :

n+r 1 _ilk \n
1) £ (oo

La formule de récurrence

La formule de récurrence des nombres r-Stirling de deuxiéme espéce est définie par :

{:'L}r = 07 n<r
{Z}r = 6k,T7 n=r

G =k + 000, n>r

M, =, n>k,

ou 0y, est le symbole de Kronecker défini par :

On a aussi la relation de récurrence suivante :

n+r n+r n+r—1
= —(r—1 >r>1. 1.
{k—i_r}r {k‘—i_r}rl (T ){ k+r }rl’n_r_ ( 5)



Table des nombres de 2-Stirling de deuxiéme espéce

Les premieéres valeurs de ces nombres pour r = 2, sont données dans la table suivante :

Nk 2 3 4 5 6 7 8 9
2 1

3 2 1

4 4 5 1

5 8§ 19 9 1

6 |16 6 55 14 1

7 | 32 211 285 125 20 1

8 | 64 655 1351 910 245 27 1
9 | 128 2059 6069 5901 2380 434 35 1

TABLE 1.4 — Nombres de 2-Stirling de deuxieme espece

1.6 Les nombres et polynomes de Bell

Dans cette partie, nous donnons quelques propriétés concernant les nombres et les polynémes de
Bell.

1.6.1 Nombres de Bell

Définition 1.6.1 Pour tout entier n > 1, le nombre de Bell, noté B,, est le nombre total de partitions
de l’ensemble [n| sachant que By =1, on obtient :

k=0

Exemple 1.8 L’exemple suivant illustre la signification des nombres de Bell, on a

By= {1} + {3} + (5 + {3

D’aprés ’Exzemple 1.6, on obtient

La fonction génératrice

Les fonctions génératrices des nombres de Bell sont données par :

e La fonction génératrice exponentielle
Z B = exp(e’ —1). (1.6)

e La fonction génératrice ordinaire
oo
LTI | (TS
n=0 k=0 j5=0

La formule de récurrence

La suite de nombre de Bell vérifie la relation de récurrence suivante :

“ n
By=1 et Bpy=)Y_ <k>Bk.

k=0

Les premiéres valeurs de B,, sont données par le tableau suivant :

10



| n [1]2[3[4]5]6[7[ 8 [ 9 [ 10 |
| B. | 1]2]5]15]52] 203877 | 4140 | 21147 [ 115975 |

TABLE 1.5 — Nombres de Bell

1.6.2 Polyndémes de Bell
Définition 1.6.2 Pour n € N, les polynomes de Bell By (x) sont définis par :

Les premiers polynémes de Bell sont :

By(z) =1

Bi(z) ==

By(z) = x + 2°

Bs(z) = x + 322 + 2*
()

Pour tout entier n > 1, on a :

B, (0) = 0.

La fonction génératrice

La fonction génératrice exponentielle de polynéme de Bell est donnée par :

3" Bu() s = caplae — 1)),
n=0

n
n!
La formule de Dobinski

La formule de Dobinski du polynoéme By, (x) est donnée par :
E™ 4

B,(z)=¢e"" Z R

k=0

La formule de récurrence

La suite (B (x))n>0 vérifie la relation de récurrence suivante :
" (n
Bpii(z) == Z By(z).
o \F

1.7 Les nombres et polynémes de dérangement

1.7.1 Les nombres de dérangement

Définition 1.7.1 Le nombre de dérangement d’un ensemble de taille n noté D, est le nombre de
permutations sans point fixe de n éléments.
1l est connu aussi comme le sous-facteur de n, noté n.
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Exemple 1.9 Soit [2] = {1,2} un ensemble de cardinale 2, il y a 2 = 2! permutations de cet ensemble.

La permutation sans point fixe de cet ensemble est :
1 2
2 1)
donc le nombre de dérangement égale a 1 c’est-a-dire : Dy = 1.

La fonction génératrice
La fonction génératrice exponentielle du nombre de dérangement est donnée par :

e tm et

2 Dni=1—y

n=0

La forme explicite
La forme explicite du nombre de dérangement est donnée par la formule suivante

La formule de récurrence
Le nombre de dérangement sur n éléments est donné par la récurrence suivante

Dyo=1, D,=nD, 1+ (—1)”, (7’L = 1),

on déduit que
D, = (n - 1)(Dn72 + anl)a (TL = 2)7

avec les conditions initiales Dy =1 et Dy = 0.

n |0|1|2|3|4|5]| 6 | 7
D, |[1]01]2]|9]|44|265 | 1854

TABLE 1.6 — Nombres de dérangement

1.7.2 Les polynémes de dérangement

La fonction génératrice
La fonction génératrice exponentielle de la suite de polynome (D,,(z)), est donnée par

t" et

D, (z)— = )
nZ:o <x)n' 1—tx

La forme explicite
Le polynoéme de dérangement peut étre donner sous forme explicite par

0 (_1\k
Dy (z) =n! Z gx”_k.
= K

12



Déterminants de Hankel

Dans ce chapitre, nous étudions de maniere plus détaillée des matrices de Hankel et donnons
une méthode pour évaluer leurs déterminants lorsque certaines conditions sur la fonction génératrice
exponentielle associée a la suite (a,)n>0 sont données et ceci pour plusieurs cas particuliers ( polynéme
de Bell, dérangement, ect.). Pour plus de détails, le lecture pourra consulter [5, 8, 9, 10, 12, 16].

2.1 Matrice de Hankel

Définition 2.1.1 Nous considérons un anneau A unitaire, commutatif et intégre, et une suite (o )n>0
dans A. Une matrice dite de Hankel est de la forme :

(7)) a1 e (679

a1 a9 e Opy1
H, =

Op Opyl ... Qon

2.2 Déterminant de Hankel
Dans tout ce qui suit, nous désignons par F'(N, A) 'ensemble des suites défini par :
F(N,A) = {fonctions a: N — A} = {suites (an)n>0 C A}.

Définition 2.2.1 Soit o = (an,) une suite d’éléments d’un anneau A, on appelle déterminant de
Hankel de rang n de la suite (o) et on note H,, le déterminant de la matrice H,, défini par :

Hp = det(itj)o<ij<n-
Le théoreme suivant donne une formule explicite pour le déterminant de Hankel d’une suite (ay,)n>0-

Théoréme 2.1 [5] Notons F(z) = Zan% la série génératrice exponentielle associée a une suite
a € F(N,A) et 0 =0, lopérateur de dérivation par rapport d la variable z.
S’il existe des séries formelles Fy(z) € A[[z]] et des éléments dy, € A tels que :

1. [0"F(z)],=0 =0  chaque fois que k > n.

2. kzo dpFi(y) Fr(2) = F(y + 2).
Alors les déterminants de Hankel sont donnés par : detH, = ﬁ d[0% Fi(2)]2_,.
k=0
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Preuve. A l'aide de identité binomiale (1.2), on peut écrire

+z
Fly+z) = Zany
n Mm

yz
= § Am+n T
nim.

car
(y+2)" = Z (Z) ykznfk.

Alors que les développements de Taylor :

o0

Fily) = Y 9"Fi(0)%].

n=0
= 3 9" FL(0)2
m=0
permettent d’expliciter
zm
D dkFr(y)Fr(z) = Y > drd"Fp(0)0™ £ (0 )y, —.
k>0 mn>0 k>0 - me

Par identification, la deuxiéme condition exprime le fait que

min(n,m)

Umin = Y dR[0"Fi(2)]:=0[0™ Fi.(2)]2=0-

|
Remarque 1 Remarquons que la somme est finie, elle porte sur les indices k = 0,1,...,min(m,n).
Ainsi la matrice de Hankel H, = (cyj)o<ij<n admet une composition H, = L,D,L, ou D, =
Diag(do,di, . ..,d,) est une matrice diagonale et L, = (0"Fj(z) |.=0)o<i,j<n) une matrice triangulaire

inférieure, par la condition 1.). Le théoréme est alors évident.

Un cas particulier important

Si A un anneau de polynome, on peut considérer des suites (P, (x))n>0) telles que deg P, (x) = n.
La fonction génératrice exponentielle est alors :

n

F(z,2) =Y Pala)

n>0

et dans de nombreux cas, on peut prendre Fj(z,z) = OFF(x, 2) ot 9, est I'opérateur de dérivation par
rapport & x. La premiere condition du Théoréme 2.1 est alors automatiquement vérifiée :
= ak [8”F(x, z)}
— ak

),

Po(x)
est nul dés que k > n. Ainsi s'il existe des polynomes dy(x) vérifiant :
)=

Z di(x 8’“F (z y)@kF(m z)=F(z,y+ z), (2.1)
k>0
alors les déterminants de Hankel sont :
n 2
det(Piyj(@))osig<n = [ de(@) (05Pu(a)) . (2:2)

k=0
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Applications

Exemple 1. L’exemple le plus simple est celui de la base canonique P, (z) = 2" : on a F(z, z) = e**
est la relation (2.1) peut s’écrire sous la forme suivante : 3 dy(x)(yz)* = 1. Les polynémes constante
k>0

do(x) =1 et dp(z) =0si k > 1. En effet,

La premiére condition 1. donne

[O7 F (2, 2)] =0 = OF Py (x) = nlaz™ % est nul dés que k > n.

La deuxiéme condition 2.

9, F(x,y) = 05(e™) = ye™
8§F(1‘, y) = aﬁ(el’y) = y2e™
OSF(x,y) = 0p(e™) = ye™

O (x,y) = (™) = yFe™ (2.3)

et
OLF (z,2) = 0L(e") = ze"*
O2F (z,2) = 0%(e™) = 22"
OF (x,2) = 02(e™) = 23"
OFF(z,2) = F (e%*) = 2Fev? (2.4)
et comme
F(z,y+ 2) = e*W+2?) (2.5)

D’apres (2.3), (2.4) et (2.5), les formules suivantes sont équivalentes
Z dk(x)GI;F(x, y)@';F(x, z)=F(z,y+ 2).
k>0

Z dk(x)ykexyzkem = 2 t2),
k>0

Z dk(x) (yz)kex(lﬂrz) — ex(erZ).
k>0

D’ou le résultat suivant

S di() (y2)* = 1.

k>0

Par identification des coefficients, on obtient :

Y di(x)(yz) = 1=

{do(x) =1 si k=0
E>0

d(x) =0 si k>1
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Les conditions 1. et 2. sont vérifiées, alors le déterminant de Hankel (2.2) devient

L 1 st n=0
det(z")o<ij<n = dn(z) = { .
0 sitnon

Exemple 2. Pour les polynoémes P,(x) = n!z", de fonction génératrice F(z, z) = (1 —zx)~!, on trouve
OFF(z,2) = K12°(1 — z2) ™" (pour k > 0).

La relation (2.1) devient :
de =y +2) + 2y ™ =L —aly +2)] 7,

et les polynoémes dy(z) = (2*/k!)%. En effet,

La premiére condition 1. donne

[O0F. (2, 2)] =0 = OF Py (x) = n!(n — k)!z" % est nul dés que k > n.

La deuxiéme condition 2.

Oy F(2,y) = Op[(1 — yx) '] = kly* (1 —yar) (2.6)
et

OLF (z,2) = OL(1 — 22) 7' = 2(1 — 22) 2

OPF (z,2) = 02[(1 — 22) 7' = 22%(1 — 22) 73

BF(x,2) =[(1 — 22) Y = 62°(1 — 22) ™4

OFF(x,2) = OF[(1 — z2) 1] = kl2F(1 — zz) 7K1 (2.7)
et comme

Flz,y+2)=e W1 —z(y+2))"" (2.8)

Alors, d’apres (2.6), (2.7) et (2.8) la formule (2.1) devient
de JRlyF kI (1 = ya) (1 = z2)] F ! = [1—a(y +2)]

c’est-a-dire

S di(x) Yl —a(y+2)+2%yzl " =1 —a(y+2)"
k>0

16



2
Par identification des séries, on trouve les polynémes dy(z) = ( k,) , et le déterminant (2.2) devient :

det((i + )0 e = [] do(2)(@EPel))?

n—k

n
Exemple 3. Les polyndmes de dérangement D, (z) = 3 (n)x(—1)""*2* engendrent les méme déter-

k=0
minants : la fonction génératrice exponentielle est donnée par F(z,2) = e #(1 — 2z) L. D’apres la

relation (2.1) on obtient :

Y di(@) (k) ()" — 2y + 2) +a?yz] = 1 —a(y +2)) 7 (2.9)
k>0

2
ou les polynoémes d = (%’f) . En effet,

La premiére condition 1. donne

F (,y) = 05 (e V(1 —ay) ™) = e Vkly"(1 — ya) 1

et
8§F(3772) = 3];(€7Z(1 - xz)’l) = efzklzk(l _ zx)’k’l,

D’apres (2.1), on obtient

> di(@)0yF (z,y) 05 F(x,2) = F(z,y + 2).
k>0
Ce qui équivaut a (2.9)
3 di (@) (k)2 (2y)F[(1 — 22) (1 — ya)) F 1 = e @1 —a(y +2)) L

k>0

2
Maintenant, en identifiant les coefficients de deux séries, on obtient les polynémes d = (%’T) .

Finalement, le déterminant de Hankel pour les polynémes de dérangement est donné par :

det(Di_,_j O<z J<n — H 8kpk ))
2

() G

(klzk)?

<H kv) L+

Exemple 4. Soit I,, le nombre d’involution sur un ensemble a n éléments, c’est-a-dire le nombre de
permutation o € Sym(n) d’ordre 2. Nous avons Iy = I; = 1 et la relation de récurrence I, 41 = In+nl,—;
conduit a la fonction génératrice suivante :

Z
> I =e

n>0

I
:j: I

k

Il
o

1
=

i
3 <
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Pour utiliser la méthode présentée ci-dessus, il faut construire des polynémes I,,(x) dont I,, serait une
valeur particuliére et il semble naturel de considérer

Z" 22
Zln(x)il _ exz+7
=6 n!
= F(z,2).
On a I,(1) = I,, et en dérivant F'(x, z) par rapport a z, on trouve

Inti(z) = ol (x) + nlp—1(z),

ce qui montre du méme coup que les polynémes I,,(x) sont unitaires avec deg I,(x) = n.
La relation (2.1) devient

Z di(x)(y2)* = e¥?, (2.10)

k>0
avec di(x) = 1/k!. En effet,

La premiére condition 1. donne

[O2F (2, 2)] =0 = OFL,(x) est nul dés que k > n.

La deuxiéme condition

2 2
OLF (,y) = 0y (e™T7) = ye™+'T
2 _ 92 a:y—i—ﬁ .2 a:y-i-ﬁ

0:F(xz,y) = 0i(e T)=y’e 2

83F(SU _83 xy—i—ﬁ _ .3 xy—i—ﬁ
x ay)_ x(e 2)_y6 2

8kF(a: __ 0k zerﬁ _ .k :chJrﬁ
x 7y)_8a:(€ 2)_y6 2

et

D’autre part, on a

Alors, la relation (2.1) devient

2 2 2

y z (y+2)
§ :dk(x)ykenyr 5 kerrt 6x(y+z)+ 5
k>0

Z di(x)(y2)* = e¥=.

k>0
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D’apres la série exponentielle

k

Y () = - U

k>0 k>0

et par identification des coefficients de deux séries, on trouve

1

di(x) = o

Donc le déterminant de Hankel pour les polynémes d’involution est donné par la formule (2.2)

det(Liyj(2))o<ijen = [[ dr(@)(05 Pr(=))

ol
b

1
=

(%) (&)?

k!.

£
i
o

1
=

£
I
o

Exemple 5. Les polynomes d’Hermite hy,(z) admette la fonction génératrice F(z,z) = €2%*~%" et
satisfont la relation de récurrence hy,yi(x) = 2xhy,(x) — 2nh,_1(x). La relation (2.1) devient

Z di(x)(y2)* = 722,

k>0

Elle est vérifiée pour les polynémes constantes dj(x) = 1/((—2)*k!). En effet,

La premiére condition 1. donne

[0 (2, 2)]2=0 = OFhy(z) est nul dés que k > n.

La deuxiéme condition 2.

OLF (x,y) = 03(e?™ ") = gyev= V"

T

OiF (w,y) = D™ V) = ayPe?v V"

T

O2F (z,y) = 03" V") = gyt "

T

OEF (w,y) = 0F (277" = okyketvn=v” (2.11)
et

OLF(x,2) 8;(62“_32) = 226207

O2F(x,2) = 85(62'“_’32) = 4z%e¥0
O2F(x,2) = 8%(62’“_22) — 88
O F(x,2) = 0F (e2777") = 2 ke (2.12)

De plus la fonction génératrice pour les polynémes d’Hermite, donne

F(z,y+ z) = 2w r2e=(+2)®, (2.13)
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En utilisant (2.11), (2.12) et (2.13), la relation (2.1) devient
ji:<1k(x)6_ZQezxz(2z)ke_yge2”y(2y)k — 2oy+a)—(y+2)?
k>0

_ eQx(y+z) —y?—22—2yz
- )

alors

La série exponentielle donne

k>0 k>0
Nk
a)eF = 0
donc
1
() = oy

Et comme le coefficient dominant de hy(z) est 2%, on trouve

- 1
det(hi-i-j(x))OSi,jgn = H m(?kk')2
k=0 :

:<ﬁm)@mwﬁﬁ
k=0
z(e*—1)

Exemple 6. Considérant maintenant les polynoémes de Bell B,,(z), donnés par F(z,z) = e .

La premiére condition

[0 F. (2, 2)] =0 = OF P, () est nul dés que k > n.

La deuxiéme condition

et

O F(x, 2) = 98 (e ~V) = (¢ — 1)ker(e™=1)
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et comme
F(:c,y + Z) — eac(e<y+z)_1)‘

Donc la relation (2.1) devient :

Z dk(:ﬁ)(ey — 1)k6x(ey_1) (62’ _ 1)kezc(ez—1) _ ex(ey+z_1)'
k>0

Z dk(l‘)(ey+2 — oY —e* — 1)kex(ey_ez_2) _ em(ey-&-z)’
k>0

alors

Z di(z) (¥ — e¥ — e* + 1)k = palev —ev—cr41)
k>0

D’apres la série exponentielle, on obtient

(x(e¥t? —e¥ —e* + 1))k

D dp(a) (VTP — eV — e + Dk = >

|
k>0 k>0 k!
k
x
Z di(x)(e¥T* —e¥ —e* + 1)k = Z E(ey“ —e¥ —e* + 1),
k>0 k>0
donc
k
x
et on obtient
L k
det(Biss(v))ozigen = [] (47) (k)
k=0
n
= H klazk
k=0
k=0
n 1
Exemple 7. Les nombres d'Euler E,(n > 0) peuvent étre définis par F(z) = Y E, % = . Cette
" cosz
fonction génératrice exponentielle vérifie
1 COSYCcoSz 1 1 — tanytanz) ™"
cos(y+z)  cosycosz — sinysinz cosycosz COSYcosz
ce qui & ’aide d’une série géométrique, peut s’exprimer formellement
1 (tany)® (tanz)*
F z)=——— tany)k (tanz)kF = . 2.14
(y+2) COSYCcosz Z( 28 ) Z cosy  cosz ( )

k=0 k>0

La deuxieéme condition du théoréme président est donc vérifiée si 'on considere les constantes dy = z
et les fonctions

(tanz)*
cosz

Fi(2) =

La premiere condition 1’est également :

E, i = [0"Fi(2)].=0
(tanz)*

cosz

= [8n ]z:O
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est nul lorsque k > n et vaut n! si k = n.
Ceci est évident pour n = 0 et persiste par induction grice a la relation de récurrence

En+1,k = kEn,kfl + (k - 1)En,k+1-

En fin de compte, le Théoreme 2.1 fournit

n 2
det(Eiyj)o<ij<n = (kﬂo "‘7!> :

Avec cette définition, les nombres d’Euler d’indices impairs sont nuls et certaines personnes préferent
travailler avec E,, = E5,. On trouverait alors

det(Ei+j)o<ij<n = det(Eaiyj))o<i,j<n

_ (ﬁ (2k)!)2

k=0

en modifiant légerement la fin de preuve du théoréme.

Dans I’exemple des nombres d’Euler (de fonction génératrice F'(z) = 1/cosz), nous avons introduit
les fonctions F(z) = g(2)FF(z) ot g(z) = tanz vérifie 'équation différentielle ¢'(2) = 1+ g(2)? avec la
condition initiale g(0) = 0. Cette situation peut étre généralisé comme suit.

Théoréme 2.2 On considére une fonction génératrice exponentielle F(z) = exp(G(z)) avec G(0) =0
et on suppose que g(z) = G'(z) — G'(0) vérifié

g'(2) = a+ Bg(z) +v9(2)%
pour certains parameétres o # 0, B et v dans A. Alors

Py +2) = Yo HEED s L2 ey,

k=0

Les déterminants de Hankel correspondant sont donnés par :

detHy, = o™V TT (kU1 49) ... (14 (k= 1)7)).
k=0

Preuve. Pour k > 0, on considére les fonctions Fy(z) = g(2)*F(z). On peut écrire

OF, = k¢" 1¢'F + ¢*F'
= kg" (o + Bg +79°)F + g"G'F
= </<:agk71 + (G'(0) + kB)g* + (1 + k'y)gkﬂ) F
= kaFy_1 + (G'(0) + kB) Fy + (1 + k) Fp1.

( par convention, Fj(z) =0 pour k <0), c'est-a-dire
"M (2) = 0"[kaF_1(2) + (G'(0) + kB)Fy(2) + (1 4+ k) Fry1(2)] pour n > 0.

Cette relation nous permet d’établir inductivement les faits suivants ( évidents pour n =0 ) :
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. [0"Fy(2)]:=0 = 0 chaque fois que k > n.
0" F(2)]2=0 = na[0" 1 F,_1(2)]=0 = ... = nla™.
Un calcul direct montre d’autre part que
"N (2)0" Fi(2) — 0" Fiu(2)0™ M F(2) = kaHy_1(2)(1 + ky) Hy(2),
avec

Hy(z) = 0" Fy41(2)0" F(z) — 0" F(2)0" Frp1(2) (=0 st k<0).

Considérons alors les éléments ( dans Frac A, corps des fraction de A )

dk:(l—l—v)...;!la:(k—l)fy) (=1 si k=0)

Ils vérifient

dk+1(k + 1)Oé = dk(l + k:’y),

de sorte que tous les termes de la somme

Z dk[anﬂFk(z)aka(z) — 8”Fk(2)am+1Fk(Z)] = Z dk[kakal(z) - (1 + k’)/)Hk(Z)]
k>0 k>0

se compensent : il s’agit d’une somme télescopique nulle. Pour tous les entiers m,n > 0, on a donc

Z di0" Fi(2)0™ Fy(z) = Z dkan_le(z)am+1Fk(z)

=Y diFi(2)0™ " Fi(2)
et en évaluant cette expression en z = 0, il vient
Z di[0" Fi(2)0" Fi(2)] 2=0 = Z d Fr(0)[0™ " Fy(2)] 2=0
= [0™T"F(2)].=0.

Cela montre que pour la suite qui admet la fonction génératrice F'(z), on peut utiliser le Théoréme 2.1
avec les éléments dj, et les fonctions F(z) définis ci-dessus.

|
Voici les données correspondant aux exemples (1-7) déja traités :
F(z) G(2) 9(2) a | B |
Base canonique e*? Tz T 0 0 (0
P,(z) = nlz™ (1—2z)! —log(1l — zz) 1 T 2] |
—zz
Polynomes de dérangement | e *(1 — 22)~! | —z —log(1 — x2) 1 —z |2 |22 |1
—zz
2
rz+—— 22
Polynomes d’involution e 2 xz+ 5 z 1 0 |0
Polynomes d’Hermite 2i=2" 22z — 22 —2z -210 |0
Polynémes de Bell e =1) z(e* —1) z(e* — 1) x |1 |0
1
Nombres d’Euler —log(cosz) tanz 0 |1
cos
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2.3 Fraction continue

o0

Théoréme 2.3 Soit (pi)r>0 une suite de nombre, avec la fonction génératrice uiz® écrite sous la
k=0
forme suivante :
Z,ukzk = al - (2.15)
k=0 1 + apz — L 3
| bag— 2
! 1+a0z—...

alors le déterminant de Hankel est définit par la formule suivante :
det(ptij)o<ij<n = pobY by 2L bn_obp1.
Cela signifie que nous aurions évalué une fois que nous sommes capables d’expliquer explicitement la

fonction génératrice > Bji22"* en terme de fraction continue de la forme du cote droit de (2.15).
k>0

1
k 6
> Briaz" = b2
k>0 1o =
b222

1—...

1—

=i+ 1)%(i 4+ 2)
(2i+1)(204+3)

i=1,2,....

o0
Théoréme 2.4 Pour que la série formelle f(z) = > upz® soit une fraction rationnel il faut et il
k=0

suffit qu’il existe k tel que, pour n assez grand, HfL =0, ou Hﬁ le déterminant de Hankel de rang n et
d’ordre k.

Dans ce qui suit, nous présentons une autre méthode basé sur la formule de Sylvester pour calculer
le déterminant de Hankel des polynémes de dérangement. Pour des notions plus détaillées, le lecteur
pourra consulter [11].

2.4 Méthode de Sylvester pour les polynéomes de dérangement

Théoréme 2.5 Le déterminant de Hankel pour les polynomes de dérangement Dy, (z), est donné par :

Di(z)  Dy(x)  Ds(x) Dpia(z) 0 N2
det(Diys(x) = | D2(@)  Ds(x)  Da(x) Dy () :(knom) 0D (2.16)
Du(x) Dnii(x) Duia() ... Don(x)

Preuve. La fonction génératrice pour les nombres de dérangement D,, est donnée par :

G(t) = i r_ <’ (2.17)
N = n! 1=t '
Posons
i+j—2
An(G(t)) = det (%G(t))id:m 7777 . (2.18)
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Alors on obtient

e 2
W. (2.19)

Bn(G11) =~

On montre la formule (2.19) par induction sur n en utilisant la formule de Sylvester. Pour n =1 on a

Pour n = 2. D’une part, par la formule (2.18) on a :
oar 25a
50G () 5xG(1)
ol 9?2
aG(t) 52G()
Donc
_ _ 1 1
e 't e (_ﬁ + (14)2)
_ 1 1 (1 2 2
e’ (_ﬁ + (14)2) et (ﬁ o T (14)3)
C’est-a-dire, par un calcul immédiat,

—t

Aa(G(0) = x e x (T - o+ wdp) — (¢ (- i)

1-1¢
67225 26721‘/ 2672)& 672t 26721‘/ 6721‘,
BN e A (e L (e A () S
o2t
RO
et d’autre part, la formule (2.19) donne :
2-1 \?2
(H k!) e 2t
Ay(G(t) = E=0 2
(0!11)2e=2
DR
o2t
IEDE
Supposons la formule (2.19) est vraie pour n = 1,2,...,m et calculons A, 11(G(z)) par la formule de
Sylvester
Az(Am(G(1)))
Apt1(Gt) = ————~—. 2.20
On a
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Par ’hypothese de récurrence

2
mﬁl k!) < —me—t(1=t)™* 4m2(1—t)m’ ~le—mt >

(1—t)2m?

e (G + )

m?2(m?41)(1—t)

. (lft)2m2
— m—1 k' 2 —mt m? m3 m3 m2(m2+1)
B kl;lo ) c <(1_t)’m2 - (l_t)7n2+1 - (1_t)7n2+1 (1—t)7”2+2)
s ’ 2 3 2(m2
_ —mt m _ 2m m (m +1)
- kgo B e <(1—t)’"2 (1-t)ym?+1 (1—t)m2+2>
Alors

m—1 4 .
( I1 k!) e—2mt 1 m+

A Am G t = k=0

2( (G(1)) (1 t)(2m2) 2 omd |, m2(m?+1)

m—1 4
( H k! 6—2mt
. k=0 2 2m3 m? m? 2 2m3
T pem) (m “Go T tae ™ i
m—1 4
( H k! 6—2mt 5
k=0 m

Donc

La formule de Sylvester (2.20) est une nouvelle utilisation de ’hypothése de récurrence donnent
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(Am(G(t)))" = (ml k:!)2 ((—m)emt ((1;’;”;2 + (1_;;1;2“) —e mt (_m3(1_t)m2—1 N
()
()

(1_t)2(m2+1)

m4

-7

)

)



finalement

m—1 4
| —2mt
me (T w) gy

Am1(G(t) = 2
(1 —¢)(@m?+2) <m—1 2
I k!) e~ (m=11
m2<(m—1)) (H kl) o—(m—1)t
Am+1(G() = (1 — ¢)(m+1)?
(' k:!)2 e~ m 1)
Am1(G(1)) = 22

(1 _ t)(m+1)2

Ceci preuve la formule (2.19).

Maintenant, pour obtenir le résultat du Théoréme 2.5, il reste a noter que, d’apres la formule de
Leibiniz, on a :

" "
[=3mG0=gm (17)

5 (1) e

On dérive les deux fonctions suivantes :

(2.21)

[y
‘ -
~+
N—

fy=e" et g =,
alors
-
()= (o) = e
(e t)'” _ ((_1)2€t)/ = (~1)%
(e—t)(k‘)‘ — ( 1)k67t
et

———
—~
=

I
&
—~
—
|
~
~—
|
T
=

L
-t

donc la formule (2.21) devient :

“(n . (n—k)!
1=2 (k:)(_l)ke (:[(_t)l-i-)n—k



Donc
ar et 1
a0 = 70 (%)

De plus, le passage a la déterminant et la formule (2.19) donnent :

diti—2 _ etn (1
det (dtiﬂ‘*?G(t)>@-,j=1,2,...,n = det (QDZ”*Q (1—'5))@'4:1,2,...,71

Par identification, on trouve

det (Di+j_2 (ﬁ))m‘:lz...n - %'

Posons z = 1/(1 —t), on trouve le résultat suivant

Di(z)  Da(x) Ds(z) Dypy1() .
Dy(z) Ds(z)  Dy(x) Dypio(z) | — (k;HOk'
Dp(v) Dpii(z) Dpya(w) Doy ()
_ (ﬁ !
k=0

Donc la formule (2.16) est vérifiée.
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Transformations de Hankel

Dans ce dernier chapitre, on donne la transformation binomiale et la transformation de Stirling
généralisée et leurs déterminants de Hankel. En suite, on montre que ces déterminants sont invariants
par la transformation binomiale (l'opérateur de convolution) et inversement pour la transformation de
Stirling généralisée [0, 8, 11].

3.1 Opérateurs de convolution

Pour a € A et a € F(N, A), on définit 'opérateur de convolution 7%« € F(N, A) par :

(Taa)n = Z <Z> an—kak

k=0
et on vérifie que T*T? = Tt (a,b € A). Cette action préserve les déterminants de Hankel :

Théoréme 3.1 Si H, est la matrice de Hankel (d’ordre n) associée a o € F(N, A), alors la matrice
de Hankel (d’ordre n) associée a la convolution T*« € F(N, A) est

_ t _ _ ( (i) ,i—j
H,n=SH,S avec S = Sp(a) = ((j)a )Ogi,jgn
ot St la matrice transposée de S.

En particulier, detH, , = detH, ne dépend pas de a € A.

Preuve. Par calcul direct, nous avons

(SHS")i; =Y Six > SaHu,
k=0 1=0

S0

En posant m = k 4 [ et en utilisant la formule de convolution de Vandermonde, on obtient

(SHSYij =Y fj (i)( ! )w’“’mam,

m>0 k=0 m—k
i+5) iy
m>0
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autrement dit

De maniéere plus générale, on a vu (Théoréme 3.1) que les déterminants de Hankel engendrés par une
suite :

P, (z) = Z (Z) (_a)n—kpk(x)7

k=0

ne dépendant pas de a € A et coincident donc avec ceux de la suite
Py p(x) = Py(z) (polyndme de Poisson — charlier).
Par exemple, les polynémes de dérangement D,,(x) s’obtiennent & partir de
P,(z) =nlz", e a=1.

C’est-a-dire :
Pro(z) = Dy(z) = Zn: (Z) (—1)" F k. (3.1)

D’apres le Théoreme 3.1, on trouve que

det(Ditj)o<ij<n = det((i + )12 )o<i j<n- (3:2)

Dans la partie suivante, des algorithmes sont développés pour la transformation de Stirling et la
transformation de Stirling inverse ; plus précisément, nous étudions une classe de suite satisfaisant une
récurrence & trois termes. On donne une identité générale qui généralise la transformée de Stirling [14].

On rappelle que la transformation de Stirling d’une suite (a,,) est la suite (b,,) donnée par :

b=y {Z}ak (3.3)

et la transformation inverse est donnée par :

n

an = Z s(n, k)b. (3.4)

k=0

3.2 Transformation de Stirling généralisée

Etant donné une suite a,, = ag,(m > 0), on construit une matrice infinie S = (ay, ) comme suit :
la premiere ligne de la matrice est la suite initiale ag ,,, la premiere colonne est appelée la suite finale
bp = anm (n>0), et chaque entrée a, ,, est donnée récursivement par

Gn+1,m = Gn,m+1 + man,m- (3.5)

inversement, on commence par la suite finale, la matrice S peut étre remplir par la relation de récurrence
Unm+1 = An+1,m — TMlp m- (36)
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3.2.1 Les identités combinatoires

Théoréme 3.2 [1/] Soit (aom)m>0 une suite initiale, on définit la matrice S par (3.5). Alors, les
entrés de la matrice infinie S sont données par :

" (n+m
A = Z {k N m} a0,m-+k- (3.7)
k=0 m

Preuve. La preuve se fait par induction sur n. Si n = 0 le résultat est vrai. D’apres la formule (3.5),
on trouve :

”{n+m+1

+ +

a ma = a m a

n,m-+1 n,m E k 1 0,m—+k+1 0,m
k=0 m~+1 m

“ntm
+mkz: {k+m} a0,m+k
=0 m

= ag,m+k+1 + M ao,m
= k4+m+1 S m ]

n—2 n+m
+m2{k+m+1} a0,m+k+1
k=0 m

{n—l—m+1} +{n+m—|—1}
= apm+n+1 ap,m+n
n+m-+1 b1 n—+m _—

4{n+m+1

n
+ } a0, m+k+1
k=0 k+m+1 m+1

n+m "2 n+m
+m{ m } aO,m+mZ {kz+m—|—1} a0, m+k+1-
m k=0 m

En utilisant la relation de récurrence des nombres r-Stirling et aprés quelques réarrangements, on
obtient :

n+1
n+m+1
Upm+1 + My m = Z { } ag,m-+k
k=0 k+m m

= Un+1,m-
]

Théoréme 3.3 [1/] Etant donné une suite finale (ano)n>0, définit la matrice S par (3.6). Alors, les
entrées de la matrice infinie S sont données par :

n

A = Z s(m, k)an1k - (3.8)
k=0
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Preuve. La preuve se fait par induction sur n. Si n = 0 le résultat est vrai. De (3.6) on a :

m—+1 m
Ant1,m — Mg m = Z s(m,k —1)anyro —m Z s(m, k)an1k0
k=1 k=0
m
= s(m, m)an+m+1,0 + Z s(m,k —1)anyro
k=0
m
—ms(m,0)ano—m Z s(m, k)an 410
k=1
m
= s(m, m)an4+m+1,0 + Z (s(m, k—1) —mS(m, k:)) Antk,0
k=0

—ms(m,0)an,o
= Qn,m+1-

D’apres les deux théoremes précédents, il en résulte cette identité qui représente la transformation de
Stirling généralisée d’écrite dans ce corollaire.

Corollaire 1 [7/] On a

m n n _|_ m
> s(mk)bpr =Y At k- (3.9)
k=0 o (k+m)

Pour m = 0 et pour n = 0, on aura respectivement la transformation de Stirling classique (3.3) et la
transformation de Stirling inverse (3.4). Maintenant, et & la fin de ce chapitre on donne le déterminant
de Hankel pour la transformation de Stirling généralisée.

Pour la transformation de Stirling, on a le résultat suivant :
Théoréme 3.4 Pourn >0, on a :
det(aiyj)o<ij<n = det(bitj)o<ij<n-

Preuve. Nous pouvons écrire

apo  a1,0 azo ... Qpo
aio  ao aso ... Apy4l10
det(bitj)o<ij<n = | . ) ) ) ) ;
anpo0 O4n4+1,0 An42,0 ---  A2n0
on applique (3.6), le déterminant devient :
apo @10 azo — aip azo — azo — 2(az0 — aip)

aip ap aspo — az,0 aso — azo — 2(azo — azp)
det(bi+j)o<ij<n = . . .

an0 OGn+1,0 An42,0 — An+1,0 An4+3,0 — Qn+1,0 — 2(an+2,0 - an+1,0)

En utilisant (3.8), on obtient

a0 ao1 G2 ... Qo;

aio a1 a2 ... Gip
det(biyj)o<ij<n =| . . . . N

An0 Gn,1 An2 ... Gpp.
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d’ou le résultat.
]

Le corollaire suivant donne un résultat important sur le déterminant de Hankel de la transformation
de Stirling généralisée.

Corollaire 2 [7/] Pourn >0, on a

ity
det (bi‘f‘j)ogi,jgn = det (Z {k‘ + } ak+j) . (310)
0<i,j<n

k=0 7)
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Conclusion

Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons décrit le lien entre combinatoire et algebre par le biais de quelques
exemples liants les séries formelles (les nombres) et les matrices de Hankel. D’ou nous avons en déduit
que le déterminant de Hankel se calcul par une diversité de cas selon les types de suites et leurs

fonctions génératrices .
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