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Résumé

Dans ce travail, a partir de divers articles, nous avons étudié et calculé de maniere plus détaillée
des matrices de Toeplitz-Hessenberg et donné une méthode pour calculer le déterminant et le
permanent de cette matrice, associée a la suite de Fibonacci et Lucas (resp, r-Fibonacci, r-Lucas).
Nous dérivons des formes explicites pour le déterminant et le permanent des matrices de Toeplitz-
Hessenberg ayant des nombres de Fibonacci bivariés comme entrées, les formes explicites sont
utilisées pour dériver des identités pour les sommes de produits de nombres de Fibonacci. A la fin
de ce mémoire, on donne quelque application sur le calcule de déterminant et le permanent de la
matrice Toeplitz-Hessenberg.

Le but de ce travail est d’étudier les matrices de Toeplitz-Hessenberg qui assiste la résolution des
systemes de grand taille, puis 'importance de la relation de ces matrices avec les suites de Fibonacci
et Lucas (r-Fibonacci et r-Lucas).

Mots-clés : Suite de Fibonacci, suite Lucas, suite r-Fibonacci, suite r-Lucas, matrice de
Toeplitz-Hessenberg, déterminants de la matrice Toeplitz-Hessenberg, permanent de la matrice

Toeplitz-Hessenberg.
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Introduction

Les suites de Fibonacci et Lucas sont deux suites de nombres d’entiers ot chaque terme est
la somme des deux termes qui le précédent. Elles commence généralement par les termes initiaux 0
et 1(resp. 1, 1) et ses premiers termes sont 0, 1,1,2,3,5,8,13,21,...(resp.1,1,2,3,5,8,13,21,...).
Cette suite nous la rencontrons fréquemment dans la nature, par exemple dans la disposition des
graines dans une fleur de tournesol. Aussi nous remarquons son existence chez '’étre humain et
exactement sur le visage, également chez les animaux comme par exemple les fourmis, abeilles,
en architecture, et méme dans la musique.
Pour les différentes raison évoquées plus haut nous choisissons de préparer ce modeste mémoire
de Master 2 sur cette fameuse suite dont son contenu est comme Ssuit.
Dans le premier chapitre nous avons parlé des suites numériques, les nombres de Fibonacci en
donnant quelques définitions, a savoir : nombre de Fibonacci, nombre d’or, suite de Lucas, quelque
propriétés des suites de Fibonacci et on donne la définition des suites de Fibonacci et Lucas biva-
riées.
Dans le deuxieme chapitre on étudie les suites de r-Fibonacci et r-Lucas ainsi que les suites des
polynémes r-Fibonacci et r-Lucas bivariées, comme nous présentons quelques exemples.
Dans plusieurs domaine scientifiques comme les Mathématiques, Physique, Biologies. ..il y a des
systemes d’équations linéaires de tres grande taille, la résolution de ces systemes appartient aux
problemes les plus anciens en mathématiques et ceux-ci apparaissent dans presque tous les do-
maines scientifiques. C’est pour cela qu’on cherche a utiliser la structure de la matrice qui facilite
et réduit considérablement le temps de calcul.
Le chapitre trois est une généralité sur les matrices de Toeplitz-Hessenberg. On rappelle, dans

ce chapitre la définition générale d'une matrice, la définition d'une matrice carrée et non carrée,



I'origine et la définition d’'une matrice structurées dite matrice de Toeplitz-Hessenberg et quelques
propriétés, puis on donne la définition du déterminant et du permanent d'une matrice de Toeplitz-

Hessenberg et quelques méthodes utilisés pour les calculer.



Suites de Fibonacci et Lucas

1.1 Suite numérique

Définition 1.1.1 Une suite (W,),>0 est une application de U'ensemble N ou une partie de N dans R
qui a chaque élément n de N associe un unique élément noté w,, appelé terme d’indice n de la suite
(Wh)n>o0-

Une suite peut étre définie de maniére explicite i,e la valeur de chaque terme est directement donnée

en fonction de n ou par récurrence i,e la valeur d’un terme est donnée en fonction du terme précédent.

1.2 Définition explicite d’une suite

Une suite est définie de maniére explicite lorsque I'on connait directement la valeur de n’im-

porte quel terme w,, en fonction de n.

Définition 1.2.1 Une suite (W,,),>o définie sous la forme explicite est donnée par son terme général
W,, exprimé en fonction de n.

On introduit alors une fonction f telle que : Yn = ng, W,, = f(n).

Exemple 1.1 Soit la suite (W,,),>0 définie par : W, = 2n — 1, n € N, cette suite est définie de
facon explicite.

Pour tout entier naturel n, on a : W,, = f(n) ott f est la fonction affine,

f*N—=R

T 2z — 1.

Le calcule de chaque terme est direct. Par exemple, pour le terme d’indice 50 :

Wso = £(50) = 2 x 50 — 1 = 99.
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1.3 Définition par récurrence

Lorsqu’une suite est définie par récurrence, on ne peut pas calculer directement la valeur du
terme W, en fonction de n. On sait uniquement calculer la valeur du terme W,, en fonction des

termes qui le précédent, ou méme des fois de plusieurs termes qui le précédent.

Définition 1.3.1 Une suite (W,,),>0 définie par récurrence est donnée par son terme initial W, et
une relation reliant chaque terme au terme précédents. On introduit alors une fonction f telle que :
Who € R,

Wi = f(wn>7 n = ng.
Exemple 1.2 Prenons la suite (W,,),>0 donnée par la relation de récurrence
Wy =1,
Wn+1 == 3Wn + 1,
on peut alors calculer les termes successifs de proche en proche :
Wy =1,
Wi=3Wp+1=3x1+1=4,

Wo=3W1+1=3x4+1=13,

W3 =3Wy+1=3x13+1=140.

\
Notons qu’une suite est définie par sa relation de récurrence et son terme initial.

Il existe une infinité des suites, selon le point de départ W, que Uon prend.

Remarque 1 La relation de récurrence peut étre plus complexe, un terme pouvant dépendre non

seulement de celui qui le précéde mais de plusieurs termes qui le précédent.
Par exemple, prenons une suite de Fibonacci, définie par la relation de récurrence :
Fn+2 :Fn+1+Fn7

avec des conditions initiales :

(1.1)
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A partir de ces deux premiers termes, on peut calculer de proche en proche les termes suivants,
F2:F1—|—F0:1—|-0:1,
F3:F2+F1:1—|—1:2.

On obtient la suite 0, 1,2, 3,5, 8,13, 21, etc.

Remarque 2 Notons qu’il est obligatoire dans le cas présent de se donner deux termes de départ, un

seul ne pouvant suffire pour avoir une suite unique.

1.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre k

Définition 1.4.1 On appelle une suite récurrente linéaire d’ordre k, toute suite a valeurs dans un
corps commutatif K, (R ou C), définie pour tout n € N, par une relation de récurrence linéaire de la

forme suivante :
Up = A1Up_1 + Q2Up_o + -+ + Aplpy—_k, Vn €N, Vn > k. (1.2)

avec les conditions initiales ug = ro;u1 = 71;...;Ug—1 = T'k—1, €t ai;ao;...;a; sont scalaires de K.

1.5 Suite de Fibonacci

1.5.1 Nombres de Fibonacci

Les nombres de Fibonacci disposent d’une infinité de propriétés et caractéristique. La suite
de Fibonacci apparait est utilisé dans les mathématiques, notamment dans le dénombrement est
appliqué aux sciences, a la musique, elle est présente aussi dans la nature d’'une maniere fré-

quente,. .. etc. Les nombres de Fibonacci sont les éléments de la suite des entiers positifs suivants
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, . .. (1.3)

ol chaque nombre de la suite est la somme des deux termes précédents.

Définition 1.5.1 La Suite de Fibonacci, notée (F),),>o est définie par :

Fn+2 = Fn+1 —+ Fn, n Z 0, (14)

avec les conditions initiales :

Foy=0et F1 =1.
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La formule précédente nous permet d’étendue la suite de Fibonacci vers Z. En effet, la réécriture
de (1.4) sous la forme :

Fn: n+2_Fn+1-

Nous permet d’étendre les termes de la suite de Fibonacci vers la gauche, c’est-a-dire de calculer
les termes d’indice négatif.

La définition précédente permet de prolonger la suite (1.3) vers la gauche en incluant les termes
F_,, qui se traduit par

...,—8,5,-3,2,—-1,1,0,1,1,2,3,5,8,13,21,33, . ..

Proposition 1.5.1 Les termes d’indices négatifs dans la suite de Fibonacci étendue sont donnés par :
F ., =(-1)""E,,  n>o0, (1.5)

la suite de Fibonacci est une équation aux différences linéaires a coefficients constants homogenes
d’ordre 2.
L’équation caractéristique de (1.4) est A2 — X\ — 1 = 0 qui admet comme racines :

1+v5  1-5

A pr—
1 2 2 )

A2

la solution générale de cette équation :

(5 (5

On utilise les conditions initiales : Fy = 0 et F; = 1, pour calculer C; et Co

on obtient :
1 —1
Ci=—, Co=—
RV ARV
alors : " "
1 (1++5 1 (1-5
F,=— - . (1.6)
V5 2 5 2
Cette formule est dite la formule de Binet.
Autrement dit :
an n
Fn = a_g, n €N
avec :
1++5 1-5
a=—5 =3

« est appelé le nombre d’or. 3 est le conjugué de «. [15]
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1.5.2 Quelques propriétés des suites de Fibonacci

Proposition 1.5.2 Soit (F},),>1 la suite de Fibonacci, on a les identités suivantes :
i) Pourn > 0,ona

Foi1Fy 1 — F2 = (—1)™

ii) Pour n,r € N,ona:
Fn—l—an—l-l - Fn+r+1F = (_1)nFr-
iii)Pour n,r € N, on a

F? _F, . F, ,=(—1)"""F2

[15]

Preuve. i)Pour tout n > 0, posons : W,, = F,, ;1 F,,_1 — F2.

Tout d’abord
Wi =FF—Ff=1x0-(1)*=—1.
Pourn > 1,
Wn+1 = Fn+2Fn - F7%+17

= (Fn—i-l +Fn)Fn - Fn+1(Fn +Fn—1)7

= F} = Fo1Fo,

= -W,.
La suite (W,,),>1 est une suite géométrique de premier terme W; = —1 et de raison -1.

Donc : W,, = (—1)" pour tout n > 1, c’est a dire :

Fpi1Fyq — F2=(-1)".

ii)Pour n > 0 posons :

Wy = Fn+an+1 - Fn+r+1Fn-

Tout d’abord
W() = FrFl — FT+1F0 = Fr X 1— FT+1 x 0

Wo = F;.
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Pourn > 1,

Wn+1 = Fn+1+an+2 - Fn+r+2Fn+17
- n+1+r(Fn+1 + Fn) - (Fn+r+1 + Fn—i—r)Fn—I—la
= n+1+7‘Fn+1 + Fn+1+an - Fn+r+1Fn+1 - Fn—f—an—i-l:

= n+1+7"Fn - Fn—i—an—i-h

= ~Wh.

La suite (W,,),>0 est une suite géométrique de premier terme W, = F, et de raison -1.

Donc : W,, = (—1)"F,, pour tout n > 0, c’est a dire :

Fn—l—an—l-l - Fn+r+1F = (_1)nFr-

iii) De la forme de Binet (1.6), pour n,r € N

9 _ a — ﬁn an-i—r _ Bn—&-r a™ " — Bn—r
ri-mere = (525) - (=) (=)

a—p (a—pB)?
= e B 2By a4 g )
o —
— g HeB T )
_ (ep)r (o B
~(a-pp < T +ar>
B Oé,Bn <Ozr _ 5r>2
S (a=-p2\a-8)"
= (—1)" "2

Car
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donc :

F? _F, . F, ,=(—1)"""F

[15]

1.6 Suite de Lucas

1.6.1 Nombres de Lucas

Les nombres de Lucas est définit par :

1,3,4,11,. ..

Définition 1.6.1 La suite de Lucas est une variante de la suite de Fibonacci. Notée (Ly,),>o est définie
par:

Ln+2 = Ln+1 + L, n =0,

avec les conditions initiales :

Lo=2et L1 =1.

On démontre facilement par récurrence, la relation suivante entre les nombre de Fibonacci et Lucas :
Ln: n+1+Fn—1a TZEN,

Preuve. Par récurrence sur n

initialisations

n=1):Li=1letFy+ F,=1.

(n=2) : Ly = 3 et I} + F3 = 3. Hypothese de récurrence :

aurangn:

L, =F,1+ Fpt1.

aurang n+1:

Lpy1 = F, + Fro.

aurang n+2 :

Foi1+Fois=F,+ F, 1+ F,.0+ F,.1. (Définition de la suite de Fibonacci)

Foi1+ Foys = (Fe1 + Fuy1) + (B + Foi2). (Associativité, commutativité)
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Foi1+ Fnis =L, + Lyy1. (Hypothése de récurrence)
Foi1+F,y3 = Lyyo. (Définition des nombres de Lucas)

Le terme général L,, de la suite des nombres de Lucas s’exprime en fonction du nombre d’or par la

145\ [(1-v5\"
() ()

1.6.2 Suite de Fibonacci et Lucas bivariée

formule suivante :

Dans [3] la suite de Fibonacci bivariée est une suite de Fibonacci généralisée d’ordre deux.
Pour tout p, ¢ € Z, la suite de Fibonacci généralisée d’ordre deux, notée (U,,),>o est définie par la
relation de récurrence suivante :

Unt1 = pUpns2 + qUy,. (1.8)

Avec les conditions initiales :

Up=0,U; =1.

On remarque que lorsque p = 1 et ¢ = 1, la suite ci-dessus est la suite de nombres de Fibonacci

elle-méme.

Remarque 3 Une suite récurrente linéaire d’ordre 2 est une suite (Uy,)n>o Vérifiant :
Un+2 = aUn-l—l + ﬁUn ’ Q, ﬁ eR.

ou plus généralement

aUpyo +bUpy1 + cU, =0, a,b,ceR.

La suite de Lucas généralisée d’ordre deux, notée (V;,),,>o est définie par la relation de récurrence
suivante :

Vg1 = pVas2 + qVi. (1.9)

Avec les conditions initiales :

%:2aV1:p'

Sion prend p = 1 et ¢ = 1, la suite (V},),,>0 génere les nombres de Lucas.

1.7 Polynomes de Fibonacci et de Lucas

Définition 1.7.1 Les polynémes de Fibonacci sont les polynémes notés F,(x) et qui sont définis par

la récurrence a trois terme suivante :

10
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0 st n=0,
Fo()=9 1 si n=1, (1.10)

xb, 1+ F, 9 st n>2.
On note que la récurrence (1.10) donne les nombres de Fibonacci classique lorsque = = 1.

Exemple 1.3 Les premiers polynémes de Fibonacci sont :

Fo(z) =0,
Fi(z) =1,
Fy(z) =z,
F3(x) =22 + 1,

Fy(x) = 2% + 2z,

Fs(x) = 2* + 322 + 1.

D’autre part, les polyndmes de Lucas étudiés par M.Bicknell en 1970 notés L, (=) et définis :

2 st n=0,
Lo(x)=1q z si n=1, (1.11)

xLlyp_1+ Lp—o st n>2.

Exemple 1.4 Les premiers polynémes de Lucas sont :

;

Lo(l') = 2,
Li(z) ==z,
Lg(x) = .’L‘Z + 2,

L3(z) = 23 + 3u,
Ly(z) = 2t + 422 + 2,

Ls(z) = 2° + 523 + .

11
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1.7.1 Polynomes de Fibonacci et de Lucas bivariés

Définition 1.7.2 Soient p, et g, deux polynémes a coefficients réels. On définit les polynémes (p, q)-

Fibonacci et (p, q)-Lucas notés respectivement par F, ,)(z) et L, o) (z) telle que :

F(p,q),n+2($) = p(x)F(p,q),n+1<x) + Q(x)F(p,q),n(x)a n > 17 (112)

avec les conditions initiales : Fiy, 4 o(x) = 0 et F, 4y 1(z) = 1.

Et

L(p,q),n+2(x) = p(x)L(p,q),n-H(x) + Q(x)L(p,q),n(x)7 n>1, (1.13)

avec les conditions initiales L, 4 o(7) = 2 et L, ¢).1(z) = p(z).

Dans [14], le cas q(x)=1 dans les équations (1.12) et (1.13) étudie respectivement au h(zx) -

polynome de Fibonacci et h(z) -polynéme de Lucas dus a Nalli et Haukkanen [12].

Exemple 1.5 Les premiers polynémes bivariés de Fibonacci :

Fo(z) =0,
Fi(z) =1,
Fy(z) = =,
F3(z) = 2% +y,

F4(SC) = ‘,ES + 2$ya

Fs(x) = o + y* + 32%y.

Exemple 1.6 Les premiers polynémes bivariés de Lucas :

L3(z) = 23 + 3y,

Ly(x) = z* + 2% + 422y,

Ls(x) = 2° 4 5x3y + 5ay?.

12
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2.1 Suites r-Fibonacci et r-Lucas

Les suites r-Fibonacci et r-Lucas sont des généralisations des suites de Fibonacci et Lucas.
Elles ont été introduites par le mathématicien francais Edouard Lucas au 19™¢ siécle. Les suites de
Fibonacci et Lucas sont des exemples particuliers de ces suites plus générales.

Les suites r-Fibonacci et r-Lucas ont également des relations intéressantes avec d’autres domaines
des mathématique, tels que la géométrie, la combinatoire et la théorie des nombres.

La suite r-Fibonacci (Fg))nzo est définie par la relation de récurrence :

FOL4F" s on>2

—r—

Si r = 1, on obtient la suite de Fibonacci classique.

La suite r-Lucas (Lg))nzo est définie de maniere similaire :

2 st n=0,
Lg) =3y 1 si n=1,
Lg)l + L(T) sin > 2.

— n—2

Si r =1, on obtient la suite de Lucas classique.
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2.2 Polynoémes r-Fibonacci et r-Lucas

Les polynome de r-Fibonacci sont les polynomes notés " et qui définis par la récurrence a
trois terme suivant :
0 st n=0,
Fy)@) = 1 st n=1,
xFT(Ql + 7(;;)2 st n>2.
Les polynome r-Lucas sont les polyndme notés L) et qui définis par la récurrence a trois terme
suivant :
2 st n=0,

ngr)(x) = yz st n=1,

xL,(Ql + L7(Q2 st n> 2.

2.3 Polynome r-Fibonacci et r-Lucas bivariés

Définition 2.3.1 Pour tout entier r > 1 le polynéme r-Fibonacci bivarié (Fy(f) (z,y))n noté par :

(E})n>0 est défini par la relation de récurrence suivante :

F =0, F" =251, 1<k<r o

FT(LT) = acFT(LC)l + yFTET) nzr.

—r—1

[1]

Définition 2.3.2 Pour tous les entiers n,r, le polyndme r-Lucas bivarié noté par (LE{’))@O est defini

par la récurrence suivante :

L =2, L =2k 1<k<r,
(2.2)
Lg) = J:ngl + ngzr_l, n=r.

[1]

Remarque 4 Pour r = 1, on obtient la suite de Fibonacci et de Lucas classiques.
Pour s = r, on obtient la suite étudiée par Tuglu et al dans [13]
D’aprés [4], si s = 0, alors (Vé’”m)nzo est la suite r-Fibonacci décalée (U,S”)n> .
Sis=r, (Vn(r’r))nzg est la suite r—Lucas bivariée (Lg)). i
telle que :

U,(f’s) = :cUT(LC’sl) + yU(T’s) pour n >,

n—r—1°

14



Suites r-Fibonacci et r-Lucas

et

V,fr’s) = a:VrEi";) + yVn(T’S) pour n > .

—r—1

D’apres I'équation (2.2) on donne quelques termes de suites (Vér’s) Jn>0 pour r =5:

Pour s = 1, VOT’S) =s+1let Vk(r’s) =z

ona:

p

Vo =2,

V1=.’L',
— 2

Vo = a7,
— 3

Vs = a7,
— 4

Vi = a7,
— 5

Vs = a°,

Vo =aVs +yVo = x(2”) + y(2) = 25 + 29,
Vi =aVs 4+ yVi = z(2% + 2y) + y(z) = 2" + 3uy,

Vi = 2Vz + yVo = z(27 + 3zy) + y(2?) = 28 + 42%y,

Vo = 2Vg + yV3 = x(a® + 422y) + y(23) = 2° + 5a3y.

Pour s=2,ona:

Vo =3,
Vi=u,,
‘/221'27
Vs = a?,
‘/AL:$47
‘/5:7557

Vo = aVs +yVo = z(2) + y(3) = 2° + 3y,
Vi =V +yVi = z(a® + 3y) + y(z) = a7 + day,

Vi = aVz + yVo = z(27 + 4ay) + y(2?) = 28 + 522y,

Vo = 2Vg + yV3 = x(a® + 522y) + y(23) = 27 + 623y.

15



Suites r-Fibonacci et r-Lucas

Pour s=3,o0na:

Pour s =4,ona:

Vo =4,
Vi =z,
Vo = 22,
Vs = a?,
Vy = a4,
Vs = a?,

Vo = 2Vs +yVo = z(2°) + y(4) = 2° + 4y,
Vo =2V +yVi = 2(2® + 4y) + y(z) = 27 + 5y,
Vs = aVz + yVo = z(27 + bay) + y(2?) = 28 + 622y,

Vo = 2Vg + yVs = x(a® + 62%y) + y(23) = 2% + 723y.

Vo =5,
Vi=u,
Vo = a?,
Vs =27,
Vy=at,
V5=:L'5,

Vo = aVs +yWo = 2(2°) +y(5) = 2° + by,
Vr =aVs +yVi = z(a% + 5y) + y(z) = 27 + bay,

Vg = 2Vi + yVo = x(2” + bxy) + y(2?) = 28 + 622y,

Vo = oV +yVs = 2(2® + 62%y) + y(2°) = 2° + T’y
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Pour s=5,0na:

Vo = 6,
Vi =z,
Vo = 22,
Vs = a?,
Vy = a4,
Vs = a?,

Vo = 2Vs + yVo = x(a®) + y(6) = 2° + 6y,
Vo =2V +yVi = (2 + 6y) + y(z) = 27 + Ty,

Vi = aVz + yVo = z(27 + Tay) + y(2?) = 28 + 822y,

Vo = 2Vg + yVs = x(a® + 822y) + y(23) = 2% + 923y.

Les suites compagnons (Vn(r’s)) généralisent certaines suites et polynomes classiques donnés dans

le tableau suivant :

s=112z2% 23, 2% 25 2% + 2y, 27 + 3zy, 28 + 422y, 27 + 523y, . ..

s=2|3,x,2% 23, 2% 25 28 + 3y, 27 + 4oy, 28 + 522y, 2° + 623y, . ..

s=3| 4,22, 23 2%, 2%, 2% + 4y, 27 + 5xy, 28 + 622y, 27 + T2y, ...

s=4 |5 x,2% 23, 2% 25 28 + 5y, 27 + 6zy, 28 + T2y, 2 + 823y, . ..

s=516,z,2% 23, 2% 25 28 + 6y, 27 + Tay, 28 + 822y, 2° + 923y, . ..

TABLE 2.1 — Termes de suites (V;\""")),>0 pour r = 5
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Le tableau suivant représente quelque suites et polynémes inclus dans (Uy(f’s))nzo :

e |y | r| By

x |y | 1] Polyndbme de Fibonacci bivaris Fy(x,y)

x |1 | r|r— Polyndbmes de Fibonacci jolQ (x)

x |1 | 1] Polyndbme de Fibonacci F,(x)

1 |1 |r|r— Nombresde Fibonacci F\")(n)

1 1 1 | Nombres de Fibonacci F,

2z |y | r | r— Polyndmes de Pell bivaris FT(LT)(Z’E, Y)

2¢ |y | 1| Polyndmes de Pell bivaris F,(2z,y)

2¢ | 1 | r | p— Polyndmes de Pell p" (x)

2¢ | 1 | 1 | Polyndmes de Pell P,(x)

2 1 1 | Nombres de Pell P,

x | 2y | r | r— Polynomes de Jacobsthal bivaris FT(LT)(SU, 2y)

x |2y | 1| Polyndbmes de Jacobsthal bivaris F,(z,2y)

1 |2y | 1| Polyndmes de Jacobsthal Jy,(y)

1 2 1 | Nombres de Jacobsthal J,,

TABLE 2.2 — Suites classiques et polyndmes inclus dans ( ff’s))nzo
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Le tableau suivant représente quelque suites et polynémes inclus dans (Vér’s))nzo :

z |y Ly (z,y)

z |y Polyndmes de Lucas bivaris Ly (z,y)

x |1 r — Polyndmes de Lucas Ly (z)

x |1 Polyndme de Lucas Ly(x)

1 |1 r — Nombres de Lucas L") (n)

1 1 Nombres de Lucas Ly,

22 |y r — Polyn6mes de Pell — Lucas bivaris L%T)(Qx, Y)
2r |y Polyndmes de Pell — Lucas bivaris Ly (2z,y)

2x r — Polyndmes de Pell — Lucas Qq({) (x)

2z | 1 Polynodmes de Pell — Lucas Q,(x)

2 1 Nombres de Pell — Lucas Qy,

Tz | 2y r — Polyn6mes de Lucas — Jacobsthal bivaris FY(LT) (z,2y)
x |2y Polyndémes de Lucas — Jacobsthal bivaris Fy,(x,2y)
1 |2y Polyndmes de Lucas — Jacobsthal J,,(y)

1 2 Nombres de Lucas — Jacobsthal J,,

TABLE 2.3 — Suites classiques et polynémes inclus dans (V")
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Dans ce chapitre, nous obtenons les déterminants et les permanents de certaines matrices de

Hessenberg qui donnent les termes de k suites de nombres de Fibonacci généralisés d’ordre k pour

k = 2, ces résultats sont importants, puisque k suite de nombres de Fibonacci généralisées d’ordre

k pour k = 2 sont la forme générale de la suite de Fibonacci classique.

3.1 Notions fondamentales et définitions :

3.1.1 Les matrices

Définition 3.1.1 Une matrice A est un tableau rectangulaire d’éléments de k.

On appelle matrice a coefficients dans un corps K la donnée d’'un nombre p de colonnes, un nombre n

de lignes et un ensemble de np éléments de k rangés dans un tableau de n lignes et p colonnes.

Un tel tableau est représentée de la maniére suivante :

a1 612

a1 G22
A=

a1 4q2

Gn,1 Gn2

Taille d’'une matrice

a17j

(1/27]

i j

an 7j

ai,p

az,p

Qi,p

Qn,p

sou A = (aij)1<i<n,1<i<m

Une matrice a n lignes et p colonnes, noté (a;;)1<i<n,1<j<n €st dite de taille (n x p).
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Matrice carrée

Ce sont les matrices qui en méme nombre de lignes et de colonnes.

Par exemple

5 4 3
A=12 -1 0o,
6 —5 7

est une matrice carrée, d’ordre 3.

Matrice non carrée

On appelle matrice non carrée (ou matrice rectangulaire), une matrice de type (n, p).

Par example

1 -2
0 4
B = ,
2 5
3 -1

est une matrice non carrée, d’'ordre (4,2).

3.1.2 Déterminants de certaines matrices

Définition 3.1.2 Soit A = (a;;)i<ij<n € Mnp(R une matrice carrée de taille n > 1. On définit son

déterminant, noté det(A), comme suit. Si A = (a1,1), on pose det(A) = ay,1; si n > 1, alors on pose :
det(A) = a171d€t(A1’1) — al,gdet(ALg) + ...+ (—1)nalyn,1d€t(1417n,1) + (—1)”+1a17ndet(A17n)

= Z(—1)1+ja17jdet(A17j).
7j=1

Les matrices Ay ; sont carrées de taille (n — 1).

e Il existe plusieurs méthodes de calculer d'un déterminant d’'une matrice ici nous allons voir la
méthode de développement suivant la ligne ou la colonne :

On peut calculer le déterminant d’'une matrice de taille n a I'aide de n déterminants de la matrice
de taille n — 1 obtenues en enlevant a la matrice de départ une ligne est une colonne.

Si A est la matrice pour tout 7 et j, on note A;; la matrice obtenue en enlevant a A sa i“"¢ ligne et

sa j¢¢ colonne.
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Pour la matrice d’ordre 2

ap @
det = qpasz — asa;.

az ag

Exemple 3.1 Nous prenons une matrice carrée d’ordre 2

st M = ,alors
1 2

det(M)=5x2—-1x4=6

3- Pour la matrice de tailles supérieures comme 3 x 3 : effectuer le calcul suivant

a b c
e f d f
det|d e f|=adet — b det + ¢ det
h 1 g 1 g h
g h i

=aei —afg—bfg+ bdi + cdh — cge.

Exemple 3.2 Nous prenons une matrice carrée d’'ordre 3

-1 2 5
2 3 1 3 1
det|1 2 3|=-1det — 2 det + 5 det
8 10 -2 10 -2 8
-2 8 10

= —1(2x10 -3 x8) —2(1 x 10 — 3 x (=2)) +5(1 x 8 — 2 x (=2)) = —1(—4) — 2(16) + 5(12)
—4—32460
= 32.

Proposition 3.1.1 On rappel quelque propriétés de déterminant qui serons utilisés durant ce cha-
pitre :

1- det(AT) = det(A) (ou A! Cest la matrice transposée de A).

2- det(A*) = det(A) (ou A* c’est la matrice adjointe de A).

pour tout matrice A d’ordre n.

3- det(aA) = a"det(A), Va € K, VA € GL, k).

4- det(AB) = det(BA) = det(A) x det(B) (si A et B deux matrices inversibles et de méme dimen-
sion).

5- Le déterminant est linéaire par rapport a chaque vecteur colonne, les autres étant fixés.

6- Le déterminant est nul si la matrice a deux vecteurs colonnes égaux.
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7- Le déterminant vaut 1 si la matrice a deux vecteurs lignes égaux.

8- Si A posseéde une ligne (ou colonne ) de 0 alors, det(A) = 0.

9- Si A posséde 2 lignes (colonne) identiques alors, det(A) = 0.

10- Si A est triangulaire, alors det(A) = produit de ses éléments diagonaux.
En particulier, det(1,,) = 1.

10- A est inversible si det(A) # 0. On dit que la matrice est non singuliére.

3.1.3 Permanent de certaines matrices

Définition 3.1.3 Soit M Uensemble {1,...,m}(m € Z*).
Le groupe symétrique S,, est le groupe de tous les m! permutations de M.

Le signe d’une permutation 6 € S,, est :

1 pour 6 paire,
sng =

—1 pour 0 impaire.

Soit A = (ai;)1<i,j<m Une matrice carrée. Le permanent de la matrice A est un polynéme sem-

blable de degré m :
per(A) = > [T awsw),
0€Sm i=1
(i) est représenté le groupe symétrique S, de tous les éléments m. [8]

Remarque 5 Le permanent est comme le déterminant d’'une matrice, mais sans la signature (—)

(moins).

e Nous abordons la méthode de calcule d’'un permanent d’une matrice par la méthode de dévelop-

pement suivant la ligne ou la colonne :
1- Le permanent de la matrice 1 x 1, est le seul élément de la matrice.

2- Pour la matrice de tailles 2 x 2, le calcul du permanent est

ap ai
per = apas + ai1as.
az as

Exemple 3.3 Nous prenons une matrice carrée d’ordre 2

2
st M = ,alors
4 1

per(M)=3x1+4x2=11
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3- Pour la matrice de tailles supérieurs comme 3 x 3 on fait le calcul suivant :

a b c
e f d f
per |d e f| =aper + b per + c per
Lo .
g h 1

=aet +afh+bfg+ bdi + cdh + ceg.

Exemple 3.4 Nous prenons une matrice carrée d’ordre 3

1 3 5
st M = 7T 2 4 )
6 9 3

alors

per(M) = (1)(2)(3) + (1)(4)(9) + (3)(4)(6) + (3)(7)(3) + (5)(7)(9) + (5)(2)(6)-
per(M) = 552.

méme l'idée avec les matrices d’ordre supérieur a 3.

Nous donnons quelques propriétés de la permanent de certain matrice.

Proposition 3.1.2 Dans [6], on a

1- Soient A et B deux matrices non négatives d’ordres m et n respectivement, on a :
per(A x B) > (per(A))" (per(B))™.

2- Les lignes et les colonnes de A x B peuvent étre simultanément permutés pour donner B x A, a

partir de la, on obtient immédiatement :
per(A x B) = per(B x A).
3- Soient A et B des matrices positives d’ordre n. On a :
per(A x B) = per(A)per(B).

4- Nous montrons également que chaque terme dans le développement du permanent de A x B peut
s’exprimer comme le produit de n termes dans le développement permanent de A et m termes dans le
développement permanent de B, et inversement.

Ceci implique qu’il existe un nombre minimal positif K, , tel que :
per(A x B) < Ky, n(per(A))" (per(B))™.

Une conjecture est donnée pour la valeur de K, .
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3.2 Matrices de Toeplitz

3.2.1 L’origine des matrices de Toeplitz

Dans plusieurs domaines scientifiques, la modélisation mathématique de divers problémes
conduit éventuellement apres une étape de discrétisation, ou de linéarisation pour les probléme
non linéaires, a la résolution numérique de systemes linéaires de tres grande taille, cette taille
peut atteindre des milliers d’équations (par exemple lors de la résolution par discrétisation des
équations aux dérivés partielles partir des phénomeénes physiques).

Pour cela, il est naturel de concevoir des algorithmes rapides, efficaces et stable. Spécifiquement,
les matrices de Toeplitz sont omniprésentes dans plusieurs problémes des sciences, de I'ingénierie

(par exemple le traitement de signal et d’image). [5]

3.2.2 Matrice de Toeplitz

D’aprés [10], une matrice de Toeplitz est une matrice dont les composantes des diagonales sont
constantes.
Il suffit donc pour connaitre une matrice de Toeplitz [m, n] de connaitre la premiere ligne (qui va
donner les diagonales de 0 a n et la premiere colonne qui va donner les diagonales de 0 a m). Voici

un exemple de matrice de Toeplitz de taille 5 x 5 :

a b ¢ d e

f
g f a b c
h

1

Définition 3.2.1 Une matrice de dimensions [m,n| est dits de Toeplitz

si:[T];j=T—j aveci=1,...,metj=1,...,n, cest-a-dire une matrice de la forme :
to to1 e to(nig) t_(no1)
t1 to R R tf(an)
T, =
to
tms e . 1o tq
tie1 tm—z ... 1 to
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[10]

Dans le cas ou T est carrée on a :

Définition 3.2.2 Soit (T);; = [T(;—j), i,j = 1,...,n] une matrice de Toeplitz c’est a dire une
matrice de la forme :
to to1 toa ... oot
ity t_i
T - to t1
t, tg
t to  t_y
T to

[10]

Exemple 3.5 Pourn =4ona, T3 = [T;_;), 1i,j=1,2,3,4] la premiére ligne est :
[ti—1 ti—ati—3 ti—a | = [to t_1 t_2 t_3],

la deuxiéme ligne est :

[to—1 to—o ta_3 ta_a] = [t1 to t—1 t_2),

la troisiéme ligne est :

[t3—1t3-2 t3-3 t3-4] = [ta t1 to t-1],

la quatriéme ligne est :

[ta—1 ta—o ta—3 ta_a] = [t3 t2 t1 to).

Donc la matrice T} est définie sous la forme :

to t_q1 t_g t_g
t oty t_1 t_o
ty t1 to t_y
ts ta t1 to

par la suite nous considérons seulement les matrices de Toeplitz carrées de dimensions (n,n).
Et plus généralement, nous sommes intéressés par les matrices de Toeplitz triangulaires supérieure

et inférieure.
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3.2.3 La matrice triangulaire inférieure de Toeplitz

Définition 3.2.3 Une matrice carrée T' = [t;—;, i,j = 1,...,n] de Toeplitz est dite triangulaire

inférieure si t;_; = 0 pour i < j, c’est a dire une matrice de la forme
j J

to 0 ... ... 0
oty ... ... 0O
to t1 tg ... O
th—1 ... toa t1 fto
Exemple 3.6 Matrice carrée d’ordre 4
1 0 0 0
7 1 00
8 710
-3 8 7 1

3.2.4 La matrice triangulaire supérieure de Toeplitz

Définition 3.2.4 Une matrice carrée T' = [t;_;, i,j = 1,...,n] de Toeplitz est dite triangulaire

supérieure si t;_; = 0 pour i > j, c’est a dire une matrice de la forme

to t—1 t_o ... t—(n—l)
0 to t_1

(]
0 0 0 to
Exemple 3.7 Matrice carrée d'ordre 5
&8 3 5 -1 9
08 3 5 -1
0 0 8 3 )
0 0 0 8 3
000 0 8
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3.2.5 La matrice symétrique de Toeplitz

Définition 3.2.5 Une matrice de Toeplitz T = [t;—;, i,j = 1,...,n] est dite symétrique si elle
vérifie : t;; = t|;_j, Vi,j = {1,...,n} e une matrice de la forme :
to 11 t2
oty t
to t1
Ty
1
o to
ln—1 a1

c’est-a-dire une telle matrice posséde des éléments identiques sur ou sous la diagonale.

Exemple 3.8 Matrice carrée d’ordre 6

3.2.6 Opérations algébriques sur les matrices de Toeplitz

L’addition

5 4 8 7 3
2 5 4 8 7
5 2 5 4 8
4 5 2 5 4
8 4 5 2 5
7T 8 4 5 2

W N 0 =~ ot N

Proposition 3.2.1 La somme de deux matrices de Toeplitz est évidement une matrice de Toeplitz.

Preuve. Soient T’ = [t;—j,i,j = 1,...,n] et S = [s;_;,4,j5 = 1,...,n| sont des matrice de Toeplitz

carrées, on a :

T + S, =

to
ty
to

tn—1

t_1 t_2

to t.q
3]

to
t1

t—(n—l) S0
51
Ep)
+
t_1
t_1
tO Sp—1
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to + So t_1+5s_1 t_o+s_9 . - L(nq) +S_(n-1)
t1 + s1 lo+so t-1+s-1
B o + 59 t1 + 51
- t1+ 5.1 b+ 5.1 7
t1+s1  to+ So t_1+s_1
th—1+ Sn—1 to + s2 t1 + s1 to + so
]
le résultat de la somme est une matrice de Toeplitz qui est notée par :
Ay, =lai—j=tij+si—j, t,j=1,...,n].
T+ S = ((ti—j + si—j)1<ij<n (3.2)

Multiplication par un scalaire

Proposition 3.2.2 La multiplication d’une matrice de Toeplitz par un scalaire est évidement une ma-

trice de Toeplitz.

Preuve. Soit T,, = [t;_;, 4,j = 1,...,n] est une matrice de Toeplitz et soit « € k tel que (k = R)
oua:
atg at_1 at_o ... . at,(n,l)
Oztl Ozt() Oét_l
Oétz Oétl
o X Tn = ’
at_q at_q
Oztl Ozt() Oét_l
oty _1 - ... aty ot atp

le résultat de la produit est une matrice de Toeplitz qui est notée par : A, = [a;—j = aa;—j,...1,j =
1,...,n].

ol = (ati—j)i<ij<n

Le produit de deux matrices de Toeplitz

Proposition 3.2.3 Le produit de deux matrices de Toeplitz n’est pas en générale une matrice de Toe-

plitz.
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Preuve. Pour n = 3 soient T3 = [t;_;, 1,5 =1,2,3] et S3=[s;—;, ¢,7 = 1,2,3] deux matrices de

Toeplitz on a :

t() t_1 t_o S0 S—1 S_—2
TS X S& =1t to t_1 X 1 s1 S0 S_1
tg tl t[) 59 S1 S0

tosg +t—-151 +t_2s82 toS—1+t_1S0+1t_251 tos—o+t_15_1+1t_250
= | tisg+tos1 +1t-152 t1s_1 +tosg +t_151 t1s_o+togs_1+1t_180 | >
tosg + t1s1 + tosa tos_1 + t150 + tos1 tos_o + 1151+ toso
Le résultat de ce produit n’est pas une matrice de Toeplitz car les éléments de la diagonale ne sont

pas égaux i.e :
toso +t_151 +t_o52 # t15_1 +toso +t_151 # tas_o + t15_1 + toso,

t180 + tos1 + 182 # tas_1 + 150 + tos1
et

tos—1 +t_150 +t_251 # t15_2 +tos_1 + t_150.

3.3 Matrice de Hessenberg

La matrice de Hessenberg supérieure (resp inférieure), également connue sous le nom de la
forme de Hessenberg, est une matrice carrée dans laquelle tous les éléments en dessous (resp
en dessus) de la premiere sous-diagonale sont nuls. Autrement dit, tout les éléments a; ; de la
matrice de Hessenberg doivent satisfaire la condition j < i + 1. Voici un exemple d’une matrice de

Hessenberg de taille 4 x 4

1 4 2 3
3 4 1 7
023 4|
0 01 3
est une matrice de Hessenberg supérieure.
1 2 00
5 2 3 0
3437
5 6 1 1
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est une matrice de Hessenberg inférieur.

Les matrice de Hessenberg sont souvent utilisées en algebre linéaire et en calcul numérique, car
elles peuvent simplifier certaines opération mathématique et permettre des calculs plus efficaces,
notamment lorsqu’on souhaite résoudre des systemes d’équation linéaires ou calculer les valeurs

propre d’'une matrice

3.4 Matrice de Toeplitz-Hessenberg

Une matrice de Toeplitz-Hessenberg est une matrice qui est a la fois de Toeplitz et de Hessen-
berg. C’est-a-dire que tous les éléments diagonaux sont les mémes pour chaque ligne, et que tous
les éléments en dessous de la premiere sous-diagonale sont nuls. Voici un exemple de matrice de
Toeplitz-Hessenberg de taille 4 x 4 :

1- Matrice de Toeplitz-Hessenberg supérieure :

a b c d
e a b c
0 e ad
0 0 e a

2- Matrice de Toeplitz-Hessenberg inférieur :

a e 0 0
b a e O
c b a e
d ¢ b a

Les matrices de Toeplitz-Hessenberg sont souvent utilisées en algébre linéaire numérique, car elles
ont des propriétés spéciales qui les rendent plus faciles a traiter que les matrices générales. Par
exemple, on peut résoudre des systémes d’équation linéaire impliquant des matrices de Toeplitz-
Hessenberg en temps linéaire, plutét qu'en temps quadratique pour les matrices générales.

De plus, les matrices de Toeplitz-Hessenberg sont souvent utilisé dans les applications telles que le

filtrage de signale et la compression d’image.
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3.5 Déterminant et permanent de matrice de Toeplitz-Hessenberg

- Le calcul du déterminant d’'une matrice Toeplitz-Hessenberg est plus simple que pour une
matrice générale, car la matrice est déja partiellement triangulaire.

La formule déterminant de la matrice Toeplitz-Hessenberg est la suivante :

n

det(T,) =Y (—ao)* ardet(T, ), (3.3)
k=1

ou det(To) = 1.

La formule de permanent de la matrice Toeplitz-Hessenberg est la suivante :

n

per(Tn) = (a0)*arper(Toy), (3.4
k=1

ou per(Tp) = 1.

En résumé, pour calculer le déterminant et le permanent d’'une matrice Toeplitz-Hessenberg, il
suffit de transforme la matrice en une matrice triangulaire supérieur avec les mémes éléments dia-
gonaux et de multiplier ces éléments diagonaux pour obtenir le déterminant et le permanent.
Cette méthode est plus efficace que d’autre méthode pour les matrice Toeplitz-Hessenberg en rai-

son de leur structure particuliére.
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3.6 Déterminant et Permanent des matrices de Toeplitz-Hessenberg

pour les suites Fibonacci et Lucas généralisés

Dans [2], une matrice carrée de Toeplitz-Hessenberg inférieure, sur le formulaire suivant

al ag 0 0 0
as aq ag ... 0 0
Tn(ag,ar,...;an) = | ... JE A I (3.5)
an—-1 ap—2 ... ... Qi ao
Qp, Ap—-1 +. ... Q9 al

ol ag # 0 et a; # 0 pour au moins un k > 1.

Dans cette partie, nous introduisons des formules explicites pour le permanent

et le déterminant de (3.5) avec entrées de Fibonacci généralisées.

Pour tout p, ¢ € Z, la suite de Fibonacci généralisée, notée (Un)@(], est définie par

Uy =0, U; = 1, et la relation de récurrence (1.8).

La suite de Lucas généralisée, notée (V,,), -, est définie par :

Vo = 2 et V7 = p, et il en résulte relation de référence (1.9).

Pour simplifier, nous utilisons la notation per(ai, as, . ..,a,) au lieu de per(T,,(1,a1,aq,. .., ay))et
(detT,(1,a1,ao,...,a,)), respectivement.

On évalue les expressions

per(Uas+bs Ua(s1) 465 - - s Ua(stn—1)45)s €t per(Vastb, Va(st1) 165 - -+ Va(stn—1)+)-

Avant d’énoncer les principaux résultats, nous présentons les récurrences liées a (Ugsip)s €t (Vasip)s :

dans larticle de Shannon et Horadam (1979).
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Ils ont établi pour a,b,s € N,;b < a que la suite de Fibonacci et la suite de Lucas généralisée

satisfont les récurrences suivantes :

Uastb = VaUa(s—1)+b - (_q)aUa(s—2)+b7 (3.6)

et
Vas+b = VaVa(s—l)—i—b - (_Q)aVa(s—2)+b' (3.7)

Maintenant, nous donnons les résultats principaux.

as ay o ... O 0
as a a ... 0 0
Tn((ll,(lQ,...,an): .'- .'- .'- )
An-1 Qp—9 ... ... a9 a1
An  Apel -+ ... a3 @3
T (Uas+bs Ua(s 1) 165 - - - s Ua(sbn—1)+b)
Un(ss1) 45 Uss it 0o ... 0 0
Usis+2)+6 Uasrn)+o Uastdp - - 0 0
= : (3.8)
Ua(s+n—2)+b e v Ussrnyrs Uastn
Ua(stn-1+b Ua(sqn—2)46 -+ -+ Uss+2)4p  Ua(s41)4b

Theoreme 3.1 Pour les entiers n,s,a > let 0 < b < a.
Soit T,, une matrice de Toeplitz-Hessenberg pour la suite de Fibonacci généralisée, alors le permanent

de T}, est :

per(Ua5+b7 Ua(s+l)+b7 ceey Ua(s+n—1)+b)7
n—1

_ Uas—l—b(Uas—l-b —Va+ \/Z) + 2Ua(s+1)+b Uas+b + Vo + \/Z

2V A 2

n—1
Uas+b<_Uas+b + Vo + \/Z - 2Ua(s+1)+b Ua5+b + Vo — \/Z

+ 5

2VA 2

ot A= (Uzsp + Va)2 — 4(—q)a(Ua(s,1)+b +1).
Preuve. Posons :

o = ﬁ |:Uas+b(Uas+b —Va+ \/Z) + 2U0«(3+1)+b}’
et
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,B = ﬁ Uaerb(_Uaerb + Vo + \/Z) - 2Ua(3 + 1) + b}

Pourn=1ona:

Uas+b(Uas+b - Vo + \/Z) + 2Ua(s+l as+b + V + \/>
per(Ua5+b) -
2V A
Uaerb( Uaerb + V + \/7 2Ua s+1)+ as-l—b + V \/>
+ )
2V A
N Uas+b(Uas+b Vo + \/7) + 2Ua(s+1 + a5+b( Ua5+b + Vo + \/Z - 2Ua(s+1)+b
2VA 2VA ’
_ U33+b - Ua3+bVa + lj(}terb\/Z + 2Ua(5+1)+b - U35+b + UaerbVa + Uvaerb\/A’Z - 2Ua(s+1)+b
2V A
2Uas+b\/>
C2VA
= Vas+b-

Alors, on obtient per(Ugs+p) = o+ = Ugstp-

Pourn=2ona:

peT(Uas+b7Ua(s+1)+b)
B Uas+b<Uas+b — Vo + \/Z) + 2Ua(s+1)+b (Ua5+b + Vo + \/Z

2vVA 2
I Uas+b( Uas—l—b + V + \/Z 2Ua (s+1)+b Ua5+b + Va - \/Z
2V A 2 ’
B Uas+b(Uas+b Vo + \/Z) + 2Ua(s+1)+b Ua5+b + Vo + \/Z
2V A 2
i Uas+b(_Uas+b + Vo + \/Z) - 2Ua(s+1)+b Uas+b + Vi — \/Z
2v/A 2 ’
_ (U35+b - UaerbVa + Uvaerb\/Z + 2Ua(s+1)+b)(Ua3+b + Va + \/Z)
4V/A
n (_Ua25+b + UsstoVa + Uvas—l—b\/Z - 2Ua(s+1)+b)(Uas—|—b + Vo — \/Z)
4/ A ’
Uaerb + U35+bva + Ugerb\/Z . U33+bva - Ua5+bVa2 - Uas—&-b‘/a\/lZ
4v/A 4V A
as+bf + UnsVaVA + UgspA 2Ua(s+1)+bUas+b + 2Uq(s11)46Va + 2Ug(s 1)1V A
4/ A 4V A
Ugs+b U33+bVa + as—i—b\/i Uas+bv + Uas+bV as+bva\/1Z
4/ A 4V A
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n U,ferb\/Z + Uas—‘,—bva\/Z - Uas+bA _ 2Ua(s+1)+bUa3+b - 2Ua(s+1)+bVa + 2Ua(s+1)+b\/Z
4v/A 4v/A ’
AU VA + U511y 10V A
4v/A ’
4\/Z(U33+b + Ua(s+1)+b
4v/A ’

2
= Ugstb T+ Ua(s+1)+b-

Soit pery, = per(Uas—Hn Ua(s+1)+b’ S Ua(s+n—1)+b)~

En utilisant la récurrence (3.4), on q,
n
pbern = Z Ua(s—&-j—l)—i—bpern—jy

J=1

n
- as+bpern—1+§ Ua(s+j71)+bpern—j7
Jj=2

n
= Uas4pP€Tn—1 + Z(VaUa(s+j—1—1)+b - (—Q)aUa(s+j—1+2)+bPeT'n—j7
j=2

n
= Uastopern—1 + Z(VaUa(s+j—2)+b — (=9)"Ua(s4j-3)+6PETn—j
=2

n n
= Ugs+bP€Tn—1 + Va Z Ua(s+j—2)+bpernfj - (_Q)a Z Ua(s+j—3)+bp€7‘nfja

j=2 Jj=2
n—1
= Ugstbpern—1 + Va Z Ua(s—&—j—l)—l—bpe'rnfjfl - (7Q)aUa(s+2—3)+bpeTn72
j=1
n
- (-9)* Z Ua(s+j-3)+bP€Tn—j>

Jj=2

n
= Ugs+bP€ETn—1 + Va Z Ua(5+j71)+bpe7“n—j—1 - (_Q)aUa(sfl)erpern—Q

=1
n
- (_q)a Z Ua(s+j—3)+bp€7"n—ja
=3
n—2
= (Uas+bo + Va)pern—1 — (=) " Uy (s—1)4sPeTn—2 — (—q)" Z Ua(s+j—1)+bP€Tn—j—2,
=1

= (Uaerb + Va)pern—l + (_(_Q)aUa(s—l)er - (_Q)a)pern—%
= (Uas+b + Va)pern—1 — (_Q)Q(Ua(sfl)er + 1)perp—2,

n—2 n—2
Uas—‘,—b + Va + ﬂ) —I— ﬂ <Ua8+b + VCL - \/Z)
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n—3 n—3
a Upsiv + Vo + VA Upsip + Vo — VA
— (=0)*Ua(s—1)4b+1) | ( £ 5 ) + 8 ( - 5 > :

Uas + Va + \/Z a
(Uas+b + Va) ( i 2 ) - (_Q) (Ua(s—1)+b+l)]

n—3
— (Uas+b+Va+\/Z>
B 2

Upsip + Vo — VA .
(Uas+b + Va) ( o 5 ) —(=9) (Ua(s—1)+b+1)] )

n—3 2
a<Uas+b+V +\/7 (Uas—i-b"‘va"‘\/Z)
2

Uas+b + Va - \/Z)n_g

+ B( 5

+ 5

U+ Va +f> <a5+b+v f)
2 b

2

a5+b+v +\/>

( Uasis + Va +W>” e ( Ugsip + Vi — f)"_m

( as+b V \/>>

2

Exemple 3.9 Sin =1

per(Th) = ay~'per(Ti_1),

= ayper(Tp),
=a1 = Uas—i—ba

= VaUa(s—1)+b - (_Q)aUa(s—QH—b'

Sin=2
per(Ty) = aj tarper(Ta—1) + a2~ agper(To—s),
= ayper(Th) + azper(Tp),
= Uss+bUastb + Ua(s+1)+0)
= U215+ Us(st1)40-
Sin=3

per(T3) = ay tarper(Ts-1) + ai tasper(Ts_2) + ai tasper(Ts_3),
= ayper(Ts) + agper(Th) + asper(Tp),

= Unstp(UZeip + Ua(s+1)+5) T Ua(s41)+Uas+b + Ua(s42) 455
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= 3s+b + Ua8+bUa(s+1)+b + Ua(s+1)+bUas+b + Ua(s+2)+b7

= gs-i-b + 2Uas+bUa(s+1)+b + Ua(s+2)+b'

Remarque 6 Ona:
Usstv = VaUa(sfl)er - (_Q)aUa(372)+b’

alors :

Ua(s+1)+b - VaUa(s—1+1)+b - (_Q)aUa(s—Q—i-l)—i-by

= VaUaerb - (_Q)aUa(sfl)er'

Calculons Ug(s12)4p

Ua(s+2)+b = VaUa(sfl+2)+b - (_Q)aUa(SfQJrQ)era

= VaUa(s+1)+b - (_Q)aUas—i-b'

Theoreme 3.2 Pour les entiers n,s,a > 1et 0 < b < a.

Soit T,, une matrice de Toeplitz-Hessenberg pour la suite de Lucas généralisée, alors le permanent de

T, est

per(Vas—i-ba Va(s—i—l)ba SRR Va(s-{—n—l)—l—b)

2

n—1
B Vas—l—b(vas—i-b — Vot \/Z) + 2Va(s+1)+b (Vas+b + Vo + \/Z>

2V A

2WA 2

ou A= Vasyp + Vo) = 4(=q)* (Va(s—1y46 + 1)-

n—1
+V;zs+b(_vas+b + Vo + \/Z) - 2Va(s+1)+b (Vas+b + Vo — m)

Preuve. Par récurrence. Pour n = 1

1-1
Vas+b(vas+b —Va+ \/Z) + 2Va(s+1)+b Vas+b + Ve + \/Z
per(Vas—i-b) = 2\/2 92
1-1
Vas+b(_Vas+b + Vo + \/Z) - 2Va(s+l)+b Vaerb + Va - \/Z
+ )
2V A 2

Vas—i—b(Vas-l—b —Va+ \/Z) + 2Va(s+1)+b + Vas+b(_Vas+b + Vo + \/Z) - 2Va(s+1)+b

9

2V/A 2V A
V2 )= VaVasss + VAVasis + 2Vo(sr1yso — VA + VaVasts + VAVasis — 2Vo(sr1)4h
- 7
2V AV,
-
— Vas+b-
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Pourn =2

2—-1
Vaerb(Vaerb — Vo + \/Z> + 2Va(s+1)+b Vas+b + Vo + \/Z
per (Vasto, Va(s+1)+b) = /A 9

4 Vas+b(_vas+b + Vo + \/Z) - 2Va(s+1)+b (Vas—‘rb + Vo — ﬂ) o
2V/A 2 ’
Vas+b(Vas+b — Va + \/Z) + 2Va(3+1)+b(vas+b +V, + \/Z)
= i
n Vst (—Vasss + Vo +VA) — 2V, (s+1)+b(Vasto + Vo — VA)
4VA ’
B V2 o= VaVasto + VAVasis + 2Vaisi1) 1 (Vasts + Va + VA)
4/A
st_,_b + VaVasys + \/Zvaerb - 2Va(s+1)+b(Vas+b + Ve — \/Z)
_ T :
VR VAV, VAVZ 4 2V(s1)+6Vastd
= ™
V2 Vi = Vo Vasin + VAV Vas iy + 2V, V,
4 Yastb a2 Vas+ + a(s+1)+b
4v/A
\f V2 = VaVAVisip + AVgsyp + 2\/Zva(s+1)+b
4/A
i Vas+b + Ve Vas+b + \F as+b a(s+1)+bVas+b
4V A
Va V2 o+ VAVasis + VaVAVas it — 2VaVi(si )4
4v/A
L Vo VA = Vav/AVas b = AVasss + Wasr1)40V/A
4VA ’
_ 4\/Zva2s+b + 4\/Zva(5+1)+b
= i 7

- Vas+b + Vi a(s+1)+b-

Soit pern = per(Vastb, Va(s+1)+b> - - - » Va(s+n—1)+b)- En utilisant la récurrence (3.4), on a,
n
pern = Z Va(s—i—j—1)+b pern—j,
j=1

= Vas+b P€Tp—1 + Z Va(s+j—1)+b pern—j,
Jj=2

n
= Vas+b Perp—1 + Z(Vava(s+jflfl)+b - (_Q)ava(s+j7172)+b perp—j,
i=2

n
= Vas+b P€Tn—1 + Z(Vava(s+j—2)+b - (_Q)ava(s—i-j—?))—&-b)pern—j?
=2
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Va(s+j—3)+5)PETn—j>

-

n
= Vas+bpern—1 + Va Z Va(s+j—2)+bpernfj - (_Q)a

j=2 Jj=2
n—1 n—1
= Vas+bPern—1 + Va Z Va(s—l—j—l)—&—bpernfj - (*Q)a Va(s+j—2)+bpe'rnfjv
=1 =1
n—1 n
= Vastopern—1+ Vo Z Va(s+j—1)+bpern—j - (_Q)aVa(s—1)+bpern—2 - (—=9)" Z Va(s+j—3)+bpern—ja
— i—3
J - J
= (Vas+b + Va)pern—l - (_Q)ava(sfl)+bpern—2 - <_Q)a Z Va(s+j71)+bp€rn—j—27
j=1

= (Vas+o + Va)pern—1 + (—(=0)*Va(s—1)46 — (=0)*)pern—2,

= (Vasto + Va)pern—1 — (_Q)Q(Va(s—l)—&-b + 1)pern—a.

Theoreme 3.3 Pour les entiers n,s,a > 1et 0 < b < a.
Soit T,, une matrice de Toeplitz-Hessenberg pour la suite de Fibonacci généralisée, alors le déterminant

de T, est
det(Uas—i-ba Ua(s+1)b7 SR Ua(s-{—n—l)—i—b)

(Uas+b + Vo + \/Z)UCLS +b— 2Ua(s+1)+b Ugs+bp — Va + \/Z)n—l

- e T
. (Ua5+b + Vo — \/Z)Ua8+b - 2Ua(8+1)+b(Uas+b — Vo — \/Z)n—l
2VA 2 ’

ou A= (Uas—I—b - Va)2 + 4(_Q)a(Ua(s—1)+b - 1)~

Preuve. Par récurrence. Pour n = 1

L as+1) [ a A (’ a 2[ a(s+1 +b l—' as+b [ a v ‘1

2/ A 2
1-1

_ (Ua5+b + Vo — \/Z)Uas-i-b - 2Ua(s+1)+b Ugs+b — Va — \/Z

2V A 2 ’
_ (Uas+b + Vo + \/Z)Uas-l—b - 2Ua(s+1)+b _ (Uas+b + Vo — \/Z)Uas—&—b - 2Ua(s+1)+b

2/ A 2V/A ’
_ U35+b + VaUa5+b + U'as—&-b\/Z - 2Ua(s+l)+b - Uc%s_g_b - VaUas—i-b + []as-i-b\/Z + 2Ua(5+1)+b

2WA ’
o 2U’as+b\/X
WA

= Uas+b
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alors

det(Uas—i-b) =a+f= Uastb-

(Ua3+b + V., + \/7) as+b — 2Ua s+1)+ ( as+b — V + \/>

as+b — V + f

Pourn =2
det(Uqs 7Ua s =
€ ( +b ( +1)+b) 2\/2
. (Uaerb + Va - \/Z)Uaerb
2V A
_ (Uaerb + Va + \/Z)Uaerb
B 2v/A

(Uaerb + Va - \/Z)Uaerb

a (s+1)+ (Uas+b A
a (s+1)+ (

2V A

a

2Ua(s+1)+b ( as+b —

)
)
)
)

U25+b =+ VaUa5+b + Ua3+b\/z — 2Ua(s+1)+b (Ua3+b V 4 f

U35+b — VaUas+b + Uvas-l—b\/Z + 2Ua(s+1)+b (Uas-‘rb —Va— \/Z)

4/ A

4 A

Uas+b + Ve Ugerb + \/7 as+b 2Ua(5+1)+bUa5+b

4V A
as+b Va2Ua8+b - Va\/ZUaerb + 2VaUa(erl)er

VU

\/> as+b + \/ZVaUas—l-b + AUgs 1 — 2\/ZU(Z(S+1)+(,

4v/A
_ Ug’s+b B VaUc%erb + \/ZUgerb + 2Ua(s+1)+bUas+b
4V A
+ VAU02,3+b + Va2UaS+b — Va\/ZUaS-‘rb - VGQUQ(5+1)+b
4/A

I \/ZUgs—&-b + \/ZVaUaerb

- AUas+b - 2\/ZUa(5+l)+b

4V/A

VAV, — VA0

4V A

- as+b Ua(s+1)+b'

En utilisant la récurrence (3.3)

n

detn =Y (~1YUy(syj1)sedetn-j,

J=1

= —Uysrpdetn_1 + > _(—1)T,

Jj=2

41
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= —Uasrpdetn 1+ > (—1) (VaUus(srj-2)16 = (@) Ua(srj—3)1)detn_j,
=2
n—1 .
= —Ups+pdetn—1+ Vq Z(*l)jUa(s+j—1)+bd€tn—j—1
j=1

(—1) Ua(s+j—3)+bd€tn—j,
=3

= —(Uastb + Va)detn—1 + (_(_Q)aUa(s—l)—i—b — (—q)")det,—s.

- (_Q)aUa(sfl)+bdetn—2 - (_Q)

Theoreme 3.4 Pour les entiers n,s,a > let 0 < b < a.

Soit T,, une matrice de Toeplitz-Hessenberg de généralisation Lucas, alors le déterminant de T, est

det(vaerba Va(s+1)ba ceey Va(s+n71)+b)

n—1
_ (Vaerb(Vaerb + Vot \/Z)) - 2Va(s+1)+b <Va5+b Vot \/Z>

2V A 2
n—1
_ (Vas—i—b(_vas—i-b —Va+ \/Z)) + 2Va(s+1)+b Vas+b — Vo — \/Z
2v/A 2 ’

ou A= (Va5+b - Va>2 + 4(_q)a(va(s—l)+b - 1)

Preuve. Pourn =1ona:

1-1
Vas+b(Vas+b + Vo + \/Z) - 2Va(s+1)+b Vas+b — Vot \/Z
d@t(vas+b) = 2\/2 2
1-1
Vas—i—b(_vas—l—b - Vo + \/Z + 2Va(s+1)+b Vas+b — Vo — \/Z
+ )
2V A 2
Vas+b(vas+b + Va + \/Z) — 2Va(s+1)+b T Vas+b(_vas+b - Va + \/Z) + 2Va(s+1)+b
2v/A 2V A ’
_ Va25+b + Vas+bVa + ‘/as—&-b\/Z - 2Va(5+1)+b - Va2s+b - Vas+bVa + Vvas—l—b\/Z + 2Va(s+1)+b
2V/A ’
o 2Vvas—&-b\/Z
2VA
= Vas+b-

Pourn=2ona:

2—1
Vaerb(Vaerb + Vo + \/Z) - 2Va(s+1)+b Vas+b — Vo + \/Z
det(Vasyy) = WA 92
2—-1
Vas—i—b(_vas-i-b —Va+ \/Z + 2Va(s+1)+b Va5+b —Vau— \/Z
+ )
2V A 2
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2V A 2
i Vaerb(_Vaerb —Va+ \/Z) + 2Va(s+1)+b Vas+b — Vo — \/Z
2V A 2 ’
. (Va,25+b + Va5+bva + Vas+b\/Z - 2Va(s+1)+b)(vas+b - Va + \/Z)
4V A
+ (_Va2s+b — Vas4pVa + ‘/G«S—i-b\/Z + 2Va(s+1)+b)(vas+b Vo — \/Z)
4V A ’
— Va35+b VaQSerV;l + as+b\/7 + Vas+bV Va5+bva2 + VvaS-&-vaCL\/Z
4V A
as+b\/7 Vas—‘,—bVa\/Z + Vas-‘rbA - 2Va(s+1)+bVas+b + 2Va(s+1)+bVa - 2Va(s—‘,—l)-{-b\/z
4/ A
Vas+b + Vc?s—&-bVa + V¢12s—i-b\/1Z Vas+bv =+ Vas+bv + Vas+bv f A+ as—&-b\/z
4/ A
Vvas—i—bvva\/Z - Vas+bA + 2Va(s+1)+bvas+b - 2Va(s+1)+bVa - 2‘/(;L(s—|—1)—&—b\/Z
4/ A ’

Vas+b(vas+b + Vot \/Z) - 2Va(s+1)+b <Vas+b - Vot \/Z>

as—&—b\/» 4Va(s+1)+b\/>
4v/A
4\/Z(Va25+b B Va(s+1)+b)
4v/A ’

_ /2
— Vas+b Va(8+1)+b'

Par récurrence sur n, en utilisant la récurrence de det,, on trouve,

n

detn — Z(*l)‘yv&(s_;’_j_l)_i_bdetnfj,

j=1
= - as—i—bdetn 1+Z a(S+J 1)+bd€tn —j»
7=2
= - as+bdetn 1+ Z V Va(er] 2)+b — (_Q)ava(s+j73)+b)detn—j7
7=2

n—1
= - aerbdetn—l + Va Z(_1)]Va(s+j71)+bdetn—j—1
j=1

n

- (_Q)ava(s—1)+bdetn—2 - (_Q)a (—1)jVa(5+j_3)+bd€tn_j,
=3

= _(Vas—i-b + Va)detn—l + (_(_Q)ava(sfl)er - (_Q)a)detn—l
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3.7 Déterminant et Permanent des matrices de Toeplitz-Hessenberg

pour les suites r-Fibonacci et r-Lucas

Définition 3.7.1 Une matrice A de taille n x n est appelée matrice de Hessenberg inférieure si a;; = 0

telle que j — i > 1,

ail aio 0 0
a1 a22 a3 0
as1 as32 ass 0
A, = (3.9)
ap—-1,1 0OGp—-12 0an—13 Gp—1,n
Gn,1 an,2 an,3 Qnn
Theoreme 3.5 Soit A une matrice de Hessenberg inférieure pour tout n > 1 alors,
det(Al) =daill,
et pourn > 2
n—1 n—1
det(Ap) = anndet(An1) + Y | (=1 "an (] ajj11)det(A,-1) (3.10)
r=1 j=r
[7]

Preuve. Pour n = 2

det(Az) = a2,2d€t(A1) + [(—1)2_1a271a1,2det(A0)] ,
= agadet(Ar) + (—1)aga1,2,
= Q22011 — 2,101 2-

Pourn =3

det(As) = Aggdet(As_1) + [(—1)*Taz a1 2det(Ar_1) + (—1)°2ag zdet(Ay)]
= a3 3det(Az) + (—1)2a371a172d6t(A0) + (—1)as2az 3det(Ay),

= az3(ag20a1,1 — az1012) + az1a1,2 — a3202301,1,

= (3,3G2,201,1 — 03,3G02,101,2 + a3,1a1,2 — 032023011

Dans [11], le permanent de A est définie par

per(A) = Z H Qig(4)>

o =1
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ol la sommation s’étend sur tous les éléments o du groupe symétrique S, .

Remarque 7 Si A,, une matrice de Hessenberg inférieure définie dans (3.9), alors

Telle que B, est définie par :

det(Ay,) = per(By).

ail —ai2 0 e 0
a1 ago —a93 e 0
asy as2 ass PN 0

an—-1,1 Qan—-12 Ganp—1,3 —An—1,n

Gan,1 an,2 an,3 e Qnn

(3.11)

Theoreme 3.6 Soit (Vér’s)) la famille de suite compagnon associée a la polynéme de Fibonacci biva-

riée et AT

= ajy;, est une matrice de Hessenberg inférieure donnée par :

i, si j=k—1,

x, st j=k,
ik =94 1"y, si r=j—k et k#I1,
(s+1)i"y, si r=j—k et k=1,
0, stnon,
i 0
T ] 0
Alrs) = (s+1)i"y 0 x i 0
iy 0 0 =z 1
"y 0
x
0 iy O 0

Alors pour n > 1,
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Preuve. Par hypothése le résultat est vraie pour n € {1,...,r}.
Pour n = r + 1, nous utilisons 'expansion de Laplace pour la derniere ligne de Affl) alors,
supposons maintenant que (3.13) est vraie pour tout j € {r + 2,...,n}. Puis en utilisent le théo-

réeme (3.5), on obtient

n—14+1 n—1+1
det( A7) = auprndet (AT )+ D0 ()" Panga( [ ape0den(A77),
p=1 J=p
= an g1 1det (A7) + 3 (1) Pay ([ ag01)det (A7),
p=1 J=p
= zdet(A,"") + Z D" P01 ([T a5 11)det(A),
J=p
= zdet(A) —I—Z )" Pa, o ( Ha]]+1>det(A( 1))
J=p
+ 3 |y Ham det(A"Y)) |
p=n—r+1 Jj=p

— 2det(A) + (=17 ()y [ idet(AT)]
j=n—r+1

= 2det(AJ) + | (=1)7()y.() det(A))] |

= adet(AT) + ydet(ATY).

A partir de 'hypothése de récurrence et de la définition de V,**, on obtient :

det(AT)) = 2V 4 v ) =y 09,

n+1 n—r

Theoreme 3.7 Soit (Vn(r’s))nzo la famille de suite compagnon associée a la polynéme r-Fibonacci
bivariée et B = i est une matrice de Hessenberg inférieure donnée par :

)
—i, si j=k—1,

(s+1)"y, si r=j—k et k=1,

0, sinon,
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T - 0 0

0 xr —i 0 0

0 0
B =|(s+1)i'y 0 ... ... ... x —i 0 ... 0]. (3.14)

0 "y 0 0 = —i 0

"y 0 0

0 T —i

0 0 <y O 0 =

Alors pour n > 1,

per(B®)) = V(1) (3.15)

Exemple 3.10 Nous donnons la représentations déterminantes et permanentes du gemey (1) pour
r=4etl <s<4,
Ona:

det(AV7)) = 20D + (s + 1)y = V77,

Pour s = 1, on obtient :

— V4(371)
Donc :
x ¢+ 0 0 x — 0 0
0 x 2 O 0 z —1 0 B 31
det = per =" 4+2y=V".
0 0 =z =1 0 0 x —
2%y 0 0 2%y 0 0 =

Pour s = 2,on obtient :
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det(Ai’Q) =zt + 3y,

_ 132
=V,
Donc :
zr 1 0 0 x —1 0 0
0 2 7 0 0 x —t 0 4 39
det = per =2  +3y=V,"".
0 0 =z 1 0 0 = —i
3%y 0 0 z 3%y 0 0 =

Pour s = 3, on obtient :

det(AS)) = 2G+D) 4 (34 1)y,

det(Ai’B) =zt + 4y,

_1/(33)
=V,
Donc :
x 1 0 0 x =i 0 0
0 =z ¢ O 0 x —i 0
det = per =zt 44y = V43’3.
0 0 = 1 0 0 x —i

433y 0 0 4% 0 0 =

8

Pour s = 4, on obtient :

det(AS)) = 2D 4 (44 1)y,

det(A3Y) = 2 + 5y,

_ 1734
=V,
Donc :
T i 0 0 z —t 0 O
0 =« @+ O 0 z —1 0
det = per =2t +5y = V43’4.

0O 0 z =1 0 0 =z —1
53y 0 0 x 53 0 0 =
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Conclusion

Les suites de Fibonacci et leurs compagnons les suites de Lucas sont des suites récurrentes li-
néaires d’ordre deux, tres riche en propriétés.
Par conséquent, on attend de I'étude de ces suites de nombreux résultats. En effet, dans le do-
maine des mathématiques on trouve beaucoup d’auteurs intéressés par ces suites qui travaillent
sur d’autres problémes de physique ou autres, étudier les suites récurrentes linéaires en générales
et les suites de Fibonacci et ses généralisations en particulier. Nous avons constaté, durant notre
étude, que la documentation concernant ce domaine est trés abondante.
Dans notre recherche, nous nous sommes également intéressé aux suites r-Fibonacci et leurs suites
compagnons r-Lucas, les polynémes r-Fibonacci et r-Lucas a une seule variables (resp. bivariés).
On donne quelque applications a travers les matrices de Toeplitz-Hessenberg et leurs relations avec

les polynémes de Fibonacci et Lucas (resp. r-Fibonacci et r-Lucas).

Les recherches actuelles sont trés fréquentes et riches en résultats, nous encourageons les

jeunes chercheurs avides de savoir a se pencher sur ce domaine.
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