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Introduction

Ce mémoire de master est un bouquet de résultats sur les inégalités les plus répandus
dans le cursus universitaire. Il n’est pas exhaustif. Son intérêt est double, il est pédagogique
dans le sens où il permet de faire une synthèse qui permet de voir comment des inégalités
simples permettent d’assurer la continuité de fonctions ou l’existence d’objets mathéma-
tiques, ceci d’une part, d’autre part il renforce la compréhension de concepts mathématiques
fondamentaux simples utiles aussi bien en pratique qu’en théorie, tels que les fonctions
convexes, l’existence de norme dans certains espaces vectoriels très usagers, et la recherche
d’extremas de façon intuitive. Le premier chapitre traite des inégalités les plus répandues en
analyse, telles que l’inégalité de Cauchy-Schwarz, l’inégalité de Young, celles de Hölder et
Minkowski et autres. L’inégalité de Cauchy-Schwarz assure la continuité du produit scalaire,
et de norme Euclidienne, celle de Minkowski l’existence d’une infinité de normes dans les
espaces Lp avec p > 1. L’inégalité de Jensen permet d’avoir une preuve assez simple sue
les inégalités arithmético-géométriques. Le second chapitre traite des inégalités arithmético-
géométriques MA−MG, et de leurs applications dans la recherche de bornes et d’extrêmes
aussi bien en géométrie qu’en analyse. Dans le troisième chapitre nous avons étudier certaines
inégalités trigonométriques et hyperboliques, notamment l’inégalité de Thomas E.Price dé-
couverte en 2002, lors de l’essai de calcul du produit des longueurs de cordes définis par
la distribution de manière équidistante de points sur une ellipse. Le chapitre quatre traite
de certaines inégalités liants périmètre et surface de triangles à leurs segments particuliers
( hauteurs, médianes, bissectrices), et de leurs applications à l’existence de triangles sous
certaines données, et à la recherche de certains extremas.
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Chapitre 1
Inégalités et Analyse

1.1 Rappels

Espace métrique. Soit X un ensemble. Une distance est une application

d : X ×X −→ R+ vérifiant pour tout x, y et z ∈ X

• d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y (séparation)
• d(x, y) = d(y, x) (symétrie)
• d(x, y) 6 d(x, z) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Si d est distance sur X on dit que (X, d) est un espace métrique.
Espace normé. Un K-espace vectoriel E est dit normé l’orsqu’il est muni d’une normé
c-à-d d’une application.

N : E −→ R+

vérifient :
• ∀x ∈ E N(x) = 0 ⇐⇒ x = 0E (séparation)
• ∀(λ, x) ∈ K× E N(λx) = |λ|N(x) (homogénéité)
• ∀(x, y) ∈ E2 N(x+ y) 6 N(x) +N(y) (inégalité triangulaire).

Produit scalaire. Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur E toute
application < ., . >

E × E −→ R vérifiant les propriétés suivantes :

• elle est bilinéaire : pour tout x, y, z ∈ E et tout λ ∈ R

< x+ λy, z >=< x, z > +λ < x, y >

< x, λy + z >= λ < x, y > + < x, z >

2



1.1. RAPPELS

— Elle est symétrique [•] pour tout (x, y) ∈ E × E, < x, y >=< y, x >

— Elle est définie positive[•] ∀x ∈ E < x, x >> 0 .
Soit H un espace vectoriel réel ou complexe. On pose

‖ x ‖= √< x, x >

On verra par la suiste que c’est bien une norme.
Espace euclidien. Une espace euclidien est une espace vectoriel réel de dimension fini
muni d’une forme bilinéaire, symétrique et définie positive on la note .

(x, y) −→ (x/y) ou (x,y) et note l’appelle produit scolaire .

Espace Lp,L∞. Soit Ω un ouverte de Rn

Lp(Ω, µ) = {f : Ω −→ R mesurable tq ‖ f ‖p6∞}
L∞(Ω, µ) = {f : Ω −→ C mesurable tq ‖ f ‖∞6∞}.
sachant que :

‖ f ‖p=
(∫ b

a
|f(x)|pdx

)1/p

‖ f ‖∞= inf{α > 0 : |f (x)| 6 α p.p}.

Remarque 1.1.1. On verra que théorème 1.5.2, l’inégalité de Minkowski assurera que ce
sont bien des normes.

Inégalité(s) de Cauchy-Schwarz

Proposition 1.1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz). Soit E un espace vectoriel (réel
ou complexe) muni du produit scalaire < ., . > Alors pour tous x, y ∈ E.

| < x, y > | 6‖ x ‖‖ y ‖ .

Démonstration. Si ‖ x ‖= 0 c’est que x = 0 et l’inégalité est immédiate. Sinon ‖ x ‖> 0 et
pour tout t ∈ R nous avons

0 6‖ tx+ y ‖2=‖ x ‖2 t2 + 2Re < x, y > t+ ‖ y ‖2 .

Le discriminant de ce polynôme quadratique doit donc être 6 0 :

(2Re < x, y >)2 − 4 ‖ x ‖2‖ y ‖26 0,

d’où

‖ x ‖‖ y ‖> |Re < x, y > | > Re < x, y > .

3



1.1. RAPPELS

De plus il existe α ∈ C de module 1 tel que < x, y >= α| < x, y > | d’où ᾱ < x, y >= | <
x, y > | et

‖ x ‖‖ y ‖=‖ x ‖‖ αy ‖> Re < x, αy > = Re(ᾱ < x, y >) = Re| < x, y > | = | < x, y > |.

Corollaire 1.1.1. Soit E un espace vectoriel (réel ou complexe) muni du produit scalaire
< ., . > Alors ‖ x ‖= √< x, x > définit une norme.

Démonstration. Il ne nous reste plus qu’à vérifient l’inégalité triangulaire. On a, d’après
l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

‖ x+ y ‖2=‖ x ‖2 +2Re < x, y > + ‖ y ‖2 6‖ x ‖2 +2| < x, y > |+ ‖ y ‖2

6‖ x ‖2 +2 ‖ x ‖‖ y ‖ + ‖ y ‖2

= (‖ x ‖ + ‖ y ‖)2 .

Il en résulte que le produit scalaire est une application continue. Rappelons qu’une applica-
tion bilinéaire f : E×F −→ G, est continue lorsqu’il existe un réel M > 0 tel que pour tout
x dans E et tout y dans F on a : ‖ f(x, y) ‖6M ‖ x ‖‖ y ‖

Théorème 1.1.1. Soit (a1, ......., an) et (b1, ......., bn) des nombres réel arbitraires l’inégalité
de Cauchy-Schwarz affirme que :

|
n∑
i=1

aibi| 6
(

n∑
i=1

a2
i

) 1
2
(

n∑
i=1

b2
i

) 1
2

.

Nous obtenons également pour les séries de carrés sommables l’inégalité suivante :

|
∞∑
i=1

aibi| 6
( ∞∑
i=1

a2
i

) 1
2
( ∞∑
i=1

b2
i

) 1
2

et pour les fonctions de carrés intégrables f, g ∈ [a, b] :

|
∫ b

a
f(x)g(x)dx| 6

(∫ b

a
f 2(x)dx

) 1
2
(∫ b

a
g2(x)dx

) 1
2

.

Démonstration. De la forme integrale de l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

P (λ) =
∫ b

a
|λf + g|2.

Donc

P (λ) = λ2
∫ b

a
|f |2 + 2λ

∫ b

a
|fg|+

∫ b

a
|g|2.

4



1.2. FONCTIONS CONVEXES

P est un polynôme λ de degré 2, toujours positif, donc ne s’annule jamais. D’ou‘ ∆ 6 0

∆ = b2 − 4ac 6 0 =⇒ 4
∫ b

a
|fg|2 − 4

∫ b

a
|f |2

∫ b

a
|g|2 6 0

Finalement, on a le résultat :

|
∫ b

a
f(x)g(x)dx| 6

(∫ b

a
f 2(x)dx

) 1
2
(∫ b

a
g2(x)dx

) 1
2

.

1.2 Fonctions convexes

Définition 1.2.1. Soient I un intervalle de R et f : I −→ R une application. On dit que f
est convexe lorsque, pour tous x, y ∈ I et tout λ ∈ [0, 1] on a :

f (λx+ (1− λ)y) 6 λf (x) + (1− λ)f (y).

Exemple 1.2.1. L’application x 7−→ x2 est convexe sur R.

En effet, pour tous x, y de I et pour tout λ ∈ [0, 1] on a équivalences :

[λx+ (1− λ)y]2 6 λx2 + (1− λ)y2 ⇐⇒ λ2x2 + 2λ(1− λ)xy + (1− λ)2y2

6 λx2 + (1− λ)y2

⇐⇒ λ(1− λ)
[
−x2 + 2xy − y2

]
6 0

⇐⇒ −λ(1− λ)(x− y)2 6 0

ce qui est vrai .
2) Une fonction convexe sur un intervalle I est aussi convexe sur toute partie de I qui est
un intervalle.

Lemme 1.2.1. Si f vérifie la condition suivante pour p = 2, alors elle la vérifie pour tout
entier p > 2 :

∀x1.......xp ∈ I f

(
x1 + · · ·+ xp

p

)
6
f(x1) + · · ·+ f(xp)

p
.

Démonstration. Le « principe de récurrence alternatif » suivant démontre ce lemme.

5



1.2. FONCTIONS CONVEXES

Si la condition est vraie pour p alors elle l’est pour 2p car,

f

(
x1 + · · ·+ x2p

2p

)
= f


x1 + · · ·+ xp

p
+ xp+1 + · · ·+ x2p

p
2



6
f

(
x1 + · · ·+ xp

p

)
+ f

(
xp+1 + · · ·+ x2p

p

)
2

6

f(x1) + · · ·+ f(xp)
p
2 +

f(xp+1) + · · ·+ f(x2p)
p
2

= f(x1) + · · ·+ f(x2p)
2p .

Si elle l’est pour p+ 1 alors elle l’est pour p car en posant

xp+1 = x1 + · · ·+ xp
p

.

on obtient

f(xp+1) = f

(
pxp+1 + xp+1

p+ 1

)
= f

(
x1 + ...+ xp + xp+1

p+ 1

)

6
f(x1) + · · ·+ f(xp) + f(xp+1)

p+ 1 ,

alors

f(xp+1) 6 1
p+ 1 (f(x1) + ...+ f(xp) + f(xp+1)) ,

termine ta démonstration.

• Caractérisation par la fonction pente :

Proposition 1.2.1. Soit f une fonction définie sur intervalle I de R à valeurs dans R, f
est convexe sur I si seulement si .

∀x0 ∈ I fx0 : I\{x0} −→ R, x 7−→ f (x)− f (x0 )
x− x0

est croissante sur I\{x0}, fx0 est appelée fonction pente en x0.
f est strictement convexe sur I si et seulement si la fonction pente en tout x0 de I est
strictement croissante sur I .

6



1.2. FONCTIONS CONVEXES

Démonstration. Supposons que pour tout x0 de I , la fonction fx0 est croissante sur I\{x0}.
Soit(x1, x2) ∈ I 2 tq x1 < x2 et λ ∈ ]0, 1[ on a. Donc :

x1 < (1− λ)x1 + λx2 < x2

la fonction fx1 est croissante sur I\{x1} Donc
fx1((1− λ)x1 + λx2) 6 fx1(x2) cette inégalité, s’écrit explicitement.

f ((1 − λ)x1 + λx2 )− f (x1 )
((1− λ)x1 + λx2)− x1

6
f (x2)− f (x1)
x2 − x1

,

ou encore
f ((1 − λ)x1 + λx2 )− f (x1 )

λ(x2 − x1) 6
f (x2)− f (x1)
x2 − x1

,

puis

f ((1 − λ)x1 + λx2 )− f (x1 ) 6 λ(f (x2)− f (x1)),

en finalement

f ((1− λ)x1 + λx2) 6 (1− λ)f (x1) + λf (x2).

Cette inégalité reste claire quand λ = 0 ou λ = 1 ou x1 = x2 et on a donc montré que f est
convexe. Enfin, si pour tout x0 de I, la fonction fx0 est strictement croissante sur I\{x0},
on remplace ci-dessus les inégalités larges par des inégalités strictes et on obtient le fait que
f est strictement convexe sur I.
Supposons f convexe sur I. Soit x0 ∈ I. On supposera dans ce qui suit que x0 n’est pas une
borne de I, la démonstration s’adaptant facilement dans le cas contraire. Soit (x1, x2) ∈ I2

tel que x1 < x2.

Trois cas de figure se présentent :
1er cas. Supposons x0 < x1 < x2.

Soit λ = x1 − x0

x2 − x0
. λ est un réel de ]0, 1[, tel que x1 = (1− λ)x0 + λx2. Puisque f est convexe

sur I,

f(x1) = f((1− λ)x0 + λx2) 6 (1− λ)f(x0) + λf(x2) = x2 − x1

x2 − x0
f(x0) + x1 − x0

x2 − x0
f(x2),

puis

f(x1)− f(x0) 6 −(x1 − x0)
x2 − x0

f(x0) + x1 − x0

x2 − x0
f(x2) = x1 − x0

x2 − x0
(f(x2)− f(x0))

et donc
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
6
f(x2)− f(x0)

x2 − x0
,

7



1.2. FONCTIONS CONVEXES

après division des deux membres de l’inégalité par x1 − x0 > 0.
2ème cas. Supposons x1 < x2 < x0

Soit λ = x2 − x1

x0 − x1
. λ est un réel de ]0, 1[, tel que x2 = (1− λ)x1 + λx0. Puisque f est convexe

sur I,

f(x2) 6 (1− λ)f(x1) + λf(x0) = x0 − x2

x0 − x1
f(x1) + x2 − x1

x0 − x1
f(x0),

puis

f(x2)− f(x0) 6 x0 − x2

x0 − x1
f(x1) + x2 − x0

x0 − x1
f(x0) = x2 − x0

x1 − x0
(f(x1)− f(x0)),

et donc encore
f(x1)− f(x0)

x1 − x0
6
f(x2)− f(x0)

x2 − x0
,

après division des deux membres de l’inégalité par x2 − x0 < 0.
3ème cas. Supposons x1 < x0 < x2. D’après les deux premiers cas,

f(x1)− f(x0)
x1 − x0

= fx0(x1) = fx1(x0) 6 fx1(x2) = fx2(x1) 6 fx2(x0) = f(x2)− f(x0)
x2 − x0

.

Ceci montre que la fonction pente en x0 est croissante sur I\{x0}. D’autre part, si f est
strictement convexe sur I, on remplace toutes les inégalités larges précédentes par des
inégalités strictes et on obtient le fait que la fonction pente en x0 est strictement croissante
sur I\{x0}.

• Inégalité des pentes :

Proposition 1.2.2. Soit f : I −→ R une fonction convexe et (x < z < y) trois points de I .
Alors on a la inégalité.

f (z)− f (x)
z − x

6
f (y)− f (x)
y − x

6
f (y)− f (z)
y − z

,

et par conséquent
f(z)− f(x)

z − x
6
f(y)− f(z)

y − z
réciproquement ,si l’une des trois inégalités est vérifiée pour tous x < z < y des I alors f
est convexe.

Démonstration. Pour tous x, y, z ∈ I tel que x < z < y chacune de ces trois inégalités se
réécrit

f(z) 6 y − z
y − x

f(x) + z − x
y − x

f(y),

elle sont donc équivalentes

8



1.2. FONCTIONS CONVEXES

Figure 1.1 –

• z = tx+ (1− t)y ⇐⇒ t = y − z
y − x

⇐⇒ 1− t = z − x
y − x

• tx+ (1− t)y est strictement compris entre x et y si et seulement si t ∈ ]0, 1[ , par
conséquent l’une des trois inégalité est vérifiée tous x, y, z ∈ I tel que .
x < z < y si et seulement si pour tout x < y dans I et tout t ∈ ]0, 1[
f (tx+ (1− t)y) 6 tf(x) + (1− t)f(y) , c’est-à-dire si f est convexe .

• Inégalité de convexité :

Proposition 1.2.3. Soit f une fonction convexe sur un intervalle I, (xi)16i6n une famille

d’éléments de I et (λi)16i6n une famille de nombres réels positifs vérifiant
n∑
i=1

λi = 1. On a :

f
(

n∑
i=1

λixi

)
6

n∑
i=1

λif (xi).

Démonstration. Le résultat est trivial si n = 1 et résulte de la définition d’une fonction
convexe si n = 2. Supposons l’inégalité vraie pour n− 1 > 2 On peut toujours supposer
λn 6= 1et écrire :

f

(
n∑
i=1

λixi

)
= f

(1− λn)
n−1∑
i−1

λi
1− λn

xi + λnxn


6 (1− λn)f

n−1∑
i−1

λi
1− λn

xi

+ λnf(xn)

6 (1− λn)
n−1∑
i−1

λi
1− λn

f(xi) + λnf(xn)

=
n∑
i=1

λif (xi).

9



1.3. INÉGALITÉ DE YOUNG

Corollaire 1.2.1. Soit f une fonction convexe définie sur intervalle I de R, alors :
pour tout (x1, ......., xn) ∈ In, on a :

f
(

n∑
i=1

xi
n

)
6

n∑
i=1

f (xi)
n

.

Exemple 1.2.2. L’inégalité de la convexité 1.2.3 appliquée à la fonction exponentielle en
prenant xi = ln ti donne :

n∏
i=1

tλi
i 6

n∑
i=1

λiti.

Et en particulier, (t1 · · · tn) 1
n 6

t1 + · · ·+ tn
n

.

1.3 Inégalité de Young

Théorème 1.3.1. Soit a, b > 0 et 1 < p, q <∞ deux exposants conjugués Alors :
a.b 6

1
p
ap + 1

q
bq .

Démonstration. Si a=0 ou b=0 , c’est facile donc on peut suppose a,b >0
la fonction e est convexe ce qui veut dire que pour tout x, y et pour tout λ ∈ [0, 1] Alors
e(λx+ (1− λ)y) 6 λe(x) + (1− λ)e(y) ,
on a
a.b = e(ln(a.b)) = e

(
ln ap
p

+ ln bq
q

)
6

1
p
e (ln ap) + 1

q
e(ln bq)

= 1
p
ap + 1

q
bq.

1.4 Inégalité de Hölder

Théorème 1.4.1. Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω) avec 1 6 p 6∞, soit p, q > 0 des nombres
réel tels que : 1

p
+ 1
q

= 1
Alors :

f , g ∈ L1(Ω),
∫

Ω
|f(x)g(x)|dx 6‖ f ‖Lp‖ g ‖Lq .

Démonstration. La conclusion est évidente si p =∞, q = 1. Supposons donc que
1 < p, q <∞, on a appliquer l’inégalité de Young.

∀a, b > 0 , a.b 6 1
p
ap + 1

q
bq.

10



1.4. INÉGALITÉ DE HÖLDER

La démonstration de l’inégalité Young est évidente : la fonction log étant concave sur R∗+,
on a

log
(

1
p
ap + 1

q
bq
)
>

1
p

log ap + 1
q

log bq = log ab.

Donc

|f(x)g(x)| 6 1
p
|f(x)|p + 1

q
|g(x)|q.

Il en résulta que f, g ∈ L1 et que∫
Ω
|f(x)g(x)| 6 1

p
‖ f ‖pLp +1

q
‖ g ‖qLq

Pour trouver l’inégalité recherchée, on remplace le couple (f, g) par (λf, 1
λ
g), ou λ > 0. On

choisit λ =
‖ g ‖1/p

q

‖ f ‖1/q
p

. Alors

∫
Ω
|f(x)g(x)| 6 (1

p
+ 1
q

) ‖ f ‖p‖ g ‖q,

qui est bien l’inégalité annoncée. Si p = 1 ou p =∞, on a q =∞ ou q = 1 et
l’inégalité est immédiate en choisissant un représentant de g tel que sup |g(x)| =‖ g ‖∞: on
a alors

∫
Ω
|f(x)g(x)| 6 sup |g(x)|

∫
Ω
|f(x)| =‖ g ‖∞‖ f ‖L1 .

Corollaire 1.4.1. si f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω), alors fg ∈ L1(Ω).

Théorème 1.4.2. (Inégalité de Hölder par somme) Soit p, q > 0 des nombres réel que
1
p

+ 1
q

= 1 pour tous a1, ......, an ∈ R+ et b1, ......, bn ∈ R+ on a

a1b1 + · · ·+ anbn 6 (ap1 + · · ·+ apn)
1
p (bq1 + · · ·+ bqn)

1
q

ce qu s’écrit à l’aide des signes somme.

n∑
i=1
|aibi| 6

(
n∑
i=1
|ai|p

) 1
p
(

n∑
i=1
|bi|q

) 1
q

pour p, q = 2 (qui conviennent puisque 1
2 + 1

2 = 1). On retrouve exactement inégalité Cauchy-
Schwarz.

(
n∑
i=1

aibi

)2

6

(
n∑
i=1

a2
i

)(
n∑
i=1

b2
i

)
.
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1.5. INÉGALITÉ MINKOWSKI

1.5 Inégalité Minkowski

Théorème 1.5.1. Soit p ∈ R+
0 et soient a1, ......., an ∈ R+ et b1, ......., bn ∈ R+

si p > 1 .

((a1 + b1)p + · · ·+ (an + bn)p)
1
p 6 (ap1 + · · ·+ apn)

1
p + (bp1 + · · ·+ bpn)

1
p .

Ce qui s’écrit aussi ,à l’aide des signer somme,(
n∑
i=1
|ai + bi|p

) 1
p

6

(
n∑
i=1
|ai|p

) 1
p

+
(

n∑
i=1
|bi|p

) 1
p

si 0 < p < 1 , on a au contraire(
n∑
i=1
|ai + bi|p

) 1
p

>

(
n∑
i=1
|ai|p

) 1
p

+
(

n∑
i=1
|bi|p

) 1
p

.

Théorème 1.5.2. (Inégalité de Minkowski par intégrale)
Soit gp, hp : I −→ R est intégrale .et f : I −→ R a probabilités si p > 1 alors[∫

Ω
|g + h|pf dx

] 1
p

6
[∫

Ω
|g|pf dx

] 1
p

+
[∫

Ω
|h|pf dx

] 1
p

.

Démonstration. (les inégalités de Hölder et de Minkowski) Soit p et q deux nombres
réels strictement positifs vérifiant :
1
p

+ 1
q

= 1; (ai)16i6n et (bi)16i6n deux familles de nombres réels strictement positifs.

Soit u, v ∈ R+ impliquent u
1
pv

1
q 6

u

p
+ v

q
on (utilise exemple 1.2.2) on pose

u = t1, v = t2, λ1 = 1
p
, λ2 = 1

q
, d’ou‘, pour tout i ∈ [1, n].

 api
n∑
i=1

api


1
p
 bqi

n∑
i=1

bqi


1
q

6
1
p

 api
n∑
i=1

api

+ 1
q

 bqi
n∑
i=1

bqi

 ,

en ajoutant ces n inégalités on obtient.

n∑
i=1

aibi

(
n∑
i=1

api )
1
p (

n∑
i=1

bqi )
1
q

6
1
p

n∑
i=1

api

n∑
i=1

api

+ 1
q

n∑
i=1

bqi

n∑
i=1

bqi

= 1
p

+ 1
q

= 1,

d’ou‘ l’inégalité de Hölder.
Pour l’inégalité de Minkowski, on part de (ai + bi)p = (ai + bi)p−1ai + (ai + bi)p−1bi.
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1.6. INÉGALITÉ DE JENSEN

On applique l’inégalité de Hölder aux deux familles de produits ((ai + bi)p−1ai)16i6n et
((ai + bi)p−1bi)16i6n. Après addition et mise en facteur, on obtient :

n∑
i=1

(ai + bi)p 6
[
n∑
i=1

(ai + bi)(p−1)q
] 1

q
[
(
n∑
i=1

api )
1
p + (

n∑
i=1

api )
1
p

]

On remarque (p− 1)q = p d’ou‘ l’inégalité cherchée après division des deux membres par :[
n∑
i=1

(ai + bi)p
] 1

q

en n’oubliant pas que 1− 1
q

= 1
p
.

Remarque 1.5.1. L’inégalité de Minkowski permet d’affirmer que les espaces Lp sont nor-
més, et que Rn peut être normé d’une infinité de façon.

1.6 Inégalité de Jensen

• Forme intégrale (inégalité de Jensen )
Soient g un fonction continue de [0, 1] dans ]a, b[ avec (−∞ 6 a 6 b 6∞) et f une
fonction convexe de ]a, b[ dans R alors

f

(∫ b

a
g(x)dx

)
6
∫ b

a
f(g(x))dx. [1]

• Interprétation probabilités de l’inégalité de Jensen

Théorème 1.6.1. Soit f une fonction convexe sur un intervalle réel I et x une variable
aléatoire à valeurs dans I dont l’espérance E(f(x)) existe alors

f(E(x)) 6 E(f(x)).

Démonstration. On supposons que x est une variable aléatoire déscréte que prend des
valeurs dans x ∈ D. D = {x1, x2, ........, xn} avec probabilités P (x = xi) = λi ou λi > 0

avec
n∑
i=1

λi = 1 alors.

E(x) =
n∑
i=1

xiλi

l’attente d’une fonction f : D −→ R tel que

E(f(x)) =
n∑
i=1

f(xi)λi

> f(
n∑
i=1

xiλi) = f(E(x)).
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1.7. INÉGALITÉ D’HERMITE -HADAMARD

1.7 Inégalité d’Hermite -Hadamard

Lemme 1.7.1. Soit f une fonction intégrable sur I on a et a, b ∈ I avec a < b on a :

1
b− a

∫ b

a
f(x)dx =

∫ 1

0
f(tb+ (1− t)a)dt

=
∫ 1

0
f(ta+ (1− t)b)dt.

Démonstration. Voir [3].

Théorème 1.7.1. Soit f : I ⊆ R −→ R une fonction convexe définie sur l’intervalle I des
nombres réels et a, b avec a < b ; l’inégalité.

f(a+ b

2 ) 6 1
b− a

∫ b

a
f(x)dx 6

f(a) + f(b)
2 .

Démonstration. D’apres la définition convexe pour λ = 1
2 on a :

f(x+ y

2 ) 6 f(x) + f(y)
2 .

Soient x, y ∈ I et a, b ∈ I ;a < b tel que x = at+ (1− t)b et y = bt+ (1− t)a
on obtient dans l’inégalité au dessaus l’inégalité suivant pour tout t ∈ [0, 1] :

f(a+ b

2 ) = f

(
tb+ (1− t)a+ ta+ (1− t)b

2

)

6
f(tb+ (1− t)a) + f(ta+ (1− t)b)

2
6

1
2 [ft(b) + f(a)− tf(a) + tf(a) + f(b)− tf(b)]

6
1
2 [f(a) + f(b)]

6
f(a) + f(b)

2 .

Alors nous pouvons écrire :

f(a+ b

2 ) 6 f(tb+ (1− t)a+ f(ta+ (1− t)b)
2 6

f(a) + f(b)
2 .

Nous intégrons l’inégalité sur [0,1] :∫ 1

0
f(a+ b

2 )dt 6
∫ 1

0

f(tb+ (1− t)a+ f(ta+ (1− t)b)
2 dt 6

∫ 1

0

f(a) + f(b)
2 dt .

Nous obtenons :

f(a+ b

2 ) 6
∫ 1

0

f(tb+ (1− t)a+ f(ta+ (1− t)b)
2 dt 6

f(a) + f(b)
2 .
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1.7. INÉGALITÉ D’HERMITE -HADAMARD

A l’aide du Lemme 1.7.1 :

∫ 1

0

f(tb+ (1− t)a+ f(ta+ (1− t)b)
2 dt = 1

2

(∫ 1

0
f(tb+ (1− t)a) + f(ta+ (1− t)b)dt

)
= 1

2

(∫ 1

0
f(tb+ (1− t)a)dt+

∫ 1

0
f(ta+ (1− t)b)dt

)
= 1

2

(
1

b− a

∫ b

a
f(x)dx+ 1

b− a

∫ b

a
f(x)dx

)

= 1
b− a

∫ b

a
f(x)dx.
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Chapitre 2
Les inégalités de moyennes et applications

2.1 Moyenne arithmétique -géométrique- harmonique

Définition 2.1.1. Soit (x1, x2, ........, xn) est un n-uplet de nombres réels strictement positifs
on définit quatre moyennes (strictement positives) :

1. moyenne arithmétique : A(x1, ........, xn) = x1 + · · ·+ xn
n

.

2. moyenne géométrique : G(x1, ........, xn) = n
√
x1 × · · · × xn .

3. moyenne Harmonique : H(x1, ........, xn) = n
1
x1

+ · · ·+ 1
xn

.

4. moyenne quadratique : Q(x1, ........, xn) =
√
x2

1 + · · ·+ x2
n

n

On a la suite d’inégalités
min(x1, ...., xn) 6 H(x1, ...., xn) 6 G(x1, ...., xn) 6 A(x1, ...., xn) 6 Q(x1, ...., xn) 6 max(x1, ...., xn).

Proposition 2.1.1. ( Comparaison entre moyenne géométrique et moyenne arithmétique)
Soit (x1, ......., xn) ∈ Rn

+ on a MG6MA c’est à dire :

n
√
x1 × · · · × xn 6

x1 + · · ·+ xn
n

. (2.1)

Autrement dit la moyenne géométrique est toujours inférieure à la moyenne arithmétique.

Démonstration. Voir exemple 1.2.2.
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2.1. MOYENNE ARITHMÉTIQUE -GÉOMÉTRIQUE- HARMONIQUE

Proposition 2.1.2. ( Comparaison entre moyenne arithmétique et moyenne quadratique)
Soient n, p ∈ N∗ et pour tout (x1, ......., xn) ∈ Rn

+, on a :

n∑
i=1

xi
n

6

(
1
n

n∑
i=1

xpi

) 1
p

.

Démonstration. On considérons la fonction f définie par :

f(x) = xp, ∀x ∈ R+, ∀p ∈ N?

alors

f
′′(x) = P (P − 1)xP−2,

par conséquent f est convexe en appliquant le corollaire 1.2.1, on a :
(

n∑
i=1

xi
n

)p
6

n∑
i=1

xpi
n
.

Et en élevant les deux nombres à la puissance 1
p
, on obtient

n∑
i=1

xi
n

6

(
1
n

n∑
i=1

xpi

) 1
p

.

Remarque 2.1.1. Si l’on pose p = 2 dans la formule précédente, on obtient
n∑
i=1

xi
n

6

√√√√ 1
n

n∑
i=1

x2
i .

Le second membre représente la moyenne quadratique des xi. Par conséquent, compte tenu
Résultat la Démonstration de proposition 2.1.1, on peut dire que la moyenne arithmétique
est toujours comprise entre la moyenne géométrique et la moyenne quadratique. C’est-à-dire
que : (

n∏
i=1

xi

) 1
n

6
n∑
i=1

xi
n

6

√√√√ 1
n

n∑
i=1

x2
i .

Remarque 2.1.2. L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique l’inégalité arithmétique-harmonique
en effet. Si x1, x2, . . . , xn sont des nombres réels positifs non nuls on a :

< (√x1,
√
x2, ...,

√
xn) ,

(
1
√
x1
,

1
√
x2
, ...,

1
√
xn

)
>6‖ (√x1,

√
x2, ...,

√
xn) ‖‖

(
1
√
x1
,

1
√
x2
, ...,

1
√
xn

)
‖ .

Autrement dit :
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2.2. APPLICATIONS EN GÉOMÉTRIE PLANE ET SOLIDE

n 6
√
x1 + x2 + · · ·+ xn

√
1
x1

+ 1
x2

+ · · ·+ 1
xn
.

Par élévation au carré on obtient :

n2 6 (x1 + x2 + · · ·+ xn)( 1
x1

+ 1
x2

+ · · ·+ 1
xn

).

Et finalement :

H(x1, ........, xn) 6 A(x1, ........, xn).

Remarquons que si x1 = x2 = .... = xn alors toutes les inégalités deviennent des égalités, et
particulièrement la moyenne arithmétique sera égale à la moyenne géométrique.

2.2 Applications en géométrie plane et solide

Formule de Héron. C’est une formule qui permet de calculer l’aire S d’un triangle
quelconque, dont les mesures des côtés sont a, b et c

S =
√
p(p− a)(p− b)(p− c).

Où p représente le demi-périmètre du triangle

p = a+ b+ c

2 .

Démonstration. Voir [10].

Formule de Brahmagupta. C’est une généralisation de Formule de Héron à l’aire d’une
quadrilatère convexe inscrit dans un cercle et dont les côtés ont pour longueur a, b, c et d

S =
√

(p− a)(p− b)(p− c)(p− d).

Où p est le demi-périmètre du quadrilatère

p = a+ b+ c+ d

2 .

Démonstration. Voir [10].

Exemple 2.2.1. Montrer que la plus grande aire S obtenue pour un triangle ayant un coté
donné 2a et un périmètre donné 2p se réalise pour un triangle isocèle :
soit y et z les deux autre coté d’après la formule de Héron on a :

S =
√
p(p− 2a)(p− y)(p− z). (voir[6])
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2.2. APPLICATIONS EN GÉOMÉTRIE PLANE ET SOLIDE

Par l’inégalité MAG, on obtient :

√
(p− y)(p− z) 6 (p− y) + (p− z)

2 = 2p− (y + z)
2 = a.

Figure 2.1 – La plus grande surface d’un triangle avec un périmètre donné et un coté donné

Donc,

S =
√
p(p− 2a)(p− y)(p− z) =

(√
(p− y)(p− z)

)(√
p(p− 2a)

)
6 a

(√
p(p− 2a)

)
.

Puisque l’égalité en (MAG) n’est obtenue que si a1 = a2 = ....... = an l’aire maximale sera
également obtenue lorsque y = z, c’est-à-dire
Smax = a

√
p(p− 2a).Cela prouve que l’aire maximale est obtenue pour un triangle isocèle.

Exemple 2.2.2. Trouver le rayon d’un secteur angulaire ayant un périmètre donné et une
aire maximale : désignons le rayon du secteur par x et la longueur d’arc du secteur par y

Figure 2.2 – La superficie maximale d’un secteur

Le périmètre donné du secteur est indiqué par l et sa superficie est indiquée par S
Alors, l = 2x+ y =⇒ y = l − 2x.
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2.3. QUELQUES APPLICATIONS ALGÉBRIQUES

En utilisant la relation «angle α du secteur = y/x», la surface du secteur devient
S = 1

2αx
2 = 1

2xy.

On remplace l − 2x par y pour obtenir. S = x(l − 2x)
2 = 2x(l − 2x)

4 .
En appliquant l’inégalité MAG pour n = 2, nous obtenons

√
4S =

√
2x(l − 2x) 6 2x+ (l − 2x)

2 = l

2 .

L’égalité sera valable lorsque l − 2x = 2x ; en d’autres termes, la surface maximale du
secteur est obtenue lorsque x = l/4 et elle est égale à l2/16.

Exemple 2.2.3. Parmi tous les cylindres à incision axiale ABCD à périmètre 2p, trouvez-
en un au volume maximal figure 2.3.
On observe que
4R + 2h = 2p ou 2R + h = p =⇒ R +R + h

3 = p

3 .

Selon l’inégalité MAG pour n = 3, p3 > 3
√
R2h.

Figure 2.3 – Le volume maximal d’un cylindre.

Il en résulte que V = πR2h 6
πp3

27 , c’est-à-dire que le volume maximal du cylindre est

Vmax = πp3

27 et cela est atteint pour R = h = p

3 .

2.3 Quelques applications algébriques

Exemple 2.3.1. On recherche la valeur minimale de la suite an =
(
1 + 1

n

)n
, n = 1, 2, ...

Nous allons prouver que cette suite est strictement croissante c-à-d. an+1 > an pour tout n
naturel. Nous avons :
an =

(
1 + 1

n

)(
1 + 1

n

)(
1 + 1

n

)
...
(

1 + 1
n

)
.1 Ici, nous avons n + 1 multiplicateur qui ne

sont pas tous égaux
(
1 6= 1 + 1

n

)
.
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2.3. QUELQUES APPLICATIONS ALGÉBRIQUES

Donc l’inégalité AM −GM est stricte :

an <

(1 + 1
n

)n+ 1
n+ 1


n+1

=
(
n+ 2
n+ 1

)n+1
=
(

1 + 1
n+ 1

)n+1
= an+1.

Ainsi, la valeur minimale de la séquence est a1 = 2.
Notez que l’inégalité prouvée est généralement utilisée pour la preuve de l’existence du nombre
e comme limite a de la séquence an où −→∞.

Exemple 2.3.2. On recherche la valeur minimale de la fonction : y = (x+ a)(x+ b)
x

où x est positif et a et b sont nombres réels positifs fixes.
On observe que

y = (x+ a)(x+ b)
x

= x2 + (a+ b)x+ ab

x
= x+ ab

x
+ a+ b.

D’autre part, par l’inégalité MAG pour n = 2, nous avons

x+ ab

x
> 2

√
x
ab

x
= 2
√
ab.

Par conséquent

y = (x+ a)(x+ b)
x

= x+ ab

x
+ a+ b > 2

√
ab+ a+ b =

(√
a+
√
b
)2
.

L’égalité est obtenue pour x = ab

x
=⇒ x =

√
ab.

Exemple 2.3.3. On recherche la valeur maximale de la fonction y = x2n (a− x2n) où x est
réel, a est un nombre réel positive et n est un nombre entier positive.
De toute évidence, le maximum se produit si l’expression a − x2n est positif, c’est-à-dire
|x| < 2n

√
a.

En utilisant l’inégalité MAG pour n = 2, le maximum de y est

y = x2n
(
a− x2n

)
6

[
x2n + (a− x2n)

2

]2

= a2

4 .

Cela se produit lorsque x2n = a− x2n ou si |x| = 2n

√
a
2 .
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2.4. QUELQUES APPLICATIONS EN TRIGONOMÉTRIE

Exemple 2.3.4. On recherche la valeur maximale de la fonction y = x

ax2 + b
et a, b > 0.

Il est facile de montrer que la fonction obtient son maximum pour x > 0.
A partir de l’inégalité MAG pour n = 2, on peut obtenir :

ax2 + b

2 >
√
ax2b = x

√
ab.

Par conséquent, pour tout x > 0, nous avons : y = x

ax2 + b
6

x

2x
√
ab

= 1
2
√
ab

.

L’égalité ne vaut que si ax2 +b = 2x
√
ab, ou en d’autres termes xmax =

√
b

a
, et le maximum

de la fonction est ymax = 1
2
√
ab

.

2.4 Quelques applications en trigonométrie

Exemple 2.4.1. On recherche la valeur minimale de la fonction y = cos2n x+ sin2n x dans
l’intervalle [0 : π2 ].
On pose a = sin2 x et b = cos2 x .
Par identités trigonométriques, on sait que a+ b = 1 et donc cos2 x = 1− a.

y = cos2n x+ sin2n x = bn + an = (1− a)n + an.

Par contre, par l’inégalité MAG pour n = 2 nous avons

an + bn > 2
(√

a(1− a)
)n
.

Donc,

an + (1− a)n > 2
(√

a(1− a)
)n
.

ou

(an − (1− a)n)2 > 0.

L’égalité n’est obtenue que lorsque a = 1− a ou si a = 1
2 =⇒ sin x =

√
2

2
Donc
cos2n x+ sin2n x >

1
2n−1 .
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Exemple 2.4.2. Pour a > 0, a 6= 1 trouver les valeurs maximales de la fonction

y =
√

cos2 x+ a sin2 x+
√

sin2 x+ a cos2 x.

La quadrature de l’équation ci-dessus et en utilisant les identités trigonométriques, nous
obtenons

y2 = 1 + a+ 2
√

(cos2 x+ a sin2 x)(sin2 x+ a cos2 x).

Appliquant maintenant l’inégalité MAG pour n = 2 rendements

y2 6 1 + a+
(
cos2 x+ sin2 x+ a sin2 x+ a cos2 x

)
= 1 + a+ 1 + a = 2(1 + a)

L’égalité se produit pour cos2 x+ a sin2 x = sin2 x+ a cos2 x.
Par conséquent ymax =

√
2(1 + a) est obtenu pour xmax = π

4 + π

2k ,où k est un nombre
entier.

2.5 Applications au calcul d’extrémas

Exemple 2.5.1. Soit la largeur, la longueur et la hauteur du prisme rectangulaire droit
respectivement x, y et z figure 2.4.

Figure 2.4 – La surface maximale d’un prisme.

La diagonale du cuboïde et ses arêtes satisfont la relation x2 + y2 + z2 = a2 (le théorème
spatial de Pythagore). La valeur de surface S est : S = 2(xy + xz + yz).
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A partir de l’inégalité MAG pour n = 2, on peut écrire les relations suivantes :

xy =
√
x2.y2 6

x2 + y2

2

xz =
√
x2.z2 6

x2 + z2

2

yz =
√
y2.z2 6

y2 + z2

2 .

Et, par conséquent, en utilisant la formule de la surface et en ajoutant les inégalités
susmentionnées, nous obtiendrons :

S = 2(xy + xz + yz) 6 22x2 + 2y2 + 2z2

2 = 2a2 = Smax.

Pour un cube, on a x = y = z alors : S 6 a2 = Smax .

Exemple 2.5.2. Le triangle ABC avec un point intérieur O arbitraire est donné (voir figure
2.5).

Figure 2.5 – La valeur minimale de l’expression x2 + y2 + z2.

Soit x, y et z les distances du point O donné des côtés BC,CA et AB respectivement. On
va calculer la valeur minimale de x2 + y2 + z2.
L’aire du triangle ABC, basée sur les aires des triangles BOC, COA et AOB, est

S = 1
2(BC)x+ 1

2(CA)y + 1
2(AB)z = 1

2(ax+ by + cz).

A partir de l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour n = 3, on obtient

2S = ax+ by + cz 6
(√

x2 + y2 + z2
) (√

a2 + b2 + c2
)
.

Par conséquent, la valeur minimale pour x2 + y2 + z2 et

x2 + y2 + z2 >
4s2

a2 + b2 + c2 .
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Car si le triangle était un triangle équilatéral avec des côtés a, nous obtenons
x2 + y2 + z2 >

1
4a

2.
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Chapitre 3
Les inégalités trigonométriques et hyperbolique

3.1 Inégalités trigonométriques et hyperbolique

Dans ce chapitre, nous explorerons plusieurs inégalités trigonométriques. inclurons des
inégalités avec des fonctions sinusoïdales et tangentes, des fonctions hyperboliques complexes.
Les résultats sont très élégants, et leurs preuves nous donnent un excellent aperçu sur les
propriétés des fonctions trigonométriques.

Lemme 3.1.1. Supposons que n est un nombre entier positif et θ est un nombre réel. Alors,

1− cos(nθ) 6 n2(1− cos θ).

Démonstration. Voir [2][page : 13-14]

Lemme 3.1.2. Supposons que a et b sont des nombres réels positifs et n et k sont positifs
entiers. Alors,

n∑
k=0

akbn−k > (n+ 1)an/2bn/2

Démonstration. Soit x = a/b > 0. Alors,

n∑
k=0

akbn−k =
n∑
k=0

xkbn = bn
n∑
k=0

xk

= bn(x0 + x1 + · · ·+ xn)

= bn(n+ 1)
(
x0 + x1 + · · ·+ xn

n+ 1

)

> bn(n+ 1)
(
x0 · x1 · ... · xn

)[1/(n+1)]

= bn(n+ 1)
(
x0+1+···+n

)[1/(n+1)]
,
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3.2. INÉGALITÉ DE PRICE

avec l’inégalité provenant de l’inégalité moyenne arithmétique-géométrique 2.1. Maintenant,
en appliquant la formule pour la somme d’une suite arithmétique finie, nous avons que,

bn(n+ 1)
(
x0+1+···+n

)[1/(n+1)]
= bn(n+ 1)x[(n+1)(0+n)/2][1/(n+1)]

= bn(n+ 1)xn/2

= bn(n+ 1)
(
a

b

)n/2
= (n+ 1)an/2bn/2.

Donc
n∑
k=0

akbn−k > (n+ 1)an/2bn/2.

3.2 Inégalité de Price

Théorème 3.2.1. Soient a, b, et θ des nombres réels avec a et b positifs et non égaux. Soit
n un nombre entier supérieur ou égal à 1. Alors,

a2n + b2n − 2anbn cos(nθ)
a2 + b2 − 2ab cos(θ) 6

(
an − bn

a− b

)2

.

Théorème 3.2.2. (L′inégalité du triangle) Pour deux nombres complexes quelconques z1

et z2, |z1 + z2| 6 |z1|+ |z2|.

Lemme 3.2.1. Supposons que z est un nombre complexe tel que |z| 6= 1 et n est un nombre
entier positif. Alors,

|z
n − 1
z − 1 | 6

|z|n − 1
|z| − 1 . (voir [2])

Démonstration. En appliquant la loi somme d’une suite géométrique, nous avons.

|z
n − 1
z − 1 | = |

n−1∑
k=0

zk|.

|
n−1∑
k=0

zk| = |z0 + z1 + · · ·+ zn−1|

6 |z0|+ |z1|+ · · ·+ |zn−1|
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3.2. INÉGALITÉ DE PRICE

on utilisant l’inégalité triangulaire.

|z0|+ |z1|+ · · ·+ |zn−1| =
n−1∑
k=0
|zk| = |z|

n − 1
|z| − 1 .

Finalement

|z
n − 1
z − 1 | 6

|z|n − 1
|z| − 1 .

Théorème 3.2.3. Soit z = x + iy un nombre complexe non nul et supposons que n est un
nombre entier positif. Alors,

|sinh(nz)
sinh z | 6

sinh(nx)
sinh x .

Démonstration. Supposons que z = x+ iy

|ez| = |ex.eiy| = |ex|.| cos y + i sin y| = ex. (3.1)

Alors,

|sinh(nz)
sinh z | = |

enz − e−nz

ez − e−z
| = |

(
ez · enz

ez · enz
)(

enz − e−nz

ez − e−z

)
|

= |e
z(e2nz − 1)
enz(e2z − 1) | = |

ez

enz
||e

2nz − 1
e2z − 1 |

=
(
e−nx

e−x

)
|e

2nz − 1
e2z − 1 |,

par lemme 3.2.1 et équation 3.1
(
e−nx

e−x

)
|e

2nz − 1
e2z − 1 | 6

e−nx

e−x

(
|e2nz| − 1
|e2z| − 1

)

= e−nx

e−x

(
e2nx − 1
e2x − 1

)

= enx − e−nx

ex − e−x

= sinh(nx)
sinh x .

Donc,

|sinh(nz)
sinh z | 6

sinh(nx)
sinh x .
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3.2. INÉGALITÉ DE PRICE

| sinh z|2 = (sinh z)(sinh z) = (sinh z)(sinh z)

= (ez+z + e−(z+z))− (ez−z + e−(z−z))
4

= (e2x + e−2x)− (e2iy + e−2iy)
4

= cosh(2x)− cosh(2iy)
2

= cosh(2x)− cos(2y)
2 .

De même, nous avons

| cosh z|2 = cosh(2x) + cos(2y)
2 . (3.2)

On va prouver l’inégalité de Price. Cela vient simplement de l’application du lemme 3.2.1

Démonstration. Donné par Katsuura-Obeid supposons que a, b et θ sont des nombres réels
avec a et b positifs et non égaux. Aussi, soit n un nombre entier supérieur ou égal à 1. En
mettant au carré les deux côtés de l’équation dans le lemme 3.2.1, nous obtenons que.

|z
n − 1
z − 1 |

2 6

(
|z|n − 1
|z| − 1

)2

. (3.3)

Alors,

|zn − 1|2 = (zn − 1)(zn − 1) = (zn − 1)(zn − 1)

= |zn|2 − zn − zn + 1 = |zn|2 − 2Re(zn) + 1.

Maintenant, on pose z = (b/a)eiθ, et d’après équation 3.3, nous trouvons

| b
n

an
einθ|2 − 2Re

(
bn

an
einθ

)
+ 1

| b
a
eiθ|2 − 2Re

(
b

a
eiθ
)

+ 1
6

 |
b

a
eiθ|n − 1

| b
a
eiθ| − 1


2

. (3.4)
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3.3. INÉGALITÉS SIMILAIRES À L’INÉGALITÉ PRICE

Mais,

| b
n

an
einθ|2 − 2Re

(
bn

an
einθ

)
+ 1

| b
a
eiθ|2 − 2Re

(
b

a
eiθ
)

+ 1
=

b2n

a2n − 2 b
n

an
cos(nθ) + 1

b2

a2 − 2 b
a

cos θ + 1

=
a2n + b2n − 2anbn cos(nθ)

a2n

a2 + b2 − 2ab cos θ
a2

Donc, par équation 3.4,

a2n + b2n − 2anbn cos(nθ)
a2n

a2 + b2 − 2ab cos θ
a2

6

 |
b

a
eiθ|n − 1

| b
a
eiθ| − 1


2

.

Donc,

(
a2n + b2n − 2anbn cos(nθ)

a2 + b2 − 2ab cos θ

)
6

 |
b

a
eiθ|n − 1

| b
a
eiθ| − 1


2 (

a2

a2n

)
=


bn

an
− 1

b

a
− 1


2 (

a2

a2n

)

=


bn − an

an
b− a
a


2 (

a2

a2n

)
=
(
bn − an

b− a

)2 (
a2n

a2

)(
a2

a2n

)

=
(
an − bn

a− b

)2

,

Par conséquent, l’inégalité de Price n’est qu’un cas particulier du lemme 3.2.1

3.3 Inégalités similaires à l’inégalité Price

Théorème 3.3.1. Soient a, b et θ des nombres réels avec a, b positive et non égaux. Aussi,
soit n un nombre entier supérieur ou égal à 1. Alors,

a2n + b2n − 2anbn cos(nθ)
a2n + b2n + 2anbn cos(nθ) 6

(
a+ b

a− b

)2 (
a2 + b2 − 2ab cos θ
a2 + b2 + 2ab cos θ

)
.

Démonstration. Supposons que. c = a/b et z = x+ iy = (ln c+ iθ)/2.
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3.3. INÉGALITÉS SIMILAIRES À L’INÉGALITÉ PRICE

En appliquant inégalité 3.2, on obtient que

| cosh(nz)|2 = cosh(n ln c) + cos(nθ)
2

= en ln c + e−n ln c

4 + cos(nθ)
2

= cn + c−n + 2 cos(nθ)
4

= (an/bn) + (bn/an) + 2 cos(nθ)
4

= a2n + b2n + 2anbn cos(nθ)
4anbn .

Alors,

| tanh(nz)|2 = a2n + b2n − 2anbn cos(nθ)
a2n + b2n + 2anbn cos(nθ) , (3.5)

et,

| coth(nz)|2 = a2n + b2n + 2anbn cos(nθ)
a2n + b2n − 2anbn cos(nθ) .

Donc

| coth x|2 = a2 + b2 + 2ab cos(0)
a2 + b2 − 2ab cos(0)

= a2 + b2 + 2ab
a2 + b2 − 2ab

=
(
a+ b

a− b

)2

.

Par le théorème 1.4.3 dans [2]
on a,

|tanh(nz)
tanh z | 6 | coth x|.

tq, z = x+ iy avec x 6= kπ. Pour tout entier k et n est un entier positif, alors

|tanh(nz)
tanh z |

2 6 | coth x|2.
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Donc,

| tanh(nz)|2 6 | coth x|2| tanh z|2. (3.6)

Par conséquent, inégalité 3.5, et inégalité 3.6 nous donnent l’inégalité suivante, très similaire
à Price’s :

a2n + b2n − 2anbn cos(nθ)
a2n + b2n + 2anbn cos(nθ) 6

(
a+ b

a− b

)2 (
a2 + b2 − 2ab cos θ
a2 + b2 + 2ab cos θ

)
.
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Chapitre 4
Inégalités et triangles

4.1 Inégalité triangulaire

Définition 4.1.1. Si a, b, c sont les longueurs des côtés d’un triangle alors on a :

a < b+ c, b < a+ c, et c < a+ b

Application. Si a, b et c sont les longueurs des côtés d’un triangle alors on a :
3
2 6

a

b+ c
+ b

c+ a
+ c

a+ b
< 2

Démonstration. On a d’une part par application directe de l’inégalité triangulaire :

a

b+ c
+ b

c+ a
+ c

a+ b
= 2a

(b+ c) + (b+ c) + 2b
(c+ a) + (c+ a) + 2c

(a+ b) + (a+ b)

<
2a

a+ (b+ c) + 2b
b+ (c+ a) + 2c

c+ (a+ b)

= 2(a+ b+ c)
a+ b+ c

= 2.

Pour l’autre inégalité on peut supposer que a+ b+ c = 1. Et on cherche le minimum de
a

1− a + b

1− b + c

1− c.

Pour cela considérons la fonctions f(x) = 1
1− x.

Cette fonction est convexe sur l’intervalle ]0, 1[, donc

f

(
a+ b+ c

3

)
6

1
3f(a) + 1

3f(b) + 1
3f(c),

où

f

(
a+ b+ c

3

)
= f

(1
3

)
= 3

2
d’où
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4.2. INÉGALITÉS ET HAUTEURS D’UN TRIANGLE

3
2 6

a

1− a + b

1− b + c

1− c.

L’égalité à lieu si les côtés sont égaux.
Pour cette inégalité on peut aussi utiliser l’inégalité MH −MA :

(a+ b) + (b+ c) + (c+ a)
3 >

3
1

a+ b
+ 1
b+ c

+ 1
c+ a

.

Il en résulte que,

[(a+ b) + (b+ c) + (c+ a)]
[ 1
a+ b

+ 1
b+ c

+ 1
c+ a

]
> 9.

Après distribution on arrive à :

2a+ b+ c

b+ c
+ 2a+ b+ c

c+ a
+ 2a+ b+ c

a+ b
> 9,

Il s’en suit que

2 + 2a
b+ c

+ 2 + 2b
c+ a

+ 2 + 2c
a+ b

> 9.

D’où le résultat.

4.2 Inégalités et hauteurs d’un triangle

Les conditions sur les hauteurs ha, hb et hc dans un triangle ABC avec les côtés a, b et c
peuvent être trouvées en considérant l’aire S du triangle. Puisque

S = 1
2aha = 1

2bhb = 1
2chc,

on a
1
ha

= 1
2Sa,

1
hb

= 1
2S b,

1
hc

= 1
2S c, (4.1)

donc un triangle avec les côtés 1
ha
,

1
hb
,

1
hc

doit exister et être similaire au triangle d’origine,
avec 1/2S le facteur de similitude.

Figure 4.1 –
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Nous devons donc avoir 1
ha

<
1
hb

+ 1
hc
,

1
hb

<
1
ha

+ 1
hc

et 1
hc

<
1
ha

+ 1
hb

et formule 4.1
implique que si a 6 b 6 c, alors ha > hb > hc.

Existence d’un triangle étant donnés a,b et ha

Il est clair que b > ha > 0 est nécessaire. Pour montrer qu’il est également sufficient,
nous donnons un Dessin BC avec longueur |BC| = a et CD perpendiculaire à BC avec
|CD| = ha, comme le montre la figure 4.2. Tracez une ligne parallèle à BC en D, et localiser
le sommet A à une distance de b de C. Ainsi b > ha > 0 est nécessaire et sufficient pour
l’existence d’un triangle étant donné a, b, et ha.

Figure 4.2 –

Existence d’un triangle étant donnés a,hb et hc

Construire |BC| = a et un demi-cercle avec BC comme diamètre. Localisez ensuite les
pieds des hauteurs hb et hc sur le demi-cercle et tracez des lignes de B et C à travers ces
points pour localiser le sommet A. (Si une hauteurs, disons hb, est égale à a, puis tracez AC
perpendiculairement à BC en C.) Voir figure 4.3. Par conséquent, une condition sufficient
(et nécessaire) à l’existence du triangle est hb 6 a, et hc 6 a avec au moins une inégalité
stricte. Si les hauteurs hb et hc se coupent en dehors du demi-cercle, alors le triangle ABC
est obtus.

Figure 4.3 –
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Plus d’inégalités pour les trois hauteurs

Nous trouvons maintenant des bornes supérieures pour la somme ha + hb + hc et le produit
hahbhc des trois hauteurs d’un triangle avec les côtés a, b, c en termes de demi-périmètre ρ
et d’aire S [Bottema et al., 1968 ; Santalo, 2004].

Lemme 4.2.1. Soit ρ est une demi-périmètre de triangle ABC on a :

ha 6
√
ρ(ρ− a), hb 6

√
ρ(ρ− b), et hc 6

√
ρ(ρ− c)

Démonstration. En utilisant la formule de Héron pour l’aire S du triangle, nous avons

ha = 2S
a

= 2
a

√
ρ(ρ− a)(ρ− b)(ρ− c) =

√
ρ(ρ− a)

√
(ρ− b)(ρ− c)

a/2
Par l’inégalité MA−MG, sur ρ− b et ρ− c on obtient :√

(ρ− b)(ρ− c) 6 ρ− b+ ρ− c
2 = a

2 .

Donc

ha 6
√
ρ(ρ− a).

Théorème 4.2.1. ha + hb + hc 6
√

3ρ, et hahbhc 6 ρS.

Démonstration. Utilisation de l’inégalité moyenne quadratique moyenne arithmétique pour
les trois nombres,

√
ρ(ρ− a),

√
ρ(ρ− b), et

√
ρ(ρ− c), alors

ha+hb+hc 6
√
ρ(ρ− a)+

√
ρ(ρ− b)+

√
ρ(ρ− c) 6 3

√
ρ(ρ− a) + ρ(ρ− b) + ρ(ρ− c)

3 =
√

3ρ,

et

hahbhc 6
√
ρ(ρ− a)

√
ρ(ρ− b)

√
ρ(ρ− c) = ρS.

4.3 Inégalités et médianes d’un triangle

Dans le triangle ABC, les médianes sont les segments joignant chaque sommet au milieu
du côté opposé et ont des longueurs ma,mb et mc. Les trois médianes se coupent en un
point, le centroïde ou le centre de gravité du triangle, et la distance le long d’une médiane
d’un sommet au centroïde est égale deux tiers de la longueur de cette médiane. Voir figure 4.4
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Figure 4.4 –

En utilisant la loi des cosinus
(loi des cosinus : a2 = b2 + c2 − 2bc cos Â, b2 = a2 + c2 − 2ac cos B̂, c2 = a2 + b2 − 2ab cos Ĉ),
il est facile de montrer que la longueur d’une médiane est fonction des côtés a, b et c c.à.d,
m2
a = (2b2 + 2c2 − a2)/4 (voir[4]), et de même pour m2

b et m2
c par conséquent

m2
a −m2

b = 3(b2 − a2)/4, , donc si les côtés satisfont, a 6 b 6 c, puis ma > mb > mc. Aussi,
m2
a +m2

b +m2
c = 3(a2 + b2 + c2)/4.

Théorème 4.3.1. Soit ρ est une demi-périmètre de triangle ABC on a :

3ρ/2 6 ma +mb +mc 6 2ρ.

Démonstration. Après avoir disposé trois copies d’un triangle dans un trapèze sur la figure
4.4, nous appliquons l’inégalité du triangle au triangle ombré pour conclure 2mb 6 a+ c. De
même, 2ma 6 b+ c et 2mc 6 a+ b.

ma +mb +mc 6 a+ b+ c = 2ρ. (4.2)

Pour trouver la borne inférieure sur ma + mb + mc nous organisons six copies du triangle
dans l’hexagone de la figure 4.5, et notons que le triangle ombré a des côtés 2ma, 2mb et
2mc, et médianes 3a/2, 3b/2, et 3c/2. L’application de Théorème 4.3.1 à ce triangle donne
3(a+ b+ c)/2 6 2(ma +mb +mc) qui complète la preuve.

Figure 4.5 –
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l’aire S d’un triangle est liée à son demi-périmètre ρ par l’inégalité S 6
√

3ρ2/9. Si S
désigne l’aire du triangle ABC sur la figure 4.4, alors l’aire du triangle ombré sur la figure
4.5 est 3S, son demi-périmètre est ma +mb +mc, et donc

S 6

√
3

27 (ma +mb +mc)2.

De plus, l’aire d’un triangle avec les côtés ma,mb et mc (appelé triangle médian d’ABC) est
3S/4.

• Existence d’un triangle étant donnés ma,mb et mc

Si nous pouvons construire un triangle avec les côtés 2ma, 2mb et 2mc alors nous pouvons
construire le triangle ombré de la figure 4.5 et trouver son centre de gravité. Alors a, b, c
sont les longueurs des segments entre le centroïde et les sommets. Par conséquent, nous
avons besoin des inégalités.

ma < mb +mc, mb < mc +ma, et mc < ma +mb.

• Existence d’un triangle étant donnés a,b et ma

Si nous pouvons construire un triangle avec les côtés a/2, b, et ma, alors nous pouvons
construire le triangle gris de la figure 4.6 et doubler sa base pour obtenir le triangle
souhaité. Nous avons donc besoin des trois inégalités.

ma < b+ a/2, a/2 < b+ma et b < ma + a/2.

Figure 4.6 –

• Existence d’un triangle étant donnés a,b et mc

Si nous pouvons construire un triangle avec les côtés a, b et 2mc, nous pouvons construire
le triangle gris de la figure 4.6(b), compléter le parallélogramme et dessiner son autre
diagonale pour obtenir le triangle souhaité. Nous avons donc besoin des trois inégalités
2mc < a+ b, a < b+ 2mc et b < a+ 2mc.
• Existence d’un triangle étant donnés a,ma et mb

Comme précédemment, si nous pouvons construire un triangle avec des côtés a/2,ma/3, et
2mb/3 nous pouvons construire le triangle gris de la figure 4.6(c) et étendre les côtés de
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longueur a/2 et ma/3 pour localiser le deux autres sommets du triangle. Nous avons donc
besoin des trois inégalités
a

2 <
ma

3 + 2mb

3 ,
ma

3 <
a

2 + 2mb

3 et 2mb

3 <
a

2 + ma

3 .

4.4 Les inégalités et les bissectrices d’un triangle

Soient wa, wb et wc les longueurs des segments de droite qui coupent les angles du triangle
ABC et se terminent sur les côtés opposés. Nous trouvons maintenant des bornes sur
wa + wb + wc et wawbwc en termes de demi-périmètre ρ et de l’aire S.

Théorème 4.4.1. wa + wb + wc 6
√

3ρ et wawbwc 6 ρS.

Démonstration. Nous commençons par trouver des expressions explicites pour wa, wb et wc
en termes de a, b et c. Dans le triangle ABC (voir figure 4.7), nous étendons d’abord BC

d’une longueur b jusqu’au point F et dessinons AF . La bissectrice [CD) de longueur wc de
Ĉ coupe le cercle circonscrit en E . Parce que le triangle ACF est isocèle et que ˆAFC est
égale à la moitié de Ĉ, alors AF est parallèle à CE.

Figure 4.7 –

Puisque le triangle DBC est similaire au triangle ABF , nous avons x/c = a/(a+ b), donc
x = ac/(a+ b) et y = c− x = bc/(a+ b). Étant donné que le triangle DAC est similaire au
triangle BEC car ˆDAC = ˆBEC et ˆACD = ˆECB, nous avons .(z + wc)/b = a/wc, et donc
w2
c + zwc = ab.

Mais le théorème des cordes qui se croisent affirme que lorsque deux accords se croisent à
l’intérieur d’un cercle, les produits de leurs segments sont égaux. Appliqué à AB et CE,
cela donne zwc = xy = abc2/(a+ b)2, et donc

wc = 2
√
ab

a+ b

√
ρ(ρ− c).

Mais 2
√
ab 6 a+ b par l’inégalité MA−MG, donc wc 6

√
ρ(ρ− c).
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De même wa 6
√
ρ(ρ− a) et wb 6

√
ρ(ρ− b), donc par la racine moyenne arithmétique

moyenne quadratique que nous avons,

wa + wb + wc 6
√
ρ(ρ− a) +

√
ρ(ρ− b) +

√
ρ(ρ− c)

6 3
√
ρ(ρ− a) + ρ(ρ− b) + ρ(ρ− c)

3 =
√

3ρ,

et

wawbwc 6
√
ρ(ρ− a)

√
ρ(ρ− b)

√
ρ(ρ− c) = ρS

les bornes dans le théorème.

Existence d’un triangle étant donnés a,ha et wa

D’après la figure 4.8, la seule inégalité requise est wa > ha.

Figure 4.8 –

Contrairement aux exemples d’existence antérieurs, nous n’avons pas de procédure de
construction dans ce cas. La même figure fournit l’inégalité requise pour l’existence d’un
triangle donné a, ha, et ma est ma > ha.

Existence d’un triangle étant donnés a,hb et wc

Construire [BC] = a et un demi-cercle avec BC comme diamètre.
Localisez ensuite D à une distance hb de B, comme illustré à la figure 4.9. Couper en deux

ˆBCD et localisez E à une distance wc de C sur la bissectrice. Dessinez CD et BE et
prolongez-les pour qu’elle se rencontre en A. Cette construction est possible si et seulement
si

ha 6 a et wc <
[
h2
b +

(
a+

√
a2 − h2

b

)2]1/2
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Figure 4.9 –

Ordre des côtés et des bissectrices d’angle

Plus tôt dans ce chapitre, nous avons montré que si a 6 b 6 c alors ha > hb > hc et
ma > mb > mc. Nous montrons maintenant que les mêmes inégalités pour les bissectrices
des angles : wa > wb > wc.
Si 0 < a 6 b 6 c, alors c−a > c−b et 2

√
ac 6 2

√
bc, et donc (c−a)/(2

√
ac) > (c−b)/(2

√
bc).

Soit α = arctan(c− a)/(2
√
ac) et β = arctan(c− b)/(2

√
bc) , comme l’illustre la figure 4.10.

puisque β 6 α et alors cos β = 2
√
bc/(b+ c) > 2

√
ac/(a+ c) = cosα.

Figure 4.10 –

Mais a 6 b implique
√
ρ(ρ− a) >

√
ρ(ρ− b), et ainsi

wa = 2
√
bc

b+ c

√
ρ(ρ− a) > 2

√
ac

a+ c

√
ρ(ρ− b) = wb.

La preuve que wb > wc. La preuve peut être modifiée pour montrer que 0 < a < b implique
wa > wb.
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4.5 Le théorème de Steiner-Lehmus

C’est un exercice facile de prouver que, dans un triangle isocèle, les bissectrices d’angles
égaux sont égales. L’inverse n’est pas si facile à prouver et est devenu connu sous le nom
de théorème de Steiner-Lehmus. En 1840, C.L. Lehmus demanda au géomètre suisse Jakob
Steiner, une preuve purement géométrique, les preuves algébriques étant relativement simples
une fois que l’on connaît les longueurs des bissectrices angulaires en termes de côtés. H. S.
M. Coxeter et S. L. Greitzer [Coxeter et Greitzer, 1967] écrivent que ce résultat est celui
qui semble "exercer une fascination particulière sur quiconque tombe sur". Depuis 1840, des
centaines de preuves différentes ont été publiées, et elles continuent d’apparaître avec une
certaine régularité. Notre preuve est basée sur le résultat de la section précédente concernant
l’ordre des longueurs des bissectrices angulaires.

Théorème 4.5.1. Si deux bissectrices d’un triangle sont égales, alors le triangle est isocèle.

Démonstration. Nous devons montrer que wa = wb implique a = b. Si a < b, alors wa > wb,
et si a > b, wa < wb. Donc wa = wb implique a = b.

4.6 Symétries et inégalités

Une isométrie dans le plan est une transformation qui préserve les distances. Les iso-
métries primaires sont les symétries, les rotations et les translations. La préservation de la
distance implique que les isométries préservent les angles et les aires, donc les formes sont
invariantes. Comme nous le verrons dans ce chapitre, l’utilisation des isométries est une
méthode puissante pour prouver les inégalités géométriques. Les symétries seront utilisées à
trois fins différentes, que nous illustrons dans les trois exemples suivants.

Exemple 4.6.1. Chemins minimaux
Étant donné deux points A et B du même côté d’une ligne L, quel point C dans L fait
|AC|+ |CB| un minimum?

Figure 4.11 –
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En utilisant L comme miroir, le point A se reflète sur le point A′, donc le segment de ligne
A

′
B est le chemin de longueur minimale joignant A′ et B, et donc le chemin de longueur

minimale de A à B contenant un point de L est AC ∪ CB, comme illustré sur la figure
4.11(a). Lorsque le segment AB est parallèle à L, comme sur la figure 4.11(b), nous avons
le résultat suivants.

Théorème 4.6.1. Parmi tous les triangles avec une base et une aire spécifiées, le triangle
isocèle a un périmètre minimum.

Exemple 4.6.2. cordes divisant une figure en deux parties de surface et de périmètre égaux.

Figure 4.12 –

De toute évidence, chaque fois que nous pouvons localiser un axe de symétrie dans une
figure, il détermine une partition égale de l’aire et du périmètre. Cette observation, quoique
élémentaire, est étonnamment utile.

Exemple 4.6.3. Génération de nouvelles figures ayant même périmètre mais une plus
grande surface.

Figure 4.13 –

Par exemple, lorsqu’il s’agit de figures concaves comme la région de la figure 4.13(a), le
reflet d’une partie de la frontière sur une ligne (figure 4.13b) ou un point (figure 4.13c)
donne une nouvelle région avec le même périmètre mais une plus grande surface. Le
processus peut être répété pour produire une figure convexe avec le même périmètre que
l’original.
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4.6.1 Un triangle inscrit avec un périmètre minimum

Soit P un point fixe à l’intérieur d’un angle aigu, et soit Q et R des points sur les côtés de
l’angle. Pour quel emplacement de Q et R le périmètre du triangle PQR est-il au minimum?
Pour répondre à cette question, nous réfléchissons d’abord à P de chaque côté de l’angle pour
localiser les points P ′ et P ′′, comme le montre la figure 4.14(a). Tirage P ′

P
′′, croisant les

côtés de l’angle en R et Q. Nous prétendons que le triangle PQR a un périmètre minimum
parmi tous les triangles avec des sommets en P et sur les côtés de l’angle donné.

Figure 4.14 –

Pour établir la minimalité du périmètre du triangle PQR, supposons que Q′ et R′ soient
deux autres points sur les côtés de l’angle, et considérons le triangle PQ′

R
′, comme dans la

figure 4.14b. alors

|PQ|+ |QR|+ |RP | = |P ′
Q|+ |QR|+ |RP ′′ | = |P ′

P
′′ |

6 |P ′
Q

′ |+ |Q′
R

′ |+ |R′
P

′′|

= |PQ′ |+ |Q′
R

′|+ |R′
P |

et par conséquent le triangle PQR a un périmètre minimum.

4.6.2 Hauteurs et triangle orthique

En 1775, Giovanni Francesco Fagnano dei Toschi (1715–1797) pose le problème suivant :
étant donné un triangle aigu, trouver le triangle inscrit de périmètre minimum. Par triangle
inscrit dans un triangle ABC donné, nous entendons un triangle PQR tel que chaque sommet
P,Q,R se trouve sur un côté différent de ABC. Fagnano a résolu le problème en utilisant le
calcul, mais nous présentons une solution sans calcul utilisant la symétrie due à Lipot Fejér
(1880–1959) [Kazarinoff, 1961]. La solution implique le triangle orthique - le triangle PQR
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dont les sommets sont le les pieds des hauteurs de chacun des sommets de ABC, comme
illustré sur la figure 4.15a.

Théorème 4.6.2. Dans tout triangle aigu, le triangle inscrit avec un périmètre minimum
est le triangle orthique.

Figure 4.15 –

Démonstration. Pour trouver les emplacements des points P,Q,R qui minimisent le pé-
rimètre de PQR, refléter le point R dans les côtés AB et AC (comme dans la section
précédente) pour localiser les points R′ et R′′ . Ainsi, le périmètre de PQR est égal à
|R′′

P |+ |PQ|+ |QR′ |.
. Le périmètre de PQR sera minimum chaque fois que R′′ , P,Q et R′ se trouvent tous sur
la même ligne. Donc, pour tout R donné, cela donne emplacement optimal pour P et Q.
Pour trouver l’emplacement optimal pour R, notez que le triangle R′′

AR
′ est isocèle, avec

|AR′′ | = |AR′| = |AR| et l’angle du sommet ˆR′′AR′ = 2 ˆBAC.
Puisque la taille de l’angle au sommet du triangle R′′

AR
′ n’est pas dépend de R, la base

R
′′
R

′ (le périmètre de PQR) sera la plus courte lorsque les pieds sont les plus courtes et
les pieds sont les plus courtes lorsque |AR| est un minimum, c’est-à-dire lorsque AR est
perpendiculaire à BC.
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4.6.3 Symétrisation de Steiner

Lemme 4.6.1. Parmi tous les trapèzes ayant les mêmes bases et hauteurs parallèles,
le trapèze isocèle a un périmètre minimum.

Démonstration. Les trapèzes des figures 4.16a et 4.16b ont les mêmes bases parallèles et
hauteurs, et donc la même aire ; cependant, le trapèze isocèle de la figure 4.16b a un axe de
symétrie vertical, la médiatrice des bases parallèles.

Figure 4.16 –

Pour conclure que le trapèze de la figure 4.16(b), possède le plus petit périmètre, il suffit de
montrer que la somme des longueurs des côtés non parallèles est plus petite. Réorganiser
les parties des trapèzes et appliquer le théorème 4.6.1 aux triangles gris des figures 4.16 et
4.16(d) accomplit cela. L’une des preuves ingénieuses de Steiner de l’inégalité
isopérimétrique utilise le théorème suivant [Kazarinoff, 1961].

Théorème 4.6.3. Parmi toutes les figures convexes avec un périmètre donné, alors dans
n’importe quelle direction donnée une avec une aire maximale possède un axe de symétrie.

Figure 4.17 –
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Démonstration. Coupons la figure convexe en fines bandes parallèles avec des bases perpen-
diculaires à la direction donnée (figure 4.17a). Maintenant, nous pouvons construire
une nouvelle figure convexe composée de trapèzes (figure 4.17b). En appliquant le lemme
4.6.1, nous pouvons construire une autre figure composée de trapèzes isocèles ayant les mêmes
bases et la même aire, mais un périmètre plus petit, et alignés de manière à ce qu’ils aient
une médiatrice commune (figure 4.17c). Si nous découpons la figure d’origine en bandes de
plus en plus fines, les polygones approximatifs ont des zones et des périmètres proches de
ceux de la figure d’origine.

4.6.4 Un autre chemin minimal

Dans l’exemple 4.6.1, nous avons vu comment trouver le chemin minimal d’un point à
un autre en touchant une ligne donnée ne passant pas par ces deux points. Comme nous
l’avons noté, la ligne donnée agit comme un miroir et le chemin comme un rayon de lumière.
Ce principe d’éclairage est un outil clé pour trouver des chemins minimaux soumis à des
contraintes données. Un problème géométrique classique est le suivant : étant donnés deux
points A et B à l’intérieur d’un angle déterminé par deux lignes r et s, quelle est la chemin
minimal du point A à r à s au point B ?

Figure 4.18 –

La clé est de l’utilisation des symétries. Comme illustré sur la figure 4.18a. Soit B′ le
symétrique de B par rapport a s et B′′ le symétrique de B par rapport à r, AB′′ coupe r
en C et CB′ coupe s en D. Alors C et D sont les points requis respectivement sur r et s,
donc ACDB est le chemin de A à r à s à B de longueur minimale, et cette longueur est

|AC|+ |CD|+ |DB| = |AC|+ |CD|+ |DB′| = |AC|+ |CB′ | = |AB′′ |.
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Pour vérifier la minimalité de la longueur de ce chemin, supposons que X et Y soient deux
autres points sur r et s, respectivement, comme illustré sur la figure 4.18b. alors

|AB′′ | 6 |AX|+ |XB′′| = |AX|+ |XB′ | 6 |AX|+ |XY |+ |Y B′|

= |AX|+ |XY |+ |Y B|

On pourrait également demander le chemin le plus court de A à s à r à B, comme le montre
la figure 4.19. Il est construit de manière analogue et peut être supérieur, égal ou plus court
que le chemin de la figure 4.18.

Figure 4.19 –
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudiés un certain nombre d’inégalités qui ne représentent
quasiment pas grand-chose comparé à l’immensité du domaine et de l’activité des mathéma-
ticiens qui ne cessent pour l’intérêt du sujet. Nous avons étudié l’inégalité de Price qui par
le biais du lemme qui affirme que si le module de z est différent de 1, et n un entier positif
alors :

|z
n − 1
z − 1 | 6

|z|n − 1
|z| − 1

mais nous avons toujours besoin de savoir si l’inégalité suivante est vraie pour m positif :

|z
n − zm

z − 1 | 6
|z|n − |z|n

|z| − 1
et beaucoup de question reste ouverte sur la manière de généraliser de façon correcte l’in-
égalité de Thomas Price. Nous avons la puissance de l’inégalité AM-GM dans le calcul
d’extremas en analyse d’une manière générale et dans l’établissement de relation entre péri-
mètres, surface et segments particuliers d’une triangle.
Il est apparu clairement pour nous comment les inégalités des fonctions convexes permettent
de prouver de manière simple et élégante les inégalités fondamentales de l’analyse fonc-
tionnelle. Comme pour toute branche de recherche, les nouvelles découvertes suscitent de
nouvelles questions, ce qui permet de garder la recherche toujours soif de chercheurs.
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