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NOTATIONS

Γpxq : La fonction gamma.

βpx, yq : La fonction Bêta.

Gpt, sq : La fonction de Green .

Dα : La dérivée fractionnaire d’ordre α .

SF,y : L’ ensemble des sélections de F .

Iα : L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α .
cDα : La dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo.
RLDα : La dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Riemann-Liouville.

Repαq : La partie réels de nombre α P C.

r0, T s : L’intervalle fermé 0 ď t ď T .

s.c.s :semi continuité supérieur.

s.c.i :semi continuité inférieur.

ACpra, bsq : ou AC1pra, bsqc’est l’espace des fonctions absolument continues sur ra, bs .

AC1pJ,Eq : l’espace de Banach des fonctions dérivables y : J ÞÝÑ E ayant la première dérivée

absolument continue.
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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire est une branche des mathématiques qui s’intéresse à

l’étude de concept mathématiques où la dérivée et l’intégrale classique sont rem-

placées par une intégrale et une dérivée fractionnaire.Ce concept n’est pas nouveau

,c’est origine remontent à la fin de 17eme siècle l’époque de Newton et Leibniz ont

développé les fondements de calcul différentiel et intégral. En particulier, Leibniz a

présenté le symbole dnf
dtn

pour désigne la neme dérivée d’une fonction f . Quand il a

annoncé dans une lettre à L’Hôpital (apparemment avec l’hypothèse implicite que

n P N), L’Hôpital a répondu : Que signifie dnf
dtn

si n “ 1
2
? Cette lettre de l’Hôpital,

écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident de ce que nous ap-

pelons la dérivation fractionnaire, et le fait que l’Hôpital a demandé spécifiquement

pour n “ 1
2
, c’est à dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au

nom de cette partie des Mathématiques.

Le calcul fractionnaire est devenu un outil d’actualité vu son application dans

plusieurs domaines de la physique et de la chimie et même en finance et en probabilité

et statistiques, essentiellement conçu pour modéliser et bien interpréter les problèmes

se rapportant aux matériaux viscoélastiques.

Une autre théorie se développe en parallèle de la dérivation fractionnaire telle

est la théorie analyse multivoque est une branche importante en mathématique Elle

étudie les propriétés des relations F d’un ensemble X dans un ensemble Y , appelées

applications multivoques qui, à chaque élément x P X associent un sous-ensemble

éventuellement vide de Y . Cette branche apparait naturellement dans de nombreuses

disciplines de la science, tels que la biomathématique, la physique, la théorie de
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controle, la théorie des jeux,L’équilibre, L’optimisation paramétrique et L’analyse

non lisse et autres. Ainsi, contrairement à l’idée émergée au cours de la première

moitié du XXe siècle selon laquelle l’analyse multivoque n’avait pas de motivation

réelle, elle s’est révélée au cours de ces dernières décennies comme étant la clé de

la compréhension de nombreux problèmes provenant de domaines très variés. Vu

la vaste étendue de son champ d’application, depuis plusieurs décennies l’analyse

multivoque a retenu l’attention de nombreux mathématiciens. Si les théories des

inclusions variationnelles et différentielles .

L’objectif principal de cette mémoire c’est pour donner un résultat d’existence

des solutions d’une équations différentielles d’ordre fractionnaire et pour étudier

l’existence des solutions d’inclusions différentielles d’ordre fractionnaire , Cette étude

se fera principalement à l’aide de théorème de point fixe de l’alternative non linéaire

de Leary Schaulder Notre thèse est organisée selon le plan suivant.

"Dans le premier chapitre" : intitulé préliminaires , contient un ensemble de

définitions qui nous seront utiles pour la suite de cette étude.

"Dans le deuxième chapitre" : intitulé "problème aux limites pour des équations

différentielles fractionnaires ", on traitera l’existence et l’unicité de la solutions d’

un problème aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire de

type Caputo suivantes :

cDαyptq “ fpt, yptqq, pour t P J “ r0, T s, 1 ă α ď 2

yp0q “ y0, ypT q “ yT .

où cDα la dérivées d’ordre fractionnaire au sens de Caputo, f : r0, T s ˆR ÝÑ R est

une fonction continue.

"Dans le troisième chapitre" : intitulé problème aux limites d’inclusions

différentielles d’ordre fractionnaire où cas convexe, on présente quelques résultats

d’existences des solutions du problème aux limites pour des inclusions différentielles

d’ordre fractionnaire. On considère le problème suivant :

cDαyptq P F pt, yptqq, pourt P J “ r0, T s, 1 ă α ď 2

6
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yp0q “ y0, ypT q “ yT

où cDα est la drivée fractionnaire au sens de Caputo, F : J ˆ R ÝÑ PpRq est une

application multivoque, y0, yT sont des constantes réelles.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES

1.1 quelques définitions

Dans cette section , on donne quelques définitions, théorèmes et propriétés que

nous utilisons dans la suite de ce mémoire.

Proposition 1.1.1. Soit CpJ,Eq l’espace des fonctions continues de J vers l’espace

de Banach E et M Ă CpJ,Eq.

1. M est borné i.e : il existe b ě 0 tel que ‖ f ‖8ď b @f PM ,

2. M est équicontinu i.e : @ξ ą 0,Dδ ą 0,@x1, x2 P J :| x1 ´ x2 |ă δñ| fpx1q ´

fpx2q |ă ξ @f PM ,

3. @x P J , tfpxq P E, f PMu est relativement compact dans E.

Définition 1.1.2. [18] On appelle espace de Banach pE, ‖ . ‖Eq tout espace vectoriel

normé et complet pour la distance déduit de la norme. Soit J “ r0, T s, T ą 0. Notons

CpJ,Rq est l’espace de Banach des fonctions continues définies de J dans R, muni

de la norme

‖ y ‖8“ supt| y |: t P Ju

Définition 1.1.3. Soit pX, dq un espace métrique, A et B deux parties non vides

de X. On considère l’application :

Hd : PpXq ˆ PpXq Ñ R` Y`8,
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

donnée par :

HdpA,Bq “ max

"

sup
aPA

dpa,Bq, sup
bPB

dpA, bq

*

où dpA, bq “ inf
aPA

dpa, bq et dpa,Bq “ inf
bPB

dpa, bq

On convient que dpx,∅q “ 8 , Hd est une distance de pompeiu - Hausdorff induite

par la métrique d et l’espace pPclpXq, Hdq est un espace métrique généralisé.

Pour chaque y P CpJ ;Rnq, on définit l’ensemble :

SF,y “ tf P L
1
pJ,Rn

q : fptq P F pt, yqp.p t P Ju

SF,y est l’ensemble des sélections de F. Si F est à valeurs fermées, bornées et convexes

et X est de dimension fini, alors SF,y est non vide.

Définition 1.1.4. [5] Un opérateur multivoque N : X ÝÑ PdpXq est dit :

(a) γ-Lipshitz s’il existe γ ą 0 tel que :

HdpN puq,N pvqq ď γdpu, vq pour tout u, v P X,

(b) contractant s’il est γ-Lipschitz avec γ ă 1.

Proposition 1.1.5. Soient X un espace de Banach séparable et

F1, F2 : J Ñ PcppXq,

de multi-fonction mesurables, alors la multi-fonction tÑ F1ptqXF2ptq est mesurable.

Définition 1.1.6. L’application f : J ˆ R ÝÑ PpRq est dite de carathéodory si

1. t ÝÑ fpt, uq est mesurable pour tout u P R,

2. u ÝÑ fpt, uq est semi continue supérieurement presque par tout t P J

3. @r ą 0, il existe une fonction φr P L
1pJ,R`q telle que pour tout u P CpRq

avec ‖ u ‖ď r :

‖ F pt, uq ‖“ tsup ‖ f ‖L1 : f P F pt, uqu ď φrptqp.p t P J

alors la fonction F est dite L1 ´ carathodory

9



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Définition 1.1.7. La fonction de Green pour un opérateur N est sous étudie

être la fonction Gpt, sq satisfaisant les conditions suivantes

1. Gpt, sq est continue et admet des dérivées continues par rapport t l’ordre pn´

2q, pour toutes les valeurs t et s P ra; bs

2. Pour chaque s fixe dans sa; br, la fonction Gpt; sq admet des dérivées continues

d’ordre pn ´ 1q et n par rapport t dans chacun des intervalles ra; sr et ss; bs

la pn´ 1q ´ ime dérivée est discontinue en t “ s, avec saut 1
p0psq

3. Dans chacun des intervalles ra; sr et ss; bs, Gpt; sq considérée comme une fonc-

tion de la variable t vérifie l équation :

Bn´1Gps` 0, sq

Btn´1
´
Bn´1Gps` 0, sq

Btn´1
“

1

p0psq

1.2 Rappel sur les applications multivoques

Définition 1.2.1. [20, 22] Une multifonction (où application multivoque) F d’un

espace X vers un espace Y est une correspondance qui associe à tout élément x P Xun

sous ensemble F(x) de Y . On notera F : X ÝÑ PpY q1

Soit pX, ‖.‖q un espace normé.

On note :

PpXq “ tY Ă X : Y ‰ Hu

PclpXq “ tY P P pXq : Y fermeu

PbpXq “ tY P P pXq : Y borneu

PcppXq “ tY P P pXq : Y compactu

PcvpXq “ tY P P pXq : Y convexeu

Pcp,cvpXq “ tY P P pXq : Y compact et convexeu.

Lemme 1.2.2. [5] G : J ÝÑ Pb,cl,cvpRq application multivoque à valeur fermée. G

est s. c. s si et seulement si le graphe de G est fermé, i.e : si un xn ÝÑ x˚, yn ÝÑ

y˚, yn P Gpxnq alors y˚ P Gpx˚q.

Définition 1.2.3. On considère X ensemble quelconque, l’ensemble des parties de

X noté PpXq. une multifonction ou bien fonction multivoque F de X vers Y , qui

associe à x P X, la partie F pxq Ă Y noté par : F : X Ñ Y

10



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Définition 1.2.4. Soient X et Y deux ensembles F : X Ñ Y une application

multivoque

1. On appelle domaine de F l’ensemble

domF :“ tx P XzF pxq ‰ Hu

2. on appelle image de F l’ensemble

ImF :“ ty P Y zDx P X; y P F pxq

3. On appelle image réciproque d’une partie non vide D de X par F l’ensemble

F´1
pDq :“ tx P XzF pxq XD ‰ Hu

4. On appelle image d’une partie A de X par F l’ensemble

F pAq :“
ď

xPA

F pxq

5. le graphe de F est le sous-ensemble de X ˆ Y définie par

GrF :“ tpx, yq P X ˆ Y zy P F pxqu

6. l’inverse de l’application F est l’application F´1 : X Ñ Y tel que x P F´1pyq

si et seulement si y P F pxq

7. l’ensemble D est borné i.e il existe une constante k ą 0 tel que ‖ fpxq ‖ď k

pour tout x P J et tout f P D

8. l’ensemble A est équicontinue i.e pour tout ε ą 0, il existe δ ą 0 tel que

|t1 ´ t2| ă δ ùñ‖ fpt1q ´ fpt2q ‖ď ε

pour tout t1, t2 P J et tout f P A

9. pour tout x P J l’ensemble fpxq , f P A Ă X est relativement compacte

Concepts de continuité des multifonctions

11



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

tout les espaces topologiques considérés séparés c-à-d,des espaces de Hausdorff.

continuité supérieure

Définition 1.2.5. Soient X et Y deux espaces topologiques une multifonction F :

X Ñ Y est dite semi-continue supérieurement(s.c.s)en x0 P X si pour tout ouvert

V de Y tel que F px0q Ă V ,il existe un voisinage U en x0 tel que F pxq Ă V ,@x P U .

La multifonction F est dite semi-continue supérieurement en x si elle est s.c.s en

tout point de X.

Proposition 1.2.6. soit X et Y deux espaces topologiques et F : X Ñ Y une

multifonction F les propriétés suivante sont équivalentes :

1. F est s.c.s sur X.

2. pour tout ouvert V de Y , F`pV q est un ouvert de X.

3. pour tout fermé B de Y, F´pBq est un fermé de X.

Proposition 1.2.7. soient X, Y et Z trois espaces topologiques et soit F : X Ñ Y

et G : Y Ñ Z deux multifonction s.c.s alors la multifonction GF : X Ñ Z défini

par :

GF pxq “
ď

yPF pxq

Gpyq

est s.c.s

Théorème 1.2.8. soient X et Y deux espaces topologiques et soient F , G deux

multifonctions de X dans Y telles que

F pxq XGpyq ‰ H; @x P X on suppose de plus que l’on a :

1. F est s.c.s en x0 P X.

2. F px0q est compact.

3. GrpF q est fermé. Alors la multifonction F pxq XGpxq : X Ñ Y définie par

pF XGqpxq “ F pxq XGpxq

Proposition 1.2.9. soit X un espace compact F : X Ñ Y s.c.s à valeurs compact

alors F pxq est compact

12
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Semi continuité inférieure

Soient X et Y deux espaces topologiques et F : X Ñ Y une multifonction on dit

que F est semi-continue inférieurement s.c.i en x0 P X si pour tout ouvert V de Y

tel que F px0q X V ‰ H,il existe un voisinage ouvert U de x0 tel que F pxq X V ‰ H

@x P U la multifonction F est dite s.c.i sur X si elle est s.c.i on tout point de X.

Proposition 1.2.10. Soient X et Y deux espaces topologiques et F : X Ñ Y une

multifonction, alors les propriétés suivantes est équivalentes

1. F est s.c.i sur X

2. pour tout ouvert V de Y, F´pV q est un ouvert de x

3. pour tout fermé B de Y, F`pBq est un fermé de X

Continuité lipschitzienne

Soit (x,d) un espace métrique dpx,Bq “ inf
yPB
px, yq

l’exess edpA,Bq “ sup
xPA

dpx,Bq en A et B

hdpA,Bq “ maxtedpA,Bq, edpB,Aqu la distance de Hausdorff entre A et B.

Proposition 1.2.11. soit pX, dq un espace métrique l’ensemble des fermés de X,hd

vérifie les propriétés d’une distance

Proposition 1.2.12. soient X un espace topologique ,Y espace métrique et F :

X Ñ Y

une multifonction si elles est s.c.i en x0 et à valeur fermé Alors pour tout ε ą 0 , il

existe un voisinage ouvert U de x0 tel que edpF pxq, F px0qq ă ε pour tout x P U

sélections de multifonctions

:é FY , une multifonction une sélection de F est une fonction f : X Ñ Y telle

quefpxq P F pxq, @x P X l’existence de sélections est garantie par l’axiome du chois

,Mais le problème des sélections est de trouver des sélections ayant des propriétés

telles que la continuité la mesurabilité,la différentiabilité

13
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1.3 Calcul fractionnaire

fonction spécifiques pour la dérivation fractionnaire

dans cette section , nous introduisons la fonction gamma , la fonction bêta ,

qui seront utilisée dans la suite de ce mémoire , ces fonction jouent un rôle très

important dans la théorie du calcul fractionnaire et ces applications.

Définition 1.3.1. La fonction Gamma est une fonction complexe ,considérée égale-

ment comme une fonction spéciale, elle prolonge la fonction factorielle a l’ensemble

des nombres complexe et réelles ;

Pour z P C tel que <pzq ą 0,la fonction Gamma Γpzq est définie par :

Γpzq “

`8
ż

0

e´ttz´1dt

Définition 1.3.2. La fonction Gamma est définie sous la forme :

Γpnq “ lim
MÑ8

M
ż

0

e´xxn´1dx , n ą 0 , x P R

Propriétés :

1. Γpz ` 1q “ zΓpzq , @z ‰ 0

2. Γp1
2
q “

?
π , Γp1q “ 1 , Γp0`q “ `8

3. Si n P N alors Γpn` 1q “ n! et aussi si n P N alors Γpn` 1
2
q “

2n!
?
π

4nn!

4. Γpzq est une fonction monotone ( strictement décroissante )pour 0 ă z ď 1

Définition 1.3.3. La fonction bêta est définie par

βpx, yq “

1
ż

0

tx´1
p1´ tqy´1dt Repxq ą 0,Repyq ą 0

la fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation suivante :

βpx, yq “ ΓpxqΓpyq
Γpx`yq

14
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Intégration fractionnaire

soit f une fonction continue sur l’intervalle ra, bs dans R ,on considère l’intégrale

Ip1qfpxq “

ż x

a

fptqdt

pour une primitive d’ordre 2 on à :

Ip2qfpxq “

ż x

a

Ip1qfpuqdu

“

ż x

a

p

ż u

a

fptqdtqdu

“

ż x

a

p

ż x

t

duqfptqdt

“

ż x

a

px´ tqfptqdt

en répétant n fois on optent la relation suivante :

Ipnqfpxq “

ż x1

a

dx1

ż x2

a

dx2 . . .

ż xn´1

a

dxn

“
1

pn´ 1q!

ż x

a

px´ tqpn´1qfptqdt (1.1)

pour tout entier n . cette formule est appelée formule de Cauchy ,et depuis la

généralisations du factoriel par la fonction Gamma :Γpnq “ pn´ 1q!

Riemann rendu compte que le second membre de (1.1) pourrait avoir un sens même

quand n prenant une valeur non -entière ,il a définit fractionnaire de la manière

suivant :

15
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Définition 1.3.4. [9] Si f P ra; bs , α P R`, l’intégrale

I
pαq

a` fpxq “
1

Γpαq

ż x

α

px´ tqpα´1qfptqdt , a Ps ´ 8;`8r

est appelée l’intégrale fractionnaire(à gauche) de Riemann- Liouville d’ordre α et

l’intégrale

Iαb´fpxq “
1

Γpαq

ż b

x

px´ tqpα´1qfptqdt tq b Ps ´ 8;`8r

est appelée intégrale fractionnaire (à droite) de Riemann- Liouville d’ordre α ou Γ

est la fonction Gamma lorsque a “ 0 nous écrivons Ipαqfpxq “ fpxq ˚ ϕαpxq ou

ϕαpxq “
tα´1

Γpαq

pour x ą 0.ϕαpxq “ 0 pour x ď 0 et ϕαpxq ÝÑ δ quand α ÝÑ 0

Figure 1.1 – G.F.B
Riemann(1826-1866)

Figure 1.2 – J.Liouville (1809-
1882)

Théorème 1.3.5. pou h P Cra; bs, l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

possède la propriété de semi-groupe.

Iαa`pI
β
a`fpxqq “ Iα`βa fpxq α ą 0, β ą 0

Preuve. la preuve découle directement de la définition suivante

Iαa`rI
β
a`fpxqs “

1

ΓpαqΓpβq

ż x

a

dt

px´ tqα´1

ż x

a

fpuq

pt´ uq1´β
du

or f P ra; bs, d’après le théorème de Fubini et par le changement t “ u` px´ uq on

16
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obtient :

Iαa`rI
β
a`fpxqs “

βpα, βq

ΓpαqΓpβq

ż x

a

fpuq

px´ tq1´α´β
du

“ Iα`βa fpxq

où βpα, βq désigne la fiction Bêta.

Proposition 1.3.6. [11] nous avons les propriétés suivantes

1. I0
afpxq “ fpxq

2. l’opérateur intégrale I0
a est linéaire.

Exemple 1. fptq “ pt´ aqm ou m ą ´1

Iαa fptq “
1

Γpaq

ż t

a

fpsq

pt´ sq1´α
ds

“
1

Γpaq

ż t

a

pt´ aqm

pt´ sq1´α
ds

A l’aide de changement de variable s “ α ` pt´ aqx on obtient

Iαa fptq “
pt´ aqm`α

Γpaq

ż t

a

p1´ xqα´1xmdx

“
pt´ aqm`α

Γpaq
βpα,m` 1q

“
pt´ aqm`α

Γpαq

ΓpαqΓpm` 1q

Γpα `m` 1q

D’ou Iαa fptq “
Γpm`1q

Γpα`m`1q
pt´ aqm`α

Dérivation fractionnaire

il ya beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire,nous allons souligner

les approches qui sont fréquemment utilisées dans les applications.

La dérivation fractionnaire aux sens de Riemann-Liouville

soit f une fonction continue sur r0,`8r, et 0 ă α ă 1 on a :

Dαfptq “
1

Γp1´ αq

d

dt

ż 0

t

pt´ τqdτ

17
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et appelée la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α de f ,avec t ě 0

Définition 1.3.7. soit f une fonction intégrable sur ra, bs alors la dérivée fraction-

naire d’ordre α(avec n´ 1 ď α ă n) au sens de Riemann-Liouville et définie par :

RLDαfptq “
1

Γpn´ αq

dn

dtn

ż t

a

pt´ sqn´α´1fpsqds

“
dn

dtn
pIn´αfptqq

en général la dérivée non entière d’ une fonction constant au sens de Riemann-

Liouville n’est pas null ni constant,mais on a :

RLDα
pcq “

c

Γp1´ αq
pt´ aq´α

RLDα1 “
pt´ aq´α

Γp1´ αq

la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f tell que :

fptq “ pt´ aqβ soit α non entier et n´ 1 ď α ă n avec β ą ´1 ,alors on a

pt´ aqβ “
1

Γpn´ αq

ż t

α

pt´ τqn´α´1
pt´ αqβdτ

en faisant le changement de variable

t “ a` spt´ aq on aura :

RLDα
pt´ aqβ “

1

Γpn´ αq

dn

dtn
pt´ aqn`β´α

ż 1

0

p1´ sqn´α´1sβds

“
Γpn` β ´ α ` 1qBpn´ α, β ` 1q

Γpn´ αqΓpβ ´ α ` 1q
pt´ aqβ´α

18
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“
Γpn` β ´ α ` 1qΓpn´ αqΓpβ ` 1q

Γpn´ αqΓpβ ´ α ` 1qΓpn` β ´ α ` 1q
pt´ aqβ´α

“
Γpβ ` 1q

Γpβ ´ α ` 1q
pt´ αqβ´α

Exemple 2. α “ 0.5, β “ 0.5 et a “ 0 , on aura
RLD0.5t0.5 “ Γp1.5q

Γp1q
“ Γp1.5q

Remarque 1. si f est de classe Cn en faisant des intégrations par parties des

différentiations répétées on obtient

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

dans la modélisation mathématique l’utilisateur des dérivées fractionnaire au sens

de Riemann-Liouville même à des condition initiales contenant les valeurs limites

des dérivées fractionnaire en la borne inférieure t “ a une certaine solution de ce

problème a été proposée par M.Caputo.

Définition 1.3.8. soit α ą 0 avec n´ 1 ă α ă n ,n P N˚ et f une fonction tell que
dnf
dtn

P L1ra, bs, la dérivée fractionnaire d’ordre α de f au sens de Caputo est définie

par :
cDαfptq “

1

Γpn´ αq

ż t

a

pt´ sqn´α´1f pnqpsqds

“ Ipn´αq
ˆ

dn

dtn
fptq

˙

1. composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire si f est une fonction

continue on a :
cDαIαa f “ f

et
cDαIαa fptq “ fptq ´

n´1
ÿ

k“0

f pkqpαqpt´ aqpkq

k!

donc l’opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de l’opérateur
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d’intégration fractionnaire mais il n’est pas inverse à droite

2. la dérivée d’une fonction constante f au sens de Caputo est nulle :

cDαf “ 0

3. la dérivée fractionnaire de la fonction

fptq “ tβ

est donnée par :

cDαtβ “

$

’

&

’

%

Γpβ ` 1q

Γpβ ´ α ` 1q
ptqβ´α , β ą α ´ 1

0 , β ď α ´ 1

Propriétés importantes des dérivées fractionnaires

1. Linéarité [10]

la différentiation fractionnaire est une opération linéaire :

Dα
pλfptq ` µgptqq “ λDαfptq ` µDαgptq

tel que Dα désigne n’importe quelle approche de dérivation considérée dans

ce mémoire.

2. Règle de Leibniz[10]

pour n entier on a :

dn

dtn
pf.gptqq “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pkqptqgpn´kqptq

la généralisation de cette formule nous donne :

Dα
pfptqgptqq “

n
ÿ

k“0

ˆ

α

k

˙

f pkqptqDpα´kqgptq `Rpαqn ptq
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oùn ě α`1et Rα
nptq “

1

n!Γp´αq

ż t

a

pt´τqp´α´1qgpτqdτ

ż t

τ

f pn`1q
pεqpτ´εqpnqdε.

( avec lim
nÑ`8

Rα
nptq “ 0)

Si f et g avec toutes ses dérivées sont continues dans ra; ts la formule devient :

Dα
pfptqgptqq “

n
ÿ

k“0

ˆ

α

k

˙

f pkqptqDpα´kqgptq.

Dα est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et au sens de

Granwald-Letnikov

1.4 Quelques théorèmes du point fixe

Théorème 1.4.1 (Schauder). [18] Soit pE, dq un espace métrique complet, Soit

A une partie convexe et fermé de E et soit F : A ÝÑ A une application telle

que l’ensemble tFx : x P Au est relativement compact dans E . Alors F possède

au moins un point-fixe

Théorème 1.4.2 (théorème de l’internative non linéaire de Leray Schauder). [6]

soient X un espace de Banach et C Ă X un sous-ensemble convexe non vide de

X .on suppose qu’il existe un ouvert U dans C tel que 0 P U et N : Ū ÝÑ C une

multi-fonction semi -continue supérieur et compact,alors on a l’alternative suivante :

1. N a un point fixe sur Ū .

2. il existe λ Ps0, 1r et u P U tel que : u P λNpuq.

Théorème 1.4.3 (Ascoli-Arzéla). [20]

Soit F un sous ensemble de CpJ,Eq , F est relativement compact dans CpJ,Eq si

et seulement si les conditions suivantes sont vérifier :

1. l’ensemble F est borné i.e D une constante k ą 0 tel que :

‖ fpxq ‖ď k @ x P J et tout f P F ,

2. l’ensemble F est équicontinue i.e @ ε ą 0 , D δ ą 0 tel que |t1 ´ t2| ă

δ ùñ ‖ fpt1q ´ fpt2q ‖ď ε D t1, t2 P J et tout f P F .

3. Pour tout x P J l’ensemble tfpxq , f P F u Ă E est relativement compacte

.
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1.5 Lemmes fondamentaux

Lemme 1.5.1. [14, 16] soit α ą 0,alors l’équation différentielle

cDαhptq “ 0

admet les solutions

hptq “ c0 ` c1t
2
` ¨ ¨ ¨ ` cn´1t

n´1

pourci P R, i “ 0, 1, 2 . . . , n´ 1, n “ rαs ` 1

Preuve. supposons que
cDαhptq “ 0

d’après la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo on obtient

In´αp
d

dt
q
nhptq “ 0

c’est à dire
1

Γpn´ αq

ż t

0

pt´ sqn´α´1
p
d

ds
q
nhpsqds “ 0

puisque 1
Γpn´αq

‰ 0, on a

ż t

0

pt´ sqn´1
p
d

ds
q
nhpsqds “ 0

et par suite

tn´α´1hpnqpsq “ 0

On applique la transformée de Laplace aux deux membres de légalité

L
`

tn´α´1
˚ hpnqptq

˘

ppq “ Lp0qppq “ 0
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posant Hppq “ Lphqppqon obtient

Γpn´ rq

pn´α
`

pnHppq ´
n
ÿ

k“1

pn´khpk´1q
p0q

˘

“ 0

alors

pnHppq ´
n
ÿ

k“1

pn´khpk´1q
p0q “ 0

donc

Hppq “
n
ÿ

k“1

p´khpk´1q
p0q

on applique maintenant la transformée inverse de Laplace :

L´1
pHppqqptq “ L´1

`

n
ÿ

k“1

p´khpk´1q
p0q

˘

ptq

il s’ensuit que

hptq “
n
ÿ

k“1

hpk´1q
p0qL´1

`

p´k
˘

ptq

“

n
ÿ

k“1

hpk´1q
p0q.

tk´1

Γpkq

en faisant le changement de variable i “ k ´ 1 on trouve

hptq “
n´1
ÿ

i“0

hpiqp0q

i!
ti

pour ci “ hip0q
i!

on a

hptq “
n´1
ÿ

i“0

cit
i

Supposons maintenant que :

hptq “
n´1
ÿ

i“0

cit
i

on applique l’opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo aux deux

membres de l’égalité

cDαhptq “ cDαhptq
`

n´1
ÿ

i“0

cit
i
˘

“

n´1
ÿ

i“0

cciD
αti
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“

n´1
ÿ

i“0

ciI
n´α

` d

dt

˘n
ti

puisque p0 ď i ď n´ 1 ă nqon a

cDαhptq “ 0

Ce qui achève la démonstration.

Lemme 1.5.2. [14, 16] soit α ą 0,alors

Iα cDαhptq “ hptq ` c0 ` c1t` c2t
2
` ¨ ¨ ¨ ` cn´1t

n´1

pour ci P R, i “ 0, 1, 2 . . . , n´ 1, n “ rαs ` 1

Preuve. On a par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo

cDαhptq “ In´αhpnqptq

on applique l’opérateur de l’intégral fractionnaire aux deux membres de l’égalité

IαcDαhptq “ IαIn´αhpnqptq

“ InRLDnhptq

“ hptq ´
n
ÿ

j“1

tn´j

Γpn´ j ` 1q
lim
tÝÑ0

` d

dt

˘n´j
In´nhptq

“ hptq ´
n
ÿ

j“1

tn´j

Γpn´ j ` 1q

`

p
d

dt
q
n´jhptq

˘

p0q

“ hptq ´
n
ÿ

j“1

tn´j

Γpn´ j ` 1q
hpn´jqp0q

par le changement de variable k “ n´ j on obtient :

IαcDαhptq “ hptq ´
n´1
ÿ

k“0

hpkqp0qtk

k!
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“ hptq ´
n´1
ÿ

k“0

c1kt
k

k!

“ hptq `
n´1
ÿ

k“0

ckt
k

k!
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CHAPITRE 2

PROBLÈME AUX LIMITES POUR DES ÉQUATIONS

DIFFÉRENTIELLES FRACTIONNAIRES

Dans ce chapitre , nous présenterons un résultat d’existence des solution basé

sur Le théorème de point fixe de Schauder pour le problème aux limites suivante :

cDαyptq “ fpt, yptqq, pour t P J :“ r0, T s, 1 ă α ď 2 (2.1)

yp0q “ y0, ypT q “ yT . (2.2)

où cDα la dérivées d’ordre fractionnaire au sens de Caputo, f : r0, T s ˆR ÝÑ R

est une fonction continue

2.1 Existence des solutions

On commence de donner la définition d’un solution au problème (2.1)-(2.2)

Définition 2.1.1. [11, 13] une fonction y P CpJ,Rq est dite solution du problème

(2.1)-(2.2),si y satisfait l’équation (2.1), et les conditions (2.2)

soit h : Cr0, T s Ñ R une fonction continue et considérons l’équation différentielle

d’ordre fractionnaire
cDαyptq “ hptq, t P J, 1 ă α ď 2 (2.3)
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on note le problème(2.3)-(2.2) par

$

’

&

’

%

cDαyptq “ hptq, t P J, 1 ă α ď 2

yp0q “ y0, ypT q “ yT

(2.4)

Lemme 2.1.2. une fonction y est une solution de l’équation intégrale fractionnaire :

yptq “
1

Γpαq

ż T

0

Gpt, sqhpsqds` y0 `
pyT ´ y0q

T
t (2.5)

si et seulement si y est une solution de (2.4) où Gpt, sq est la fonction de Green

définie par :

Gpt, sq “
1

Γpαq

$

&

%

pt´ sqα´1 ´ t
T
pT ´ sqα´1 si 0 ď s ď t ă T

´ t
T
pT ´ sqα´1 si 0 ă t ď s ď T

Démonstration. supposons que y vérifier (2.5),alors le lemme (1.5.2)nous donne

cDαyptq “ hptq

ô Iα cDαyptq “ Iαhptq

ô yptq ` c0 ` c1t “ Iαhptq

ô yptq “
1

Γpαq

ż t

0

hpsqpt´ sqα´1ds` c0 ` c
1
1t

avec

c10 “ ´c0 et c11 “ ´c1

on a : y0 “ c10 “ y0

et

ypT q “
1

Γpαq

ż T

0

pT ´ sqα´1ds` y0 ` c
1
1T

ce qui implique que :

c11 “ ´
1

TΓpαq

ż T

0

pT ´ sqα´1hpsqds`
yT ´ y0

T
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Donc

yptq “
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1hpsq ` y0 ´
t

TΓpαq

ż T

0

pT ´ sqα´1hpsqds`
pyT ´ y0q

T
t

“
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1hpsqds´
t

TΓpαq

ż T

0

pT ´ sqα´1hpsqds` y0 `
pyT ´ y0q

T
t

“
1

Γpαq

ˆ
ż t

0

´

pt´ sqα´1
´
t

T
pT ´ sqα´1

¯´

hpsq
¯

ds`

ż T

t

´
t

T
pt´ sqα´1hpsqds

˙

` y0 `
pyT ´ y0q

T
t

c’est à dire on a

yptq “

ż T

0

Gpt, sqhpsqds` y0 `
pyT ´ y0q

T
t

avec

Gpt, sq “
1

Γpαq

$

&

%

pt´ sqα´1 ´ t
T
pT ´ sqα´1 si0 ď s ď t ă T

´ t
T
pT ´ sqα´1 si0 ă t ď s ď T

inversement on a :

yptq “
t

TΓpαq

ż T

0

Gpt, sqhpsqds` y0 `
pyT ´ y0q

T
t

et

Gpt, sq “
1

Γpαq

$

&

%

pt´ sqα´1 ´ t
T
pT ´ sqα´1 si0 ď s ď t ă T

´ t
T
pT ´ sqα´1 si0 ă t ď s ď T

posons gptq “ y0 `
pyT´y0q

T
t

on a

cDαyptq “c Dα

ˆ

gptq `
t

TΓpαq

ż T

0

Gpt, sqhpsqds

˙
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avec 1 ă α ă 2 et n “ 2

cDαyptq “
cDαgptq `c Dα

´ t

TΓpαq

ż T

0

Gpt, sqhpsqds
¯

“ I2´α
´ d

dt

¯2

gptq ` I2´α
´ d

dt

¯2´ t

TΓpαq

ż T

0

Gpt, sqhpsqds
¯

“ I2´α
´ d

dt

¯2´ t

TΓpαq

ż T

0

Gpt, sqhpsqds
¯

car
´

gptq “ gptq “ y0 `
pyT´y0q

T
t
¯

cDαyptq “ I2´α
` d

dt

˘2` 1

Γpαq

`

ż T

0

`

pt´ sqα´1
´
t

T
pT ´ sqα´1

˘

hpsqds´
t

T

ż T

t

pT ´ sqα´1hpsqds
˘˘

“
1

Γp2´ αq

ż T

0

pt´ sqα´1
` d

ds

˘2“ 1

Γpαq

ż s

0

pps´ τqα´1

´
s

T
pT ´ τqα´1hpτqdτ ´

s

TΓpαq

ż T

0

pT ´ τqα´1hpτqdτ
‰

ds

“
1

Γp2´ αq

ż t

0

pt´ sq1´α
` d

ds

˘2“ 1

Γpαq

ż s

0

pps´ τqα´1hpτqdτ

´
s

TΓpαq

ż s

0

pT ´ τqα´1hpτqdτ ´
s

TΓpαq

ż T

s

pT ´ τqα´1hpτqdτ
‰

ds

“
1

Γp2´ αq

ż t

0

pt´ sq1´α
` d

ds

˘2“
Iαhpsq ´

s

T
IαhpT q

‰

ds

“
1

Γp2´ αq

ż t

0

pt´ sq1´αIα´2hpsqds

car p d
ds
q2p´ s

T
IαhpT qq “ 0 alors on a :

cDαyptq “c Dα Iαhptq “ hptq

donc
cDαyptq “ hptq

.

Remarque 2. la fonction t P J Ñ
şT

0
| Gpt, sq | ds est continue sur J ,alors est

bornée.soit Ĝ “ sup
 şT

0
| Gpt, sq | ds, t P J

(

Maintenant on va donner un résultat d’existence basé sur le théorème de point
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fixe de Schauder

Théorème 2.1.3. [13] soit les trois condition suivant :

pH1q la fonction f : J ˆ RÑ R est continue .

pH2q Il existe une fonction P P CpJ,R`q, et ψ : r0,8q ÝÑ r0,8r continues et

croissante, telles que

| fpt, xq |ď PptqΨp| x |q, @ t P J et @x P R.

pH3q Il existe une constante M ą 0 telle que :

M
1

Γpαq
P˚ΨpMqĜ` | y0 | ` | yT ´ y0 |

ě 1 (2.6)

où P˚ “ supPpsq, s P J.

Preuve. soit

C “ y P pJ,Rq, ‖ y ‖8 ďM

où M est la constante donné par (H3).il est claire que le sous ensemble C est fermé

et convexe. donc on montre que F vérifier les condition du théorème de point fixe

de Schauder. Alors la demenstration se fait4 étape suivante :

Etape 1 : F est continue.

Soit tynu une suite telle que yn ÝÝÝÑ
nÑ8

y dans CpJ,Rq. Alors @t P Jon a :

| F pynqptq ´ F pyqptq | “ |

ż T

0

1

Γpαq
Gpt, sqrfps, ynpsqq ´ fps, ypsqqsds |

ď
1

Γpαq

ż T

0

| Gpt, sq || fps, ynpsqq ´ fps, ypsqq | ds

on a f est continue , alors par le théorème de convergence dominée de Lebesgue,

nous avons

| F pynqptq ´ F pyqptq |8ÝÝÝÑ
nÑ8

0

D’où la continueé de F .
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Etape 2 : F transforme C,en un ensemble borné de CpJ,Rq.

Soit y P C, alors pour chaque y P J ,pH2q implique

| F pyqptq | ď
1

Γpαq

ż T

0

| Gpt, sq || fps, ypsqq | ds` | y0 | `
| yT ´ y0 |

T
| t |

ď
1

Γpαq
PptqΨp| yptq |q

ż T

0

| Gpt, sq | ds` | y0 | ` | pyT ´ y0q |

Alors on a :

‖ Fy ‖8ď P˚ΨpMqĜ` y0` | yT ´ y0 |:“ l

Etape 3 : F transforme C,en un ensemble équicontinue de CpJ,Rq.

Soit y P C, et t1; t2 P J telle que t1 ă t2,Alors :

| F pyqpt2q ´ F pyqpt1q | ď|
1

Γpαq

ż T

0

Gpt2, sqfps, ypsqqds´
1

Γpαq

ż T

0

Gpt1, sqfps, ypsqqds |

` |
yT ´ y0

T
t2 ´

yT ´ y0

T
t1 |

ď
1

Γpαq

ż T

0

| Gpt2, sq ´Gpt1, sq || fps, ypsqq | ds

`
yT ´ y0

T
| t2 ´ t1 |

Alors quand .t1 ÝÑ t2le second membre droite de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro

donc par le théorème d’Ascoli-Arzéla(1.4.3) , N pCq est relativement compact pour

tout borné de F .Alors N est complètement continu.

Etape 4 : F pCq Ă C.

Soit y P C on va montrer que Fy P C.@t P J ,on a :

| F pyqptq | ď
1

Γpαq

ż T

0

| Gpt, sq || fps, ypsqqds` | y0 | `
| yT ´ y0 |

T
| t |

ď|
yT ´ y0

T
t2 ´

yT ´ y0

T
t1 |

ď
1

Γpαq
P˚Ψp‖ y ‖8qĜ` | y0 | ` | yT ´ y0 |

Donc on :

‖ F pyqptq ‖8ď
1

Γpαq
P˚ΨpMqĜ` | y0 | ` | yT ´ y0 |
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et par (2.6)

‖ F pyqptq ‖8ďM

Alors en déduit que F admet au moins un point fixe et qui est une solution du

problème aux limites(2.1)-(2.2).
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CHAPITRE 3

PROBLÈME AUX LIMITES D’INCLUSIONS

DIFFÉRENTIELLES D’ORDRE FRACTIONNAIRES OÙ

CAS CONVEXE

Dans ce chapitre nous allons donner un résultat d’existence pour le problème

aux limites pour des inclusions différentielles d’ordre fractionnaire suivant :

cDαyptq P F pt, yptqq, pour t P J “ r0, T s, 1 ă α ď 2 (3.1)

yp0q “ y0, ypT q “ yT (3.2)

où cDα est la drivée fractionnaire au sens de Caputo, F : J ˆ R ÝÑ PpRq est

une application multivoque, y0, yT sont des constantes réelles. Tout d’abord nous

donnons la définition d’une solution au problème (3.1)-(3.2)

Définition 3.0.1. [16] Une fonction y P AC1pJ,Rq est dite solution du problème

(3.1)-(3.2) s’il existe une fonction f P L1pJ,Rq avec fptq P F pt, yptqq, pour tout

t P J , telle que,

cDαyptq “ fptq, pour tout t P J, 1 ă α ď 2,

et la fonction y satisfait la condition (3.2)
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3.1 cas convexe

pour l’existence de la solution pour le problème (3.1)-(3.2) , nous avons besoin

du lemme suivant :

Lemme 3.1.1. Soient h : J ÝÑ R une fonction continue et 1 ă α ď 2. Une

fonction y est solution de l’équation intégrale fractionnaire

yptq “
1

Γpαq

ż t

0

pt´sqα´1hpsqds´
t

TΓpαq

ż T

0

pT´sqα´1hpsqds´
` t

T
´1

˘

y0`
t

T
yT . (3.3)

si et seulement si y est solution du problème aux limites pour l’équation différentielle

fractionnaire :

cDαyptq “ hptq, t P r0, T s, (3.4)

yp0q “ y0, ypT q “ yT . (3.5)

Démonstration. Supposons d’abord que y est solution de (3.3) c’est-à-dire

yptq “ Iαhptq ` t
T
ryT ´ y0 ´ I

αhpT qs ` y0.

D’une part on a :

cDαyptq “
cDα

ˆ

Iαhptq `
t

T
ryT ´ y0 ´ I

αhpT qs ` y0
loooooooooooooomoooooooooooooon

K

˙

“
cDαIαhptq `

K

T
cDαt` cDαy0

loomoon

0

“
cDαIαhptq,

et d’après les propriétés du calcul fractionnaire on a :

cDαIαhptq “ hptq.

Ce que montre (3.4) i.e :

cDαyptq “ hptq.

D’autre part on a :

yp0q “ y0, ypT q “ yT
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Ce que montre (3.5)

Inversement supposons que y est solution du problème :

$

&

%

cDαyptq “ hptq, t P r0, T s

yp0q “ y0, ypT q “ yT , .

D’après le lemme (1.5.2) on a :

IαDαyptq “ c0 ` c1t` yptq

“ Iαhptq

yptq “ Iαhptq ´ c0 ´ c1t.

De plus ona :

$

&

%

c0 “ y0,

c1 “
´1

TΓpαq

şT

0
pT ´ sqα´1hpsqds´ 1

T
y0 `

1
T
yT .

et on sait que :

Iαhptq “
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1hpsqds.

Alors,

yptq “
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1hpsqds´
t

TΓpαq

ż t

0

pT ´ sqα´1hpsqds´
` t

T
´ 1

˘

y0 `
t

T
yT .

Théorème 3.1.2. [16] Supposons que :

pH1qF : J ˆ R ÝÑ Pcp,cvpRq est une application multivoque Carathéodory.

pH2q Il existe une fonction p P CpJ,R`q, et ψ : r0,8q ÝÑ p0,8q continue et non

décroissante, telles que

‖ F pt, uq ‖Pď pptqψp| u |q, pour tout t P J et chaque u P R.

pH3q Il existe l P L1pJ,R`q avec Iαl ă 8 telle que

HdpF pt, uq, F pt, uqq ď lptq | u´ u | pour tout u, u P R

et
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dp0, F pt, 0qq ď lptq, pour tout t P J .

pH4qIl existe une constante M1 ą 0 telle que

M1

ψpM1q ‖ Iαp ‖8 `ψpM1pIαpqpT q` | y0 | ` | yT |
ą 1 (3.6)

Alors le problème(3.1)-(3.2) admet au moins une solution dans J .

On va transformer le problème (3.1)-(3.2) en un problème de point fixe. Considérons

l’opérateur

N pyq “

#

h P CpJ,Rq : hptq “
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1vpsqds

´
t

TΓpαq

ż T

0

pT ´ sqα´1vpsqds´
` t

T
´ 1

˘

y0 `
t

T
yT , v P SF,y

+

.

Il est claire d’après le lemme (3.1.1), les points fixes de N sont solutions de

(3.1)-(3.2).

On va utiliser l’alternative non linéaire de Leray Shauder pour montrer que N

admet au moins un point fixe. La démonstration se fait en plusieurs étapes

Etape 1 : N est convexe pour tout y P CpJ,Rq.

si h1, h2 P N pyq, alors il existe v1, v2 P SF,y telle que pour tout t P J , nous avons :

hiptq “
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1vipsqds

´
t

TΓpαq

ż T

0

pT ´ sqα´1vipsqds´ p
t

T
´ 1qy0 `

t

T
yT , i “ 1, 2.

Soit 0 ă λ ă 1. Alors, pour tout t P J , nous avons :
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pλh1 ` p1´ λqh2qptq “
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1
“

λv1psq ` p1´ λqv2psq
‰

ds

´
t

TΓpαq

ż T

0

pT ´ sqα´1
“

λv1psq ` p1´ λqv2psq
‰

ds

´
` t

T
´ 1

˘

y0 `
t

T
yT ,

comme SF,y est convexe (car F a des valeurs convexes),nous avons :

λh1 ` p1´ λqh2 P N pyq

Etape 2 : N pyq transforme les bornées en des bornées dans CpJ,Rq.

Soit Br “ ty P CpJ,Rq :‖ y ‖ď ru un ensemble bornée de CpJ,Rq ou r un réel

positive.

Soit y P Br alors pour tout h P N pyq, il existe v P SF,y telle que :

hptq “
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1vpsqds

´
t

TΓpαq

ż T

0

pT ´ sqα´1vpsqds´
` t

T
´ 1

˘

y0 `
t

T
yT

par pH2q, on a pour tout t P J ,

| hptq | ď
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1
| vpsq | ds

`
1

Γpαq

ż T

0

pT ´ sqα´1
| vpsq | ds´ | y0 | ` | yT |

ď
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1ppsqψp| y |qds

`
1

Γpαq

ż T

0

pT ´ sqα´1ppsqψp| ypsq |qds` | y0 | ` | yT |

ď ψprqIαppqptq ` ψprqIαppqpT q` | y0 | ` | yT | .

Alors,

‖ h ‖8ď ψprq ‖ Iαppq ‖8 `ψprqIαppqpT q` | y0 | ` | yT |“ K.

On en conclut que pour tout h P N pBrq, il existe K telle que
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‖ y ‖8ď K,

ce que montre que N pyq est bornée.

Etape 3 : N est équicontinu .

Considérons Br une partie bornée de CpJ,Rq. Soient t1, t2 P J , t1 ă t2, y P Br et

h P N pyq alors

| hpt2q ´ hpt1q | “|
1

Γpαq

ż t1

0

rpt2 ´ sq
α´1

´ pt1 ´ sq
α´1

|svpsqds

`
pt2 ´ t1q

Γpαq

ż t2

t1

pt2 ´ sq
α´1vpsqds | `p

pt2 ´ t1q

T
q | y0 | `

pt2 ´ t1q

T
| yT |

ď
‖ p ‖8 ψprq

Γpαq

ż t1

0

rpt1 ´ sq
α´1

´ pt2 ´ sq
α´1
sds

`
pt2 ´ t1q ‖ p ‖8 ψprq

Γpαq

ż t2

t1

pt2 ´ sq
α´1ds

` p
t2 ´ t1
T

q | y0 | `
pt2 ´ t1q

T
| yT |

ď
‖ p ‖8 ψprq

Γpα ` 1q
rpt2 ´ t1q

α
` tα1 ´ t

α
2 s

`
pt2 ´ t1q ‖ p ‖8 ψprq

Γpα ` 1q
pt2 ´ t1q

α

` p
pt2 ´ t1q

T
q | y0 | `

pt2 ´ t1q

T
| yT | .

Quand t1 ÝÑ t2, le coté droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro. Par consquente

des étapes p1q àp3q avec le théorème d’Arzélà-Ascoli(1.4.3), nous peut conclure que

N : CpJ,Rq ÝÑ PpCpJ,Rqq est complètement continue.

Etape 4 : N a un graphe fermée.

Soit yn ÝÑ y˚, hn P N pyq et hn ÝÑ h˚. Il suffit de montre que h˚ P N py˚q. On

hn P N pynq i.e : il existe xn P SF,yn telle que pour chaque t P J ,

hnptq “
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1α ´ 1vnpsqds

´
t

TΓpαq

ż T

0

pt´ sqα´1vnpsqds´
` t

T
´ 1

˘

y0 `
t

T
yT .
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Nous devons montrer qu ’il existe v˚ P SF,y˚
tel que ,pour chaque t P J ,

h˚ptq “
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1v˚psqds

´
t

TΓpαq

ż T

0

pt´ sqα´1v˚psqds´
` t

T
´ 1

˘

y0 `
t

T
yT .

Étant donner que F pt, .q est semi-continue supérieurement ,alors pour tout ε ą

0,il existe N0pεq ą 0 tel que pour tout n ě n0 , nous avons

vnptq P F pt, ynptqq Ă F pt, y˚ptqq ` εBp0, 1qq,pour chaque t P J

Étant donner que ,F p., .q est à valeur compactes, alors il existe une sous suite

vnmp.q telle que,

vnmp.q Ñ v˚p.q si mÑ 8

et

v˚ptq P F pt, y˚ptqq pour chaque t P J

.

pour tout ω P F pt, y˚ptqq, nous avons

| vnmptq ´ v˚ptq |ď| vnmptq ´ ω | ` | ω ´ y˚ptq |

Alors

| vnmptq ´ v˚ptq |ď dpvnmptq, F pt, y˚ptqqq

par une relation semblable , obtenue par l’échange des rôles de vnm et v˚, il suit que,

| vnmptq ´ v˚ptq |ď HdpF pt, ynptqqq, F pt, y˚ptqqq ď lptq ‖ yn ´ y˚ ‖8

Alors
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| hnptq ´ h˚ptq | ď
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1
| vnmpsq ´ v˚psq | ds

`
1

Γpαq

ż T

0

pT ´ sqα´1
| vnmpsq ´ v˚psq | ds

ď
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1lpsqds ‖ ynm ´ y˚ ‖8

`
1

Γpαq

ż T

0

pT ´ sqα´1lpsqds ‖ ynm ´ y˚ ‖8

par conséquent

‖ hnm ´ h˚ ‖8 ď
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1lpsqds ‖ ynm ´ y˚ ‖8

`
1

Γpαq

ż T

0

pt´ sqα´1lpsqds´ ‖ ynm ´ y˚ ‖8Ñ 0 si mÑ 8

donc h˚ P N py˚q. ce qui montre que N : CpJ,Rq Ñ PpCpJ,Rqq a un graphe

fermé.

Etape 5 : Estimation à priori des solution.

soit y une solution possible au problème (3.1)-(3.2)telle que y P λN pyq avec λ Ps0, 1r.

Alors il existe v P SF,y telle que pour tout t P J ,

yptq “
λ

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1vpsqds

´
λt

TΓpαq

ż T

0

pt´ sqα´1vpsqds´ λ
` t

T
´ 1

˘

y0 `
λt

T
yT .
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ceci implique d’après (H2)que, pour tout t P J ,nous avons

yptq ď
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1
| vpsq | ds

`
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1
| vpsq | ds´ | y0 | ` | yT |

. ď
1

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1ppsqψp| y |qds

`
1

Γpαq

ż T

0

pT ´ sqα´1ppsqψp| ypsq |qds | y0 |q` | yT |

ď
ψp‖ y ‖8q

Γpαq

ż t

0

pt´ sqα´1ppsqds

`
ψp‖ y ‖8q

Γpαq
`

ż T

0

pT ´ sqα´1ppsqds | ` | y0` | yT |

ď ψp‖ y ‖8qpIαpqptq ` ψp‖ y ‖8qpIαpqpT q` | y0 | ` | yT | .

Donc
‖ y ‖8

ψp‖ y ‖8qpIαpqptq ` ψp‖ y ‖8qpIαpqpT q` | y0 | ` | yT |
ă 1

Ainsi, la condition (3.6) implique qu’il existe une constante M1 ą 0, telle que

‖ y ‖‰M1 Soit

U “
 

y P CpJ,Rq :‖ y ‖8‰M1

(

L’opérateur N : Ū Ñ PpCpJ,Rqq est semi continue supérieurement complètement

continu. Le choix de U , entraine qu’il n’existe pas de y P BU tel que

y P λN pyq

avec λ Ps0, 1r, par conséquent, d’après l’alternative non linéaire de Leray Schauder,

on déduit que N admet un point fixe dans Ū qui est solution du problème (3.1)-(3.2)
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CONCLUSION

Le calcule fractionnaire est devenu une importante branche de mathématiques

gr̂ace à son immense application des différentes domaines tel que la chimie ,la phy-

sique,l’ingénierie,la biologie et d’ autre sciences.

Notre but principale ,dans ce travail est de présenter quelques résultats d’existence

et d’unicité des solutions du problème aux limites :

• Pour des équations différentielles d’ordre fractionnaires,les résultats ont été

obtenu par l’utilisation de théorème de point fixe de Schauder ;

• l’inclusion différentielles d’ordre fractionnaires,ces résultats ont obtenus pour

l’application de la théorie de point fixe ,en particulier on a utiliser le théorème

du point fixe de L’alternative non linéaire de Laery-Schauder

Nous prévoyons,dans le futur appliquer les méthodes cités dans ce mémoire à d’autre

classes d(EDF),et développer d’autres méthodes numériques de résolution des diffé-

rentes types d’inclusions différentielles .
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