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NOTATIONS

I'(x) : La fonction gamma.

Bz, y) : La fonction Béta.

G(t, s) : La fonction de Green .

D~ : La dérivée fractionnaire d’ordre « .

Sry : L’ ensemble des sélections de F'.

1« : ’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre « .
cD~ : La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo.

RL D : La dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville.
He(a) : La partie réels de nombre o € C.

[0, 7] : L’intervalle fermé 0 <t <T.

s.c.S :semi continuité supérieur.

5.c.4 :semi continuité inférieur.

AC([a,b]) :ou AC'([a,b])c’est 'espace des fonctions absolument continues sur [a,b] .
ACY(J, E) : lespace de Banach des fonctions dérivables y : J — E ayant la premiére dérivée

absolument continue.
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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire est une branche des mathématiques qui s’intéresse a
I’étude de concept mathématiques ou la dérivée et 'intégrale classique sont rem-
placées par une intégrale et une dérivée fractionnaire.Ce concept n’est pas nouveau
,c’est origine remontent a la fin de 17" siécle ’époque de Newton et Leibniz ont
développé les fondements de calcul différentiel et intégral. En particulier, Leibniz a

d* f
dtm

présenté le symbole pour désigne la n®"¢ dérivée d’une fonction f. Quand il a
annoncé dans une lettre a L’Hopital (apparemment avec I'hypothése implicite que
n € N), L’Hopital a répondu : Que signifie ‘Z—T{ sin = %? Cette lettre de 'Hopital,
écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident de ce que nous ap-
pelons la dérivation fractionnaire, et le fait que 'Hopital a demandé spécifiquement
pour n = % , c’est & dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au
nom de cette partie des Mathématiques.

Le calcul fractionnaire est devenu un outil d’actualité vu son application dans
plusieurs domaines de la physique et de la chimie et méme en finance et en probabilité
et statistiques, essentiellement congu pour modéliser et bien interpréter les problémes
se rapportant aux matériaux viscoélastiques.

Une autre théorie se développe en paralléle de la dérivation fractionnaire telle
est la théorie analyse multivoque est une branche importante en mathématique Elle
étudie les propriétés des relations F' d’'un ensemble X dans un ensemble Y, appelées
applications multivoques qui, a chaque élément x € X associent un sous-ensemble

éventuellement vide de Y. Cette branche apparait naturellement dans de nombreuses

disciplines de la science, tels que la biomathématique, la physique, la théorie de
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controle, la théorie des jeux,L’équilibre, L’optimisation paramétrique et L’analyse
non lisse et autres. Ainsi, contrairement & 1'idée émergée au cours de la premiére
moitié du XXe siecle selon laquelle I'analyse multivoque n’avait pas de motivation
réelle, elle s’est révélée au cours de ces derniéres décennies comme étant la clé de
la compréhension de nombreux problémes provenant de domaines trés variés. Vu
la vaste étendue de son champ d’application, depuis plusieurs décennies 1’analyse
multivoque a retenu l'attention de nombreux mathématiciens. Si les théories des
inclusions variationnelles et différentielles .

L’objectif principal de cette mémoire c’est pour donner un résultat d’existence
des solutions d’une équations différentielles d’ordre fractionnaire et pour étudier
I'existence des solutions d’inclusions différentielles d’ordre fractionnaire , Cette étude
se fera principalement & ’aide de théoréme de point fixe de I'alternative non linéaire
de Leary Schaulder Notre thése est organisée selon le plan suivant.

"Dans le premier chapitre" : intitulé préliminaires , contient un ensemble de
définitions qui nous seront utiles pour la suite de cette étude.

"Dans le deuxiéme chapitre" : intitulé "probléme aux limites pour des équations

différentielles fractionnaires "

, on traitera l'existence et 'unicité de la solutions d’
un probléme aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire de

type Caputo suivantes :

‘D(t) = f(t,y(t)),pour te J =[0,T],1 <a <2

y(0) = vo,y(T) = yr.

ot *D* la dérivées d’ordre fractionnaire au sens de Caputo, f : [0,7] x R — R est

une fonction continue.

"Dans le troisiéme chapitre" : intitulé probléme aux limites d’inclusions
différentielles d’ordre fractionnaire ol cas convexe, on présente quelques résultats
d’existences des solutions du probléme aux limites pour des inclusions différentielles

d’ordre fractionnaire. On considére le probléme suivant :

D%(t) € F(t,y(t)),pourt € J =[0,T],1 < <2
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y(0) = vo,y(T) = yr

ot “D* est la drivée fractionnaire au sens de Caputo, F' : J x R — P(R) est une

application multivoque, yo, yr sont des constantes réelles.
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PRELIMINAIRES

1.1 quelques définitions

Dans cette section , on donne quelques définitions, théorémes et propriétés que

nous utilisons dans la suite de ce mémoire.

Proposition 1.1.1. Soit C(J, E) l’espace des fonctions continues de J vers ’espace

de Banach E et M < C(J, E).
1. M est borné i.e : il existe b= 0 tel que || f |[[o<b YVfe M,
2. M est équicontinu i.e : V§ > 0,30 > 0,Vay, 20 € J o] 1 — 22 |< 0= f(x1) —
flz2) |<EVfeM,

3. Nreld, {f(x)e E, fe M} est relativement compact dans E.

Définition 1.1.2. [18] On appelle espace de Banach (E,|| . ||g) tout espace vectoriel
normé et complet pour la distance déduit de la norme. Soit J = [0,T], T > 0. Notons
C(J,R) est l’espace de Banach des fonctions continues définies de J dans R, muni

de la norme

1y lloo=sup{l y |- t € J}

Définition 1.1.3. Soit (X,d) un espace métrique, A et B deux parties non vides

de X. On considére l'application :

Hy:P(X) x P(X) > R U 40,
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donnée par :

zixA,B)zynax{supdm,Bysupdpabf}

acA beB

ot d(A,b) = inf d(a,b) et d(a,B) = inf d(a,b)

acA beB
On convient que d(z, @) = oo , Hy est une distance de pompeiu - Hausdorff induite
par la métrique d et l'espace (P, (X), Hy) est un espace métrique généralisé.

Pour chaque y € C(J;R™), on définit I’ensemble :
Spy={feL'(JR"): f(t)e F(t,y)p.p te J}
Sy est Uensemble des sélections de F. Si I est a valeurs fermées, bornées et convexes
et X est de dimension fini, alors Sg, est non vide.
Définition 1.1.4. [5] Un opérateur multivoque N : X — Py(X) est dit :
(a) v-Lipshitz s’il existe v > 0 tel que :

HyN (u),N(v)) < ~vd(u,v) pour tout u,ve X,

(b) contractant s’il est ~-Lipschitz avec v < 1.

Proposition 1.1.5. Soient X un espace de Banach séparable et
Fl,FQ : J — pcp(X)a

de multi-fonction mesurables, alors la multi-fonctiont — Fy(t)nF2(t) est mesurable.

Définition 1.1.6. L’application f : J x R — P(R) est dite de carathéodory si
1. t —> f(t,u) est mesurable pour tout u € R,

2. u—> f(t,u) est semi continue supérieurement presque par tout t € J

3. Vr > 0, il existe une fonction ¢, € L*(J,R™) telle que pour tout u € C(R)

avec || u ||< 1 :

I E@w) = {sup || f o fe Ftu)} <o (t)ppte

alors la fonction F est dite L' — carathodory

9
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Définition 1.1.7. La fonction de Green pour un opérateur N est sous étudie

étre la fonction G(t, s) satisfaisant les conditions suivantes

1. G(t,s) est continue et admet des dérivées continues par rapport t l’ordre (n —

2), pour toutes les valeurs t et s € [a; D]

2. Pour chaque s fize dans |a; b[, la fonction G(t; s) admet des dérivées continues

d’ordre (n — 1) et n par rapport t dans chacun des intervalles [a; s[ et ]s;b]

la (n — 1) — ime dérivée est discontinue en t = s, avec saut pOL(S)

3. Dans chacun des intervalles [a; s| et |s;b], G(t; s) considérée comme une fonc-

tion de la variable t vérifie | équation :

" 'G(s+0,5) "'G(s+0,5) 1
otn—1 otn—1 ~ po(s)

1.2 Rappel sur les applications multivoques

Définition 1.2.1. [20, 22] Une multifonction (ot application multivoque) F' d’un
espace X vers un espace Y est une correspondance qui associe a tout élément x € X un
sous ensemble F(x) de Y . On notera F : X — P(Y)!
Soit (X, ]|.]]) un espace normé.

On note :

PX)={Y cX:Y # &)

Pu(X)={Y e P(X):Y ferme}

Py(X) ={Y € P(X) : Yborne}

Pep(X) ={Y € P(X) : Ycompact}

Poo(X) ={Y € P(X) : Yconvexe}

Pepew(X) ={Y € P(X) : Ycompact et convexe}.

Lemme 1.2.2. [/ G : J — Py a.0(R) application multivoque & valeur fermée. G
est s. c. s si et seulement si le graphe de G est fermé, i.e : si un x, — x* Yy, —

y*, yn € G(x,) alors y, € G(z4).

Définition 1.2.3. On considére X ensemble quelconque, ’ensemble des parties de
X noté P(X). une multifonction ou bien fonction multivoque F de X wvers Y, qui

associe ¢ v € X, la partie F(z) €Y noté par : F: X 3Y

10
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Définition 1.2.4. Soient X et Y deux ensembles F' : X =3 Y wune application

multivoque

1. On appelle domaine de F' [’ensemble

domF :={x € X\F(z) # &}

2. on appelle image de F' [’ensemble

ImF :={yeY\dx e X;y e F(x)

3. On appelle itmage réciproque d’une partie non vide D de X par F' [’ensemble

FY(D):={ze X\F(z) n D # &}

4. On appelle image d’une partie A de X par F [’ensemble

reA

5. le graphe de F' est le sous-ensemble de X x'Y définie par

GrF = {(z,y) e X xY\y € F(z)}

6. linverse de lapplication F est Uapplication F~1 : X =3 Y tel que x € F~1(y)

si et seulement siy € F(x)

7. Uensemble D est borné i.e il existe une constante k > 0 tel que || f(z) |[|< k

pour tout x € J et tout f e D

8. l’ensemble A est équicontinue i.e pour tout € > 0, il existe 6 > 0 tel que

t—to| <= f(t1) — f(t2) [[< €

pour tout t1,ty € J et tout f € A

9. pour tout x € J l'ensemble f(x) , f e Ac X est relativement compacte

Concepts de continuité des multifonctions

11
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tout les espaces topologiques considérés séparés c-a-d,des espaces de Hausdorff.

continuité supérieure

Définition 1.2.5. Soient X et Y deux espaces topologiques une multifonction F -
X 3Y est dite semi-continue supérieurement(s.c.s)en xo € X si pour tout ouvert
V deY tel que F(xo) < V,il existe un voisinage U en xq tel que F(x) < V ¥z e U.
La multifonction F est dite semi-continue supérieurement en x si elle est s.c.s en

tout point de X.

Proposition 1.2.6. soit X et Y deux espaces topologiques et F' : X 3 Y une

multifonction F' les propriétés suivante sont équivalentes :
1. Fest s.c.s sur X.
2. pour tout ouvert V deY ,F* (V) est un ouvert de X.

3. pour tout fermé B de Y, F~(B) est un fermé de X.

Proposition 1.2.7. soient X, Y et Z trois espaces topologiques et soit F': X 3Y
et G Y 3 Z deur multifonction s.c.s alors la multifonction GF : X =3 Z défim

par :

GF(z)= | ] G

yeF (x)

est s.c.s

Théoréme 1.2.8. soient X et Y deux espaces topologiques et soient F, G deux
multifonctions de X dans Y telles que

F(z) n G(y) # &;Yx € X on suppose de plus que l'on a :
1. F est s.c.senxge X.
2. F(xq) est compact.
3. Gr(F) est fermé. Alors la multifonction F(z) n G(x) : X Y définie par

(F nG)(z) = Flz) n G(z)

Proposition 1.2.9. soit X un espace compact F : X 3Y s.c.s a valeurs compact

alors F(z) est compact

12
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Semi continuité inférieure

Soient X et Y deux espaces topologiques et F': X 3 Y une multifonction on dit
que F' est semi-continue inférieurement s.c.i en xg € X si pour tout ouvert V de Y
tel que F(xg) n'V # J,il existe un voisinage ouvert U de zg tel que F(z) nV #

Vx € U la multifonction F' est dite s.c.i sur X si elle est s.c.i on tout point de X.

Proposition 1.2.10. Soient X et Y deux espaces topologiques et F' : X 3'Y une

multifonction, alors les propriétés suivantes est équivalentes
1. Fests.cai sur X
2. pour tout owvert Vde Y, F~(V) est un ouvert de x

3. pour tout fermé B de Y, F™(B) est un fermé de X

Continuité lipschitzienne

Soit (x,d) un espace métrique d(z, B) = ing(x, )
ye
I'exess e4(A, B) = supd(z, B) en A et B
zeA
hq(A, B) = max{eq(A, B),eq(B, A)} la distance de Hausdorff entre A et B.

Proposition 1.2.11. soit (X, d) un espace métrique l’ensemble des fermés de X ,hq

vérifie les propriétés d’'une distance

Proposition 1.2.12. soient X un espace topologique Y espace métrique et I :
X33Y
une multifonction si elles est s.c.i en xq et a valeur fermé Alors pour tout € > 0 , il

existe un voisinage ouvert U de xq tel que e (F(x), F(xg)) < € pour tout x € U

sélections de multifonctions

= FY | une multifonction une sélection de F est une fonction f : X — Y telle
quef(z) € F(x),Vx € X l'existence de sélections est garantie par ’axiome du chois
,Mais le probléme des sélections est de trouver des sélections ayant des propriétés

telles que la continuité la mesurabilité,la différentiabilité

13
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1.3 Calcul fractionnaire

fonction spécifiques pour la dérivation fractionnaire

dans cette section , nous introduisons la fonction gamma , la fonction béta ,
qui seront utilisée dans la suite de ce mémoire , ces fonction jouent un role trés

important dans la théorie du calcul fractionnaire et ces applications.

Définition 1.3.1. La fonction Gamma est une fonction complexe ,considérée égale-
ment comme une fonction spéciale, elle prolonge la fonction factorielle a l’ensemble
des nombres complexe et réelles ;

Pour z € C tel que R(2) > 0,la fonction Gamma I'(2) est définie par :

+00

['(z) = f e P tde

0

Définition 1.3.2. La fonction Gamma est définie sous la forme :

M

I'(n)= lim |e 2" 'dz ,n>0,2eR
M—0
0

Propriétés :
1. T'(z+1)=2I(2) , V2#0

2. T(Y) = o, T(1) =1,T(0,) = +
anly/7

4nn)

3. SineNalors I'(n + 1) = n! et aussi si n € N alors I'(n + 3) =

4. T'(z) est une fonction monotone ( strictement décroissante )pour 0 < z < 1

Définition 1.3.3. La fonction béta est définie par

Blx,y) = th_l(l — ) At Re(x) > 0,Ze(y) >0

la fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

I'(z)l

14
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Intégration fractionnaire

soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b] dans R ,on considére 'intégrale

10 f(z) = f " p(nat

pour une primitive d’ordre 2 on a :

T

1P f(z) = J IO f(u)du

a

- fcc O f()de

a

en répétant n fois on optent la relation suivante :

X1 ¥ Tn—1
I(")f(x)zj d:vlf dil?g...f dz,,

- [ s (1)

a

pour tout entier n . cette formule est appelée formule de Cauchy ,et depuis la
généralisations du factoriel par la fonction Gamma :I'(n) = (n — 1)!
Riemann rendu compte que le second membre de (1.1) pourrait avoir un sens méme
quand n prenant une valeur non -entiére ,il a définit fractionnaire de la maniére

suivant :

15
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Définition 1.3.4. [9] Si f € [a;b] , o € RY, intégrale

(@ £y :L xx_ (a=1) a €| — oo 40
1900w = ooy | =00 ae] =]

est appelée lintégrale fractionnaire(a gauche) de Riemann- Liouville d’ordre o et

["intégrale

2 1@) = o [ @00t be] - ooivoe]

I(a) J,
est appelée intégrale fractionnaire (& droite) de Riemann- Liouville d’ordre o ou T

est la fonction Gamma lorsque a = 0 nous écrivons IV f(x) = f(x) * pa(z) ou

tafl

Pa(x) = (@)

pour x> 0.¢4(z) = 0 pour x <0 et p,(x) — 0 quand a« — 0

FIGURE 1.1 - G.F.B FIGURE 1.2 — J.Liouville (1809-
Riemann(1826-1866) 1882)

Théoréme 1.3.5. pou h € Cla;b], intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

posséde la propriété de semi-groupe.
s (L f@) =I5 f(2)  a>0,8>0

Preuve. la preuve découle directement de la définition suivante

I B N R (O
SISO = s ), G, T

or f € [a;b], d’apres le théoreme de Fubini et par le changement t = u + (x —u) on

16
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obtient :

« B T _ ﬂ(()é?ﬁ) v f(u) u
S e ] R
- 1)

ou B(a, B) désigne la fiction Béta.

Proposition 1.3.6. [11] nous avons les propriétés suivantes

L If(x) = f(z)

2. lopérateur intégrale I° est linéaire.

Exemple 1. f(t) = (t —a)™ oum > —1

O R O

B0 = i) g
1 [P t—am .
- @), e

A laide de changement de variable s = a + (t — a)x on obtient

of) - % J (1= 2)olgmdy
= —(t —a)m a.m
B I'(a) Blaym+1)

(t _ a)m-i—a F

_ (
T(@) I

a)l'(m+1)
a+m+1)

Dou I¢f(t) = %(t —a)"te

Dérivation fractionnaire

il ya beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire,nous allons souligner
les approches qui sont fréqguemment utilisées dans les applications.
La dérivation fractionnaire aux sens de Riemann-Liouville

soit f une fonction continue sur [0, +0[, et 0 <a <1 ona:

DS () = —ml_a)%ft (t - r)dr

17
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et appelée la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre « de f ,avect =0

Définition 1.3.7. soit f une fonction intégrable sur [a,b] alors la dérivée fraction-

naire d’ordre a(avec n — 1 < a < n) au sens de Riemann-Liouville et définie par :

RDo () = s [ oy s

I(n—a)dt» ),
= T et
a0

en général la dérivée non entiére d’ une fonction constant au sens de Riemann-

Liouville n’est pas null ni constant,mais on a :

C

D%(e) = I'l—a)

(t—a)™®

(t—a)™
I'l—a)

RLDal _
la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville de la fonction f tell que :

f(t) = (t — a)® soit a non entier et n —1 < a <n avec 3> —1 ,alors on a

(t—a) — ﬁ f (t — 1)Lt — a)Pdr

en faisant le changement de variable
t=a+s(t—a) on aura :

1 dn !
RLDa t— B _ — (t— n+,3—af 1 — g)ra-l ,Bd
(1= = gy g | (=i

:Fm+5fa+UBmfmﬁ+D&_®&a
Fn—a)l'(f—a+1)

18
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I+ B—a+1)l(n—a)l'(B+1) (t—a)ﬂfo‘
CTn—a)l(B—a+1)I(n+p—a+1)

reg+1) e
“tG-arn’

Exemple 2. a =0.5,4=05¢eta =0, on aura

RL 505405 _ Fl%g‘) =T'(1.5)

Remarque 1. si f est de classe C™ en faisant des intégrations par parties des

différentiations répétées on obtient

La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

dans la modélisation mathématique ['utilisateur des dérivées fractionnaire au sens
de Riemann-Liouville méme a des condition initiales contenant les valeurs limites
des dérivées fractionnaire en la borne inférieure t = a une certaine solution de ce

probléeme a été proposée par M.Caputo.

Définition 1.3.8. soit @ > 0 avecn —1 < a <n ,n € N* et f une fonction tell que
g—f € L'a,b], la dérivée fractionnaire d’ordre o de f au sens de Caputo est définie
par :

cDe =—1 t — g)a ) (g)ds
D" J(0) = e | (6= )

_ ey (4"
- 1014500

1. composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire si f est une fonction
continue on a :

DS = f

et

EHIOESIOEDY o

k=0

donc l'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de ’opérateur
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d’intégration fractionnaire mais il n’est pas inverse a droite

2. la dérivée d’une fonction constante f au sens de Caputo est nulle :

CDafZO

3. la dérivée fractionnaire de la fonction

fit)y =1
est donnée par :
r'pg+1)
— () B>a-1
cDtP = F(ﬂ—a+1)() iee
0 OB<a—1

Propriétés importantes des dérivées fractionnaires
1. Linéarité [10]

la différentiation fractionnaire est une opération linéaire :

DUAf(#) + ng(t)) = ADf(t) + nD%g(t)

tel que D® désigne n’importe quelle approche de dérivation considérée dans

ce memoire.

2. Reégle de Leibniz[!(]

pour n entier on a :
d" () 40 ) g o)
(e =Y (1) P g
k=0
la généralisation de cette formule nous donne :

D(r0ate) = X () 90D g0+ B0
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oun = a+let Ry (t) =

—_ t —r)Ce Do (rdr t (1) () (1—e) M e,
- i | et |

( avec lim R}(t)=0)
n—+00

Si f et g avec toutes ses dérivées sont continues dans [a;t] la formule devient :

D(s0) = 35 (7)1 H0)

D% est la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville et au sens de

Granwald-Letnikov

1.4 Quelques théorémes du point fixe

Théoréme 1.4.1 (Schauder). [/8] Soit (E,d) wun espace métrique complet, Soit
A une partie conveze et fermé de E et soit F: A — A wune application telle
que Uensemble {Fz :x e A} est relativement compact dans E . Alors F posséde

au moins un point-fize

Théoréme 1.4.2 (théoréme de l'internative non linéaire de Leray Schauder). [0/
soient X un espace de Banach et C < X wun sous-ensemble convexe non vide de
X .on suppose qu’il existe un ouvert U dans C tel que 0 e U et N:U — C une

multi-fonction semi -continue supérieur et compact,alors on a l'alternative suivante :
1. N a un point fize sur U.
2. il existe A €]0,1[ et ue U tel que : u e AN (u).

Théoréme 1.4.3 (Ascoli-Arzéla). [20]

Soit F' un sous ensemble de C(J,E) , I est relativement compact dans C(J, E) si

et seulement si les conditions suivantes sont vérifier :

1. l’ensemble F' est borné i.e 3 une constante k >0 tel que :

| flx)[|[<k V xed ettout feF,

2. Uensemble F est équicontinue i.e ¥ >0, 3 6 >0 tel que |t; —ts| <

6 = || f(t)) — f(ta) ||<e 3 ti,tae J ettout feF.

3. Pour tout x € J l'ensemble {f(x), fe F}c E estrelativement compacte
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1.5 Lemmes fondamentaux

Lemme 1.5.1. [1/, 16] soit a > 0,alors l’équation différentielle

DN(t) = 0

admet les solutions

h(t) =co+ it + -+ cpgt™!

pourc; e Rji=0,1,2... n—1,n=[a]+1

Preuve. supposons que

*Dh(t) = 0

d’apres la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo on obtient

I"a(%)”h(t) —0

c’est a dire

S G ds = o

I'(n—a) Jo s

puLsque m #0, on a

J (t — s)”l(di)"h(s)ds =0

0 S

et par suite

" (s) = 0

On applique la transformée de Laplace aux deux membres de légalité

Lt 1« A™()) (p) = L(0)(p) = 0
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posant H(p) = L(h)(p)on obtient

L(n—r) i —kq (k—1)
i S, h( =0
alors
Z k:h k‘ l _ O
k=1
donc

= > p 7 (0)
k=1

on applique maintenant la transformée inverse de Laplace :
L (Hp)(t) = L7 () p *h%D(0) (¢)
k=1

1l s’ensuit que

Supposons maintenant que :

on applique 'opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo aux deux

membres de [’égalité
n—1

Dh(t) = “D*h(t)( ) cit’)

1=0
n—1
- N e
=0
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(8] n—o d L

puisque (0 <i<n—1<n)ona
“Deh(t) = 0

Ce qui achéve la démonstration.

Lemme 1.5.2. [1/, 106] soit o > 0,alors

I °D*h(t) = h(t) + co + it + cot® + -+ + ¢ t"

pourc;e Rji=0,1,2... n—1n=[a]+1

Preuve. On a par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo
°D*h(t) = m=epm (t)
on applique Uopérateur de l’intégral fractionnaire aux deux membres de [’égalité

I1°Dh(t) = I*I"*h™(¢)

= """ D"h(t)
OB ﬁt@o(%)"‘jln‘”h(t}
= d. .
= h(t) — Z m((%)n ]h(t))([))
- 1) = X O

par le changement de variable k = n — 5 on obtient :

-1
© hP(0)tk
I°°D*h(t) = h(t) — ) %
k=0 ’
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CHAPITRE 2

PROBLEME AUX LIMITES POUR DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES FRACTIONNAIRES

Dans ce chapitre , nous présenterons un résultat d’existence des solution basé

sur Le théoréme de point fixe de Schauder pour le probléme aux limites suivante :

‘D%(t) = f(t,y(t)),pour teJ:=[0,T],1 <a <2 (2.1)

y(0) = 0, y(T) = yr. (2.2)

ott *D* la dérivées d’ordre fractionnaire au sens de Caputo, f: [0,T] x R — R

est une fonction continue

2.1 Existence des solutions

On commence de donner la définition d’un solution au probléme (2.1)-(2.2)

Définition 2.1.1. /11, 15] une fonction y € C(J,R) est dite solution du probléme
(2.1)-(2.2),s1 y satisfait [’équation (2.1), et les conditions (2.2)
soit h : C[0,T] — R une fonction continue et considérons l’équation différentielle

d’ordre fractionnaire

‘D%(t) = h(t),te J,1 <a <2 (2.3)
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on note le probléme(2.3)-(2.2) par

‘D*(t) =h(t),te J 1 <a<?2
() = h(t) 2.0

y(0) = yo,y(T) = yr

Lemme 2.1.2. une fonction y est une solution de l’équation intégrale fractionnaire :

y(t) = 1 LT G(t, s)h(s)ds + yo + (yT—;yO)t (2.5)

si et seulement si y est une solution de (2.4) ou G(t,s) est la fonction de Green

définie par :

1 (t—s) ' —H(T—s)*" st 0<s<t<T
1

st O0<t<s<T

Démonstration. supposons que y vérifier (2.5),alors le lemme (1.5.2)nous donne

‘Dy(t) = h(t)
< 1% °D%(t) = I*h(t)
< y(t) +co+ cit = I7h(t)

1 t
< ylt) = =— f h(s)(t —s)* 'ds + co + it

I'(a) Jo
avec
Cp=—¢cy et ¢ =—c
ona:yy=cy="4o
et
(T) ! JT(T )* s + yo + AT
= —— -5 5 c
) by e
ce qui implique que :
1 ’ Yyr — Yo
| = — T — 5)* 1 h(s)d
=~ |, (7= 9 b+ U
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y(t) = LJ (t — )2 Vh(s) + yo — %(a)fo (T — 5)°1h(s)ds + (Z/T; W),

- L Jt(t - s)a—lh(s)ds ot JT(T B 3)a_1h(8)d5 oy + (yr — ?/O)t

(o) Jy T ) g
~ i ([ (=9 = fw =) (we))as + [ 0= o ntsjas)
Yo+ (yT;yo)t

c’est a dire on a

avec

posons g(t) = Yo —+ (yT;yO)t

on a
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avec l<a<?2 et n=2

Doy(t) — °D(t) +CD“<TFt(&) LTG(t,s)h(s)dss)

_ (%>2g(t) e (%)2 ( Trt(a) LT C(t, s)h(s)ds

T

12“(%)2(%@ L G(t, 5)h(s)ds

car (g(t) = g(t) = yo + “2p2t)

- o L (t =)'~ () [1°h(s) — SI°h(T)]ds
1 ! l—-a7a—2
- e JO (t— $)' 1% 2h(s)ds

car (+£)%(—2I*h(T)) = 0 alors on a :

Doy(t) =¢ D I°Nh(t) = h(t)

donc

‘D%y(t) = h(t)

]

Remarque 2. la fonction t € J — S[:)F | G(t,s) | ds est continue sur J,alors est

bornée.soit G = sup{ Sg | G(t,s) | ds, teJ}
Maintenant on va donner un résultat d’existence basé sur le théoréme de point
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fixe de Schauder

Théoréme 2.1.3. [13] soit les trois condition suivant :
(H1) la fonction f:J x R — R est continue .
(H2) II existe une fonction P € C(J,R*), et ¢ : [0,00) —> [0,00[ continues et

croissante, telles que
| f(t,x) |[<KP&)¥(|x|),V teJ et YreR.
(H3) Il existe une constante M > 0 telle que :

M

: >1
g PHY(M)G+ [yo | + [ yr — wo |

(2.6)

ou P* =supP(s),s € J.

Preuve. soit

ot M est la constante donné par (H3).il est claire que le sous ensemble C' est fermé
et convexe. donc on montre que F vérifier les condition du théoréeme de point fize
de Schauder. Alors la demenstration se faitd étape suivante :

Etape 1 : F' est continue.
Soit {y,} une suite telle que y, —y dans C(J,R). Alors ¥Vt € Jon a :

| () — F)(t) | = | j ﬁat,s)ms,yﬂ(s»—f(s,y<s>>]dsr
1 T
o j Gt 5) || (5, 9u(s)) — F(s,9(s)) | ds

on a f est continue , alors par le théoréeme de convergence dominée de Lebesque,

nous avons

| F(yn)(t) = F(y)(#) [o——0

n—00

D’ot la continueé de F'.
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Etape 2 : F transforme C,en un ensemble borné de C(J,R).
Soit y € C, alors pour chaque y € J ,(H2) implique

| Fu)(t) | < ﬁf Gt | Flsu(s) [ds o |+ 220
<ﬁp<t>\v<|y<t> ) f [G(t,s) | ds+ 1o | + | (wr—w0) |

Alors on a :
| Fy [lo< P*U(M)G + yo+ | yr — vo |:=1
Etape 3 : F' transforme C,en un ensemble équicontinue de C(J,R).

Soit y e C, et ty;ty € J telle que t; < tg,Alors :

| F(y)(ta) — Fy)(t) | <| ﬁ f Gtz 5)f(s,y(s))ds — —— f Gltr, )£ (s, y(s))ds |

0 L(a) Jo
yr — Yo yr — Yo
+ | T to T ty |
1 T
S =vany t7 - ta ) d
o | 1605 =Gl 1] fs.9t) |
yr — Yo
+ T | to —t1 |

Alors quand .ty — tyle second membre droite de l'inégalité ci-dessus tend vers zéro
donc par le théoréeme d’Ascoli-Arzéla(1.4.3) , N(C) est relativement compact pour
tout borné de F.Alors N est complétement continu.

Etape 4: F(C) c C.

Soit y € C' on va montrer que Fye CNte J,on a :

| Fy)(®) | < ﬁf | Glts) || F(sy()dst o | + 22— )
<| yT;yot2 - yT;yot1 |
< TP VU )G Lo |+ yr = |
Donc on :
| PG % foasP VNG [0 + v =10
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et par (2.6)
I F()() o< M

Alors en déduit que F' admet au moins un point fixe et qui est une solution du

probléeme aux limites(2.1)-(2.2).
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CHAPITRE 3

PROBLEME AUX LIMITES D'INCLUSIONS
DIFFERENTIELLES D'ORDRE FRACTIONNAIRES OU
CAS CONVEXE

Dans ce chapitre nous allons donner un résultat d’existence pour le probléme

aux limites pour des inclusions différentielles d’ordre fractionnaire suivant :

D%(t) e F(t,y(t)),pour teJ=[0,T],1 <a<2 (3.1)

y(0) = yo,y(T) = yr (3.2)

ot “D* est la drivée fractionnaire au sens de Caputo, F' : J x R — P(R) est
une application multivoque, ¥y, yr sont des constantes réelles. Tout d’abord nous

donnons la définition d’une solution au probléme (3.1)-(3.2)

Définition 3.0.1. [/0] Une fonction y € ACY(J,R) est dite solution du probleme
(3.1)-(3.2) s’il existe une fonction f € L'(J,R) avec f(t) € F(t,y(t)), pour tout
teJ, telle que,

cDy(t) = f(t), pour toutt € J,1 < o < 2,

et la fonction y satisfait la condition (3.2)
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3.1 cas convexe

pour 'existence de la solution pour le probléme (3.1)-(3.2) , nous avons besoin

du lemme suivant :

Lemme 3.1.1. Sotent h : J — R une fonction continue et 1 < a < 2. Une

fonction y est solution de I’équation intégrale fractionnaire

y(t) — %@L(t—s)a_lh(s)ds—%(a) L (T—s)a—lh(s)ds—(%—1)y0+%yT. (3.3)

si et seulement si y est solution du probleme aux limites pour l’équation différentielle

fractionnaire :

“Dey(t) = h(t), t € [0,T), (3.4)
y(0) = y0,y(T) = yr. (3.5)
Démonstration. Supposons d’abord que y est solution de (3.3) c’est-a-dire

y(t) = I*h(t) + Llyr — yo — Ih(T)] + yo.

D’une part on a :

t
Dy(t) = Do <[ah(t) + = [y — g0 — (D)) + y9>
K
K
— CDQI&h(t) + - CDat + CDC!{yO
T ~———
0
— <D[N(D),

et d’aprés les propriétés du calcul fractionnaire on a :
D*I*h(t) = h(t).
Ce que montre (3.4) i.e :
“Dy(t) = h(t).

D’autre part on a :

y(0) = yo,y(T) = yr
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Ce que montre (3.5)

Inversement supposons que y est solution du probléeme :

Doy(t) = h(t),t € [0, T]
y(0) = yo,y(T) = yr,

D’apres le lemme (1.5.2) on a :

I“DY(t) = co+ it +y(t)
= I°h(t)

y(t) = I%h(t) — co — c1t.

De plus ona :

y(t) = o L (t— s)a_lh<8)d3 _ %@ L (T — 8)a_1h<3)d8 — (% - 1)yO + %Z/T-

Théoréme 3.1.2. [16] Supposons que :
(HD)F : J x R — Py en(R) est une application multivogue Carathéodory.
(H2) I existe une fonction p € C(J,R*), et ¢ : [0,00) —> (0,00) continue et non

décroissante, telles que
| F(t,u) ||lp< p(t)(| w|), pour tout t € J et chaque u € R.
(H3) Il existe | € L*(J,RT) avec I®l < oo telle que
Hy(F(t,u), F(t,u)) <I(t) | u—1u | pour tout u,uw € R

et
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d(0, F(t,0)) < I(t), pour tout t € J.

(H4)1l existe une constante M; > 0 telle que

M,y
SO0 [ 1o o +OOLTp) D)+ [vo | + lur |

1 (3.6)

Alors le probleme(3.1)-(3.2) admet au moins une solution dans J.
On va transformer le probleme (3.1)-(3.2) en un probléme de point five. Considérons

l’opérateur

N(y) = {h e C(J,R) : h(t) = ﬁ Jo (t —s)* tu(s)ds

¢ ! a—1 t t
— TT () L (T'—5)* v(s)ds — (f - 1)yo + TYT U € SF,y}-

Il est claire d’apres le lemme (3.1.1), les points fizes de N sont solutions de

(3.1)-(3.2).

On wva utiliser Ualternative non linéaire de Leray Shauder pour montrer que N
admet au moins un point fize. La démonstration se fait en plusieurs étapes
Etape 1 : N est conveze pour tout y € C(J,R).

si hy, he € N(y), alors il existe vy, vy € Sk, telle que pour tout t € J, nous avons :

halt) = ﬁ f (1 — ) Lui(s)ds

0

t T t t
- T — s)* o, —(=—1 —yp.i=1,2.
TT(a) Jo ( $)*wi(s)ds (T Yo + TyT,z ,

Soit 0 < A < 1. Alors, pour tout t € J, nous avons :
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(A1 4+ (1 = N)ho)(t) = ﬁf (t —s)* " [Mvi(s) + (1 — Nwa(s)]ds

t ' o — \)va(s)|ds
_ TT(a) fo (T —s) [)\vl(s) + (1 — N)wof )]d
t t

T 1)yo + T

—

comme Sg,, est conveze (car F' a des valeurs convexes),nous avons :
My + (1= Aha € N(y)
Etape 2 : N (y) transforme les bornées en des bornées dans C(J,R).

Soit B, = {y € C(J,R) :|| y ||< r} un ensemble bornée de C(J,R) ou r un réel

positive.

Soit y € B, alors pour tout h € N(y), il existe v € Sp,, telle que :

T(a) Jo

par (H2), on a pour tout t € J,

00) | < g | (=9 o) | s
1 (7 a1
) ) (T'= )" [w(s) [ds—|yo | + [ ur]
< ﬁ (=) a5y s
; ﬁ J; (T — )" pls)| y(s) s+ o | + | ur |
< YOI PO + OGN+ [y |+ | yr |-

Alors,
Ao o (r) [ 1%(p) Nloo +b(r)I*(0)(T)+ [ wo | + | yr |= K.

On en conclut que pour tout h € N'(B,), il existe K telle que
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Iy lle< K,

ce que montre que N (y) est bornée.

Etape 3 : N est équicontinu .
Considérons B, une partie bornée de C(J,R). Soient t1,to € J, t; < ta,y € B, et
h e N(y) alors

hte) o) | =) gy [ 0= = (6= 9 ots)s
# 0 [P spmotegas |42 o+ 2
< L2 Le o0 [P, -y — (1= oy s
RS FIEELY R
O L+
< %[(Q — 1)+t — 5]
PPl b0,
(2 220 .

Quand ty —> tq, le coté droit de l'inégalité ci-dessus tend vers zéro. Par consquente
des étapes (1) a(3) avec le théoréme d’Arzéla-Ascoli(1.4.3), nous peut conclure que

N :C(J,R) — P(C(J,R)) est completement continue.

Etape 4 : N a un graphe fermée.
Soit Y, — Ys,hn € N(y) et hy, —> hy. Il suffit de montre que hy € N(yx). On

hy € N(yn) i.e : il existe x,, € Sp,, telle que pour chaque t € J,

o (#) — ﬁ L (t = $)° o — 1oy (s)ds
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Nous devons montrer qu il existe v, € Spy, tel que ,pour chaquete J ,

— Tlf(a) L (t — 8)* v, (s)ds — (% —1)yo + %yT-

Etant donner que F(t,.) est semi-continue supérieurement ,alors pour tout € >
0,1l existe No(g) > 0 tel que pour tout n = ng , nous avons
vn(t) € F(t,y,(t)) < F(t,y«(t)) + €B(0,1)),pour chaque t € J

Etant donner que JF(.,.) est a valeur compactes, alors il existe une sous suite

Un,, (.) telle que,

Un,, () = ve(.) 8T M — 0

et
v4(t) € F(t,y«(t)) pour chaque te J

pour tout w € F(t,y.(t)), nous avons
| Vn,, (1) = v (t) [<] n,, (8) —w [ + [ w = 54(2) |

Alors
| Un,p, (1) = 0s(t) |< d(vy,, (8), F(£,y4(1)))

par une relation semblable , obtenue par l’échange des roles de v,,, et vy, il suit que,

| Vny () = va(t) |< Ha(F (8,9 (0))), F (1 94(8)) < 1) | Y = Y [loo

Alors
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| alt) — ha(t) | < —— f (t— )% v (5) — vals) | ds
+ LJ (T — s)o‘_1 | U, () — vs(s) | ds
<t f (t = )" U()ds || Yo, — ¥ 1o

1 T
b | =9 i, e s

par conséquent

1 t
| o, — o [l < —f (t— ) 1(s)ds || Y, — ¥ Il

1 (T
+ —J (t—8)* U (s)ds— || Yn,, — Y o= 0 si m — o0

donc hy € N(ys). ce qui montre que N : C(J,R) — P(C(J,R)) a un graphe

fermé.

Etape 5 : Estimation a priori des solution.

soit y une solution possible au probléeme (3.1)-(3.2)telle que y € AN (y) avec X €]0, 1[.

Alors il existe v € Sg,, telle que pour tout t € J,

y(t) = % L (t— ) L(s)ds
— Tli\fa) fo (t —5)* v(s)ds — )\(% — 1)y0 + %yT.
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CHAPITRE 3. PROBLEME AUX LIMITES D’INCLUSIONS
DIFFERENTIELLES D’ORDRE FRACTIONNAIRES OU CAS CONVEXE

ceci implique d’aprés (H2)que, pour tout t € J,nous avons

y(t) < —— f (t— 5 | o(s) | ds
+—J(t—5)al|v(8) [ds—1yo |+ 1yr|
<L j (t— 52" p(s)(] y |)ds

; ﬁ f (T — )" p()6(| y(s) Nds | yo )+ | ur |

<¢(||y||00) ' — ) (s ds
Syl KD ATOL

+ % +L (T —5)*"'p(s)ds | + [ yo+ | yr |

< YUy o)) + 9l y o) T P)T)+ Ty [ + Tyr |-

Donc
9 e 1

Ty T Tp) @) + ol 1) Tp) D)+ [0 | + Loz |

Ainsi, la condition (3.6) implique qu’il existe une constante M; > 0, telle que

Iy [l My Soit
U={yeCR) | yllo# M}

L'opérateur N : U — P(C(J, R)) est semi continue supérieurement complétement

continu. Le choix de U, entraine qu’il n’existe pas de y € dU tel que
y € AN (y)

avec A €]0, 1[, par conséquent, d’aprés 'alternative non linéaire de Leray Schauder,

on déduit que N admet un point fixe dans U qui est solution du probléme (3.1)-(3.2)
O]

41



CONCLUSION

Le calcule fractionnaire est devenu une importante branche de mathématiques
grace @ son immense application des différentes domaines tel que la chimie ,la phy-
sique,l’ingénierie,la biologie et d’” autre sciences.

Notre but principale ,dans ce travail est de présenter quelques résultats d’existence
et d’unicité des solutions du probléme aux limites :

e Pour des équations différentielles d’ordre fractionnaires,les résultats ont été
obtenu par l'utilisation de théoréme de point fixe de Schauder;

e l'inclusion différentielles d’ordre fractionnaires,ces résultats ont obtenus pour
I’application de la théorie de point fixe ,en particulier on a utiliser le théoréme
du point fixe de L’alternative non linéaire de Laery-Schauder

Nous prévoyons,dans le futur appliquer les méthodes cités dans ce mémoire a d’autre
classes d(EDF),et développer d’autres méthodes numériques de résolution des diffé-

rentes types d’inclusions différentielles .

42



BIBLIOGRAPHIE

1]

2|

3]

4]

[5]

(6]

17l

8]

9]

L.Adjimi, Traitement numériques des equations diférentielle d’ordre fraction-

nelle, Université deM’sila, these de Master, 2018.

M.Aissaoui, L’ intégrale et la dérivée fractionnaires au sense de Rimann-

Liouville, Université de Telemcen , théese de licence, 2013.

R.Aouafi, existence et unicité des solutions de certains problémes auz limites

non lineaire, Université de Oum el Bouaghi, thése de Magister.

S. Abbas, M. Benchohra and G.M. N’Guérékata Topics in fractional differential
equations, Springer, New York, 2002.

M. Benchohra , J. R. Graef and F.Z. Mostefai Weak Solutions for Boundary-
Value Problems with Nonlinear Fractional Differential Inclusions, Nonlinear Dy-

namics and Systems Theory , 11 (3) (2011) 227-237,July 20- 2011.

M. FRIGON, A. GRANAS Resultats du type de Laray-Schauder pour des
contractions multivoques, Jornale of the Juliusz Schauder center, Volume

4.1994, 197-208.

O.Hassani Analyse multivoque et inclution différentelles, Université de Saida,

these de Master, 2015.

M.Hamidaoui, Méthodes des différences finies appliquée aux EDP, fraction-

naires, Université de deTelemcen ,thése de Master , 2016.

M.Hamdi.Cherif, Résolutions numerique des equations différentielles et aux dé-
rivées partielles non linéaire et d’ordre fractionnaire par la méthode HPM, Uni-

versité D’Oran 1, thése de Doctorat, 2016.

43



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

22]

K.Haouam, Ezistence et non-Existence de solutions des equations différentielles

fractionnaires, Université de Constantine , thése de Doctorat, 2007.

D.Hammadi, Calcul fractionnaire et ses application aux problem aux limites,

Université de Ourgla, thése de Master, 2017.

M.Kaddouri, probleme pour les équations différentielles d’ordre fractionnaire,

Université de saada, thése de Master, 2017.

R.Lakehal, Fquations différentielles fractionnaires résultats d’existences et

d’unicité, Université m’sila, these de Master, 2017.

G.Mama, Poplem auz limitespour dzs equations différentielles fractionnaires

dans des espaces de Banach, Université Tlemcen , theése de Master, 2015.

H.Medjkal, Fxistence et unicité de la solutions d’une équation différentielle frac-
tionnaires impulsive de temps infini dans un espace de Banach, Université de-

Telemcen ,thése de Master , 2016.

Y.Rabegh, Ftude de quelque inclusion différentielles d’ordre fractionnaire, Uni-

versité Saida, thése de Master, 2017.

H.Rahou, Probléme aux limites pour équations différentielles fractionnaires,

Université deTelemcan ,thése de Master , 2015.

A.Salah, les systemes chaotiques a dérivées fractionnaires , Université Constan-

tine ,theése de Magister , 2009.

D.Slimani, Dérivation non entiére :Application ettraitement d’images, Univer-

sité de Tizi-Ouzou, thése de Maigster, 201.

M.Slman, E’quation differetielle d’ordre fractionnaires dansdes espaces de Ba-

nach, Université , thése de Magister, 2012.

M.Salhi, Applications de quelques théoréemes du point fize pour la résolution des
équations différentielles fractionnaires, Université Ouargla ,thése de Master ,

2016.

M.Yvesner, Développements récents en analyse multivoque :Prédérivées et opti-

misation multivoque , Université des Antilles ,thése de Doctorat , 2016.



	Introduction
	Préliminaires
	quelques définitions
	Rappel sur les applications multivoques
	Calcul fractionnaire
	Quelques théorèmes du point fixe
	Lemmes fondamentaux

	Problème aux limites pour des équations différentielles fractionnaires
	Existence des solutions

	problème aux limites d'inclusions différentielles d'ordre fractionnaires o cas convexe 
	cas convexe

	conclusion
	Bibliographie
	Résumé

