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Résumé

Dans ce mémoire, notre étude est portée sur la coloration dominante et le nombre chroma-

tique dominant. Une coloration dominante est une coloration propre de G telle que tout

sommet domine au moins une classe de couleur. Le nombre chromatique dominant, noté

χd (G) est le nombre minimum de couleurs nécessaires dans une coloration dominante de G.

Une coloration dominante minimum est dite une χd (G)-coloration.

Nous présentons en premier lieu quelques résultats existants sur la coloration dominante,

ensuite nous déterminons le nombre chromatique dominant des graphes: prisme complémen-

taire d’une chaîne, d’un cycles, et produit croisé d’une chaîne. Enfin, nous allons étudier

l’effet de la suppression d’une arête sur le nombre chromatique dominant.
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Abstract

In this report, the aim of our work is to study focuses on the dominator coloring and the

dominator chromatic number in graphs. A dominator coloring of a graph G is a proper

coloring in which each vertex of the graph dominates every vertex of some color class. The

dominator chromatic number is the minimum number of color classes in a dominator coloring

of a graph G and is denoted by χd(G).

We present some existing results on the dominator coloring. We determine the dominator

chromatic number of a complementary prism of a path, a cycle, and a crossed product of

a path. Finally, we will study the effect of deleting an edge on the dominator chromatic

number.
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Introduction

La recherche opérationnelle est la discipline des mathématiques appliquées qui traite

des questions d’utilisation optimale des ressources dans l’industrie et dans le secteur pub-

lic. Depuis une dizaine d’années, le champ d’application de la recherche opérationnelle

s’est élargi à des domaines comme l’économie, la finance, le marketing et la planification

d’entreprise. Plus récemment, la recherche opérationnelle a été utilisée pour la gestion des

systèmes de santé et d’éducation, pour la résolution de problèmes environnementaux et dans

d’autres domaines d’intérêt public.

L’histoire de la théorie des graphes débute avec les travaux du mathématicien suisse

Leonard Euler au 18ème siècle, et trouve son origine dans l’étude de certains problèmes, tel

que celui des ponts de Konigsberg, quand il se demandait s’il est possible, en partant d’un

quartier quelconque de la ville, de traverser tous les ponts sans passer deux fois par le même

point et revenir à son point de départ. Dès le début du 20ème siècle, elle constitue une

branche à part entière des mathématiques, grâce aux travaux de Konig, Menger, Cayley

puis de Berge et d’Erdös.

Un des problèmes les plus connus de la théorie des graphes vient de la coloration des

graphes, où le but est de déterminer combien de couleurs différentes suffi sent pour colorer

entièrement un graphe de telle façon qu’aucun sommet n’ait la même couleur que ses voisins.

En 1852, le mathématicien anglais Francis Guthrie énonça le problème des quatre couleurs

par une discussion à son frère, qui demandera à son professeur Auguste De Morgan si

toute carte peut être coloriée avec quatre couleurs de façon que des pays voisins aient des

couleurs différentes. Le problème de la coloration a suscité l’intérêt de grands chercheurs

en théorie des graphes. Cet intérêt sans cesse croissant est largement motivé par le fait que

beaucoup de problèmes concrets peuvent être modélisés en termes de coloration de graphes
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comme l’ordonnancement de tâches, l’allocation de fréquences et le problème d’emploi de

temps. La coloration des sommets est certainement le concept le plus ancien et le plus

étudié. Il s’agit d’affecter des couleurs (entiers positifs) aux sommets de telle sorte que

deux sommets adjacents ne doivent pas avoir la même couleur, une telle coloration est dite

propre (classique). Ce n’est qu’en 1976, que deux chercheurs K. Appel etW. Haken ont pu

répondre affi rmativement à la conjecture des quatre couleurs. La recherche d’une réponse à

ce problème est à l’origine de nombreux résultats relatifs à la coloration dans les graphes.

En théorie des graphes la coloration et la domination sont deux domaines importants

qui ont été largement étudiés. Le paramètre fondamental dans la théorie de la coloration

de graphe est le nombre chromatique χ (G) d’un graphe G qui est défini comme étant le

nombre minimum de couleur requis pour colorer les sommets de G de tel sort qu’aucuns

deux sommets adjacents ne reçoivent la même couleur. Si χ (G) = K, on dit que G est

K-chromatique.

Un ensemble dominant S est un sous -ensemble des sommets dans un graphe telle que

chaque sommet du graphe appartient à S ou a un voisin dans S. Le nombre de domination

est l’ordre d’un ensemble dominant minimum. Étant donné un graphe G et un entier K

trouvent un ensemble dominant d’ordre K est NP-complet sur un graphe arbitraire. [17]

[23]

La coloration de graphe est utilisée comme model pour un grand nombre de problèmes

pratiques impliquant l’allocation de ressources rares (par exemple, problèmes d’ordonnancement)

et a joué un rôle clé dans le développement de la théorie des graphes et plus généralement

des mathématiques discrètes et optimisation et combinatoire. Un graphe à une coloration

dominante s’il a une coloration appropriée, chaque sommet du graphe domine chaque som-

met de la même classe de couleur. Le nombre chromatique dominant χ (G) est le nombre

minimum de classes de couleur dans une coloration dominante d’un graphe G . Notre travail

est motivé par les travaux de [10] et [18].

Ce mémoire est développé en quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions de théorie des graphes

nécessaires à la compréhension de ce mémoire. Nous donnons également un petit aperçu de

quelques notions élémentaires de complexité algorithmique.
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Dans le deuxième chapitre, On commence par la définition de la coloration, la domination

et la coloration dominante. Nous nous intéressons dans ce chapitre au problème de la

coloration dominante où nous citons quelques bornes et résultats existants sur le nombre

chromatique dominant d’un graphe.

Le troisième chapitre porte sur notre contribution dans le domaine de la coloration

dominante, où nous donnons la valeur exacte du nombre chromatique dominant des graphes

prisme complémentaire d’une chaine, d’un cycle, et le produit croisé d’une chaine.

Dans le quatrième chapitre, nous allons étudier l’effet de la suppression d’une arête sur

le nombre chromatique dominante χ (G) pour certaines classes particulières de graphes.

Ce mémoire s’achève par une conclusion.
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Chapitre 1

Notions fondamentales sur la théorie

des graphes

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques concepts de base de la théorie des graphes.

D’où, la première partie est un rappel de quelques définitions nécessaires qui seront utilisées

tout au long de ce mémoire.

1.1 Définitions et notations

1.1.1 Graphes

Un graphe G est un couple (V,E), où V est l’ensemble des sommets, et E est un

ensemble de paires d’éléments de V appelées arêtes. Pour un graphe G; on notera V (G)

l’ensemble de ses sommets et E(G) l’ensemble de ses arêtes, ou simplement V et E si le

contexte est explicite. Un graphe est dit trivial s’il ne possède qu’un seul sommet et aucune

arête.

Un graphe G est dit simple si tout couple de ses sommets est relié par au plus une arête

et que toute arête de E(G) a ses extrémités distinctes.

L’ordre d’un graphe est le cardinal de son ensemble de sommets. Un graphe est dit fini

ou infini suivant son ordre. Les graphes considérés dans ce cours sont simples et finis.

4



1.1. Définitions et notations

v1

v2
v3

v4

v5

Figure 1.1.1 : Un graphe simple.

1.1.2 Voisinages

Soit G = (V ;E) un graphe simple.

• Deux sommets u et v sont adjacents si l’arête uv existe dans E. Les sommets u et v
sont voisins.

• Deux arêtes sont dites adjacentes si elles ont une extrémité commune.

• Une arête est incidente à un sommet v, si v est l’une de ses extrémités.

• Le voisinage ouvert d’un sommet v de G, noté par NG(v), est défini par l’ensemble

NG(v) = {u ∈ V (G) : uv ∈ E}

et le voisinage fermé de v, noté par NG[v], est défini par

NG[v] = NG(v) ∪ {v}

Soit S ⊆ V. L’ensemble NG(S) = ∪v∈SNG(v) (resp. NG[S] = ∪v∈SNG(v) ∪ S) est le
voisinage ouvert (resp. Fermé) du sous ensemble S ⊆ V . Parfois pour alléger les notations

et s’il n’y a aucune confusion sur le graphe G, les voisinages ouvert et fermé d’un sommet

v seront notés par N(v) et N [v] respectivement. De même, nous utiliserons les notations

N(S) et N [S] au lieu de NG(S) et NG[S] respectivement.
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1.1. Définitions et notations

1.1.3 Degré d’un sommet

Le degré d’un sommet u, noté d(u), est le nombre de sommets adjacents à u. Formellement,

• d(u) = |N(u)| ,∀u ∈ V .

• δ(G) = min {d (u) , u ∈ V }.

• ∆(G) = max {d (u) , u ∈ V }.

Un sommet de degré nul est dit isolé et un sommet de degré égal à 1 est appelé feuille. Le

sommet adjacent à une feuille est appelé support. Un sommet adjacent à tous les sommets

de G est dit sommet universel de G.

Le voisinage privé d’un sommet u ∈ X par rapport à X dans G = (V,E), avec X ⊆ V ,

est pn (u,X) = N [u] \N [X \ {u}].

1.1.4 Sous-graphes et graphes partiels

Un sous graphe H d’un graphe G est un graphe dont l’ensemble des sommets est contenu

dans l’ensemble des sommets de G et l’ensemble des arêtes est formé de toutes les arêtes de

G ayant leurs extrémités dans V (H).

Formellement, un graphe GA = (A,EA) est un sous graphe de G = (V,E) si A ⊆ V (G)

et EA ⊆ {uv, u ∈ A, v ∈ A et u 6= v}.
Si le sous graphe a le même ensemble de sommets que le graphe qui le contient, i.e.

A = V (G), on parle de graphe partiel.

Le graphe induit est définie par un sous ensemble de sommets. Formellement,

Le sous graphe de G = (V,E) induit par A ⊆ V , est formé des sommets de A et des

arêtes de EA dont les deux extrémités sont dans A. Il est noté G [A].

Observer, qu’un graphe partielGB = (B,EB) deG est construit à partir deG en enlevant

quelques arêtes, alors qu’un sous graphe induit GA de G est aussi construit à partir de G

mais en enlevant quelques sommets et les arêtes incidentes à ces sommets.

6



1.1. Définitions et notations

v1

v2
v3

v4

v5

v1

v2
v3

v1

v2
v3

v4

v5

G = (V,E) GA = (A,EB) GB = (B,EB)

Figure 1.1.2 : Un graphes partiels et un Sous-graphes .

1.1.5 Ensemble minimal (resp. Maximal) / minimum (resp. Max-

imum)

Soit G = (V,E) un graphe, on dit qu’un sous-ensemble A de V est minimal (resp.

Maximal) par rapport à une propriété P, s’il n’existe pas d’ensemble B ⊆ A (resp. B ⊇ A)

tel que G [B] vérifie P. On dit qu’un sous-ensemble A de V est minimum ou de taille

minimale (resp. Maximum ou de taille maximale) par rapport à une propriété P, s’il
n’existe pas d’ensemble B ⊆ V tel que G [B] vérifie P et |A| > |B| (resp.|B| > |A|) où |A|
est le cardinal de l’ensemble A, c’est-à-dire le nombre de ses éléments.

1.1.6 Distances, excentricité, diamètres, rayons et centres

Soit G = (V,E) un graphe et u, v deux sommets de V . La distance entre u et v, notée

d(u, v) est la longueur de la plus courte chaîne joignant u et v.

L’excentricité de v, noté exc(v), est définie par exc(v) = max{d(v, w) : w ∈ V }.
Le diamètre de G est diam(G) = max{exc(v) : v ∈ V }.
Le rayon de G est rad(G) = min{exc(v) : v ∈ V }.
Un sommet de G ayant une excentricité minimale est appelé centre.

1.1.7 Chaînes et cycles

Soit G = (V,E) un graphe.

7



1.1. Définitions et notations

• Une chaîne P de G est une séquence finie de sommets v1, v2, . . . , vk, où pour tout

i ∈ {1, ..., k − 1}, vivi+1 est une arête de G. Les sommets v1 et vk sont les extrémités

de la chaîne P, et les sommets v2, v3, . . . , vk−1 sont les sommets intérieurs de P.

• Une chaîne P est simple si chaque arête de P est empruntée une seule fois.

• Une chaîne P est élémentaire si elle ne passe pas deux fois par le même sommet.

• Dans une chaîne P , une arête qui relie deux sommets non consécutifs est dite une
corde.

• Une chaîne minimale induite par n sommets, notée par Pn, est une chaîne élémentaire
sans corde.

• Un cycle est une chaîne dont les deux extrémités sont confondues. On note par Cn
le cycle induit par n sommets. De la même manière, on définit un cycle simple et un

cycle élémentaire.

La longueur d’un cycle est le nombre de ses arêtes.

La maille d’un graphe G, notée g(G), est la longueur du plus petit cycle dans G.

P6 C6

Figure 1.1.3 : Une chaîne (P6) et un cycle (C6).

1.1.8 Graphes particuliers

Graphe complet

Un graphe G est dit complet si pour toute paire de sommets (x, y), il existe une arête les

reliant, (tous les sommets sont deux à deux adjacents). Un graphe simple complet d’ordre

n est noté Kn.

8



1.1. Définitions et notations

Figure 1.1.4 : Un graphe complet d’ordre 4 (K4).

Graphe connexe

Un graphe G = (V,E) est dit connexe si pour chaque paire de sommets distincts

u, v ∈ V , il existe une chaîne joignant v et u. Une composante connexe d’un graphe est un
sous-graphe maximal connexe.

Graphe planaire

Un graphe G = (V,E) est dit planaire s’il peut être déssiné dans la plan de sorte que

ses arêtes ne se croisent pas.

Graphe discret

Un graphe discret, noté Dn, est un graphe sans arêtes.

Graphe complémentaire

Le graphe complémentaire d’un graphe simple G = (V,E) noté G = (V,E), est le graphe

défini par V (G) = V (G) et E = E(G) = {uv : u, v ∈ V (G) et uv /∈ E(G)}.

G G

Figure 1.1.5 : Un graphe G et son complémentaire.
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1.1. Définitions et notations

Graphe régulier

Un graphe dont tous les sommets ont le même degré est dit régulier. Si le degré est

égal à d pour tout sommet, alors on dit que le graphe est d-régulier. Un graphe 3-régulier

est aussi appelé cubique.

Graphe biparti

Un graphe G = (V,E) est dit biparti si V peut se partitionner en deux sous-ensembles

stables V1 et V2, de sorte que toutes les arêtes du graphe relient un sommet de V1 à un sommet

de V2. Un graphe biparti complet est un graphe biparti ayant la propriété supplémentaire

suivante: tous les sommets de V1 sont adjacents à tous les sommets de V2. Si |V1| = p et

|V2| = q. Alors le graphe biparti complet est noté Kp,q .

biparti K4,4 biparti complet K4,4

Figure 1.1.6 : Un graphe biparti (K4,4) et un graphe biparti complet (K4,4).

Graphe de petersen

Le graphe de Petersen est un graphe 3-régulier de 10 sommets et 15 arêtes.
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1.1. Définitions et notations

Figure 1.1.7 : Un graphe de Petersen.

Arbre

On appelle arbre à n sommets et on note par T un graphe connexe et sans cycles. Un

arbre comporte exactement (n − 1) arêtes. Un arbre est dit trivial (resp. Non trivial) s’il

contient un seul sommet (resp. Au moins deux sommets). On appelle feuille d’un arbre un

sommet de degré 1 (sommet pendant).

Figure 1.1.8 : Un arbre.
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1.1. Définitions et notations

Une chenille

Une chenille est un arbre dont chaque sommet de degré au moins trois, a au plus deux

voisins différents des feuilles.

Figure 1.1.9 : Une chenille.

Étoile

On appelle étoile, et on note par K1,n, (n ≥ 3), l’arbre à n+ 1 sommets ayant n feuilles.

Figure 1.1.10 : Un étoile (K1,n).

• Une araignée est un graphe avec 2n + 1 sommets formés en subdivisant au plus n

arêtes d’une étoile K1,n. Un graphe d’arainée K1,n est illustré dans la figure suivante:
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1.1. Définitions et notations

v1

v2

v3

v2

v3

Figure 1.1.11 : Une araignée .

• Un cactus est un graphe où chaque arête appartient à au plus un cycle, de plus un
cactus qui contient un seul cycle est dit unicycle.

• Un graphe est dit sans griffe (ou sansK1,3) s’il ne contient pasK1,3 comme sous-graphe

induit.

• On appelle couronne d’un graphe G, notée Cr(G) ou G ◦ K1, le graphe obtenu en

attachant à chaque sommets de G un sommet pendant, et donc il est évident que

l’ordre de Cr(G) est égal à 2|V (G)|.

• Soit G = (V,E) un graphe. Le graphe adjoint de G (ou graphe de ligne) est le graphe

obtenu en associant un sommet à chaque arête de G et en reliant deux sommets par

une arête si les arêtes de G correspondant à ces deux sommets sont adjacentes.
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1.1. Définitions et notations

Figure 1.1.12 : La couronne d’un (C3) .

1.1.9 Quelques invariants de graphes

Soit G = (V,E) un graphe simple.

• Un sous-ensemble S ⊆ V est un dominant de G, si tout sommet de V −S est adjacent
à au moins un sommet de S. Le cardinal d’un dominant minimum de G est noté par

γ (G) . Et est appelé nombre de domination inférieur de G.

• Une clique dans G est un sous ensemble de sommets de G qui engendre un graphe

complet. Le cardinal d’une clique maximum de G est noté par ω(G).

• Un stable dans un graphe G, appelé aussi ( ensemble indépendant), est un ensemble
de sommets deux à deux non adjacents. Le cardinal d’un stable maximum de G, noté

α(G) et est appelé nombre de stabilité de G.

• Un couplage dans un graphe G est sous ensemble d’arêtes deux à deux non adjacents.
Un sommet x est dit saturé par un couplage M si x est l’extrémité d’une arête de M .

Dans le cas contraire, x sera dit est insaturé par M . Un couplage qui sature tous les

sommets de G est appelé couplage parfait de G.
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1.1. Définitions et notations

1.1.10 Quelques opérations sur les graphes

Soit G = (V,E) un graphe simple.

• Soient v et e un sommet et une arête de G respectivement. On note par G − v le

sous-graphe engendré par l’ensemble V − {v}. D’autres termes, G − v est le graphe
obtenu à partir de G en supprimant le sommet v et toutes les arêtes incidentes à v. On

note aussi par G− e le graphe G′ = (V,E − {e}). Donc G− e est le graphe obtenu à
partir de G en supprimant l’arête e (les sommets incidents à e ne sont pas supprimés).

Pour un sous-ensemble de sommets S ⊆ V , on note G − S le sous-graphe engendré
par V − S.

• Soient G et H deux graphes. L’union de G et H est le graphe G+H dont l’ensemble

des sommets est V (G) ∪ V (H) et l’ensemble des arêtes est E(G) ∪ E(H). Pour un

entier k donné, l’union de k copies de G est notée par kG.

• Le joint de G et H est le graphe noté G ∨H obtenu à partir de G + H en ajoutant

toutes les arêtes entre G et H.

Produits des graphes

Soient G et H deux graphes. Dans chacun des produits étudiés, les sommets du graphe

résultant sont des paires de sommets (u, v) où u ∈ V (G) et v ∈ V (H). On définit les trois

types de produits suivants:

Produit cartésien Le produit cartésien G�H est le graphe ayant pour ensemble de

sommets V (G) × V (H) et dont deux sommets (x1, y1) et (x2, y2) sont reliés par une arête

si et seulement si soit x1x2 ∈ E (G) et y1 = y2, où bien y1y2 ∈ E (H) et x1 = x2. Autrement

dit, deux sommets du produit G�H sont adjacents si et seulement si les sommets de l’une

de leurs coordonnées sont égaux et ceux de l’autre coordonnée sont adjacents.

Produit direct ou croisé Le produit direct G×H est le graphe ayant pour ensemble de

sommets V (G)× V (H) et dont deux sommets (x1, y1) et (x2, y2) sont reliés par une arête si

et seulement si x1x2 ∈ E(G) et y1y2 ∈ E(H).
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1.2. Compléxité algorithmique

Remarque 1.1.1 D’après les définitions du produit cartésien et du produit direct, on re-

marque que E(G�H) ∩ E(G×H) =∅ .

Produit fort ou total Le produit direct G � H est le graphe ayant pour ensemble de

sommets V (G)× V (H) et dont deux sommets (x1, y1) 6= (x2, y2) sont reliés par une arête si

et seulement si

• x1 = x2 ou x1x2 ∈ E(G);

• y1 = y2 ou y1y2 ∈ E(G).

Ceci veut dire que

E(G�H) = E(G�H) ∪ E(G×H)

Exemple 1.1.1 Les trois produits sont illustrés dans la figure suivante:

v1 v2 v3

u1 u2 u3

P2�Pn

v1 v2 v3

u1 u2 u3

P2 × Pn

v1 v2 v3

u1 u2 u3

P2 � Pn

Figure 1.1.13 : Produits de chaînes (P2) et (P3): .

1.2 Compléxité algorithmique

La théorie de la complexité s’intéresse à l’étude formelle de la diffi culté des problèmes

en informatique et plus précisément à leur résolution de façon effi cace, en tenant compte du

temps de calcul et les données stoquées en mémoire.

16



1.2. Compléxité algorithmique

1.2.1 Problème de décision

Chaque problème informatique peut se réduire à un problème de décision, c’est-à-dire un

problème formulé comme une question dont la réponse est Oui ou Non. Un problème qui

n’est pas formulé de cette manière peut être très simplement transformé en un problème de

décision équivalent. Le problème du voyageur de commerce, qui cherche, dans un graphe, à

trouver la taille du cycle le plus court passant une fois par chaque sommet, peut s’énoncer

en un problème de décision comme suit: Existe-t-il un cycle passant une et une seule fois

par chaque sommet tel que la somme des coûts des arcs utilisés soit inférieure à k, avec

k ∈ N. Ce problème est équivalent au problème du voyageur de commerce au sens où si l’on
sait résoudre effi cacement l’un, on sait aussi résoudre effi cacement l’autre.

1.2.2 Classes de complexité

La théorie de la complexité repose sur la définition de classes de complexité qui permettent

de classer les problèmes en fonction de la complexité des algorithmes qui existent pour les

résoudre.

Classe P

Un problème p est dit Polynomial (i.e. p ∈ P ), s’il peut être résolu par un algorithme
déterministe en un temps polynomial.

Prenons par exemple le problème de la connexité dans un graphe. Etant donné un

graphe à n sommets, il s’agit de savoir si toutes les paires de sommets sont reliées par

une chaîne. Pour le résoudre, on dispose de l’algorithme de parcours en profondeur qui va

construire un arbre couvrant du graphe à partir d’un sommet. Si cet arbre contient tous les

sommets du graphe, alors le graphe est connexe. Le temps nécessaire pour construire cet

arbre est au plus n2, donc le problème est bien dans la classe P .

Les problèmes dans P correspondent en fait à tous les problèmes facilement solubles.
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1.2. Compléxité algorithmique

Classe NP

Un problème p est dans NP , s’il est résoluble par un algorithme Non déterministe en un

temps polynomial par rapport à la taille de l’instance.

De façon équivalente, c’est la classe des problèmes qui admettent un algorithme dans

P qui, étant donné une solution du problème NP , est capable de répondre oui ou non.

Intuitivement, les problèmes dans NP sont tous les problèmes qui peuvent être ré-

solus en énumérant l’ensemble des solutions possibles et en les testant avec un algorithme

polynomial.

Par exemple, la recherche de cycle hamiltonien dans un graphe peut se faire avec deux

algorithmes:

• le premier génère l’ensemble des cycles (ce qui est exponentiel);

• le second teste les solutions (en temps polynomial).

On constate, immédiatement, que P ⊂ NP .

Problème NP-Complet

Un problème est NP -diffi cile si ce problème est au moins aussi dur que tous les problèmes

dans NP . Formellement, on définit une notion de réduction: Soient p et p′ deux problèmes.

Une réduction de p
′
à p est un algorithme transformant toute instance de p

′
en une instance

de p. Ainsi, si l’on a un algorithme pour résoudre p, on sait aussi résoudre p
′
, p est donc au

moins aussi diffi cile à résoudre que p′. Les problèmes les plus étudiés sont les problèmes NP -

complets, parce qu’on ne sait pas les résoudre éffi cacement à cause de leur indéterminisme. Il

est clair que P ⊂ NP , puisqu’un algorithme déterministe est un algorithme non déterministe

particulier.

Le problème p est alors NP -diffi cile si pour tout problème p
′
de NP , p

′
se réduit à

p. Quand on parle de problèmes NP -diffi ciles on s’autorise uniquement des réductions dans

P , c’est-à-dire que l’algorithme qui calcule le passage d’une instance de p
′
à une instance de

p est polynomial.
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1.2. Compléxité algorithmique

Classe NP-complet:

Le problème étant dans NP et NP -diffi cile, il est NP -complet, autrement dit, les

problèmes NP -complets sont les plus diffi ciles de la classe.
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Chapitre 2

Quelques résultats existants sur la

coloration dominante

Le problème de la détermination du nombre chromatique dominant pour un graphe

quelconque est un problèmeNP -complet. Dans [15], [6], les auteurs ont donné un algorithme

polynomiale pour déterminer le nombre chromatique dominant dans les arbres.

2.1 Coloration dominante

Le problème de la coloration dominante a été introduit dans [10], son étude a été motivée

par l’article de Cockayne & al. [40].

Définition 2.1.1 Étant donné un graphe G = (G, V ), une coloration propre des sommets de

G est une application f : V → C, où C désigne l’ensemble des couleurs, tel que f (u) 6= f (v),

∀u, v ∈ E.

Évidemment, tout graphe admet une coloration propre, en effet il suffi t de donner

à chaque sommet une couleur différente des autres sommets. Un graphe qui admet une

coloration propre utilisant au plus k couleurs est dit k-coloration .

Le nombre chromatique d’un graphe G, noté χ(G), est le nombre minimum de couleurs

nécessaires pour une coloration propre de G. Une coloration propre d’un graphe G est une

partition de l’ensemble des sommets, de sorte que chaque partie induit un stable dans G.
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2.2. Quelques bornes du nombre chromatique dominant

Définition 2.1.2 Un ensemble dominant d’un graphe G = (V,E) est un sous ensemble de

sommets D ⊂ V , tel que tout sommet qui n’est pas dans D est adjacent à au moins un

sommet de D, i.e. N [D] = V .

Le nombre de domination de G, noté par γ(G), est la cardinalité minimum d’un ensemble

dominant de G.

Un ensemble dominant minimum d’un graphe G est dit γ-ensemble de G.

Définition 2.1.3 Une coloration dominante d’un graphe simple G, est une coloration pro-

pre telle que tout sommet domine au moins une classe de couleur.

Explicitement, soit un sommet x et une classe de couleur C. x domine C s’il est adjacent

à tous les sommets de C ou si x est le seul sommet de C.

Définition 2.1.4 Le nombre chromatique dominant d’un graphe G, noté χd (G) est le nom-

bre minimum de couleurs nécessaires dans une coloration dominante de G. Il est noté χd (G)

et une coloration dominante minimum est dite une χd (G)-coloration.

La figure suivante représente un graphe G tq χd (G) ≤ 3.

1v1

2v2

3 v3

1 v4

3

v5

Figure 2.1.1 : Une coloration dominante du graphe G .

2.2 Quelques bornes du nombre chromatique domi-

nant

Le problème de la détermination du nombre chromatique dominant pour un graphe quel-

conque est un problème NP -complet [15] meme si on restainte aux graphes bipartis
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2.2. Quelques bornes du nombre chromatique dominant

2.2.1 Résultats préliminaires

Soit G est un graphe connexe d’ordre n ≥ 2. La coloration qui attribue une couleur

différente à chaque le sommet de G est une coloration propre telle que chaque sommet

dominane la classe de couleur qui le contient.

Ainsi, le nombre chromatique dominant est défini pour chaque graphe, et de plus

χd (G) ≤ n.

Proposition 2.2.1 [15] Pour tout graphe G on a,

χ (G) ≤ χd (G) .

Proposition 2.2.2 [15] Pour un graphe connexe d’ordre n ≥ 3

χd (G) ≤ n+ 1− α (G)

Et cette borne est atteinte.

Remarque 2.2.1 [15] Pour tout graphe G connexe d’ordre n ≥ 2, on a

2 ≤ χd (G) ≤ n

Et ces bornes sont atteintes.

Proposition 2.2.3 [15] Si G est un graphe non connexe avec des composantes G1, G2, ..., Gk

avec k ≥ 2, alors

max
i∈{1,2,...,k}

χd (Gi) + k − 1 ≤ χd (G) ≤
k∑
i=1

χd (Gi)

Et ces bornes sont atteintes.

Proposition 2.2.4 [15] Il existe un graphe G pour lequel χd (H) > χd (G). Il existe aussi

un graphe G pour lequel χd (H) < χd (G) où H est un sous-graphe de G.

Théorème 2.2.1 [7] Soit G un graphe connexe, alors

max {χd (G) , γ (G)} ≤ χd (G) ≤ χ (G) + γ (G) .
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2.2. Quelques bornes du nombre chromatique dominant

2.2.2 Graphes bipartis

Nous étudions maintenant la coloration dominante dans les graphes bipartis.

Théorème 2.2.2 [14] Soit G un graphe biparti connexe alors:

2 ≤ χd (G) ≤
⌊n

2

⌋
+ 1

Les bornes sont atteintes.

Théorème 2.2.3 [14] Soit G un graphe biparti connexe alors:

γ (G) ≤ χd (G) ≤ 2 + γ (G) .

Proposition 2.2.5 [14] Soit k un entier avec 2 ≤ k ≤
⌊
n
2

⌋
+ 1, alors il exist un graphe

biparti d’ordre n connexe avec χd (G) = k .

Proposition 2.2.6 [14] Soit G un graphe biparti, alors Cor (G) est un graphe biparti avec

χd (G) =
⌊
|Cor(G)|

2

⌋
+ 1.

2.2.3 Les arbres

Pour les arbres, M. Chellali & H. Boumediene [7] ont caractérisé la classe de graphe G pour

lesquels χd (G) est minoré par γ (G) + 1.

Proposition 2.2.7 [6] Soit T un arbre non trivial différent d’une étoile Si χd (T ) = γ (T )+

1. Alors, dans une χd-coloration de T où toutes les feuilles portent une même couleur,

chaque sommet de V� (A ∪B) est adjacent à au moins un support de T .

Théorème 2.2.4 [6] [30] Soit T = (V,E) un arbre non trivial. Alors χd (T ) = γ (T ) + 1

si et seulement si T admet un ensemble dominant minimal D = DI ∪DR tel que V (T ) −
(DR ∪N (DI)) est un ensemble indépendant, où DI = {v ∈ D, pn (v,D) = {v}} et DR =

D −DI .
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2.2. Quelques bornes du nombre chromatique dominant

L’existence ou non d’un ensemble dominant minimal d’un arbre T satisfaisant la pro-

priété du Théorème précédent nécessite la connaissance de tous les ensembles dominants

minimum de T : Cependant, cette tâche n’est pas facile car un arbre peut admet plusieurs

ensembles dominants minimums. Donc, il est naturel de chercher une autre caractérisation

pour trouver facilement le nombre chromatique dominant pour n’importe quel arbre.

Notre premier résultat concerne des arbres non triviaux avec des nombres de couverture

et de couverture de sommet égaux. Nous montrerons que pour de tels arbres T . χd (T ) =

γ (T ) + 1. Nous avons besoin du résultat suivant en raison de Volkmann [30].

Théorème 2.2.5 [6] Un arbre non trivial T vérifie γ (T ) = α0 (T ) si et seulement si chaque

composante du graphe résultant de T en supprimant l’ensemble des feuilles et de leurs sup-

ports est un sommet isolé ou une étoile où les centres de ces étoiles ne sont pas adjacents à

un support dans T .

Proposition 2.2.8 [6] Si T est un arbre non trivial avec γ (T ) = α0 (T ), alors

χd (T ) = γ (T ) + 1.

Lemme 2.2.1 [6] Chaque arbre T d’ordre au moins trois admet une coloration dominante

minimale de sorte que toutes les feuilles ont la même couleur.

Lemme 2.2.2 [6] Soit T un arbre non trivial différent d’une étoile. Si χd (T ) = γ (T ) + 1,

alors pour toute coloration dominante minimale de T telle que toutes les feuilles ont la même

couleur, les conditions suivantes sont vérifiés:

a ) |CG| = 1.

b )A ∪DS est un ensemble dominant minimum de T . On autre A ∩DS = ∅.

c )Chaque classe de couleur R ∈ CS est dominée par un sommet unique xR ∈ B, telle que
A ⊂ DS

Lemme 2.2.3 [6] Soit T un arbre non trivial différent d’une étoile. Si χd (T ) = γ (T ) + 1,

alors pour toute coloration dominante minimale de T telle que toutes les feuilles ont la même

couleur, les conditions suivantes sont vérifiés:
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2.2. Quelques bornes du nombre chromatique dominant

a N (DS) = V� (A ∪B) .

b DS est un ensemble packing.

Théorème 2.2.6 [6] Soit T un arbre non trivial. Alors χd (T ) = γ (T ) + 1 si et seulement

si les conditions suivantes sont vérifiées:

a Q est un ensemble packing, et

b X ∪Q est un ensemble dominant minimal de T , et

c γ (T [V�N [Q]]) = α0 (T [V�N [Q]]) .

Un algorithme polynômial

Nous donnons un algorithme calculant χd (T ) pour un arbre arbitraire T [6].
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2.3. Quelques résultats existants sur Le nombre chromatique dominant

2.3 Quelques résultats existants sur Le nombre chro-

matique dominant

2.3.1 Le nombre chromatique dominant de quelques graphes élé-

mentaires

Proposition 2.3.1 [27] Le nombre chromatique dominat pour certaines classes de graphes.

• L’étoile K1,n a χd (K1, n) = 2.

• Soit Ka,b est double étoile pour a+ b ≥ 4, χd (Ka,b) = 3.

• Une chaine pn d’ordre n≥ 3 a

χd (pn) =

{
1 +

⌈
n
3

⌉
si n = 2, 3, 4, 5, 7

2 +
⌈
n
3

⌉
sinon

• Le graphe complet Kn a et χd (kn) = n.

Proposition 2.3.2 [27] Le nombre chromatique dominant pour certaines classes de graphes.

• Les cycles Cn a

χd (Cn) =


⌈
n
3

⌉
si n = 4⌈

n
3

⌉
+ 1 si n = 5⌈

n
3

⌉
+ 2 sinon

• Multi -étoile Kn (a1, a2, ..., an) a χd (Kn (a1, a2, ..., an)) = n+ 1.

• La roue W1,n a

χd (W1,n) =

{
3 si n est pair

4 si n est impair.

26



2.3. Quelques résultats existants sur Le nombre chromatique dominant

• Le graphe complet k-paretite Ka1,a2,...,ak a χd (Ka1,a2,...,ak) = k.

• Le graphe de Petersen χd (G) = 5.

Théorème 2.3.1 [27] Pour tout graphe d’araignée K1,n d’ordre n ≥ 1. Alors

χd (K1,n) = n+ 1.

Lemme 2.3.1 [15] Si G est une chenille, il y a une χd (G)-coloration de G dans lequel les

couleurs assinée aux sommets de degré au moins 3 sont distincts.

Théorème 2.3.2 [15] Si G est une chenille dans lequel sommet de degré inferieur á 3 sont

indépendants, et si la colonne vertébrale de G contient exactement r sommet de degré au

moins 3, alors

χd (G) = r + 1.

Théorème 2.3.3 Soit G un graphe. Alors:

• χd (G) = 1 si seulement si G est K1.

• χd (G) = 2 si seulement si G est soit
−
K2 ou Kr,s avec r ≥ 1 et s ≥ 1.

2.3.2 Le nombre chromatique dominant d’un graphe biparti

Théorème 2.3.4 [14] Soit G un graphe biparti. En suite il y a toujours un graphe de classe

1 qui contient G comme un graphe induit.

Proposition 2.3.3 [14] Soit G un graphe biparti d’ordre au moins 4. Alors

χd (G) = γ (G) si et seulement si G est un graphe biparti partiellement complet.

Proposition 2.3.4 [14] Soit G un graphe biparti d’ordre au moins 2. Alors

χd (G) = 2 si seulement si G = Km,n.
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2.3. Quelques résultats existants sur Le nombre chromatique dominant

2.3.3 Le nombre chromatique dominant du graphe central

Définition 2.3.1 [21] Un graphe central C (G) d’un graphe G est obtenu en subdivisant

chaque arête de G exactement une fois et en joignant tous les sommets non adjacent de G.

v1

v2

v3

v4

u1

v2

u3

v1

v2

v3

v4

u1

v2

u3

c1

c2

c3

c4

G C (G)

Figure 2.3.1 : Un graphe central C(G).

Biparti complet

Théorème 2.3.5 [21] Pour un graphe biparti complet Km,n d’ordre m, n ≥ 1,

χd [C (Km,n)] = m+ n.

Les chaines

Théorème 2.3.6 [21]Une chaine pn d’ordre n ≥ 2,

χ [C (Pn)] =

{⌈n
2

⌉
+ 1 si n impair⌈

n
2

⌉
+ 2 si n pair.
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2.3. Quelques résultats existants sur Le nombre chromatique dominant

Les cycles

Théorème 2.3.7 [21] Un cycle Cn d’ordre n ≥ 3,

χ [C (Cn)] =

{⌈2n
3

⌉
+ 2 si n=3⌈

2n
3

⌉
+ 1 sinon.

La roue

Théorème 2.3.8 [21] La roue W1,n d’ordre n ≥ 3,

χ [C (W1,n)] =

{⌈2n
3

⌉
+ 3 si n=3⌈

2n
3

⌉
+ 2 sinon.

Graphe complet

Théorème 2.3.9 [21] Un graphe complet Kn d’ordre n ≥ 3,

χ [C (Kn)] = n+ 1.

2.3.4 Le nombre chromatique dominant du graphe milieu et graphe

total de quelques graphes élémentaires

Graphe milieu

Définition 2.3.2 [27] Soit G = (V (G), E(G)) un graphe simple. Le graphe milieu de G,

noté M(G) est défini comme suit: L’ensemble des sommets de M(G) est V (G) ∪ E(G): et

deux sommets x, y de M(G) sont adjacents si l’une des conditions suivantes est vérifiée:

• x, y ∈ E(G) et x est adjacent à y dans G.

• x ∈ V (G), y ∈ E(G) et x est incident à y dans G.
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2.3. Quelques résultats existants sur Le nombre chromatique dominant

C6 M(C6)

Figure 2.3.2 : Un graphe milieu M(G).

Lemme 2.3.2 [27] Soit G un graphe tel que, G = M (Cn) avec n > 3, alors

χd (G) =

{
n+1

2
+ 2 si n est impair

n
2

+ 2 si n est pair.

Théorème 2.3.10 [27] Soit G un graphe tel que, G = M (Cn) avec n > 3, alors

χd (G) =

{
χ (G) + γ (G)− 2 si n est impair
χ (G) + γ (G)− 1 si n est pair.

Lemme 2.3.3 Soit G un graphe tel que, G = M (pn) avec n > 2, alors

χd (G) =

{
n+1

2
+ 2 si n est impair

n
2

+ 3 si n est pair.

Théorème 2.3.11 [27] Soit G un graphe tel que, G = M (Pn) avec n > 2, alors

χd (G) = χ (G) + γ (G)− 1.

Théorème 2.3.12 [27] Pour une roue W1,n d’ordre n ≥ 3,

χd [M (W1,n)] = n+ 2.

30



2.3. Quelques résultats existants sur Le nombre chromatique dominant

Graphe total

Définition 2.3.3 [24] Un graphe total de G, noté T (G), est défini comme suit. L’ensemble

des sommets de T (G) est V (G) ∪ E(G), et deux sommets x, y de T (G) sont adjacents si

l’une des conditions suivantes est vérifiée:

• x, y ∈ V (G) et x, y sont adjacents dans G.

• x; y ∈ E(G) et x est adjacent à y dans G.

• x ∈ V (G), y ∈ E(G) et x est incident à y dans G.

v6

v1 v2

v3

v4v5

P6

v6

v1 v2

v3

v4v5

u5

u1

u2

u3

u4

T (P6)

Figure 2.3.3 : Un graphe total T(G).

Théorème 2.3.13 [24] Pour un cycle Cn d’ordre n ≥ 3,

χd [T (Cn)] =

{
2 +

⌈
2n
5

⌉
si n = 3

3 +
⌈

2n
5

⌉
sinon.

Théorème 2.3.14 [24] Pour une chaine Pn d’ordre n ≥ 3,

χd [T (Pn)] =

{
2 +

⌈
2n
3

⌉
si n = 3

1 +
⌈

2n
3

⌉
sinon.

Théorème 2.3.15 [24] Pour une roue W1,n d’ordre n ≥ 3,

χd [T (W1,n)] = n+ 2.
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2.3. Quelques résultats existants sur Le nombre chromatique dominant

2.3.5 Le nombre chromatique dominant de certains graphes

Le nombre chromatique dominante des graphes: livre, prisme croisé, bananier, arainée,

scindé [21].

Définition 2.3.4 Un graphe m-livre est défini comme un graphe du produit cartésien Sm+1×
P2 où Sm est un étoile et P2 est une chaine relié deux sommets. Il note par Bm. Un graphe

du livre B3 est illustré dans la figure suivant:

v1 v2

v3v4

v5 v6 v7 v8

Figure 2.3.4 : Un graphe du livre (B3) .

Théorème 2.3.16 Pour tout graphe du livre Bn où n ≥ 3, alors

χ (G) = n+ 2.

Définition 2.3.5 Un graphe de prisme n-croisé est un graphe obtenu en prenant deux cycles

disjoints Cn et en ajoutant des arêtes (vk, v2k+1) et (vk, v2k) pour k = 1, 2, ..., (n−1). Il note

par Gn. Un graphe du prisme croisé G2 est illustré dans la figure suivante:
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v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8

Figure 2.3.5 : Un graphe de prisme n-croisé.

Théorème 2.3.17 Pour tout graphe de prisme n-croisé d’ordre n ≥ 2, alors

χd (G) = 2n+ 1.

Définition 2.3.6 Un arbre (n, k)-banana est un graphe obtenu en connectant une feuille de

chacune des n copies d’un graphe k-star avec un seul sommet racine distinct de toutes les

étoiles. Il est noté Bn,k. Un graphe banane B2,4 est illustré dans la figure suivante:

v1

v2 v3

v4 v5v6v7 v8v9
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2.3. Quelques résultats existants sur Le nombre chromatique dominant

Figure 2.3.6 : Un graphe banane (B2,3) .

Théorème 2.3.18 Soit B2,k est un graphe de bananier d’ordre k ≥ 4, alors

χd (G) = 4.
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Chapitre 3

Nombre chromatique dominant de

certains graphes particuliers

Dans ce chapitre, nous donnons les valeurs exactes du nombre chromatique dominant de

certains graphes particuliers.

3.1 Le nombre chromatique dominant de prisme com-

plémentaire des chaînes et des cycles

Définition 3.1.1 Soit G un graphe. On appelle prisme complémentaire de G le graphe

formé à partir de l’union disjointe de G et son complémentaire G en ajoutant les arêtes

d’un couplage parfait entre les sommets correspondants G et G.

Proposition 3.1.1 Pour tout n, on a

χd
(
PnPn

)
=

{
n+ 1 Si n ≤ 7

n Sinon.
.

Preuve. Soit Pn une chaîne d’ordre n ≥ 2 avec V (Pn) = {vi, 1 ≤ i ≤ n}, et soit Pn
le complémentaire de Pn avec V (Pn) = {uj, 1 ≤ j ≤ n} . Soit G = PnPn le prisme com-

plémentaire de Pn d’ensemble de sommets V (Gn) = V (Pn) ∪ V (Pn) et d’ensemble d’arêtes

E(Gn) = E(Pn) ∪ E(Pn).
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3.1. Le nombre chromatique dominant de prisme complémentaire des chaînes et des cycles

On distingue deux cas:

Cas 1: 3.1.1 Si n ≤ 7. alors Si n = 2, alors le graphe P2P2 est un P4 d’après la Proposition

2.3.1, χd (G) = n+1.Si n = 3, colorons v1 et v3 par 1, colorons v2 et u1 par 2, colorons

u2 par 3, colorons u3 par 4. alors il facile de vérifié que χd (G) = 4 = n+ 1.

Si 4 ≤ n ≤ 7. Nous donnons une χd−coloration de G, en utilisant n + 1 couleurs, comme

suit:

• On affecte la couleur 1 aux sommets v1, v3, u2. Nous affectons la couleur 2 aux sommets

v2 et u1.

• Pour 4 ≤ i ≤ n, colorons vi par i− 1.

• Pour 3 ≤ j ≤ n− 2, colorons uj, par la couleur j.

• Colorons un−1 par n, colorons un par n+ 1. Par conséquent

χd (G) ≤ n+ 1.

En outre, pour prouver l’égalité, nous montrons que χd (G) ≥ n + 1. Maintenant, pour

démontrons l’égalité, il suffi t de montrer χd (G) ≥ n. Il est claire que χ (G) ≤ n et γ (G) = n.

D’après le Théorème 2.2.3,

χd (G) ≥ n

n ≤ χd (G) ≤ n+ 1

Cas 2: 3.1.2 Si n ≥ 8. Considérons la χd−coloration de G = PnPn avec n couleurs,

comme suit:

• Colorons les sommets v1, u3, u4 par la couleur 1. Colorons les sommets v2, u1 par la

couleur 2.

• Affectons la couleur 3 au sommet u2. Assignons la couleur 4 aux sommets v3, u5, u6.

• Les sommets v4, v5, sont colorés par les couleurs 5, 6 respectivement. Colorons les

sommets v6, v8, u7 par la couleur 7.
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3.1. Le nombre chromatique dominant de prisme complémentaire des chaînes et des cycles

• Colorons les sommets v7, v9, u8 par la couleur 8. Pour 9 ≤ i ≤ n, colorons le sommet

vi, par la couleur i− 1.

• Pour 9 ≤ j ≤ n, colorons le sommet uj par la couleur j. Ceci implique que

χd (G) ≤ n.

Maintenant, pour démontrons l’égalité, il suffi t de montrer χd (G) ≥ n. Il est claire que

χ (G) ≤ n et γ (G) = n. D’après le Théorème 2.2.3, χd (G) ≥ n

D’ou

χd (G) = n.

1

v1
2

v2
1

v3
3

v4
4

v5
5

v6
6

v7

2u1 1u2 3u3 4u4 5u5 7 u6 8 u7

χd
(
P7P7

)
= 8

Figure 3.1.1 : Une coloration dominante de prisme complémentaire.

1

v1
2

v2
4

v3
5

v4
6

v5
7

v6
8

v7
7

v8

2u1 3u2 1u3 1u4 4u5 4 u6 7 u7 7 u8

χd
(
P8P8

)
= 8

Figure 3.1.2 : Une coloration dominante de prisme complémentaire.
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3.1. Le nombre chromatique dominant de prisme complémentaire des chaînes et des cycles

Proposition 3.1.2 Pour tous n, on a

χd
(
CnCn

)
=

{
n+ 1 si n = 3

n sinon.

Preuve. Soit Cn une chaîne d’ordre n ≥ 3 avec V (Cn) = {vi, 1 ≤ i ≤ n}, et soit
Cn le complémentaire de Cn avec V (Cn) = {uj, 1 ≤ j ≤ n} . Soit G = CnCn le prisme

complémentaire de Cn d’ensemble de sommets V (Gn) = V (Cn) ∪ V (Cn) et d’ensemble

d’arêtes E(Gn) = E(Cn) ∪ E(Cn).

On distingue deux cas:

Cas 1: 2.2.3 Si n = 3, on donne une coloration dominante avec 4 couleurs comme suit:

• Pour 1 ≤ j ≤ 3, colorons uj par la couleur 1.

• Pour 1 ≤ i ≤ 3, colorons vi par la couleur i+ 1.

Ceci ipmlique que

χd (G) ≤ n+ 1.

Maintenant, pour montrons l’égalité, il suffi t de montrer χd (G) ≥ n + 1, alors il facile

de vérifié que χd (G) = 4 = n+ 1.

Cas 2: 2.2.3 Si n ≥ 4. on donne une coloration dominante avec n + 1 couleurs comme

suit:

• On affecte la couleur 1 aux sommets v1, v3, u2. Nous affectons la couleur 2 aux sommets

v2, u1, vn.

• Pour 4 ≤ i ≤ n− 1, colorons vi par i− 1.

• Pour 3 ≤ j ≤ n, colorons uj, par la couleur j.

Ceci ipmlique que

χd (G) ≤ n.

• Maintenant, pour montrons l’égalité, il suffi t de montrer χd (G) ≥ n. Il est claire que

χ (G) ≤ n et γ (G) = n. D’après le Théorème 2.2.1, χd (G) ≥ n
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D’où

χd (G) = n.

2

v1
3

v2

4

v3

1u1 1u2 1u3

χd
(
C3C3

)
= 4

Figure 3.1.3 : Une coloration dominante de prisme complémentaire d’un cycle.

1

v1
2

v2
1

v3
3

v4
2 v5

2u1 1u2 3 u3 4 u4 5 u5

χd
(
C5C5

)
= 5

Figure 3.1.4 : Une coloration dominante de prisme complémentaire d’un cycle.

3.2 Le nombre chromatique dominant de produit croisé

des chaînes

Proposition 3.2.1 Pour tous n, on a

χd (P2 × Pn) ≤
{
n si n est impair
n+ 1 si n est pair.

Preuve. Soit G = P2 × Pn. Il est claire que G = G1 ∪ G2 tel que G1 = (V1, E) ,

G2 = (V2, E) . Soit V1 = {vi, 1 ≤ i ≤ n} et V2 = {uj, 1 ≤ j ≤ n} alors V = V1 ∪ V2.
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3.2. Le nombre chromatique dominant de produit croisé des chaînes

On distingue deux cas:

Cas 1: Si n est impair, on donne une coloration dominante avec n couleurs comme suit:

• Pour i et j est impair, colorons vi et uj par la couleur 1.

• Pour i et j est pair , colorons vi et uj par les couleurs 2, 3...n

Ceci ipmlique que

χd (G) ≤ n.

Cas 2: Si n est pair, on donne une coloration dominante avec n + 1 couleurs comme

suit:

• On affecte la couleur 1 aux sommets vi et uj, pour i et j est impair.

• Pour i et j est pair , colorons vi et uj par les couleurs 2, 3...n+ 1

Ceci ipmlique que

χd (G) ≤ n+ 1.

1

v1

4

v2

1

v3

5

v4

1

v5

1
u1

2
u2

1
u3

3
u4

1
u5

χd (P2 × P5) ≤ 6

Figure 3.2.1 : Une coloration dominante de produit croisé d’une chaîne.

Proposition 3.2.2 Pour tous n, on a

χd (P3 × Pn) ≤ n+ 1.
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3.2. Le nombre chromatique dominant de produit croisé des chaînes

Preuve. Soit G = P3 × Pn, un graphe non connexe On pose V1 = {vi, 1 ≤ i ≤ n},
V2 = {uj, 1 ≤ j ≤ n} et V3 = {v′k, 1 ≤ k ≤ n} les ensembles des sommets de
Pour montrer que χd ≤ n + 1, il suffi t de donner une coloration dominante à P3 × Pn

avec (n+ 1) couleurs. Cela se fait comme suit:

• Colorons les sommets des ensembles V1 et V3 par la couleur 1

• Nous affectons la couleur 1 à tous les sommets des ensembles V1 et V3.

• Et pour l’ensemble V2, nous assignons les couleurs 2, 3, . . . , n+ 1, respectivement.

Alors G = P3 × Pn possède n+ 1 couleurs pour obtenir une coloration dominant, c’est-

à-dire :

χd (P3 × Pn) ≤ n+ 1

1

v1
1

v2
1

v3
1

v4

2
u1

3
u2

4
u3

5
u4

1

v′1

1

v′2

1

v′3

1

v′4

χd (P3 × P4) ≤ 5

Figure 3.2.2 : Une coloration dominante de produit croisé d’une chaîne.
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Chapitre 4

L’effet de la suppression d’une arête

sur le nombre chromatique dominant

Dans ce chapitre, nous allons étudier l’effet de la suppression d’une arête sur le nombre

chromatique dominante χ (G) pour certaines classes particulières de graphes. Le nombre

chromatique dominante χ (G) peut augmenter, ou diminuer ou rester inchangé lorsque le

graphe G est modifié en supprimant une arête.

4.1 Graphe arête χd-critique

Dans cette section, nous allons étudier l’effet de la suppression d’une arête sur le nombre

chromatique dominante χd pour certaines classes particulières de graphes.

Le nombre chromatique dominante χd, peut augmenter, diminuer ou rester inchangé

lorsque le graphe G est modifié en supprimant une arête.

Théorème 4.1.1 Soit G un graphe, Soit e = uv une arête de G, et soit C une χd− col-
oration de G. Alors

χd (G)− 1 ≤ χd (G− e) ≤ χd (G) + 1

Preuve. Soit G un graphe, Soit e = uv une arête de G, et soit C une χd− coloration
de G tel que Ci, Cj, Ck, Cl, les classes de couleurs de C.
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4.1. Graphe arête χd-critique

1/ Pour la borne supérieure:

Quand on supprime une arête e = uv tel que u ∈ Ci,et v ∈ Cj, on distingue trois cas:
1ère Cas: si u domine une classe Ck, et v domine une classe Cl.

Dans ce cas, C reste une coloration dominante de (G− e) , parce que chaque sommets u
et v dominent une autres classes sauf les classes Ci, Cj respectivement. Donc

χd (G− e) ≤ χd (G) (4.1.1)

2ème Cas: si u domine une classe Ck, et v ne domine pas une autre classe de couleur

( i.e v domine seulement la classe Ci).

Dans ce cas, la coloration dominante de G n’est pas une coloration dominante de (G− e)
car, quand on supprime l’arête e = uv, le sommet v ∈ Cj ne domine aucune classe de

couleur. Donc, pour obtenir une coloration dominante de (G− e) on a besoin à une nouvelle
classe de couleur C

′
j, c’est -à-dire, il suffi t que le sommet v domine eux même dans la classe

C
′
j. Alors

χd (G− e) ≤ χd (G) + 1 (4.1.2)

3ème Cas: si u et v ne dominent pas une autre classe.

La coloration dominante C de G dans ce cas, ne reste pas une coloration dominante

de (G− e), car les sommets u et v ne dominent aucune classe de couleurs, parce que le
sommet u domine seulement la classe Cj, et la même chose pour le sommet v domine

seulement la classe Ci. Donc, pour obtenir une coloration dominante de (G− e) on a besoin
à une nouvelle classe de couleur C

′
i , c’est -à-dire, il suffi t que le sommet u domine eux même

dans la classe C
′
i . Alors

χd (G− e) ≤ χd (G) + 1 (4.1.3)

Donc, D’après (4.1.1) , (4.1.2) et (4.1.3) on obtient:

χd (G− e) ≤ χd (G) ≤ χd (G) + 1 (4.1.4)

2/ Pour la borne inférieure:

Posons C
′
une χd (G− e) coloration dominante de (G− e). Et soient C ′

i , C
′
j, C

′
k, C

′
l , les

classes de couleures de C ′.
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4.1. Graphe arête χd-critique

Quand on ajoute une arête e = uv, on distingue deux cas:

1ère Cas: si e = uv ∈ (G− e), tel que u ∈ C
′
i , v ∈ C

′
j, et l’un des deux sommets u, v

dominent une autre classe.

dans ce cas, C
′
reste une coloration dominante dans G. Alors

χd (G) ≤ χd (G− e) (4.1.5)

2ème Cas: si e = uv ∈ (G− e), tel que u, v appartient à la même classe C ′
i (ou bien à

C
′
j), et u domine la classe C

′
k et v ne domine pas une autre classe (v domine seulement la

classe C
′
j).

Cette coloration n’est pas dominante dans (G− e) car, le sommet v ∈ C
′
j, ne domine

aucune classe de couleur. Donc, pour obtenir une coloration dominante de (G− e), on
a besoin une nouvelle classe de couleur C

′′
j , c’est-à-dire, il suffi t que le sommet v le seul

sommet dans la classe C ′′, i.e domine eux même. Alors

χd (G− e) ≤ χd (G− e) + 1 (4.1.6)

Donc, d’après (4.1.5) et (4.1.6) on a:

χd (G) ≤ χd (G− e) + 1 =⇒ χd (G− e) ≥ χd (G)− 1

Donc,

χd (G)− 1 ≤ χd (G− e) ≤ χd (G) + 1

Définition 4.1.1 Soit G = (V,E) un graphe, On dit que G est arête χ=
d−critique si

∀e ∈ E(G), χd (G− e) = χd (G)

Définition 4.1.2 Soit G = (V,E) un graphe, On dit que G est arête χ−d−critique si

∀e ∈ E(G), χd (G− e) < χd (G)

Définition 4.1.3 Soit G = (V,E) un graphe, On dit que G est arête χ+
d−critique si

∀e ∈ E(G), χd (G− e) > χd (G)
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4.1. Graphe arête χd-critique

Proposition 4.1.1 Soit G un graphe χ+
d (G)-critique et c une coloration dominante de G

avec χd-couleur avec u ∈ Ci, v ∈ Cj, alors

u domine une seule classe Cj ou bien v domine une seule classe Ci.

Preuve. Soit G un graphe χ+
d -critique, et soit c une coloration dominant de G avec

χd−couleur. Soient u ∈ Ci et v ∈ Cj, On suppose que u, v dominent une autre classe

de couleur. Alors, quand on supprime l’arête e = uv la coloration C reste une coloration

dominante de (G− e), alors

χd (G− e) ≤ χd (G)

C’est-à-dire n’est pas χ+
d -critique, contradiction. Donc il suffi t que u domine une seul

classe Ci ou bien v domine une seul classe Cj.

Proposition 4.1.2 Un arbre T est χ+
d -critique si est seulement si T est une étoile.

Preuve. Condition suffi sante: Soit T est une étoile, si on supprime une arête e alors le

graphe partiel G−e est l’union d’une étoile T1 et un sommet isolé T2. D’après le Proposition

2.2.3, max
1≤i≤2

χd (Ti) + 1 ≤ χd (T − e) ≤
i=2∑
i=1

χd (Ti) . Comme χd (T1) = 2, χd (T2) = 1, alors

χd (T − e) = 3. D’où T est χ+
d -critique.

Condition nécessaire: Soit T un arbre χ+
d -critique. Supposons que T est différent d’une

étoile. Ceci implique qu’il existe une arête e = uv avec dT (u) ≥ 2, dT (v) ≥ 2. D’après

L’algorithme 2.2.3 l’un des deux sommets u, v, disons u est le seul sommet de couleurs

c (u) . On montre que la coloration dominante dans T obtenue en utilisant L’algorithme

2.2.3 reste une coloration dominante dans T − e. On distingue deux cas:
Cas 1: s’il existe un autre sommet de couleur c (v) , alors v est adjacent à un sommet v′

tel que v′ est le seul sommet de couleur c (v′) . Comme u est seul sommet de couleur c (u) ,

alors u domine lui même. Comme v′ est le sel sommet de couleur c (v′) , v domine v′. Les

autres sommets dominent les même classes de couleurs obtenues en appliquant L’algorithme

2.2.3 dans T .

Cas 2: Si v est le seul sommet de couleur c (v) , alors v domine lui même. Les autres

sommets dominent les même classes de couleurs obtenues en appliquant L’algorithme 2.2.3

dans T .
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Dans touts les cas, χd (T − e) ≤ χd (T ) . Par conséquent T n’est pas une arebe χ+
d -

critique.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous s’interéssons particulièrement à la notion de la coloration

dominante, et le nombre chromatique dominant, et plus précisément sur les graphes: prisme

complémentair d’une chaîne, d’un cycle et produit croisé d’une chaîne. Nous avons abordé

la notion des graphes dites arête χd-critiques dont la suppression d’une arête quelconque

d’un graphe a un effet sur son nombre chromatique dominant.
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