République Algérienne Démocratique et
Populaire
Ministere de 'Enseignement Supérieur et
de la Recherche Scientifique

A _ Université Yahia Fares de Médéa A
=( < Département des Mathématiques et de =<
ZINy I\

I'Informatique

MEMOIRE

présenté en vue de 'obtention du

DIPLOME DE MASTER EN MATHEMATIQUES

Spécialité : Analyse Mathématique et Applications
par

Halouane Salah

Opérateurs de Toeplitz et Polynomes Orthogonaux

Soutenu publiquement devant le jury composé de :
>k 3k 3k 3k >k ok ok ok sk sk ok sk ok ok ok skook sk skok sk sk skek sk skosk ok sk skeok sk sk skook sk skok sk skoskok sk skokosk skkok sk skokosk sk kok sk

Président : Dr. AYADI Hocine M.C.A Université de Médéa

Examinateur: Dr. BENTERKI Abdessalemm M.C.B Université de Médéa

Encadreur : Dr. TOUMACHE Kamel M.C.B Université de Médéa

Année universitaire : 2022-2023




Table des matieres

Remeciements
Dédicace
Notations
Introduction

1 Préliménaires
1.1 EspacedeHardy .......... ... ... .
1.2 EspacedeBergman. .............. ... i
1.3 Matrice d'Uun Opérateur . . . ... ..o i ittt e e

1.4 Matrice etopérateurde Laurent . ............. ... ...

2 Opérateur de Toeplitz sur I'espace de Hardy et sur I'espace de Bergman.
2.1 Opérateur de Toeplitz sur'espacedeHardy . . . ......................
2.2 Opérateur de Toeplitz sur
lespacedeBergman ... ... ... ... ... i
2.3 Opérateur de Toeplitz a symbole
quasi homogeneouradial . .. ........ ... ... ...

3 Polynomes Orthogonaux
3.1 Polynomes Orthogonaux. . .. ... .... ... ..ttt
3.2 LesPolynomesdelegendre ............... ... . ... ... ...
3.3 Lien entre les Polynomes de Legendre

etl'opérateurde Toeplitz. . . . ... ... . i e

Bibliographie.

II

v

13
13

19

21

24
24
26

31

33



Remerciement

Je remercie Dieu pour ses grandes bénédictions dans ma vie. Je le remercie pour la santé
et le bien-étre qu’il me donne, ainsi que pour les étres chers et les amis qui me soutiennent
et m’'aiment.

Je le remercie pour la nourriture qui me procure force et énergie chaque jour, ainsi
que pour le logement qui me procure protection et confort. Je le remercie pour la nature
magnifique, le ciel bleu et le soleil éclatant qui apportent joie et éclat a ma vie.

Je le remercie pour les opportunités qu’il me donne d’apprendre et de grandir, ainsi que
pour les conseils et la sagesse qu’il me guide. Je le remercie pour la vie elle-méme et pour
chaque instant que je vis. Je remercie le Seigneur avec gratitude et reconnaissance, et je le
prie de me donner plus de force et de sagesse pour continuer a le servir et a faire le bien aux
autres. Amen.

Je voudrais également remercier le professeur K TOUMACHE pour son aide précieuse
dans mon mémoire. Sa contribution a été inestimable et sa volonté de m’assister a été tres
appréciée.

Il a fait preuve d’'une grande disponibilité et a consacré du temps pour me guider dans
mon travail. Grace a ses conseils éclairés, j’ai pu améliorer la qualité de mon mémoire et
progresser dans ma recherche.

Je suis profondément reconnaissant envers lui et je le remercie chaleureusement pour
son soutien. Son expertise et son engagement ont été d'une grande valeur pour moi. Je lui
souhaite tout le succes et la satisfaction dans ses futurs projets.

Je le remercie infiniment, car il a été d'une grande gentillesse et générosité en m'aidant
dans mon mémoire. Il m’a apporté le soutien nécessaire et a fait preuve d'une compré-
hension et d'une patience remarquables dans toutes les situations. Sa contribution a été
extrémement précieuse et a eu un impact significatif sur la qualité et le succes de mon
meémoire.

Je suis profondément reconnaissant envers lui, et je suis fier de sa générosité et de son
dévouement a m’aider. Je le remercie humblement et je lui souhaite tout le succes et le
bonheur dans sa vie personnelle et professionnelle.

Je remercie également toute 1'équipe pédagogique de I'Université Yahia Fares de Mé-
dea en particulier 'équipe de travail de la Département des Mathématiques et de I'In-

formatique qui a contribué a notre formation, que ce soit le personnel administratif ou

II



pédagogique.



Dédicace

A mes chers parents
Quoi que je dise ou que je fasse,
je n'arrivai jamais a vous remercier comme il se doit.
Cest grdce a vos encouragements,
vos bienveillances et votre présence d mes cotés,
que j'ai réussi ce respectueux parcours.
Je souhaite que vous soyez fiere de moi,
et que j'ai pu répondre aux espoirs que vous avez fondé en moi.
A mes chers freres

Merci pour vos soutiens moral,

vos confiances et vos conseils précieux,

qui mont aidé dans les moments difficiles.
Je vous souhaite le bonheur et la réussite dans vos vies.
A toute ma famille et mes amis
A travers ces lignes,
jadresse mes sinceres remerciements
a tous les collegues qui m’ont aidé de pres ou de loin.
Un dédicace spécial pour les étudiants
en Analyse Mathématique et Applications, 2023
sur l'esprit joyeux et 'harmonie régnant dans le groupe,
et l'échange d’informations et d’idées,
qui ont contribué au succes de chacun et bonne chance a tous
et a la fin, le seul mot que je puisse dire est merci ,
merci beaucoup a tous ceux qui ont contribué,

a la réalisation de ce mémoire.

v



Notations

C le plan complexe.
D {z €C:|z| < 1} le disque unité ouvert de C.
T {z € C:|z| =1} le cercle unité de C.
du(z) % la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité T.
f (n) le n-ieme coefficient de Fourier de f.
HP(T) ~ HP(D)'’espace de Hardy.
A (D) I’espace des fonctions analytiques sur D.
A °(D) I'espace des fonctions analytiques bornées sur D.
dA(z) = % rdrd@ lamesure de Lebesgue normalisée sur D.
LP(T,du) | lespace des fonctions p-intégrables sur T par rapport a la mesure d u.
LP(D,dA) | I'espace des fonctions p-intégrables sur D par rapport a la mesure d A(z)
1, = (fD |f(=)P dA(z))% la norme sur L?(D, d A).
<f,g> = fD f(z)@ d A(z) le produit scalaire sur I'espace de Hilbert L*(D, d A)
LP(D,dA) I'espace de Bergman.
p, la projection orthogonale.
M, I'opérateur de Laurent (de multiplication).
P I’ensemble des polyndmes.
T, I'opérateur de Toeplitz a symbole ¢.
D, la fonction moyenne de ¢.
(D) ={f:D —C, f analytique}




Introduction

La théorie des Opérateurs de Toeplitz c’est apparue dans le début du vent-éme siecle
dans!’article d’Otto Toeplitz de 1911 "Zur Theorie der quadratischen und bilinearen Formen
von unendlichvie-len Veriinderlichen. J. Teil : Theorie des L- Formen 5 (Math. Annalen, 70
(1911),351-376 ), qui contient une théorie spectrale des formes de Toeplitz (T p, p) et des

opérateurs de Laurent L = (#;_;); e, dans 'espace I*(Z) =: {x = (x;);ez : X; €C, > |xj|2 =
JEZ

2
[|x]I" <+o0}, .

L'étude des opérateurs de Toeplitz sur 'espace de Bergman (I'espace des fonctions
analytiques, p-intégrables sur le disque du plan complexe) a commencé dans les années
1980.

Des résultats sur le produit des opérateurs, la caractérisation des opérateurs bornés, les
opérateurs compacts ainsi que la classe de Schatten(classe des operateurs p-compact ) ont
étés obtenus.

Ce mémoire est consacré a I’étude de lien entre les opérateurs de Toeplitz sur I’espace
de Bergman (en particulier les opérateurs de Toeplitz a symbole quasihomogene ou radial),
en passant a la définition et quelques propriétés des opérateurs de Toeplitz sur I'espace de

Hardy et sur 'espace de Bergman.

Le premier chapitre est consacré aux notions préliminaires sur les deux espaces de
Hardy et de Bergman, le deuxiéme sur la définition de I'opérateur de Toeplitz et quelques

propriétés sur les deux espaces.

En fin, et dans le troisieme chapitre, on expose les polynomes orthogonaux (en particu-
lier les polynomes de Legendre) et quelques propriétés sur ces polynémes, et on donne le
lien entre I'opérateue de Toeplitz a symbole radial sur I'espace de Bergman et les polynomes
de Legendre.



CHAPITRE

Préliménaires

1.1 Espace de Hardy

Définition 1.1. On considere le plan complexe C. SoitD = {z € C: |z| < 1} le disque unité

ouvertdeC, T = {z € C:|z| = 1} le cercle unité de C, la mesure de Lebesgue normalisée u

sur le cercle unité T est définie par : du(z) = %, pour1 < p <+00. On note par L?(T, du)

I'espace de Lebesgue usuel

LP(T,dM)={f2IIfIIZ=f|f(Z)|”d.U(Z)<+OO},
T

et
L¥(T)={f : I fll zoo(r) = supl f (2)] < +-00}.

lz|=1

Pour f € LP(T,du),1 < p <400 nous notons
2m
_ 1 .
f(n)= ff(z)indu(z) = gff(em)e_‘”gde, nez,
T 0

le n-ieme coefficient de Fourier de f.
On note par (D) 'ensemble des fonctions analytiques sur D, et par . °°(D) I'espace
des fonctions analytiques bornées dans D. On définit les espaces de Hardy H”(T) par

HP(T)={f € LP(T), f(n)=0, pour tout n <0}; 1< p <00,

HP(D)= {fe%(]]])), sup | £l oy < oo}; 1<p<oo,
0<r<1



1.1. ESPACE DE HARDY CHAPITRE 1. PRELIMENAIRES

ou f,(z)= f(rz) pour |z| < 1.
D’apres de Fatou et de Riesz (v oir[6]) montrent que pour 1 < p < oo les espaces H”(T),
HP?(D) sontisomorphes, Y f € H?(D), il existe b f € H”(T), telle que :

fr(i)=(bf)*Pr(€)=Zanr”§”,V§€T,
n=0
et
lir{l_”f, IT—be:O, sil<p<oo,
lim ||, lr=bf||=0,si1<p < oo,
ol P, le noyau de Poisson donné par la fonction suivante :

1—r?

|1—reix|?

P (x)= P(reix):Zr‘”lei’“‘ =

nez

,pour0<r <1, et x réel,

et

2n
f*xgx)= %Jf(x —y)g(y)dy, Vxe(0,2m), (laconvolutionde f etg).
0

Pour p = oo lalimite est faible* pour la topologie-faible* o(L°°, L!). Lapplication f — b f
est donc une bijection isométrique entre H?(D) et H”(T). Ainsi, lorsque f € H?(D), nous
pouvons voir f comme une fonction analytique sur D et aussi comme une fonction dans
HP(T).

Dans la suite, nous identifions f € H”(D) et sa limite b f € HP(T) par

fi=f*P, f=) flna".

Proposition 1.1. Soientz €D, et f : H?(D) — C. L'évaluation ponctuelle f — f(z) dansD est
une fonctionnelle linéaire bornée sur H'(D) (et par cons équent sur HP(D), 1 < p < 00 ).

Démonstration. Siz=re?,0<r<1,ona

1+r
1—r

If(@)|=|fre’®)| =|f«Ple™)| < || f|,IP N0 < || 7],

On a d’apres la proposition précédente que

2
1—|z]

F@l <7,

ceci implique que si K est un compact de D et (f,,),, est une suite d’éléments de H?(D) qui
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converge vers f pour la norme ||.||, alors

sup|f(z)—fu(2)l < Sup ——

Comme sup1 |Z| ( 7} < 00

la topologle induite par ||.||, sur H?(D) est plus forte que la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact, 'espace H?(D) est un sous-espace fermé de L?(D), en parti-
culier la projéction orthogonale de L?(D) sur H?(D) est bien définie par la formulation
intégrable,On la note par P,
Le produit scalaire de H?(D) est donc induit par celui de L?(T), et défini par :

sl - [ e

f(2)g(2)du(z
ot

pour f(z Zaz etg(z Ebz

En plus la famllle ( ,l(z))n20 = (z )nso €st une base hilbertienne de H?(D), le théoréme de
Riesz (voir [14]), montre alors que H?(D) posseéde un noyau reproduisant appelé le noyau de
Cauchy K, tel que f(z)=(f, K,), pour tout z € D. Et donné par la formule :

w)=2 Z"w

n>0

k. (w)=

w,z €D.

——

l1—-wz

Et
fR)=(f k) feH®

Donc la projection orthogonale P, de L? sur H? est donnée par :

(P f)z)= f S 4y, zep ferm
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1.2 Espace de Bergman

1.2.1 Espace de Bergman

Définition 1.2. On définit l'espace de Bergman L2 (D) comme étant l'ensemble des fonctions
analytiques sur D qui sont de carré intégrable par rapport a la mesure d A(z).

L*(D)=.¢/(D)N L*D).
On écrit L2(D) = L? simplement.

On considere sur Lfl la norme ||.||, associée au produit scalaire

<f.g >=J f(2)g(z)dA(z), pour tous f,g € L2.
D

Lemme 1.1. Soit 6(D) lUespace des fonctions continues sur D. Pour tout compact K deD,

U'application restriction définie par :

(Ly(D)Il) — (6(D),supl.))

a

zeK
f = fx
est continue.
Lemme 1.2. Soit f € L2 alors pour toutz€D.Ona
@IS ——If]
Z)| L —— .
(1—|zl2 ™ ™

Démonstration. Pour z € D. On pose r, = 1—|z|, en utilisant la propriété de la moyenne.

Ona

flz)=— J flw)dAw)
\

z z—wl|<r,

Iflla _ 11F1l

2 (1—|zlp

1

|f(Z)|S—2f fw)dA(w) <
Iz lz—w|<r,

Proposition 1.2. L2 est un sous espace fermé de L*(D,d A).

Démonstration. Soit ( fn)n est une suite de Cauchy pour la norme ||.||, dans L%(D). Donc, la
suite (fn)n est aussi de Cauchy pour la topologie de .</(D). Soit K un compact de D, alors
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par le lemme précédente, on a

_ ”fn(z)_fmllz
suplie)— el < sup T

Comme .¢/ (D) est complet pour la convergence uniforme, Il existe donc f analytique sur D,
telle que :

lir+n sup|f,(z)— f(z)|=0,YVK compact deD.
=400 zek

De méme L3(D,dA) est complet comme espace d’Hilbert, Donc il existe une fonction
g € L*(D,dA) telle que

im |/, ], =o.

n—+00

ainsi il existe une sous-suite de ( fnk) Lo QUi converge presque par tout vers g. Finalemet par
inégalité f = g presque partout et donc f € L2(D). On conclut que I'espace L est fermé

dans L? donc est un espace de Hilbert. O

Lemme 1.3. Les fonctions e, (z) = vn+1z" (n € N) constituent une base orthonormale de
L?.
a

Démonstration. Pour n,m €N et z € D, on obtient

(e,, e, = f(\/n+1z”)(\/m+1z'W)dA
v 27 1 1
= Vn+1lvm+1 re"rme M _rdrdo
T
0 0

21 1
(n+13-§2rn+l)f f rn+m+lei(n—m)9 drdo
0 0

\
_ \ (n+1)(m+1) 1 fznei(”"”)"da
0
\
o

T2 n+m+2

(m+1)? 2n
w2 2m+2

n,m

n,m-

]

Définition 1.3. Lapplication évaluation de L> dans C. qui a toute fonction f lui assosie sa

6
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valeur au point z, est continue pour tout z € D, d’apreés le theoreme?2, L%(D) admet un noyau
reproduisant K également appelé noyau de Bergman. D’aprés le lemme 1.3 La famille e,(z)
est une base hilbertienne orthonormeée de sz onapourtoutz,w €D,

K(w) = > (n+1z"w"
) n>0 )
 (1-zZw)p

Le noyau normalisé est alors

_K(w)_ 1-|zf
I A=Zzw)

k. (w)

Ce noyau reproduisant a la propriété suivante.
Lemme 1.4. k, converge faiblement vers 0 quand z tend vers le bord du disque.

Démonstration. Soit p un polynéme en z sur D, on a

(k.. p)=(1—1zI)p, K.) = (1—|z[)p(2).

Cette expression tend clairement vers 0 quand |z| tend vers 1. Enfin, comme I'’ensemble des
polynomes est dense dans L2, k, tend faiblement vers 0 quand z tend verslebordde D. [

Corollaire 1.3.

|1—zwl*

1—|z|?)?
J udA(w): 1, VzeD.
D
Démonstration. pour toutz €D ona

f ﬁ_l—ZLZ)sz(w)=(1—lzlz)2<Kz,Kz>=(1—|z|2)21<(z,z)=1.
p [1—zw|

1.3 Matrice d’'un opérateur

Soient & =(e;)c; et " =(e;);c; des bases orthonormales dans les espaces de Hilbert H
et H’, respectivement (les ensembles d’'indices ne sont pas nécessairement les mémes), et
soit

T:Vect(§)— H'
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une application linéaire. La matrice de T par rapporta &, &’ est
(£ij)ij= ((Tej’ ei/>)i,j»

de sorte que la j-ieme colonne représente les coefficients de la décomposition

Te;=> (Tej e])e; (1.1

i

danslabase &’.Si H=H'et & =&’, on parle de la matrice de T par rapporta &.
Réciproquement, une matrice (z; j)i jsurlx] telle que, pour tout j € J,

Z|tij|2<+oo,
i

engendre une application linéaire de I'’enveloppe vectorielle Vect(&) dans H’,

T : Vect(6)—H’

1S are;) - Z(zajti,.)e;.

i i

Il est clair que la continuité et la norme de 'opérateur T,
ITl[=sup{llTx[[:x€Vect(&) x| <1}

ne dépendent que de la matrice (z; j),- j» etnon du choix des bases orthonormales &, &”.
De plus, si U : Vect(&) — H’ est une autre application linéaire, alors T = U si et

seulement si leurs matrices coincident (¢;; = u;; pour tous i, j).

1.4 Matrice et opérateur de Laurent

Définition 1.4. Soit ¢ une fonction dans L*(T), l'opérateur de multiplication par ¢, notée par
M, (ou encore opérateur de Laurent) sur l'espace L*(T), est l'opérateur défini par My(f)= ¢ f
pour tout f € L*(T).

Notons que cet opérateur est bien défini si le produit ¢ f est dans L?(T). On note par
D(M,) le domaine de d éfinition de M,

D(M,)={f €L*T): ¢ f € L¥(T)}.
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Et on écrit

M, : D(M,)cL*T)— L*T)
f = My(fl=9f.

Notons aussi que ’ensemble des fonctions continues a support compact sur T est un
sous ensemble de D(M,,) dense dans L*(T) (voir [13]), donc D(M,) est lui aussi dense dans
L2(T).

On peut aussi définir 'opérateur de Laurent sur I'espace des polynémes trigonomé-
triques ? =Vect(§ =(ey)iez), ex = 2%, (k € Z) (27 étant muni de lanorme ||.||, ), si ¢ € L(T)

par:
M, : 2-LT)
f~ M¢(f)= of.
Proposition 1.4. Soit ¢ € L*(T) et soit M, : D(M,) C L*(T) — L*(T) l'opérateur de Laurent,
My(f)= ¢ f,Y f € LA(T). Les assertions suivantes sont équivalentes
1. ¢ € L*=°(T).

2. M est borné.
De plus, ona ||M¢ || = ||<,2§||Oo .

Démonstration. Si ¢ € L°°(T), alors ¢ f € L*(T) et

,»Vf € L*(T).

1M, £ = f oI du < o]l |IF

T

Bt ||, ]| < |, -
Supposons que M,, est borné, alors il existe une constante C >0 telle que

1My, < |7l ¥ € L)
En particulier, pour f =1 on obtient
IM,1]|,=[lp1], < cltl.=c,
et pour f = ¢ on obtient
1My, =lo?[. < c o], =c*

Alors
M0, = [0, < " |l = c"
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ce qui donne ||(,Z)”||2 <C"VneN, et

J(@) du({)<1.

T

On obtient donc

|¢ :)|

u({ZeT: 1})=0.

En effet, supposons le contraire. on a alors

ultel

2o/ B—
(Fo>1= y (=

1
>1+—},
m

et

6@ 1. |6
{T >1+ E} C {? >

1
1+ —}LVmy, > m,.
m

({|¢(5)| . l9()]
C C

, 1
D= lim p((—— > 1+ —))

Alors il existe m € N tel que u({'%—:)l >1+ mio}) > 0, ce qui donne

J (—"pf)') duQ) = f (—"Z’f)') du(2)

T {‘«"ngL}
¢(5)| 1

mo

= (I+ )2" ({|
my

2
Quand n — oo, on obtient f (M) du(Z)— oo, ce qui fait une contradiction avec le fait
T

| \2n
quef(@) du(l)<1
T
Donc |¢(§')| < C p.p.surT, et ¢ est bornée.

Soit '’ensemble E, = {|¢(§ )| > qu ||(>o — %} ,n €N, et soit Z, sa fonction caractéristique.

Il est clair que u(E,) > 0, et pour n assez grand tel que ||¢||Oo—%>0, on a
Mo 2, I, = f|¢(5)|2du(<:)

> [ ol Paur=(lo]..~ P

Comme u(E,)= ||3{En||2, on pose f, = ” .Ona ||M¢an2 > ||(]5||c>o — 1 pournassez

IIJE
grand. Il s’ensuit alors que

10



1.4. MATRICE ET OPERATEUR DE LAURENT CHAPITRE 1. PRELIMENAIRES

[M5]1,2 [l -

]

Théoreéme 1.5. ([5]) Soit T un opérateur linéaire sur L*(T). Les assertions suivantes sont
équivalentes.

1/ T est un opérateur de Laurent.

2/M,T =TM,, ot M, est l'opérateur de translation bilat ere (de shift bilatére) dans L*(T).

Démonstration. Supposons que T = M, avec ¢ € L*(T). Alors pour tout f € L*(T), ona

MyM.f=¢zf=2¢f=MM,f.

Réciproquement, supposons que M, T = TM,. On pose ¢ = T'1. Par définition on a
¢ € L*(T). Et par suite
1/ Si n >0 alors

Tz"=TM,z"'=TM'"1=MT1=M"¢p=2"¢p=¢z"=M,z".
2/ Sin <0 alors
Tz"=TM:"1=M!"T1=M."¢=Z "¢p=z2"¢p=¢z"=M,z".

Et comme T et M, sont linéaires on résulte que pour tout p € 2 =Vect(8 =(e)iez), € =
zk,(keZ)ona Tp=M,p.

Et puisque I'espace des polynémes trigonométriques & dense dans L*(T), il s’ensuit
que T f =M, f pour tout f € L*(T). Ainsi, T = M, sur L*(T). ]

Définition 1.5. Une matrice de Laurent est une matrice A de coefficients complexes bilatéra-
lement infinie de la forme :
A=| ' (1.2)

BRI

c'est-a-dire : les coefficients d'une méme diagonale sont égaux.

Comme dans la section 1.3, et pour ¢ € L°°(T), la matrice A= (c; ;); jez de 'opérateur de

11



1.4. MATRICE ET OPERATEUR DE LAURENT CHAPITRE 1. PRELIMENAIRES

Laurent M,, par rapport a la base & = (ey)ez, €x = z*,(k €Z) est de la forme (1.2), etona:

Cij = <M¢ef’ei)=<M¢Zj’zi>=f¢(Z)ZjZ_idM(Z)
T

—_

¢(i—J)

ol 5 (i — j) défine le (i — j)°™¢ coefficient de Fourier de ¢. Et aussi les coefficients d'une
meéme diagonale sont égaux c’est-a-dire ¢; ; = C; i, j+k-
Si on suppose que A = (¢; j); jez = (( Te;, e,-))l-,jez la matrice de T, avec T borné dans

L*(T), et A est de Laurent (c; ; = ;44 j11), C'est a dire <Tej, e,~> = < Tejr, e,-+k>, ona

<TMZej, e,-> = <sz+1,zi> = <sz,zi_1> :<sz,M:zi>
<MZ Tej, ei>.

Donc M, T = TM,, et T est bien un opérateur de Laurent. On a le théoréme (voir [5]) suivant.

Théoreéme 1.6. Un opérateur linéaire sur L*(T) est un opérateur de Laurent si et seulement si

sa matrice par raport a la base orthonormée de L*(T) est une matrice de Laurent.

Démonstration. Si L, un opérateur de Laurent borné et si A = (a;;)i j € Z est sa matrice

dans la base orthonormée (e n),,c;.Alors

a;; :<L¢ej»ei>:<¢ejrei>

Aivkj+k = <¢ejek»ekei> = (fpej»e —keie;)

= <¢ej’ei)

Donc a;; = a;,j+, pour tout k dans Z et A est une matrice de Laurent .
Soit M un opérateur borné sur L?(T) dans la matrice dans la base orthonormée de L?(T) est
une matrice de Laurent pour tout couple (i, j) € Z ,(Me;.,, e;11) = (M e, e;).Pour prouver
que M est bien un opérateur de Laurent .il suffit, d’apres le Théoreme 1,1,4 de prouver que
M commute avec la translation bilatérale L, ,ce que est vrai car :

<ML, .e;>=<Mej,,e >
=<Mej,,e_,>
=<Mej,,, L ele;>
=< LeMej,,,e;> pour tout(i, j)EZ O

12



CHAPITRE

Opérateur de Toeplitz sur I'espace de Hardy et

sur I'espace de Bergman.

2.1 Opérateur de Toeplitz sur 'espace de Hardy

Définition 2.1. Une matrice de Toeplitz est une matrice unilatéralement infinie (a; ;); iz,
(ne dépend que de la différence des indices c'est a dire : a; ; = a;_;). Autrement dit, une matrice

de Toeplitz est une matrice de la forme :

[ (10 a_l a_z (1_3 61_4 e \

a a, a, a, a

A= 2.1)

Comme dans la cas de la matrice de Laurnet, les coefficients d'une matrice (a; ;); jez, de

Toeplitz, d'une méme diagonale sont égaux (a; j = Q;,1,j+1, Vi, j € Z,).

Définition 2.2. Soit M, un opérateur de Laurent borné sur L*(T). On appelle opérateur de

Toeplitz de symbole ¢ et on note T, l'opérateur défini sur H*(T) par :

T, : H*T)— H*T)
[ = Ty(f)=P.(Myf)=Pof)

Lopérateur T, est donc la compression de l'opérateur de Laurent M, sur H*(T) (on dit aussi

13



CHAPITRE 2. OPERATEUR DE TOEPLITZ SUR I'ESPACE DE HARDY ET SUR I'ESPACE DE
2.1. OPERATEUR DE TOEPLITZ SUR L'ESPACE DE HARDY BERGMAN.

que M, est une dilatation de Ty).

Proposition 2.1. Soit ¢ € L°°(T). Alors

1/Vf,g€HXT), ona:(M,f,g)=(T,f.8).
2/ T, est positif si et seulement si M, est positif.

Démonstration. 1) Soit f,g € H*(T), on a
(M, f,8)=(M, f,P.g)=(P;M,f.g)=(P.M, f,8)=(T,f.8).
2) Soit f € H%(T), on a pour tout n € Z

(T,.) = (Myf.f) 20 (MIM,f,MF) 20
& (MyM"f,M"f)>0, pour tout f € H¥T).

En particulier pour f =1 on obtient
(MyM™"1,M"1)>0<(M,z",2")>0,¥Yn eZ.
Et comme I'’ensemble des polynomes & est dense dans L*(T), il en résulte que

(Myf,f)=0,Yf e L*T).

Proposition 2.2. Soit ¢, ¢ € L°°(T). on a alors les propriétés suivantes.

~

. Pourtousa,p€C,ona Toppp =T, +/3T¢

ANl < el
T; est l'adjoint de T,,.

A N

T,, =0 si et seulement si ¢ = 0.

9

. Si¢p € (D), alors T, T, = Ty, et IT,= TW'

Démonstration. La propriété 1) découle immédiatement de la linéarité de I'intégrale.
2) On a pour tout f € H*(T)

|y = 1P| = | A < NP £ <l ] 1 ey

donc
1T [l, < [l ]|oo -

14



CHAPITRE 2. OPERATEUR DE TOEPLITZ SUR I'ESPACE DE HARDY ET SUR I'ESPACE DE
2.1. OPERATEUR DE TOEPLITZ SUR L'ESPACE DE HARDY BERGMAN.

3) On a pour tout f, g € H?(T)

(£ To8)=(f Mog)=(M; [.8)=(Ms.8)=(T5 ] 8)-
4) Si T, est nul, alors pour tous m et n dans N, on a

(T(pz",zm> = 0 <T¢z”,zm>: <P+(<pz”),zm>

mais la famille des polynomes en (z, z) est dense dans H*(T) donc ¢ est orthogonale az"z™,
c’est a dire @ est nulle.

Il est clair que si ¢ est nulle 'opérateur T, est nul.

5) Pour tout f € H?(T), il est clair que ¢ f est holomorphe sur D et ¢ étant bornée, et

¢ f € H*(T), alors Ty(f)=P.(¢ f)= ¢ [ ainsi
T(p T¢:T<p(¢f) Sa(pf T(l)go f

La deuxieme partie est une conséquence immédiate de la premie re. O

Soit (a;;);, jen la matrice de I'opérateur de Toeplitz par rapport a la base orthonormée

& =(e,(2))ns0 =(2") >0 de H?(T). Alors pour tout entier positif k, on a:
ai+lc,j+k:<Tg0Zj+kizl+k> <¢Z]+k 1+k> <(,0Z] i>:ai,j'

Donc (a;;); jey €st une matrice de Toeplitz.

Théoreéme 2.3. Soit T un opérateur borné sur H*(T) dont sa matrice par rapport a la base

orthonormée de H*(T) est de Toeplitz. Alors T est un opérateur de Toeplitz.

Démonstration. Pour chaque n €N, on considére sur L*(T) I'opérateur T,, dé fini par
T,=M:"TP.M.

On a alors
T, =IT].

Ainsi, T, est un opérateur borné sur L*(T).

On a aussi, pour tout i, j €N,

(T,2/,2") = (M"TP,M"z/,z")=(TP.M"z/,M"z")
— <TP+Zj+n,Zi+n>:<TZj+n,Zl+n> <TZ] i>

15
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Et pour i, j € Z, il existe toujours un entier positif N tel que pour toutn > N, i+ n et

J + n sont tous les deux positifs donc,
(Tnzj, zi> = (TP+zj+", zi+”> :(sz+", zi+">.

Il en résulte que la suite (< T,z/, zi>)neN est constante a partir d'un certain rang donc conver-
gente (car <T zitn, z””) ne dépend pas de n). Ainsi la suite (( T,p, q))nEN est convergente
pour tout p,q dans &, et comme & est dense dans L*(T) alors la suite (( 1.1, g))neN est
convergente pour tout f,g dans L*(T). Ainsi, la suite (7}, ),y converge faiblement dans
L*(T). On note par T, f la limite faible de T, f, donc

T, : L*T)— L*T)
f - If

est un opérateur borné car

| Zeo £, < timint | 7, £[], < N7,

Et sa matrice est de Laurent, donc T, est un opérateur de Laurent.
En plus pour tout i, j €N

<P+Toozf,zi> = <Toozj,zi>
= lim (Tnzj,zi>
n—oo

= lim (M:"TP,M"z/,z")

n—oQ

= lim (Tz/*",z"*")

n—oQ

= <sz, zi>.
Et comme (z"),cy est une base de H*(T) on résulte que
P.T..f=TfYfeHT).

C’est a dire T est la compression de I'opérateur de Laurent T, sur H3(T). Donc T est un

opérateur de Toeplitz. O

Nous pouvons déduire le symbole ¢ a partir des coefficients de la matrice de Toeplitz

(a;;)i,jen- En effet, on a

ai;=(T,2',2")=(pz!,2")=(p,2/™) = i - j).

16
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Alors
¢(i)=(T,2%z")=(T,1,2") = aj
{ o(—J) :<T¢zf,z°> = <T¢zf, 1)=ay;.
L'unicité du symbole ¢ est assurée par 'unicité des coefficients de Fourier donnés par la
formule précédente.
La proposition 1.4 nous permet de dire (comme dans le cas de 'opérateur de Laurent),
qu'un opérateur de Toeplitz est borné si et seulement si son symbol est borné.

Définition 2.3.  La matrice de l'opérateur de Toeplitz T, définit dans la base orthonormée
{1,z,2%,23...} de H? par une suite de nombres complexes (a,)nez, :

=(T,27,2") =(P(pz)),2') = (p2!, Pz") = (p,2" ) = p(j 1)

C'est-a-dire :

0) @(-1) @(-2)
(1) @0) @(-1)
92 1) @)

)

Théoreéme 2.4.  [3] Tout opérateur borné sur H*(T) . dont la matrice dans la base orthonor-

mée de H?(T) est une matrice de Toeplitz , est un opérateur de toeplitz .

Démonstration. Soit T un opérateur borné sur H*(T) tel que
<Tej+1,ei):<Tej,ei> VZ,]ZO

Pour tout entier n > 0, on considere I'opérateur T, = L::L TP+L; défini et borné de L%(T)

dans L?(T). Pour tout couple (i, j) d’entiers positifs, on a :

<Tnej’ ei)

L* TP+L"e;e;)

e "J’

TP+L'e;,L"e)

(
(
= (TP+ejin eiin)
(
(

Te ]+n’ ei+n>

Tej, e;)

Sii et j sont tous les deux négatifs, il existe toujours un entier positif N tel que pour tout

entier n > N , les entiers i + n et j + n soient tous les deux positifs et donc

(Thej, e;) =(TP+ejp, en)=(Te€jin €irn)

17
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Puisque la matrice de T est une matrice de Toeplitz. le terme a droite dans I’égalité précé-
dente est indépendant de n. Il vient alors que pour tous i et j dans 0,£1,£2,% ..., la suite
((T,e;, e;))n>o st constante a partir d'un certain trigonométriques alors la suite (< T, p, g >
)nso0 €st convergente. Comme I’ensemble des polynomes trigonométriques est dense dans
L?(T),alros pour tout couple de fonctions f etg dans L?(T)la suite (< T, f, g >),=o €st conver-
gente.Ceci implique que la suit (7, f),, converge faiblement dans L?(T). On note T, f sa
limite faible.

Lopérateur T, défini de la maniérz suivante
T : LA(T)— L*(T)
f—1Inf

ouT,, f estlalimite faible de (T, f),s, dans L*(T),est un opérateur borné.

En effet la convegence faible de (T, f),>, vers T, f implique que :
o £ < liminf | Too £,
or iminf, || T fll. < [Tl 1l car | T, || < I T|

Pour tous i, j € {0,+1, £2, ...} ,ona:

<T.eje;> = lim <T,e; e >

n—-+09o

= lim <L*:TP+L”e- e; >

n—-+00o e )’
— 1; ¥l n+l,. ,.
= lim <LY"TPLiMe; e >

i " +1
nlrgw <L; TP, L;" ej1, €41 >

= lim <T,ej, e >
n—-+0oQo

=<Tw €jt+1)€iy1 >

ce qui prouve que la matrice de I'opérateur T, dans la base orthonormée (e,),; de L*(T)
est une matrice de laurent et donc, par le Théoreme 1.2.3 'opérateur T, est un opérateur

de laurent.

18
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Pour tout couple d’entiers positifs (k, j) ,ona:

<P T.eje> =<T.eje>

= lim <LY'TP.L]e; e >

n—-+00 ¢

— 1 n n
= lim <TP.L;ej; L} e >

n—-+00 1

= lim <TP.ej,, e.,>
n—-+0oQ

= lim <Tej,, e n>

n—-+0oo
=< Tej, e >.

puisque I'ensemble des polynomes trigonométriques est dense dansH?(T), on déduit du

calcul précédent que , pour toute fonction f dans H?(T)
PT.f=Tf.

Grace a la Remarque 1.4.3 on conclut que T est une compression a H*(T) de 'opérateur de
laurent T, et donc T est un opérateur de Teoplitz. O

Ce théoréme montre que si la matrice d'un opérateur borné sur H? est une matrice de

Toeplitz alors necessairement cet opérateur est un opérateur de Toeplitz.

2.2 Opérateur de Toeplitz sur

I'espace de Bergman

On rappelle que L”(D) est un espace fermé dans L”(D). Alors la projection orthogonale

de LP(D) dans L?(D) est bien définie, et on la note encore P,

P, : L’(D)— L"(D)
f = PAf).

Définition 2.4. Soit ¢ une fonction bornée surD. On définit 'opérateur de Toeplitz a symbole
¢ sur l'espace L(D) par

T, L}(D)— L2(D) (2.2)
= PJlef)
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ZPIADPEHATEORARATEIFRIIEASHRLITZ SUR I'ESPACE DE HARDY ET SUR L’ESPACE DE
L'’ESPACE DE BERGMAN BERGMAN.

En utilisant la représentation intégrale de P,, nous pouvons voir T, comme un opérateur
integrale donné par :

p(w)f(w)
T¢f(z):P+(80f)(z):<(,0f,KZ>:JDmdA(W),VZ eD.

De la définition on résume les propriétés suivantes
Proposition 2.5. [16]Soit ¢, ¢ € L*°(D)

1. Pourtousa,p€C,onaTly,.pp =T, +BT.

1%, < llell.o-
T est l'adjoint de T,,.

AV

S8

4. T, =0 si et seulement si p = 0.

S

Sig € #°°(D) alors T, T, =Ty, et T; T, = T5,,.

Démonstration. 1) Soit f € L2(D), on a

_ | (ep+Bo)w)f(w)
Top+pe(f) = L) 1_Zw)2 dA(w)

w)f p(w)f (w)
fD ) 4 Aqw)+ ﬂf oy “) 4 A(w)

= aT,(f) )

2) On a pour f € L%(D), alors
PO =1
ie.
IPI=1,
et aussi
I =lton] <nealles|<llell |17

donc || T, || < [¢]]..-
3) Soient f,g € L2(D), on a

(T,f.8) = (Pof)g)=(vf P(g)=(¢f Pi(g)
= (¢f, g)=< p8)=(P.(f)Pg)

(f,Pr(@g)

<f,T¢g>
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4) Si T, est nul alors pour tous m et n dans N, on a

<Tcpz",zm> = 0<:)<T¢z”,zm>:<P+(cpz”),zm>
= <T¢z”,zm>=<goz”,zm>
( z"z™

e (T,z"z")=(p, ),

¢
mais la famille des polynomes en (z,z) est dense dans L*(D, d A) donc ¢ est orthogonale a

z"z™, c’est a dire ¢ est nulle.
5) Pour tout f € L%(D, d A), ¢ € #°°(D) vient de dire que ¢ f est holomorphe sur D et ¢
étant bornée, ainsi ¢ f € L2(D,d A), alors Ty(f)=P.(¢ f)=¢ f et

LT, =T (@ f)=Plop f)=Ty,(f).
Par la méme facon on peut montrer la deuxiéme partie. O

La propriété de la proposition précedente nous a affirmé que si le symbole ¢ de 'opé-
rateur T, est supposé borné comme dans la définition, I'opérateur T, est lui aussi borné.
En réalité 'opérateur de Toeplitz T, sur 'espace de Bergman L?(D) peut & tre borné sans
que son symbole le soit. Au contraire de I'opérateur de Toeplitz T, sur I'espace de Hardy
qui est borné si et seulement si son symbole est borné. Une autre propriété est satisfaisante
pour T, sur I'espace de Hardy et n’est pas dans I'espace de Bergman est la suivante (7, est

compact si et seulement si ¢ estnul) .

Proposition 2.6. [15] Soit ¢ € L°°(D,dA). Pour toutz €D on a
T(k)=(P(pop;)op)k,.
Définition 2.5. La transformée de Berezin de l'opérateur de Toeplitz T, est d éfinie par
T,(2)=(T, k. k. ) =(pk. k. ) = §(2).

Ainsi, la transformée de Berezin de ¢ et de T, co incidents.

2.3 Opérateur de Toeplitz a symbole

quasi homogene ou radial

Définition 2.6. ¢ € L' est dite radiale si pour tout z €D

P(z)=¢(lz])
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Définition 2.7. Soit m € Z. Une fonction ¢ € L*°(D, d A) est dite m quasi homogene s'il existe

v € L°°([0,1]) relle que pour toutz =re'® deD, ona
pre’®)=e""¢(r).

On dit alors que ¢ est la partie radiale de ¢ et m le coefficient de quasi homogenéité de ¢ .
Dans ce cas, on dit que l'opérateur de Toeplitz Ty, est quasi homogene de degré m ou tout
simplement m-quasi homogene.

Etsim =0, alors ¢ est dite radiale, et T, s'appel opérateur radiall.

Par exemple la fonction z"z™ est quasihomogéne de degré (n — m). Sa partie radiale est
la fonction définie par p(r)=r"=m,

En outre les polynomes de la forme z™ avec m € Z denses dans L*(D, d A), et pour tout m, #
m, onae'™912((0,1], rdr) est orthogonale a e™° L*([0,1], rd r). On peut alors décomposer
L*(D, d A) sous la forme

L*(D,dA)= mgzeime L*([0,1], rdr). (2.3)

Ainsi, toute fonction f de L*(D, d A) admet une dé composition sous la forme

f2)=> e fu(r),  fu(r)eL*(0,1],rdr).

meZ

La décomposition de I'espace L%(D, d A) sous la forme (2.3) nous meéne a dire que beau-
coup de problémes liées aux op érateurs de Toeplitz se rameénent aux études des opérateurs
de Toeplitz a symboles quasihomogenes ou radiaux. on cite par exemple les travaux de I.
Louhichi, E. Strouse et de L. Zakariasy [10], [11], [12].

Lemme 2.1. Soit ¢ unsymbole m-quasihomogene borné, et soit la base orthonormale{e,}, =
{v n+ 1z”}n de L%(D,d A), alors

sin+m<0
sz e, = .
cu(9)ensm  sinonm,

ol
1

Cn(¢):2\/n+ 1\/n+m+1f ¢(r)r2n+m+1dn

0

telle que ¢ est la partie radial de ¢ .
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Démonstration. 11 suffit de calculer < Tye,, ep> = <¢ e,, ep> pour tous p,n €N,

(Tyene,) = \/n+1,/p+1f¢(z)z"zpdA(z)
1 v 2 1
= —vVn+ly/p+1 e po(r)r"e rPe P rdrdo
- 4
0 0
27
1 .
— E,/n_i_l /p_i_lf ez(m+n—P)9d9J (P(r)rn+p+1dr
0

1

0
B 0, sim+n—p#0
2\/n+1\/n+m+1f01go(r)rz’”m“dr, sim+n=p

1

- 2\/n+1\/n+m+1(J

0

go(r)rz’”m“dr) 8 minp-

D’ou

T 0, sim+n—p#0
e, =
o=n (2¢n+1¢n+m+1f01go(r)r2"+m+1dr)em+n,si m+n=p.

O

Soit maintenant ¢ une fonction radiale telle que ¢ € L*°(D, d A) (i.e. ¢ € L*°([0, 1])), alors

T 0, sin#p
e, = .
Y (2(n—|—l)folgo(r)rz’l“dr)en, sin=p.
Et donc X
<T¢en,en>:2(n+l)f o(r)r*"dr.
0
On note encore .
cn(<p)=(T¢en,en)=2(n+1)f p(r)r*"idr. (2.4)
0

Il est clair d’apres (2.4) que si ¢ est radiale I'opérateur T, est diagonal.
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CHAPITRE

Polynomes Orthogonaux

3.1 Polynomes Orthogonaux

Les polynomes de Legendre constituent la suite la plus simple des polyn 6mes ortho-
gonaux sur un intervalle donné [a, b], de nombreux probl emes font intervenir tout na-
turellement des suites de cette nature. Le th éoreme de Weierstrass (voir [14], [9]) montre
que I'espace des fonctions polynémiales est dense dans I'espace de Hilbert L?([a, b], d x).
Une famille orthogonale de polynémes { pn} avec p,, de degré n, est alors une base

hilbertienne de L?([a, b], d x).

n>0’

Définition 3.1. Soit L*([a, b], d x) l'espace de Hilbert de fonctions réelles dé finies sur l'en-
semble[a, b], muni de produit scalaire noté (., .), et w(x) une fonction strictement positive et

intégrable sur cet intervalle. Une suite de polynémes { p,,(x)}n est dite orthogonale par

=0,1,...7
rapport a la "fonction poids" w(x), si

(P P} = f W)y (X)pu(X)dx =0,  Vn#m.
Q

Autrement dit, pour tout n
(pn,pk>:0, Vk < n.

Considérons maintenant 'espace L*[—1,1] = L?([—1,1], d x), muni du produit scalaire

1

<f’g>L2[_1y1] :J w(x)f(x)ﬁdx

-1

Nous allons chercher des polyndémes p,, de degré n sur [—1, 1], orthogonaux a tous les
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polynomes de de degré k inférieur a n. Alors p, est orthogonal a x*, Vk < n, il en suit que

f pn(x)w(x)xkdx =0.

1

Par intégration par parties en posant f"(x)= p,(x)w(x), on obtient

1
e R J frxtdx=o.
-1

Il en suit que 1 et —1 sont des racines de f*~Y, ainsi "~V s'écrit sous forme (1 — x?)w(x).
De plus
pu(x)w(x)=[1—x*)w(x)] = —2xw(x)+1—x*)w'(x),
alors
w'(x)

pn(x) = (1_ xz) LU(.X)

Pour n =1, on a p;(x) de degré 1, on résoud I'é quation

(l—xz)M—Zx =Ax+B,
w(x)

et on obtient la solution sous la forme
w(x)=AM1+x)*(1—x)?,

avec @, 3, et A des constantes arbitraires.

En posant py(x) =%, on obtient
f(x)=pw(x)=p1+x)*1—-x).

Cherchons maintenant p,(x). Le calcul de la dérivée d’ordre n de f par la formule de
Leibniz donne

n dk dnfk
f(n)(x):,UZ( Z )lw(l+X)a]ldxn_k(l—x)ﬁ].

Remarquons qu’on ne peut mettre (1 — x?) et w(x) en facteur de f"”(x) que si « et 8
soient supérieurs a n, avec n un entier strictement positif.

Posons alorsa=n+a’etf=n+pf’;aveca’,fp’>—1,0ona

fE)=0=2)"1+x)"(1—x) =(1—x*)" w(x).
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Finalement, on obtient la formule de Rodrigues

n

pa(x)= L [(1—x3)"w(x)]. (3.1)

w(x)dxn

3.2 Les Polynomes de Legendre

Définition 3.2. Lasuitedes polynomes de Legendre notée{P,(x)}, dans l'espace L*([—1,1], d x),
="

2npl*

est caractérisée par la formule de Rodrigues quand o’ = 3’ =0, dans ce cas w(x)=1, u=
Chaque polynome s’é crit sous la forme

Gy a
~2npl dxn

P,(x) [(1—x2)"].

On peut aussi écrit P,(x) sous la forme

1 d"

Pulx)= 2npldxn

[(x*—1)"].

Nous donnons maintenant les premiers polynémes suivant le degré n =0, 1, ...

PO(x) = ]-;
Pl(x) = X,
1
P(x) = 5(3962—1),
P(x) = %(sz—?)x),...

On peut vérifier facilement que P,(1) =1, pour tout n.

Théoréme 3.1. Pour fout entier n >0, on al|P,|I” = 525.

Démonstration. En utilisant la formule de Rodrigues 3.1 et par intégration par parties, on

obtient

' 1 ban L, d” .
f_ PX(x)dx = S f_ldx" [(x*—1) ]ﬁ[(xz_l) lax

1

n 1 n
_ = f (2 —1)" d? (2= 1)"]dx,

22n(nl) ) | d x2n

la dérivée d’ordre 2n de (x2—1)" est (2n)! car (x?—1)" est de degré 2n. Alors,

1 " 1
f Pnz(x)dxzwf (x*=1)"d x.
_ —1

1 22n(nl)p
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En faisant le changement de variable s = ”Tx, et on obtient le ré sultat

J PX(x)dx = MJ (s—1)"s"ds

1 2m(nle | |
(=1)"2n)! (n!y

22n(n!2 (2n+1)
2

2n+1°

1P I°

Comme on a (P,, P,,) 21, ;= 0, pour tout n # m, alors

1
(Pn’ Pm)LZ[—l,l] = f Pn(x)m(x)dx =

-1

2

210 o2

ou 6, estle symbole de Kronecker

5 = 1 sin=m (3.3)
S sin#m. '

L'équation 3.2 montre que les polyndémes {p, } >0

2
Pa(x) =\ mpn(x)

forment une base orthonormée de L?([—1,1],d x). O

Le théoréme suivant est une conséquence immédiate du thé oréme d’approximation de
Weierstras (voir [14], [9]), qui affirme que I'’ensemble des polynomes définis sur [—1,1] est
dense dans C([—1,1]). Et est aussi dense dans L?([—1,1],d x).

Théoreme 3.2. La famille des polynomes de Legendre {P, },-, est une base orthogonale de
lespace L*([—1,1],d x). Toute fonction f de L*([—1,1], d x) se développe de facon unique sous
la forme

=3 ae,

n=0

avec

2n+1
&)= Pa) oy

ot la convergence de la série a lieu en moyenne quadratique

lim =0.
N—0o

F=> culfIP,

n=0

Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt (voir [7, Ch. 3]) permet de construire a

partir de la base canonique {x"},-, de I'ensemble des polynémes, une famille orthogonale
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de polynoémes {p,},,. Ces polyndmes vé rifient la relation de récurrence suivante

ananrl(x) = (x _ﬁn)pn(x)_rnpnfl(x)

Pour montrer ce résultat on remarque que x p,(x) est un polynéme de degré n +1 et

admet donc un développement sous la forme

n+l

xpa(x)= D an ;%)
k=0

avec

allpll = (xpupy)
= (P xp;)

2
= ainpafl”

alors a, ; = 0, pour i < n—1. En posant a =a,,d = eta, ,1= , Nous obtenons
n,j n,n+1 n n,n n n,n—1 n

xpn(x):anpn+1(x)+ﬂnpn(x)+7’npn—1(x)~ (3.4)

d’ot le résultat.
En examinant ce résultat pour les polynomes de Legendre en faisant x = 1, on obtient
B.=0,eta,+7, =1, etparsimple comparaison des termes des deux membres del’équation

(3.4) on trouve
n+1l n

“on+l T ontn
On obtien la relation de récurrence pour les polynémes de Legendre

n

(n+1)P, ., (x)=2n+1)xP,(x)—nP,_,(x), n=>1. (3.5)

Nous avons aussi pour les dérivés Pr;(x) (voir [7, Sect. 10.10])

2
P/ (X) - Z —Pn—Zlc(x) (36)
k>0, n—2k>0 1 Py—orcll?

= D (@2n—2k)+1)B, u(x).

k>0, n—2k>0

Il est important de mentionner que les systémes {x"},, et {P,(x)},>o peuvent étre
recalculés I'un en termes de I'autre, de maniere simple.
Soit E(x)la partie entiére de x € R, et soit m!! le factoriel impair (ou pair), i.e.,

Cm+1)=2m+1)2m—1)...1, em'=2m)2m—2)...2.
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Proposition 3.3. [7, Sect. 10.10] On a

1 8B (n\(2n—2k\ .
Pi(x)=5, kz (-1) (k)( : )x : 3.7)
et )
_ 1 —(n ik k
P,(x)= o kzo(k) (x—1)""(x+1)". (3.8)

Il est assez remarquable que ces formules puissent étre inversées explicitement. Malgré
sa forme élégante, nous n’avons pas pu trouver ce résultat dans la littérature, et pour cette
raison nous pr éférons en apporter la preuve; voir aussi une breve note Hui [8] et Schmied

[?] sur cette question.
Proposition 3.4. [8/Pourn>1,o0na

0 (2k+1)n!
= 2 G- R2E D

k=n,n—2,...

= Pe(x). 3.9

Démonstration. La relation (3.9) donne évidemment Py(x)=1 et P,(x)= x. Par récurrence,
nous supposons que la formule (3.9) est vrai. Nous voulons montrer que

- s 2k +1)(n+1)!

X =
k=n+1,n—1,...

20 1072((1 + 1 — k) 2Nk + 11+ 2)!!Pk(x).

Rappelant (3.5), on voit que

k+1
Py (x)+

XPx)= 2k +1

P (x).
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Ecrivons x"*! = x(x") et remplacons x" ci-dessus; par sa valeur de (3.9), on obtient

n+l  _ (2k+1)n'
T Z 20-K)/2((n — k)/2)\(k + 1 + 1!

k=n,n—2,...
Z (2k+1)n! k+1
2=02((n—k)/2(k+n+ 1)1 2k +1

X P(x)

(Presa(x)

k=n,n—2,...

k
o Pe(®)

knl(k+n+2)
= Z Pk(x)
bl 2+1-0/2(n+1—k)/2)(k+ n+2)!

Z (k+1)nl(n+1—k) P.(x)
bl 2-1-0/2(n+1—k)/2)(k+ n+2)! v
(n+1)n!(2n+3)

@n+3n M

2k+1)(n+1)! p
Z 201=02((n+ 1= k)/2)(k + n +2)! ().

+

+
k=n—1,n-3,...

apres une série de transformations élémentaires. La proposition est prouvée. O

Pour la suite, il sera utile de spécifier la formule de la proposition ci-dessus au cas ou n

est pair et impair. Autrement dit, pour n = 2m, nous avons

m (4k + 1)(2m)!
2m — P
o Zozm k(m—k)2k +2m+ 1! 2()
= (4k +1)2m)!
= > Py(x)
k:0(2m—2k)!!(2k+2m+1)!!
= Zme,ZkPZk(x)r
k=0
ou (4k + 1)(2m)
mj.
| p— . k=0,..,m.
2m2k = 2k N2k +2m + 1)! m
De méme, pour n =2m+1,
(4k+3)2m+1)!
2m+1 — P
o o Hm—k)2k +2m 3 2n %)
(4k +3)2m +1)
”P2k+1(x)

2m—2k)(2k+2m+3)!

M= 1Mz TP

b2m+1,2k+1 Py i1(x),

=~
Il
=]
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ou
) (4k +3)2m +1)! L—o
= ) =0,..., m.
2L 0 m — 2k )2k + 2m + 3)!!

3.3 Lien entre les Polynomes de Legendre

et 'opérateur de Toeplitz

Nous allons dans cette section faire le lien entre I'opérateur de Topelitz radial et les
Polyndmes de Legendre

Avant de donner la construction, nous faisons quelques réductions. Tout d’abord, rappe-
lant la formule (2.4), on fait le changement de variable x = /s et on définit Y(s) = ¢(v/s),

donc X

C,(y):= cn(go):z(n+1)J <p(x)x2"+1dx:(n+1)J Y(s)s"ds. (3.10)
0

0
Nous acceptons la notation de la relation ci-dessus pour le reste.

Deuxiemement, nous souhaitons représenter la fonction y comme une série de poly-
nomes de Legendre sur [—1,1]. Le redimensionnement des polynomes {P,} a l'intervalle
[—1,1] conduit a des relations lourdes; pour garder les formules avec lesquelles nous tra-
vaillons raisonnablement simples, nous préférons étendre la fonction ) sur [—1,1] de ma-
niere appropriée.

Pour une fonction ¢ € L”[0,1], p > 1, On pose

_ Y(x), x>0, _ Y(x), x>0,
Pels)= { pex), x<o, VU= { —p(=x), x<0.

Bien str, nous avons ¢ = Y, + ', sur [—1,1], ol ¢ est étendu de zéro a [—1,0), et

”lpe”irz[_lJ] = ||¢o||ip[_1,1] = 2”110”?;7[0,1]- il s'ensuit que

1

(D) (5)s" ds = Cuap)
-1

2

1
Co(y)=(n+ l)f Y(s)s"ds=
0

pour n pair et C,(y',) =0 pour n impair. De méme,

(n

Cul)=(n+1) f y(s)s"ds =00 f Pols)s" ds = G, (1)
0 -1

pour n impair et C,(y),) = 0 pour n pair. En particulier, C,(y) = C,(y',) pour n pair, et
C,(y)=C,(y,) pour n impair.
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Supposons maintenant que y(s) = ZJILO ai P (s) sur [—1,1]. Alors, on a pour m = 2n pair

1
Cn+1) [
Culy) = — Yo(x)x*" dx (3.11)
J-1
1 N n
2n+1) [
= = D> a;Pi(x) || D banzePulx) | dx
J1\=0 =0
1 E(N/2) n
@2n+1)
= > szn,zkaszzj(x)sz(x)dx
Ja1 520 =0
min{n,E(N/2)} min{n,E(N/2)}
2n+1
= (m bZn,Zk) ayy =: Z dZn,2ka2k’
k=0 k=0
ou % )
n+1)!
Aok = : 3.12
a2k 2p—2k)(2n + 2k + 1N (5.12)
Pour m =2n + 1 impair, on obtient
1
2n+2) [
Copn(y) = 5 J Yo(x)x*" dx (3.13)
—1
1 N n
2n+2) [
= 2 J Zajpj(x) Zb2n+1,2k+lp2k+l(x) dx
-1 \j=0 k=0
1 E(N/2) n
2n+2) [
= 2 J Z Zb2n+1,2k+1azj+1P2j+1(x)p2k+1(x)dx
-1 j=0 k=0
min{n,[N/Z]}(2n+2 min{r%N/Z)}
= 5 2n+1,2k+1) Aofev1 = Aypi1 k41 2k415
P 4k+3 P
ou
d _ (2n+2)!
2n+1,2k+1 —

2n—=2k2n+2k+3)"
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