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Notations

C le plan complexe.

D {z ∈C : |z |< 1} le disque unité ouvert de C.

T {z ∈C : |z |= 1} le cercle unité de C.

dµ(z ) dθ
2π la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité T.

bf (n ) le n-ième coefficient de Fourier de f .

H p (T) 'H p (D) l’espace de Hardy.

H (D) l’espace des fonctions analytiques sur D.

H∞(D) l’espace des fonctions analytiques bornées sur D.

d A(z ) = 1
π r d r dθ la mesure de Lebesgue normalisée sur D.

L p (T, dµ) l’espace des fonctions p-intégrables sur T par rapport à la mesure dµ.

L p (D, d A) l’espace des fonctions p -intégrables sur D par rapport à la mesure d A(z ).

|| f ||p = (
∫

D | f (z )|
p d A(z ))

1
p la norme sur L p (D, d A).

< f , g > =
∫

D f (z )g (z )d A(z ) le produit scalaire sur l’espace de Hilbert L 2(D, d A)

L p
a (D, d A) l’espace de Bergman.

P+ la projection orthogonale.

Mφ l’opérateur de Laurent (de multiplication).

P l’ensemble des polynômes.

Tϕ l’opérateur de Toeplitz à symbole ϕ.

ϕ̂r la fonction moyenne de ϕ.

A (D ) = { f : D →C, f analytique}
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Introduction

La théorie des Opérateurs de Toeplitz c’est apparue dans le début du vent-ème siècle

dans l’article d’Otto Toeplitz de 1911 "Zur Theorie der quadratischen und bilinearen Formen

von unendlichvie-len Veriinderlichen. J. Teil : Theorie des L- Formen 5 (Math. Annalen, 70

(1911),351-376 ), qui contient une théorie spectrale des formes de Toeplitz (T p , p ) et des

opérateurs de Laurent L = (ti− j )i , j∈Z dans l’espace l 2(Z) =: {x = (x j ) j∈Z : x j ∈ C,
∑

j∈Z

�

�x j

�

�

2
=

‖x‖2 <+∞}, .

L’étude des opérateurs de Toeplitz sur l’espace de Bergman (l’espace des fonctions

analytiques, p-intégrables sur le disque du plan complexe) a commencé dans les années

1980.

Des résultats sur le produit des opérateurs, la caractérisation des opérateurs bornés, les

opérateurs compacts ainsi que la classe de Schatten(classe des operateurs p-compact ) ont

étés obtenus.

Ce mémoire est consacré à l’étude de lien entre les opérateurs de Toeplitz sur l’espace

de Bergman (en particulier les opérateurs de Toeplitz à symbole quasihomogène ou radial),

en passant à la définition et quelques propriétés des opérateurs de Toeplitz sur l’espace de

Hardy et sur l’espace de Bergman.

Le premier chapitre est consacré aux notions préliminaires sur les deux espaces de

Hardy et de Bergman, le deuxième sur la définition de l’opérateur de Toeplitz et quelques

propriétés sur les deux espaces.

En fin, et dans le troisième chapitre, on expose les polynômes orthogonaux (en particu-

lier les polynômes de Legendre) et quelques propriétés sur ces polynômes, et on donne le

lien entre l’opérateue de Toeplitz à symbole radial sur l’espace de Bergman et les polynômes

de Legendre.

1
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Préliménaires

1.1 Espace de Hardy

Définition 1.1. On considère le plan complexe C. Soit D = {z ∈ C : |z | < 1} le disque unité

ouvert de C, T = {z ∈ C : |z | = 1} le cercle unité de C, la mesure de Lebesgue normalisée µ

sur le cercle unité T est définie par : dµ(z ) = dθ
2π , pour 1 ≤ p < +∞. On note par L p (T, dµ)

l’espace de Lebesgue usuel

L p (T, dµ) = { f : || f ||pp =
∫

T

| f (z )|p dµ(z )<+∞},

et

L∞(T) = { f : || f ||L∞(T) = sup
|z |=1
| f (z )|<+∞}.

Pour f ∈ L p (T, dµ), 1≤ p ≤+∞ nous notons

bf (n ) =

∫

T

f (z )z n dµ(z ) =
1

2π

2π
∫

0

f (e t θ )e −i nθdθ , n ∈Z,

le n-ième coefficient de Fourier de f .

On note parH (D) l’ensemble des fonctions analytiques surD, et parH∞(D) l’espace

des fonctions analytiques bornées dans D. On définit les espaces de Hardy H p (T) par

H p (T) =
�

f ∈ L p (T), bf (n ) = 0, pour tout n < 0
	

; 1≤ p ≤∞,

H p (D) =
§

f ∈H (D), sup
0<r<1





 fr







L p (T) <∞
ª

; 1≤ p ≤∞,

2



1.1. ESPACE DE HARDY CHAPITRE 1. PRÉLIMÉNAIRES

où fr (z ) = f (r z ) pour |z |< 1
r .

D’après de Fatou et de Riesz (v o i r [6])montrent que pour 1≤ p <∞ les espaces H p (T),
H p (D) sont isomorphes, ∀ f ∈H p (D), il existe b f ∈H p (T), telle que :

fr (ξ) = (b f ) ∗Pr (ξ) =
∑

n≥0

an r nξn ,∀ξ ∈T,

et

lim
r→1−





 fr |T −b f




= 0, si 1≤ p <∞,

lim
r→1−





 fr |T −b f




= 0, si 1≤ p <∞,

où Pr le noyau de Poisson donné par la fonction suivante :

Pr (x ) = P (r e i x ) =
∑

n∈Z
r |n |e i n x =

1− r 2

|1− r e i x |2
, pour 0≤ r < 1, et x ré el,

et

f ∗ g (x ) =
1

2π

2π
∫

0

f (x − y )g (y )d y , ∀x ∈ (0, 2π), (la convolution de f et g ).

Pour p =∞ la limite est faible∗ pour la topologie-faible∗σ(L∞, L 1). L’application f → b f

est donc une bijection isométrique entre H p (D) et H p (T). Ainsi, lorsque f ∈H p (D), nous

pouvons voir f comme une fonction analytique surD et aussi comme une fonction dans

H p (T).
Dans la suite, nous identifions f ∈H p (D) et sa limite b f ∈H p (T) par

fr = f ∗Pr , f =
∑

n≥0

bf (n )z n .

Proposition 1.1. Soient z ∈D, et f : H p (D)→C. L’évaluation ponctuelle f 7→ f (z ) dansD est

une fonctionnelle linéaire bornée sur H 1(D) (et par cons équent sur H p (D), 1≤ p ≤∞ ).

Démonstration. Si z = r e iθ , 0≤ r < 1, on a

�

� f (z )
�

�=
�

� f (r e iθ )
�

�=
�

� f ∗Pr (e
iθ )
�

�≤




 f






2
‖Pr ‖∞ ≤





 f






2

1+ r

1− r
.

On a d’après la proposition précédente que

�

� f (z )
�

�≤




 f






2

2

1− |z |

ceci implique que si K est un compact de D et ( fn )n est une suite d’éléments de H 2(D) qui

3



1.1. ESPACE DE HARDY CHAPITRE 1. PRÉLIMÉNAIRES

converge vers f pour la norme ‖.‖2 alors

sup | f (z )− fn (z )| ≤ sup
z∈k

2

1− |z |

Comme sup
z∈k

1
1−|z | =

1
d (K ,T) <∞

la topologie induite par ‖.‖2 sur H 2(D) est plus forte que la topologie de la convergence

uniforme sur tout compact, l’espace H 2(D) est un sous-espace fermé de L 2(D), en parti-

culier la projéction orthogonale de L 2(D) sur H 2(D) est bien définie par la formulation

intégrable,On la note par P+
Le produit scalaire de H 2(D) est donc induit par celui de L 2(T), et défini par :




f , g
�

=

∫

T
f (z )g (z )dµ(z ) =

1

2π

∫ 2π

0

f (e iθ )g (e iθ )dθ

=
∞
∑

n=0

an bn ,

pour f (z ) =
∞
∑

n=0
an z n et g (z ) =

∞
∑

n=0
bn z n .

En plus la famille (en (z ))n≥0 = (z n )n≥0 est une base hilbertienne de H 2(D), le théoréme de

Riesz (voir [14]), montre alors que H 2(D) possède un noyau reproduisant appelé le noyau de

Cauchy Kz tel que f (z ) = 〈 f , Kz 〉, pour tout z ∈D. Et donné par la formule :

kz (w ) =
∑

n≥0

z n w n =
1

1− z w
,∀z , w ∈D

kz (w ) =
1

1−w z
, w , z ∈D.

Et

f (z ) = 〈 f , kz 〉 f ∈H 2

Donc la projection orthogonale P+ de L 2 sur H 2 est donnée par :

(P+ f )(z ) =

∫

T

f (w )
1− z w

dµ(w ), z ∈D f ∈ L 2(T).

4



1.2. ESPACE DE BERGMAN CHAPITRE 1. PRÉLIMÉNAIRES

1.2 Espace de Bergman

1.2.1 Espace de Bergman

Définition 1.2. On définit l’espace de Bergman L 2
a (D ) comme étant l’ensemble des fonctions

analytiques sur D qui sont de carré intégrable par rapport à la mesure d A(z ).

L 2
a (D ) =A (D )∩ L 2(D ).

On écrit L 2
a (D ) = L 2

a simplement.

On considère sur L 2
a la norme ‖.‖2 associée au produit scalaire

< f , g >=

∫

D
f (z )g (z )d A(z ), pour tous f , g ∈ L 2

a .

Lemme 1.1. Soit C (D ) l’espace des fonctions continues sur D. Pour tout compact K de D,

l’application restriction définie par :

(L 2
a (D ),‖.‖2) → (C (D ), sup

z∈K
|.|)

f 7→ f/K

est continue.

Lemme 1.2. Soit f ∈ L 2
a alors pour tout z ∈D . On a

| f (z )| ≤
1

(1− |z |)2
‖ f ‖2.

Démonstration. Pour z ∈D . On pose rz = 1− |z |, en utilisant la propriété de la moyenne.

On a

f (z ) =
1

rz
2

∫

|z−w |≤rz

f (w )d A(w )

D’où

| f (z )| ≤
1

rz
2

∫

|z−w |≤rz

f (w )d A(w )≤
‖ f ‖2

rz
2
=
‖ f ‖2

(1− |z |)2

Proposition 1.2. L 2
a est un sous espace fermé de L 2(D , d A).

Démonstration. Soit
�

fn

�

n
est une suite de Cauchy pour la norme ‖.‖2 dans L 2

a (D ). Donc, la

suite
�

fn

�

n
est aussi de Cauchy pour la topologie deA (D ). Soit K un compact de D , alors

5



1.2. ESPACE DE BERGMAN CHAPITRE 1. PRÉLIMÉNAIRES

par le lemme précédente, on a

sup
z∈K
| fn (z )− fm (z )| ≤ sup

z∈K

‖ fn (z )− fm‖2

(1− |z |)2

CommeA (D ) est complet pour la convergence uniforme, Il existe donc f analytique sur D ,

telle que :

lim
n→+∞

sup
z∈K
| fn (z )− f (z )|= 0,∀K compact deD .

De même L 2(D , d A) est complet comme espace d’Hilbert, Donc il existe une fonction

g ∈ L 2(D , d A) telle que

lim
n→+∞





 fn − g






2
= 0.

ainsi il existe une sous-suite de
�

fnk

�

k∈N qui converge presque par tout vers g . Finalemet par

inégalité f = g presque partout et donc f ∈ L 2
a (D ). On conclut que l’espace L 2

a est fermé

dans L 2 donc est un espace de Hilbert.

Lemme 1.3. Les fonctions en (z ) =
p

n +1z n (n ∈N) constituent une base orthonormale de

L 2
a .

Démonstration. Pour n , m ∈N et z ∈D , on obtient

〈en , em 〉 =
∫

D

�
p

n +1z n
��
p

m +1z m
�

d A

=
p

n +1
p

m +1

∫ 2π

0

∫ 1

0

r n e i nθ r m e −i mθ 1

π
r d r dθ

=

√

√ (n +1)(m +1)
π2

∫ 2π

0

∫ 1

0

r n+m+1e i (n−m )θ d r dθ

=

√

√ (n +1)(m +1)
π2

1

n +m +2

∫ 2π

0

e i (n−m )θ dθ

=

√

√ (m +1)2

π2

2π

2m +2
δn ,m

= δn ,m .

où

δn ,m =

¨

0 si n 6=m

1 si n =m

Définition 1.3. L’application évaluation de L 2
a dans C. qui à toute fonction f lui assosie sa

6



1.3. MATRICE D’UN OPÉRATEUR CHAPITRE 1. PRÉLIMÉNAIRES

valeur au point z , est continue pour tout z ∈D , d’après le thèorème ??, L 2
a (D ) admet un noyau

reproduisant K également appelé noyau de Bergman. D’aprés le lemme 1.3 La famille en (z )

est une base hilbertienne orthonormée de L 2
a on a pour tout z , w ∈D ,

Kz (w ) =
∑

n≥0

(n +1)z n w n

=
1

(1− z w )2

Le noyau normalisé est alors

kz (w ) =
Kz (w )
‖Kz‖

=
1− |z |2

(1− z w )2
,∀z , w ∈D .

Ce noyau reproduisant a la propriété suivante.

Lemme 1.4. kz converge faiblement vers 0 quand z tend vers le bord du disque.

Démonstration. Soit p un polynôme en z sur D , on a

〈kz , p 〉= (1− |z |2)〈p , Kz 〉= (1− |z |2)p (z ).

Cette expression tend clairement vers 0 quand |z | tend vers 1. Enfin, comme l’ensemble des

polynômes est dense dans L 2
a , kz tend faiblement vers 0 quand z tend vers le bord de D .

Corollaire 1.3.

∫

D

(1− |z |2)2

|1− z w |4
d A(w ) = 1, ∀z ∈D .

Démonstration. pour tout z ∈D on a

∫

D

(1− |z |2)2

|1− z w |4
d A(w ) = (1− |z |2)2 〈Kz , Kz 〉= (1− |z |2)2K (z , z ) = 1.

1.3 Matrice d’un opérateur

Soient E = (e j ) j∈J et E ′ = (e ′i )i∈I des bases orthonormales dans les espaces de Hilbert H

et H ′, respectivement (les ensembles d’indices ne sont pas nécessairement les mêmes), et

soit

T : V e c t (E )−→H ′

7



1.4. MATRICE ET OPÉRATEUR DE LAURENT CHAPITRE 1. PRÉLIMÉNAIRES

une application linéaire. La matrice de T par rapport à E , E ′ est

(ti j )i , j = (



T e j , e ′i
�

)i , j ,

de sorte que la j -ième colonne représente les coefficients de la décomposition

T e j =
∑

i




T e j , e ′i
�

e ′i (1.1)

dans la base E ′. Si H =H ′ et E = E ′, on parle de la matrice de T par rapport à E .

Réciproquement, une matrice (ti j )i j sur I × J telle que, pour tout j ∈ J ,

∑

i

�

�ti j

�

�

2
<+∞,

engendre une application linéaire de l’enveloppe vectorielle V e c t (E ) dans H ′,

T : V e c t (E )−→H ′

T
�∑

a j e j

�

=
∑

i

 

∑

j

a j ti j

!

e ′i .

Il est clair que la continuité et la norme de l’opérateur T ,

‖T ‖= sup{‖T x‖ : x ∈V e c t (E ),‖x‖ ≤ 1}

ne dépendent que de la matrice (ti j )i j , et non du choix des bases orthonormales E , E ′.
De plus, si U : V e c t (E ) −→ H ′ est une autre application linéaire, alors T = U si et

seulement si leurs matrices coïncident (ti j = ui j pour tous i , j ).

1.4 Matrice et opérateur de Laurent

Définition 1.4. Soitφ une fonction dans L 2(T), l’opérateur de multiplication parφ, notée par

Mφ (ou encore opérateur de Laurent) sur l’espace L 2(T), est l’opérateur défini par Mφ( f ) =φ f

pour tout f ∈ L 2(T).

Notons que cet opérateur est bien défini si le produit φ f est dans L 2(T). On note par

D (Mφ) le domaine de d éfinition de Mφ

D (Mφ) =
�

f ∈ L 2(T) :φ f ∈ L 2(T)
	

.

8



1.4. MATRICE ET OPÉRATEUR DE LAURENT CHAPITRE 1. PRÉLIMÉNAIRES

Et on écrit

Mφ : D (Mφ)⊂ L 2(T)→ L 2(T)

f 7→ Mφ( f ) =φ f .

Notons aussi que l’ensemble des fonctions continues à support compact sur T est un

sous ensemble de D (Mφ) dense dans L 2(T) (voir [13]), donc D (Mφ) est lui aussi dense dans

L 2(T).
On peut aussi définir l’opérateur de Laurent sur l’espace des polynômes trigonomé-

triquesP =V e c t (E = (ek )k∈Z), ek = z k , (k ∈Z) (P étant muni de la norme ‖.‖2 ), siφ ∈ L 2(T)
par :

Mφ : P → L 2(T)

f 7→ Mφ( f ) =φ f .

Proposition 1.4. Soit φ ∈ L 2(T) et soit Mφ : D (Mφ)⊂ L 2(T)→ L 2(T) l’opérateur de Laurent,

Mφ( f ) =φ f ,∀ f ∈ L 2(T). Les assertions suivantes sont équivalentes

1.φ ∈ L∞(T).
2. Mφ est borné.

De plus, on a




Mφ





=




φ






∞ .

Démonstration. Siφ ∈ L∞(T), alorsφ f ∈ L 2(T) et





Mφ f






2

2
=

∫

T

�

�φ(ζ) f (ζ)
�

�

2
dµ(ζ)≤





φ






∞





 f






2
,∀ f ∈ L 2(T).

Et




Mφ





≤




φ






∞ .

Supposons que Mφ est borné, alors il existe une constante C > 0 telle que





Mφ







2
≤C





 f






2
,∀ f ∈ L 2(T).

En particulier, pour f = 1 on obtient





Mφ1






2
=




φ1






2
≤C ‖1‖2 =C ,

et pour f =φ on obtient





Mφφ






2
=




φ2






2
≤C





φ






2
=C 2.

Alors




Mφφ
n−1







2
=




φn






2
≤C n−1





φ






2
=C n ,
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ce qui donne




φn






2
≤C n ,∀n ∈N, et

∫

T

�
�

�φ(ζ)
�

�

C

�2n

dµ(ζ)≤ 1.

On obtient donc

µ({ζ ∈T :

�

�φ(ζ)
�

�

C
> 1}) = 0.

En effet, supposons le contraire. on a alors

{

�

�φ(ζ)
�

�

C
> 1}= ∪

m∈N∗
{

�

�φ(ζ)
�

�

C
> 1+

1

m
},

et

{

�

�φ(ζ)
�

�

C
> 1+

1

m1
} ⊂ {

�

�φ(ζ)
�

�

C
> 1+

1

m2
},∀m2 ≥m1.

D’où

µ({

�

�φ(ζ)
�

�

C
> 1}) = lim

m→∞
µ({

�

�φ(ζ)
�

�

C
> 1+

1

m
}).

Alors il existe m0 ∈N tel que µ({ |φ(ζ)|C > 1+ 1
m0
})> 0, ce qui donne

∫

T

�
�

�φ(ζ)
�

�

C

�2n

dµ(ζ) ≥
∫

{ |φ(ζ)|C >1+ 1
m0
}

�
�

�φ(ζ)
�

�

C

�2n

dµ(ζ)

= (1+
1

m0
)2nµ({

�

�φ(ζ)
�

�

C
> 1+

1

m0
}).

Quand n→∞, on obtient
∫

T

� |φ(ζ)|
C

�2n

dµ(ζ)→∞, ce qui fait une contradiction avec le fait

que
∫

T

� |φ(ζ)|
C

�2n

dµ(ζ)≤ 1.

Donc
�

�φ(ζ)
�

�≤C p .p . sur T, etφ est bornée.

Soit l’ensemble En =
��

�φ(ζ)
�

�>




φ






∞−
1
n

	

, n ∈N, et soitXEn
sa fonction caractéristique.

Il est clair que µ(En )> 0, et pour n assez grand tel que




φ






∞−
1
n > 0, on a





MφXEn







2

2
=

∫

En

�

�φ(ζ)
�

�

2
dµ(ζ)

≥
∫

En

(




φ






∞−
1

n
)2dµ(ζ) = (





φ






∞−
1

n
)2µ(En ).

Comme µ(En ) =




XEn







2
, on pose fn =

XEn

‖XEn‖2

. On a




Mφ fn







2
≥




φ






∞−
1
n , pour n assez

grand. Il s’ensuit alors que
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Mφ







2
≥




φ






∞ .

Théorème 1.5. ([5]) Soit T un opérateur linéaire sur L 2(T). Les assertions suivantes sont

équivalentes.

1/ T est un opérateur de Laurent.

2/Mz T = T Mz , où Mz est l’opérateur de translation bilat ère (de shift bilatère) dans L 2(T).

Démonstration. Supposons que T =Mφ avecφ ∈ L 2(T). Alors pour tout f ∈ L 2(T), on a

MφMz f =φz f = zφ f =Mz Mφ f .

Réciproquement, supposons que Mz T = T Mz . On pose φ = T 1. Par définition on a

φ ∈ L 2(T). Et par suite

1/ Si n ≥ 0 alors

T z n = T Mz z n−1 = T M n
z 1=M n

z T 1=M n
z φ = z nφ =φz n =Mφz n .

2/ Si n < 0 alors

T z n = T M ∗−n

z 1=M ∗−n

z T 1=M −n
z φ = z−nφ = z nφ =φz n =Mφz n .

Et comme T et Mφ sont linéaires on résulte que pour tout p ∈P =V e c t (E = (ek )k∈Z), ek =

z k , (k ∈Z) on a T p =Mφp .

Et puisque l’espace des polynômes trigonométriques P dense dans L 2(T), il s’ensuit

que T f =Mφ f pour tout f ∈ L 2(T). Ainsi, T =Mφ sur L 2(T).

Définition 1.5. Une matrice de Laurent est une matrice A de coefficients complexes bilatéra-

lement infinie de la forme :

A =

























... ... ... ... ... ...

... c0 c−1 c−2 c−3
...

... c1 c0 c−1 c−2
...

... c2 c1 c0 c−1
...

... c3 c2 c1 c0
...

... ... ... ... ... ...

























(1.2)

c’est-à-dire : les coefficients d’une même diagonale sont égaux.

Comme dans la section 1.3, et pourφ ∈ L∞(T), la matrice A = (ci , j )i , j∈Z de l’opérateur de

11
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Laurent Mφ par rapport à la base E = (ek )k∈Z, ek = z k , (k ∈Z) est de la forme (1.2), et on a :

ci , j =



Mφe j , ei

�

=



Mφz j , z i
�

=

∫

T

φ(z )z j z−i dµ(z )

= Òφ(i − j ),

où Òφ(i − j ) défine le (i − j )è me coefficient de Fourier de φ. Et aussi les coefficients d’une

même diagonale sont égaux c’est-à-dire ci , j = ci+k , j+k .

Si on suppose que A = (ci , j )i , j∈Z = (



T e j , ei

�

)i , j∈Z la matrice de T , avec T borné dans

L 2(T), et A est de Laurent (ci , j = ci+k , j+k ), c’est à dire



T e j , ei

�

=



T e j+k , ei+k

�

, on a




T Mz e j , ei

�

=



T z j+1, z i
�

=



T z j , z i−1
�

=



T z j , M ∗
z z i

�

=



Mz T e j , ei

�

.

Donc Mz T = T Mz , et T est bien un opérateur de Laurent. On a le théorème (voir [5]) suivant.

Théorème 1.6. Un opérateur linéaire sur L 2(T) est un opérateur de Laurent si et seulement si

sa matrice par raport à la base orthonormée de L 2(T) est une matrice de Laurent.

Démonstration. Si Lφ un opérateur de Laurent borné et si A = (ai j )i j ∈Z est sa matrice

dans la base orthonormée (e n )n∈Z.Alors







ai j = 〈Lφe j , ei 〉= 〈φe j , ei 〉

ai+k j+k = 〈φe j ek , ek ei 〉= 〈φe j , e −k ek ei 〉
= 〈φe j , ei 〉

Donc ai j = ai+k j+k pour tout k dans Z et A est une matrice de Laurent .

Soit M un opérateur borné sur L 2(T ) dans la matrice dans la base orthonormée de L 2(T ) est

une matrice de Laurent pour tout couple (i , j ) ∈ Z ,〈M e j+1, ei+1〉 = 〈M e J , ei 〉.Pour prouver

que M est bien un opérateur de Laurent .il suffit , d’après le Théorème 1,1,4 de prouver que

M commute avec la translation bilatérale Le1
,ce que est vrai car :

<M Le1
.ei >=<M e j+1, ei >

=<M e j+1, ei−1 >

=<M e j+1, L ∗e 1ei >

=< L e1M e j+1, ei > pour tout (i , j ) ∈Z

12
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E

Opérateur de Toeplitz sur l’espace de Hardy et
sur l’espace de Bergman.

2.1 Opérateur de Toeplitz sur l’espace de Hardy

Définition 2.1. Une matrice de Toeplitz est une matrice unilatéralement infinie (ai , j )i , j∈Z+

(ne dépend que de la différence des indices c’est à dire : ai , j = ai - j ). Autrement dit, une matrice

de Toeplitz est une matrice de la forme :

A =

























a0 a−1 a−2 a−3 a−4 · · ·

a1 a0 a−1 a−2 a−3
...

a2 a1 a0 a−1 a−2
...

a3 a2 a1 a0 a−1
...

a4 a3 a2 a1 a0
...

...
... ... ... ... ...

























(2.1)

Comme dans la cas de la matrice de Laurnet, les coefficients d’une matrice (ai , j )i , j∈Z+ de

Toeplitz, d’une même diagonale sont égaux (ai , j = ai+1, j+1,∀i , j ∈Z+).

Définition 2.2. Soit Mφ un opérateur de Laurent borné sur L 2(T). On appelle opérateur de

Toeplitz de symboleφ et on note Tφ, l’opérateur défini sur H 2(T) par :

Tφ : H 2(T)→H 2(T)

f 7→ Tφ( f ) = P+(Mφ f ) = P+(φ f ).

L’opérateur Tφ est donc la compression de l’opérateur de Laurent Mφ sur H 2(T) (on dit aussi

13
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que Mφ est une dilatation de Tφ).

Proposition 2.1. Soitφ ∈ L∞(T). Alors

1/ ∀ f , g ∈H 2(T), on a :



Mφ f , g
�

=



Tφ f , g
�

.

2/ Tφ est positif si et seulement si Mφ est positif.

Démonstration. 1) Soit f , g ∈H 2(T), on a




Mφ f , g
�

=



Mφ f , P+g
�

=



P ∗+Mφ f , g
�

=



P+Mφ f , g
�

=



Tφ f , g
�

.

2) Soit f ∈H 2(T), on a pour tout n ∈Z




Tφ f , f
�

=



Mφ f , f
�

≥ 0⇔



M n
z Mφ f , M n

z f
�

≥ 0

⇔



MφM n
z f , M n

z f
�

≥ 0, pour tout f ∈H 2(T).

En particulier pour f = 1 on obtient




MφM n
z 1, M n

z 1
�

≥ 0⇔



Mφz n , z n
�

≥ 0,∀n ∈Z.

Et comme l’ensemble des polynômesP est dense dans L 2(T), il en résulte que




Mφ f , f
�

≥ 0,∀ f ∈ L 2(T).

Proposition 2.2. Soit ϕ,φ ∈ L∞(T). on a alors les propriétés suivantes.

1. Pour tous α,β ∈C, on a Tαϕ+βφ =αTϕ +βTφ

2.




Tϕ






2
≤




ϕ






∞.

3. Tϕ est l’adjoint de Tϕ.

4. Tϕ = 0 si et seulement si ϕ = 0.

5. Siφ ∈H∞(D), alors TφTϕ = Tφϕ et TφTϕ = Tφϕ.

Démonstration. La propriété 1) découle immédiatement de la linéarité de l’intégrale.

2) On a pour tout f ∈H 2(T)





Tφ( f )






H 2(T) =




P+(Mφ f )




=




P+(ϕ f )




≤ ‖P+‖




ϕ f




≤




ϕ






∞





 f






H 2(T) ,

donc




Tϕ






2
≤




ϕ






∞ .
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3) On a pour tout f , g ∈H 2(T)




f , Tφg
�

=



f , Mφg
�

=
¬

M ∗
φ f , g

¶

=



Mφ f , g
�

=



Tφ f , g
�

.

4) Si Tϕ est nul, alors pour tous m et n dans N, on a




Tϕz n , z m
�

= 0⇔



Tϕz n , z m
�

=



P+(ϕz n ), z m
�

⇔



Tϕz n , z m
�

=



ϕz n , z m
�

⇔



Tϕz n , z m
�

=



ϕ, z n z m
�

,

mais la famille des polynômes en (z , z ) est dense dans H 2(T) doncϕ est orthogonale à z n z m ,

c’est à dire ϕ est nulle.

Il est clair que si ϕ est nulle l’opérateur Tϕ est nul.

5) Pour tout f ∈H 2(T), il est clair que φ f est holomorphe sur D et φ étant bornée, et

φ f ∈H 2(T), alors Tφ( f ) = P+(φ f ) =φ f ainsi

TϕTφ = Tϕ(φ f ) = P+(ϕφ f ) = Tφϕ( f ).

La deuxième partie est une conséquence immédiate de la premiè re.

Soit (ai j )i , j∈N la matrice de l’opérateur de Toeplitz par rapport à la base orthonormée

E = (en (z ))n≥0 = (z n )n≥0 de H 2(T). Alors pour tout entier positif k , on a :

ai+k , j+k =



Tϕz j+k , z i+k
�

=



ϕz j+k , z i+k
�

=



ϕz j , z i
�

= ai , j .

Donc (ai j )i , j∈N est une matrice de Toeplitz.

Théorème 2.3. Soit T un opérateur borné sur H 2(T) dont sa matrice par rapport à la base

orthonormée de H 2(T) est de Toeplitz. Alors T est un opérateur de Toeplitz.

Démonstration. Pour chaque n ∈N, on considère sur L 2(T) l’opérateur Tn dé fini par

Tn =M ∗n
z T P+M n

z .

On a alors

‖Tn‖= ‖T ‖ .

Ainsi, Tn est un opérateur borné sur L 2(T).
On a aussi, pour tout i , j ∈N,




Tn z j , z i
�

=



M ∗n
z T P+M n

z z j , z i
�

=



T P+M n
z z j , M n

z z i
�

=



T P+z j+n , z i+n
�

=



T z j+n , z i+n
�

=



T z j , z i
�

.
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Et pour i , j ∈ Z, il existe toujours un entier positif N tel que pour tout n ≥N , i +n et

j +n sont tous les deux positifs donc,




Tn z j , z i
�

=



T P+z j+n , z i+n
�

=



T z j+n , z i+n
�

.

Il en résulte que la suite (



Tn z j , z i
�

)n∈N est constante à partir d’un certain rang donc conver-

gente (car



T z j+n , z i+n
�

ne dépend pas de n). Ainsi la suite (



Tn p , q
�

)n∈N est convergente

pour tout p , q dans P , et comme P est dense dans L 2(T) alors la suite (



Tn f , g
�

)n∈N est

convergente pour tout f , g dans L 2(T). Ainsi, la suite (Tn f )n∈N converge faiblement dans

L 2(T). On note par T∞ f la limite faible de Tn f , donc

T∞ : L 2(T)→ L 2(T)

f 7→ T∞ f

est un opérateur borné car





T∞ f






2
≤ lim inf

n





Tn f






2
≤ ‖T ‖





 f






2
.

Et sa matrice est de Laurent, donc T∞ est un opérateur de Laurent.

En plus pour tout i , j ∈N




P+T∞z j , z i
�

=



T∞z j , z i
�

= lim
n→∞




Tn z j , z i
�

= lim
n→∞




M ∗n
z T P+M n

z z j , z i
�

= lim
n→∞




T z j+n , z i+n
�

=



T z j , z i
�

.

Et comme (z n )n∈N est une base de H 2(T) on résulte que

P+T∞ f = T f ,∀ f ∈H 2(T).

C’est à dire T est la compression de l’opérateur de Laurent T∞ sur H 2(T). Donc T est un

opérateur de Toeplitz.

Nous pouvons déduire le symbole ϕ à partir des coefficients de la matrice de Toeplitz

(ai j )i , j∈N. En effet, on a

ai j =



Tϕz j , z i
�

=



ϕz j , z i
�

=



ϕ, z j−i
�

= bϕ(i − j ).
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Alors
¨

bϕ(i ) =



Tϕz 0, z i
�

=



Tϕ1, z i
�

= ai 0

bϕ(− j ) =



Tϕz j , z 0
�

=



Tϕz j , 1
�

= a0 j .

L’unicité du symboleϕ est assurée par l’unicité des coefficients de Fourier donnés par la

formule précédente.

La proposition 1.4 nous permet de dire (comme dans le cas de l’opérateur de Laurent),

qu’un opérateur de Toeplitz est borné si et seulement si son symbol est borné.

Définition 2.3. La matrice de l’opérateur de Toeplitz Tϕ définit dans la base orthonormée

{1, z , z 2, z 3...} de H 2 par une suite de nombres complexes (an )n∈Z :

ai j = 〈Tϕz j , z i 〉= 〈P (ϕz j ), z i 〉= 〈ϕz j , P z i 〉= 〈ϕ, z i− j 〉= bϕ( j − i )

C’est-à-dire :

A =













bϕ(0) bϕ(−1) bϕ(−2) . . .

bϕ(1) bϕ(0) bϕ(−1) . . .

bϕ(2) bϕ(1) bϕ(0) . . .
...

...
...

...













.

Théorème 2.4. [3] Tout opérateur borné sur H 2(T) . dont la matrice dans la base orthonor-

mée de H 2(T) est une matrice de Toeplitz , est un opérateur de toeplitz .

Démonstration. Soit T un opérateur borné sur H 2(T) tel que

〈T e j+1, ei 〉= 〈T e j , ei 〉 ∀i , j ≥ 0.

Pour tout entier n ≥ 0, on considère l’opérateur Tn = L ∗
n

e1
T P + L n

e1
défini et borné de L 2(T)

dans L 2(T). Pour tout couple (i , j ) d’entiers positifs, on a :

〈Tn e j , ei 〉 = 〈L ∗
n

e1
T P + L n

e1
e j , ei 〉

= 〈T P + L n
e1

e j , L n
e1

ei 〉

= 〈T P + e j+n , ei+n 〉

= 〈T e j+n , ei+n 〉

= 〈T e j , ei 〉

Si i et j sont tous les deux négatifs, il existe toujours un entier positif N tel que pour tout

entier n ≥N , les entiers i +n et j +n soient tous les deux positifs et donc

〈Tn e j , ei 〉= 〈T P + e j+n , ei+n 〉= 〈T e j+n , ei+n 〉

17



2.1. OPÉRATEUR DE TOEPLITZ SUR L’ESPACE DE HARDY
CHAPITRE 2. OPÉRATEUR DE TOEPLITZ SUR L’ESPACE DE HARDY ET SUR L’ESPACE DE

BERGMAN.

Puisque la matrice de T est une matrice de Toeplitz. le terme à droite dans l’égalité précé-

dente est indépendant de n . Il vient alors que pour tous i et j dans 0,±1,±2,± ..., la suite

(〈Tn e j , ei 〉)n≥0 est constante à partir d’un certain trigonométriques alors la suite (< Tn p , q >

)n≥0 est convergente. Comme l’ensemble des polynomes trigonométriques est dense dans

L 2(T),alros pour tout couple de fonctions f etg dans L 2(T) la suite (< Tn f , g >)n≥0 est conver-

gente.Ceci implique que la suit (Tn f )n≥0 converge faiblement dans L 2(T). On note T∞ f sa

limite faible.

L’opérateur T∞ défini de la maniérz suivante

T∞ : L 2(T)−→ L 2(T)
f −→ T∞ f

ouT∞ f est la limite faible de (Tn f )n≥0 dans L 2(T),est un opérateur borné.

En effet la convegence faible de (Tn f )n≥0 vers T∞ f implique que :

‖T∞ f ‖2 ≤ lim
n

inf‖T∞ f ‖2

or lim infn ‖T∞ f ‖2 ≤ ‖T ‖‖ f ‖2 car ‖Tn‖ ≤ ‖T ‖
Pour tous i , j ∈ {0,±1, ±2, ± . . .} , on a :

< T∞e j , ei > = lim
n−→+∞

< Tn e j , ei >

= lim
n−→+∞

< L ∗
n

e1
T P+L n

e1
e j , ei >

= lim
n−→+∞

< L ∗
n+1

e1
T P+L n+1

e1
e j , ei >

= lim
n−→+∞

< L ∗
n

e1
T P+L n+1

e1
e j+1, ei+1 >

= lim
n−→+∞

< Tn e j+1, ei+1 >

=< T∞e j+1, ei+1 >,

ce qui prouve que la matrice de l’opérateur T∞ dans la base orthonormée (en )n∈Z de L2(T)
est une matrice de laurent et donc , par le Théorème 1.2.3 l’opérateur T∞ est un opérateur

de laurent.
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Pour tout couple d’entiers positifs (k , j ) , on a :

< P+T∞e j , ek > =< T∞e j , ek >

= lim
n−→+∞

< L ∗
n

e1
T P+L n

e1
e j , ek >

= lim
n−→+∞

< T P+L n
e1

e j , L n
e1

ek >

= lim
n−→+∞

< T P+e j+n , ek+n >

= lim
n−→+∞

< T e j+n , ek+n >

=< T e j , ek > .

puisque l’ensemble des polynômes trigonométriques est dense dansH 2(T), on déduit du

calcul précédent que , pour toute fonction f dans H 2(T)

P+T∞ f = T f .

Grâce à la Remarque 1.4.3 on conclut que T est une compression à H 2(T) de l’opérateur de

laurent T∞ et donc T est un opérateur de Teoplitz.

Ce théorème montre que si la matrice d’un opérateur borné sur H 2 est une matrice de

Toeplitz alors necessairement cet opérateur est un opérateur de Toeplitz.

2.2 Opérateur de Toeplitz sur

l’espace de Bergman

On rappelle que L p
a (D) est un espace fermé dans L p (D). Alors la projection orthogonale

de L p (D) dans L p
a (D) est bien définie, et on la note encore P+

P+ : L p (D)→ L p
a (D)

f 7→ P+( f ).

Définition 2.4. Soitϕ une fonction bornée surD. On définit l’opérateur de Toeplitz à symbole

ϕ sur l’espace L 2
a (D) par

Tϕ : L 2
a (D)→ L 2

a (D) (2.2)

f 7→ P+(ϕ f ).
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En utilisant la représentation intégrale de P+, nous pouvons voir Tϕ comme un opérateur

intègrale donné par :

Tϕ f (z ) = P+(ϕ f )(z ) =



ϕ f , Kz

�

=

∫

D

ϕ(w ) f (w )
(1− z w )2

d A(w ),∀z ∈D.

De la définition on résume les propriétés suivantes

Proposition 2.5. [16]Soit ϕ,φ ∈ L∞(D)

1. Pour tous α,β ∈C, on a Tαϕ+βφ =αTϕ +βTφ.

2.




Tϕ






2
≤




ϕ






∞.

3. Tϕ est l’adjoint de Tϕ.

4. Tϕ = 0 si et seulement si ϕ = 0.

5. Siφ ∈H∞(D) alors TφTϕ = Tφϕ et TφTϕ = Tφϕ.

Démonstration. 1) Soit f ∈ L 2
a (D), on a

Tαϕ+βφ( f ) =

∫

D

(αϕ+βφ)(w ) f (w )
(1− z w )2

d A(w )

= α

∫

D

ϕ(w ) f (w )
(1− z w )2

d A(w ) +β

∫

D

φ(w ) f (w )
(1− z w )2

d A(w )

= αTϕ( f ) +βTφ( f ).

2) On a pour f ∈ L 2
a (D), alors





P+( f )




= f ,

i.e.

‖P+‖= 1,

et aussi




Tϕ( f )




=




P+(ϕ f )




≤ ‖P+‖




ϕ f




≤




ϕ






∞





 f




 ,

donc




Tϕ




≤




ϕ






∞.

3) Soient f , g ∈ L 2
a (D), on a




Tϕ f , g
�

=



P+(ϕ f ), g
�

=



ϕ f , P ∗+ (g )
�

=



ϕ f , P+(g )
�

=



ϕ f , g
�

=



f ,ϕg
�

=



P+( f ),ϕg
�

=



f , P ∗+ (ϕg )
�

=



f , Tϕg
�

.
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4) Si Tϕ est nul alors pour tous m et n dans N, on a




Tϕz n , z m
�

= 0⇔



Tϕz n , z m
�

=



P+(ϕz n ), z m
�

⇔



Tϕz n , z m
�

=



ϕz n , z m
�

⇔



Tϕz n , z m
�

=



ϕ, z n z m
�

,

mais la famille des polynômes en (z , z ) est dense dans L 2(D, d A) donc ϕ est orthogonale à

z n z m , c’est à dire ϕ est nulle.

5) Pour tout f ∈ L 2
a (D, d A),φ ∈H∞(D) vient de dire queφ f est holomorphe sur D etφ

étant bornée, ainsiφ f ∈ L 2
a (D, d A), alors Tφ( f ) = P+(φ f ) =φ f et

TϕTφ = Tϕ(φ f ) = P+(ϕφ f ) = Tφϕ( f ).

Par la même façon on peut montrer la deuxième partie.

La propriété de la proposition précedente nous a affirmé que si le symbole ϕ de l’opé-

rateur Tϕ est supposé borné comme dans la définition, l’opérateur Tϕ est lui aussi borné.

En réalité l’opérateur de Toeplitz Tϕ sur l’espace de Bergman L 2
a (D) peut ê tre borné sans

que son symbole le soit. Au contraire de l’opérateur de Toeplitz Tϕ sur l’espace de Hardy

qui est borné si et seulement si son symbole est borné. Une autre propriété est satisfaisante

pour Tϕ sur l’espace de Hardy et n’est pas dans l’espace de Bergman est la suivante (Tϕ est

compact si et seulement si ϕ est nul) .

Proposition 2.6. [15] Soit ϕ ∈ L∞(D, d A). Pour tout z ∈D on a

Tϕ(kz ) = (P+(ϕ ◦ϕz ) ◦ϕz )kz .

Définition 2.5. La transformée de Berezin de l’opérateur de Toeplitz Tϕ est d éfinie par

eTϕ(z ) =



Tϕkz , kz

�

=



ϕkz , kz

�

= eϕ(z ).

Ainsi, la transformée de Berezin de ϕ et de Tϕ co ïncidents.

2.3 Opérateur de Toeplitz à symbole

quasi homogène ou radial

Définition 2.6. φ ∈ L 1 est dite radiale si pour tout z ∈D

φ(z ) =φ(|z |)
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Définition 2.7. Soit m ∈Z. Une fonctionφ ∈ L∞(D, d A) est dite m quasi homogène s’il existe

ϕ ∈ L∞([0, 1]) telle que pour tout z = r e iθ de D, on a

φ(r e iθ ) = e i mθϕ(r ).

On dit alors queϕ est la partie radiale deφ et m le coefficient de quasi homogènéité deφ.

Dans ce cas, on dit que l’opérateur de Toeplitz Tφ est quasi homogène de degré m ou tout

simplement m-quasi homogène.

Et si m = 0, alorsφ est dite radiale, et Tφ s’appel opérateur radial.

Par exemple la fonction z n z m est quasihomogène de degré (n −m ). Sa partie radiale est

la fonction définie par ϕ(r ) = r (n−m ).

En outre les polynômes de la forme z m avec m ∈Zdenses dans L 2(D, d A), et pour tout m1 6=
m2 on a e i m1θL 2([0, 1] , r d r ) est orthogonale à e i m2θL 2([0, 1] , r d r ). On peut alors décomposer

L 2(D, d A) sous la forme

L 2(D, d A) = ⊗
m∈Z

e i mθL 2([0, 1] , r d r ). (2.3)

Ainsi, toute fonction f de L 2(D, d A) admet une dé composition sous la forme

f (z ) =
∑

m∈Z
e i mθ fm (r ), fm (r ) ∈ L 2([0, 1] , r d r ).

La décomposition de l’espace L 2(D, d A) sous la forme (2.3) nous mène à dire que beau-

coup de problèmes liées aux op érateurs de Toeplitz se ramènent aux études des opérateurs

de Toeplitz à symboles quasihomogènes ou radiaux. on cite par exemple les travaux de I.

Louhichi, E. Strouse et de L. Zakariasy [10], [11], [12].

Lemme 2.1. Soitφ un symbole m-quasihomogène borné, et soit la base orthonormale {en}n =
�p

n +1z n
	

n
de L 2

a (D, d A), alors

Tφen =

¨

0 si n +m < 0

cn (ϕ)en+m si non,

où

cn (ϕ) = 2
p

n +1
p

n +m +1

∫ 1

0

ϕ(r )r 2n+m+1d r,

telle que ϕ est la partie radial deφ.
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Démonstration. Il suffit de calculer



Tφen , ep

�

=



φen , ep

�

pour tous p , n ∈N,




Tφen , ep

�

=
p

n +1
p

p +1

∫

D
φ(z )z n z̄ p d A(z )

=
1

π

p

n +1
p

p +1

∫ 2π

0

∫ 1

0

e i mθϕ(r )r n e i nθ r p e −i pθ r d r dθ

=
1

π

p

n +1
p

p +1

∫ 2π

0

e i (m+n−p )θdθ

∫ 1

0

ϕ(r )r n+p+1 d r

=

¨

0, si m +n −p 6= 0

2
p

n +1
p

n +m +1
∫ 1

0
ϕ(r )r 2n+m+1d r, si m +n = p

= 2
p

n +1
p

n +m +1

�

∫ 1

0

ϕ(r )r 2n+m+1d r

�

δm+n ,p .

D’ou

Tφen =

¨

0, si m +n −p 6= 0
�

2
p

n +1
p

n +m +1
∫ 1

0
ϕ(r )r 2n+m+1d r

�

em+n , si m +n = p .

Soit maintenantϕ une fonction radiale telle queϕ ∈ L∞(D, d A) (i.e.ϕ ∈ L∞([0, 1])), alors

Tϕen =

¨

0, si n 6= p
�

2(n +1)
∫ 1

0
ϕ(r )r 2n+1d r

�

en , si n = p .

Et donc



Tϕen , en

�

= 2(n +1)

∫ 1

0

ϕ(r )r 2n+1d r.

On note encore

cn (ϕ) =



Tϕen , en

�

= 2(n +1)

∫ 1

0

ϕ(r )r 2n+1d r. (2.4)

Il est clair d’après (2.4) que si ϕ est radiale l’opérateur Tϕ est diagonal.

23



3

C
H

A
P

I
T

R
E

Polynomes Orthogonaux

3.1 Polynomes Orthogonaux

Les polynômes de Legendre constituent la suite la plus simple des polyn ômes ortho-

gonaux sur un intervalle donné [a , b ], de nombreux probl èmes font intervenir tout na-

turellement des suites de cette nature. Le th éorème de Weierstrass (voir [14], [9]) montre

que l’espace des fonctions polynômiales est dense dans l’espace de Hilbert L 2([a , b ], d x ).

Une famille orthogonale de polynômes
�

pn

	

n≥0
, avec pn de degré n , est alors une base

hilbertienne de L 2([a , b ], d x ).

Définition 3.1. Soit L 2([a , b ], d x ) l’espace de Hilbert de fonctions réelles dé finies sur l’en-

semble [a , b ], muni de produit scalaire noté 〈., .〉 , et w (x ) une fonction strictement positive et

intégrable sur cet intervalle. Une suite de polynômes
�

pn (x )
	

n=0,1,...
, est dite orthogonale par

rapport à la "fonction poids" w (x ), si




pn , pm

�

=

∫

Ω

w (x )pn (x )pm (x )d x = 0, ∀n 6=m .

Autrement dit, pour tout n



pn , pk

�

= 0, ∀k < n .

Considérons maintenant l’espace L 2[−1, 1] = L 2([−1, 1], d x ), muni du produit scalaire




f , g
�

L 2[−1,1]
=

∫ 1

−1

w (x ) f (x )g (x )d x .

Nous allons chercher des polynômes pn de degré n sur [−1,1], orthogonaux à tous les
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polynômes de de degré k inférieur à n . Alors pn est orthogonal à x k , ∀k < n , il en suit que

∫ 1

−1

pn (x )w (x )x
k d x = 0.

Par intégration par parties en posant f (n )(x ) = pn (x )w (x ), on obtient

f (n−1)(1) + (−1)k f (n−1)(−1)−k

∫ 1

−1

f (n−1)(x )x k−1d x = 0.

Il en suit que 1 et −1 sont des racines de f (n−1), ainsi f (n−1) s’écrit sous forme (1− x 2)w (x ).

De plus

pn (x )w (x ) =
�

(1− x 2)w (x )
�′
=−2x w (x ) + (1− x 2)w ′(x ),

alors

pn (x ) = (1− x 2)
w ′(x )
w (x )

−2x .

Pour n = 1, on a p1(x ) de degré 1, on résoud l’é quation

(1− x 2)
w ′(x )
w (x )

−2x = Ax +B ,

et on obtient la solution sous la forme

w (x ) =λ(1+ x )α(1− x )β ,

avec α,β , et λ des constantes arbitraires.

En posant p0(x ) =
µ
λ , on obtient

f (x ) =µw (x ) =µ(1+ x )α(1− x )β .

Cherchons maintenant pn (x ). Le calcul de la dérivée d’ordre n de f par la formule de

Leibniz donne

f (n )(x ) =µ
n
∑

k=0

�

n

k

�

�

d k

d x k
(1+ x )α

��

d n−k

d x n−k
(1− x )β

�

.

Remarquons qu’on ne peut mettre (1− x 2) et w (x ) en facteur de f (n )(x ) que si α et β

soient supérieurs à n , avec n un entier strictement positif.

Posons alors α= n +α′ et β = n +β ′; avec α′,β ′ ≥−1, on a

f (x ) = (1− x 2)n (1+ x )α
′
(1− x )β

′
= (1− x 2)n w (x ).
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Finalement, on obtient la formule de Rodrigues

pn (x ) =µ
1

w (x )
d n

d x n

�

(1− x 2)n w (x )
�

. (3.1)

3.2 Les Polynomes de Legendre

Définition 3.2. La suite des polynômes de Legendre notée {Pn (x )}n dans l’espace L 2([−1, 1], d x ),

est caractérisée par la formule de Rodrigues quand α′ =β ′ = 0, dans ce cas w (x ) = 1, µ= (−1)n

2n n ! .

Chaque polynôme s’é crit sous la forme

Pn (x ) =
(−1)n

2n n !

d n

d x n

�

(1− x 2)n
�

.

On peut aussi écrit Pn (x ) sous la forme

Pn (x ) =
1

2n n !

d n

d x n

�

(x 2−1)n
�

.

Nous donnons maintenant les premiers polynômes suivant le degré n = 0, 1, ...

P0(x ) = 1,

P1(x ) = x ,

P2(x ) =
1

2
(3x 2−1),

P3(x ) =
1

2
(5x 2−3x ), ...

On peut vérifier facilement que Pn (1) = 1, pour tout n .

Théorème 3.1. Pour tout entier n ≥ 0, on a ‖Pn‖2 = 2
2n+1 .

Démonstration. En utilisant la formule de Rodrigues 3.1 et par intégration par parties, on

obtient

∫ 1

−1

P 2
n (x )d x =

1

22n (n !)2

∫ 1

−1

d n

d x n

�

(x 2−1)n
� d n

d x n

�

(x 2−1)n
�

d x

=
(−1)n

22n (n !)2

∫ 1

−1

(x 2−1)n
d 2n

d x 2n

�

(x 2−1)n
�

d x ,

la dérivée d’ordre 2n de (x 2−1)n est (2n )! car (x 2−1)n est de degré 2n . Alors,

∫ 1

−1

P 2
n (x )d x =

(−1)n (2n )!
22n (n !)2

∫ 1

−1

(x 2−1)n d x .
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En faisant le changement de variable s = 1+x
2 , et on obtient le ré sultat

‖Pn‖2 =

∫ 1

−1

P 2
n (x )d x =

(−1)n (2n )!
22n (n !)2

∫ 1

−1

(s −1)n s n d s

=
(−1)n (2n )!

22n (n !)2
(n !)2

(2n +1)!

=
2

2n +1
.

Comme on a 〈Pn , Pm 〉L 2[−1,1] = 0, pour tout n 6=m , alors

〈Pn , Pm 〉L 2[−1,1] =

∫ 1

−1

Pn (x )Pm (x )d x =
2

2n +1
δnm , (3.2)

où δnm est le symbole de Kronecker

δn ,m =

¨

1 si n =m

0 si n 6=m .
(3.3)

L’équation 3.2 montre que les polynômes {pn}n≥0

pn (x ) =

√

√ 2

2n +1
Pn (x )

forment une base orthonormée de L 2([−1, 1] , d x ).

Le théorème suivant est une conséquence immédiate du thé orème d’approximation de

Weierstras (voir [14], [9]), qui affirme que l’ensemble des polynômes définis sur [−1, 1] est

dense dans C ([−1, 1]). Et est aussi dense dans L 2([−1, 1] , d x ).

Théorème 3.2. La famille des polynômes de Legendre {Pn}n≥0 est une base orthogonale de

l’espace L 2([−1, 1] , d x ). Toute fonction f de L 2([−1, 1] , d x ) se développe de façon unique sous

la forme

f =
∞
∑

n=0

cn ( f )Pn ,

avec

cn ( f ) =
2n +1

2




f , Pn

�

L 2[−1,1]
,

où la convergence de la série a lieu en moyenne quadratique

lim
N→∞
















f −
N
∑

n=0

cn ( f )Pn
















= 0.

Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt (voir [7, Ch. 3]) permet de construire à

partir de la base canonique {x n}n≥0 de l’ensemble des polynômes, une famille orthogonale
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de polynômes {pn}n≥0. Ces polynômes vé rifient la relation de récurrence suivante

αn pn+1(x ) = (x −βn )pn (x )−γn pn−1(x ).

Pour montrer ce résultat on remarque que x pn (x ) est un polynôme de degré n + 1 et

admet donc un développement sous la forme

x pn (x ) =
n+1
∑

k=0

an , j pj (x ),

avec

an , j





pj







2
=




x pn , pj

�

=



pn , x pj

�

= a j ,n





pn







2
,

alors an , j = 0, pour j < n −1. En posant an ,n+1 =αn , an ,n =βn et an ,n−1 = γn , nous obtenons

x pn (x ) =αn pn+1(x ) +βn pn (x ) +γn pn−1(x ). (3.4)

d’où le résultat.

En examinant ce résultat pour les polynômes de Legendre en faisant x = 1, on obtient

βn = 0, etαn+γn = 1, et par simple comparaison des termes des deux membres de l’équation

(3.4) on trouve

αn =
n +1

2n +1
, γn =

n

2n +1
.

On obtien la relation de récurrence pour les polynômes de Legendre

(n +1)Pn+1(x ) = (2n +1)x Pn (x )−nPn−1(x ), n ≥ 1. (3.5)

Nous avons aussi pour les dérivés P ′n (x ) (voir [7, Sect. 10.10])

P ′n+1(x ) =
∑

k≥0, n−2k≥0

2

||Pn−2k ||2
Pn−2k (x ) (3.6)

=
∑

k≥0, n−2k≥0

(2(n −2k ) +1)Pn−2k (x ).

Il est important de mentionner que les systèmes {x n}n≥0 et {Pn (x )}n≥0 peuvent être

recalculés l’un en termes de l’autre, de manière simple.

Soit E (x ) la partie entière de x ∈R, et soit m !! le factoriel impair (ou pair), i.e. ,

(2m +1)!!= (2m +1)(2m −1) . . . 1, (2m )!!= (2m )(2m −2) . . . 2.
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Proposition 3.3. [7, Sect. 10.10] On a

Pn (x ) =
1

2n

E (n/2)
∑

k=0

(−1)k
�

n

k

��

2n −2k

n

�

x n−2k , (3.7)

et

Pn (x ) =
1

2n

n
∑

k=0

�

n

k

�2

(x −1)n−k (x +1)k . (3.8)

Il est assez remarquable que ces formules puissent être inversées explicitement. Malgré

sa forme élégante, nous n’avons pas pu trouver ce résultat dans la littérature, et pour cette

raison nous pr éférons en apporter la preuve ; voir aussi une brève note Hui [8] et Schmied

[?] sur cette question.

Proposition 3.4. [8] Pour n ≥ 1, on a

x n =
∑

k=n ,n−2,...

(2k +1)n !

2(n−k )/2((n −k )/2)!(k +n +1)!!
Pk (x ). (3.9)

Démonstration. La relation (3.9) donne évidemment P0(x ) = 1 et P1(x ) = x . Par récurrence,

nous supposons que la formule (3.9) est vrai. Nous voulons montrer que

x n+1 =
∑

k=n+1,n−1,...

(2k +1)(n +1)!
2(n+1−k )/2((n +1−k )/2)!(k +n +2)!!

Pk (x ).

Rappelant (3.5), on voit que

x Pk (x ) =
k

2k +1
Pk−1(x ) +

k +1

2k +1
Pk+1(x ).
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Écrivons x n+1 = x (x n ) et remplaçons x n ci-dessus ; par sa valeur de (3.9), on obtient

x n+1 =
∑

k=n ,n−2,...

(2k +1)n !

2(n−k )/2((n −k )/2)!(k +n +1)!!
x Pk (x )

=
∑

k=n ,n−2,...

(2k +1)n !

2(n−k )/2((n −k )/2)!(k +n +1)!!
k +1

2k +1
(Pk+1(x )

+
k

2k +1
Pk−1(x ))

=
∑

k=n+1,n−1,...

k n !(k +n +2)
2(n+1−k )/2((n +1−k )/2)!(k +n +2)!!

Pk (x )

+
∑

k=n−1,n−3,...

(k +1)n !(n +1−k )
2(n−1−k )/2((n +1−k )/2)!(k +n +2)!!

Pk (x )

=
(n +1)n !(2n +3)
(2n +3)!!

Pn+1

+
∑

k=n−1,n−3,...

(2k +1)(n +1)!
2(n−1−k )/2((n +1−k )/2)!(k +n +2)!!

Pk (x ).

après une série de transformations élémentaires. La proposition est prouvée.

Pour la suite, il sera utile de spécifier la formule de la proposition ci-dessus au cas où n

est pair et impair. Autrement dit, pour n = 2m , nous avons

x 2m =
m
∑

k=0

(4k +1)(2m )!
2m−k (m −k )!(2k +2m +1)!!

P2k (x )

=
m
∑

k=0

(4k +1)(2m )!
(2m −2k )!!(2k +2m +1)!!

P2k (x )

=
m
∑

k=0

b2m ,2k P2k (x ),

où

b2m ,2k =
(4k +1)(2m )!

(2m −2k )!!(2k +2m +1)!!
, k = 0, ..., m .

De même, pour n = 2m +1,

x 2m+1 =
m
∑

k=0

(4k +3)(2m +1)!
2m−k (m −k )!(2k +2m +3)!!

P2k+1(x )

=
m
∑

k=0

(4k +3)(2m +1)!
(2m −2k )!!(2k +2m +3)!!

P2k+1(x )

=
m
∑

k=0

b2m+1,2k+1P2k+1(x ),
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où

b2m+1,2k+1 =
(4k +3)(2m +1)!

(2m −2k )!!(2k +2m +3)!!
, k = 0, ..., m .

3.3 Lien entre les Polynomes de Legendre

et l’opérateur de Toeplitz

Nous allons dans cette section faire le lien entre l’opérateur de Topelitz radial et les

Polynômes de Legendre

Avant de donner la construction, nous faisons quelques réductions. Tout d’abord, rappe-

lant la formule (2.4), on fait le changement de variable x =
p

s et on définitψ(s ) =ϕ(
p

s ),

donc

Cn (ψ) := cn (ϕ) = 2(n +1)

∫ 1

0

ϕ(x )x 2n+1 d x = (n +1)

∫ 1

0

ψ(s )s n d s . (3.10)

Nous acceptons la notation de la relation ci-dessus pour le reste.

Deuxièmement, nous souhaitons représenter la fonctionψ comme une série de poly-

nômes de Legendre sur [−1,1]. Le redimensionnement des polynômes {Pn} à l’intervalle

[−1,1] conduit à des relations lourdes; pour garder les formules avec lesquelles nous tra-

vaillons raisonnablement simples, nous préférons étendre la fonctionψ sur [−1, 1] de ma-

nière appropriée.

Pour une fonctionψ ∈ L p [0, 1], p ≥ 1, On pose

ψe (s ) =

¨

ψ(x ), x ≥ 0,

ψ(−x ), x < 0,
ψo (s ) =

¨

ψ(x ), x ≥ 0,

−ψ(−x ), x < 0.

Bien sûr, nous avons ψ = ψe +ψo sur [−1,1], où ψ est étendu de zéro à [−1,0), et

||ψe ||
p
L p [−1,1] = ||ψo ||

p
L p [−1,1] = 2||ψ||pL p [0,1]. il s’ensuit que

Cn (ψ) = (n +1)

∫ 1

0

ψ(s )s n d s =
(n +1)

2

∫ 1

−1

ψe (s )s
n d s =: Cn (ψe )

pour n pair et Cn (ψe ) = 0 pour n impair. De même,

Cn (ψ) = (n +1)

∫ 1

0

ψ(s )s n d s =
(n +1)

2

∫ 1

−1

ψo (s )s
n d s =: Cn (ψo )

pour n impair et Cn (ψo ) = 0 pour n pair. En particulier, Cn (ψ) = Cn (ψe ) pour n pair, et

Cn (ψ) =Cn (ψo ) pour n impair.
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Supposons maintenant queψ(s ) =
∑N

k=0 ak Pk (s ) sur [−1, 1]. Alors, on a pour m = 2n pair

C2n (ψ) =
(2n +1)

2

∫ 1

−1

ψe (x )x
2n d x (3.11)

=
(2n +1)

2

∫ 1

−1

 

N
∑

j=0

a j Pj (x )

!

�

n
∑

k=0

b2n ,2k P2k (x )

�

d x

=
(2n +1)

2

∫ 1

−1

E (N /2)
∑

j=0

n
∑

k=0

b2n ,2k a2 j P2 j (x )P2k (x )d x

=
min{n ,E (N /2)}

∑

k=0

�

2n +1

4k +1
b2n ,2k

�

a2k =:
min{n ,E (N /2)}

∑

k=0

d2n ,2k a2k ,

où

d2n ,2k =
(2n +1)!

(2n −2k )!!(2n +2k +1)!!
. (3.12)

Pour m = 2n +1 impair, on obtient

C2n+1(ψ) =
(2n +2)

2

∫ 1

−1

ψo (x )x
2n+1 d x (3.13)

=
(2n +2)

2

∫ 1

−1

 

N
∑

j=0

a j Pj (x )

!

�

n
∑

k=0

b2n+1,2k+1P2k+1(x )

�

d x

=
(2n +2)

2

∫ 1

−1

E (N /2)
∑

j=0

n
∑

k=0

b2n+1,2k+1a2 j+1P2 j+1(x )P2k+1(x )d x

=
min{n ,[N /2]}

∑

k=0

�

2n +2

4k +3
b2n+1,2k+1

�

a2k+1 =:
min{n ,E (N /2)}

∑

k=0

d2n+1,2k+1a2k+1,

où

d2n+1,2k+1 =
(2n +2)!

(2n −2k )!!(2n +2k +3)!!
.
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