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RÉSUMÉ

Tout polynôme peut s'écrire comme un produit de facteurs linéaires. L'analogie de ceci dans

les fonctions entières est le théorème de factorisation de Weierstrass sur la représentation des

fonctions entières par des produits in�nis.

Ce théorème est à la base de l'étude de la relation entre la croissance d'une fonction entière

et la distributions de ses zéros dans le plan complexe.

Mots clés : Fonction entière, ordre, type, factorisation de Weierstrass
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ABSTRACT

Any polynomial can be written as a product of leniar factors. The analogy of this in entire

function is Weierstrass factorization theorem on the representation of entire functions by

in�nite products. This theorem is the basis for studying the relationship between the growth

of entire function and the distribution of its zeros in the complex plane.

Key words : entire function, order, type, Weierstrass factorization.
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NOTATIONS

1. C : Le corps des nombres complexes.

2. Rf : La partie réelle de la fonction f .

3. Imf : La partie imaginaire de la fonction f .

4. Mf (r) = max|z|=r|f(z)| : Le module maximum de f(z) sur le cercle de rayon r.

5. ρ(f) : L'ordre de la fonction f .

6. σ(f) : Le type de la fonction f .

7. n(r) : La fonction de comptage (le nombre de zéros de f(z) sur le disque |z| < r).

8. τ : L'exposant de convergence.
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INTRODUCTION

Une fonction entière est une fonction à valeurs complexes qui dé�nie sur tout le plan complexe,

de sorte qu'elle a une dérivée complexe en chaque point (holomorphe) c'est-à-dire, pour chaque

nombre complexe z0 la limite

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

existe.

Des exemples courants des fonctions entières incluent les polynômes, ez, sin z, cos z, et leurs

compositions, sommes et produits .

D'après le théorème fondamental de l'algèbre chaque polynôme P (z) de degré n a coe�cients

complexes peut être écrit sous la forme

P (z) = a(z − z1)(z − z2)...(z − zn)

ou z1, z2, .., zn sont les racines de P (z) et a est une constante non nulle.

Le théorème de factorisation de Weierstrass vous indique comment étendre ce résultat à des

fonctions entières, qui peuvent avoir une in�nité de racines .

En utilisant des polynômes pour la motivation, on pourrait penser que toute fonction entière

f(z) peut être écrite sous la forme :

f(z) = a

∞∏
k=0

(z − zk)
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ou les zk sont les racines de f(z), (il peut y en avoir une in�nité, en général) et a une constante

non nulle. Cependant, c'est certainement faux, car ez n'a pas de zéros dans le plan complexe,

et il n'est certainement pas constante. En fait, pour toute fonction entière non constant g(z),

eg(z) n'aura pas de zéros dans le plan complexe et ne sera pas constante.

Donc, au minimum, nous devrions changer notre décomposition proposée en

f(z) = eg(z)
∏
k

(z − zk)

Cependant, c'est toujours faux.

Le problème est que si le produit est in�ni, il ne convergera pas. Nous devons donc trouver

des belles fonctions standard qui ont les zéros souhaités, mais lorsque nous en multiplions un

nombre in�ni, nous obtenons toujours quelque chose qui converge vers un nombre complexe.

Nous appelons ces fonctions les facteurs élémentaires, et nous les dé�nissons comme suit :

En(z) =

1− z si n = 0

(1− z)ez+
z2

2
+ z3

3
+...+ zn

n si n > 0

Le théorème de factorisation de Weierstrass vous dit que pour toute fonction entière f(z)

avec :

1. une racine de multiplicité m à z = 0 (nous autorisons m = 0, s'il n'y a pas de racine ).

2. racines non nulles z1, z2, z3, ...

Il existe une fonction entière g(z) et des entières positifs ki tels que

f(z) = zmeg(z)
∏
i

Eki

(
z

zi

)

Ce mémoire se compose de deux chapitres :

Dans le premier chapitre nous introduisons le matériel de base nécessaire pour les fonctions

holomorphes et en particulier les fonctions entières.

Le deuxième chapitre est consacré à la croissance des fonctions entières, après avoir introduit

l'ordre et le type d'une fonction entière, et ses zéros, en donne la formule de Jensen et la

relation entre la croissance d'une fonction entière et ses zéros.
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CHAPITRE 1

RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES ET

MATÉRIELS

1.1 Fonctions holomorphes

Dé�nition 1.1.1 (Limites) Soit f est une fonction à valeurs complexes dé�nie dans un

voisinage de z0 ∈ C, z0 exclu, la dé�nition habituelle donne

lim
z→zo

f = L ⇔ ∀ϵ > 0,∃α > 0, t.q 0 < |z − z0| < α ⇒ |f(z)− L| < ϵ.

Dé�nition 1.1.2 (Continuité) On a

f continue au point z0 ⇔ lim
z→z0

f(z) = f(z0).
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Dé�nition 1.1.3 (Dérivation) Soit f dé�nie dans un ouvert Ω de C contenant z0, on a

f dérivable au point z0 ⇔ lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
= f ′(z0).

Dé�nition 1.1.4 (Fonction holomorphe)

f holomorphe dans Ω ouvert de C ⇔ f dérivable en tout point de Ω.

Théorème 1.1.1 (Équations de Cauchy-Riemann) Soit f une fonction complexe dé�nie

sur un ouvert Ω de C telle que P = ℜf et Q = Imf. Alors f est holomorphe sur Ω si et

seulement si P et Q de classe C1 dans Ω et

∂P

∂x
=

∂Q

∂y
,

∂Q

∂x
= −∂P

∂y
.

Théorème 1.1.2 Si f est holomorphe dans un ouvert Ω alors P = Ref et Q = Imf sont

des fonctions harmoniques dans Ω (c'est-a-dire sont de classe C2 et véri�ent l'équation de

Laplace △u = ∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2

= 0 dans Ω.)

Théorème 1.1.3 (Théorème de Cauchy) Soit f une fonction holomorphe dans un ou-

vert Ω et Γ une courbe fermée simple orientée incluse dans Ω ainsi que son intérieur, alors∫
Γ
f(z)dz = 0.

Théorème 1.1.4 (Formule de Cauchy) Soit f une fonction holomorphe dans un domaine

D contenant une courbe simple fermée Γ dont l'intérieur ∆ est inclus dans D alors, pour tout

point a de ∆, on a

f(a) =
1

2iπ

∫
Γ

f(z)

z − a
dz

12



Théorème 1.1.5 Si f est holomorphe dans un domaine D contenant une courbe fermée

simple Γ dont l'intérieur ∆ est inclus dans D, ses dérivées successives en un point a de ∆ sont

données par

f (n)(a) =
n!

2iπ

∫
Γ

f(z)

(z − a)n+1
dz

Théorème 1.1.6 (Développement en série de Taylor) Toute fonction holomorphe dans

un domaineD est développable en série entière autour de tout point z0 deD, le développement

étant convergent dans le plus grand disque centré en z0 et inclus dans D. Les coe�cients an

du développement sont donnés par la formule

an =
1

2iπ

∫
Γ

f(u)

(u− z0)n+1
du

Théorème 1.1.7 (Inégalités de Cauchy) Soit f une fonction holomorphe dans un domaine

contenant l'origine,M(r) le maximum de |f | sur le cercle |z| = r inclus dans D, alors, ∀n ∈ N,

on a rn|an| ⩽ M(r), où an = f (n)(0)
n!

.

Théorème 1.1.8 (Principe du maximum) Si f est holomorphe dans un domaine D et

sur sa frontière et n'est pas constante, le maximum de son module dans le domaine et sur sa

frontière est atteint en un point de la frontière.

Dé�nition 1.1.5 (Fonction entière) Une fonction holomorphe dans tout le plan complexe

est dite une fonction entière.

Proposition 1.1.1 L'ensemble des fonctions entières est identique à celui des séries entières

dont le rayon de convergence est in�ni.
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Théorème 1.1.9 (Théorème de Cauchy-Hadamard) Le rayon de convergence R d'une

série entière à coe�cients complexes
∑∞

n=0 anz
n est donné par :

1

R
= lim sup

n→∞
|an|1/n.

Théorème 1.1.10 (Théorème fondamental de l'algèbre) Tout polynôme P de degré

supérieur ou égale à 1 à coe�cients dans le corps C des nombres complexes a au moins une

racine dans C.

Théorème 1.1.11 (Théorème de Liouville) Si f est une fonction dé�nie et holomorphe

sur tout le plan complexe, alors f est constante dès lors qu'elle est bornée.

1.1.1 Points singuliers isolés.

Étudions les points en lesquels est violée l'holomorphie des fonctions. Commençons par les

plus élémentaires de ces points.

Dé�nition 1.1.6 On dit qu'un point z0 ∈ C est un point singulier isolé d'une fonction f s'il

existe un voisinage pointé de z0 (i.e. un ensemble {0 < |z − z0| < r} si z0 est �ni ou un

ensemble {R < |z| < ∞} si z0 = ∞) dans lequel f est holomorphe.

On distingue trois types de points singuliers selon le comportement de f lorsque z tend vers

un tel point.

Dé�nition 1.1.7 On dit qu'un point singulier z0 d'une fonction f est

1. arti�ciel ou éliminable si limz−→z0 |f(z)| = A < +∞;

2. un pôle si limz−→z0 |f(z)| = +∞;

3. essentiel si f ne possède ni une limite �nie, ni une limite in�nie lorsque z −→ z0.
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Exemple 1.1.1 Le point z = 0 est un point singulier éliminable pour la fonction sin z
z

ceci

découle du fait que pour z ̸= 0 on a le développement suivant :

sin z

z
= 1− z2

3!
+

z4

5!
− ...,

d'où il s'ensuit que limz−→0
sin z
z

= 1.

Exemple 1.1.2 Les fonctions f(z) = 1
zn

, où n > 0 est un entier, présentent un pôle au

point z = 0.

Exemple 1.1.3 Le point z = 0 est un point singulier essentiel de la fonction f(z) = e
1
z , car

lorsque, par exemple, z = x tend vers 0 suivant l'axe réel, les limites à droite et à gauche

sont distinctes (la limite à droite est égale à l'in�ni, la limite à gauche, à 0) ; la fonction

e
1
z = cos 1

y
− i sin 1

y
, n'admet pas de limite lorsque z = iy tend vers 0 suivant l'axe imaginaire.

Remarque 1.1.1 Il peut de toute évidence exister des points singuliers non isolés. Par exemple,

la fonction 1
sin π

z
présente des pôles en z = 1

n
(n = ±1,±2, ...), donc z = 0 est un point singulier

non isolé qui est un point d'accumulation des pôles.

Exemple 1.1.4 La fonction

f(z) =
+∞∑
n=0

z2
n

= 1 + z2 + z4 + z8 + ... (1.1.1)

présente des points singuliers de nature plus compliquée. D'après la formule de Cauchy-

Hadamard, la série (1.1.1) converge dans le disque {z : |z| < 1} et par suite la fonction

f est holomorphe dans ce disque. Elle tend vers l'in�ni lorsque z tend vers 1 suivant l'axe réel,

donc le point z = 1 est un point singulier de f . Or

f(z2) = 1 + z4 + z8 + ... = f(z)− z2,

donc f(z) = z2 + f(z2) tend aussi vers l'in�ni lorsque z tend vers −1 suivant un rayon du

disque. De façon analogue, f(z) = z2 + z4 + f(z4), donc f → +∞ lorsque z → ±i suivant

un rayon du disque. D'une façon générale,

f(z) = z2 + ...+ z2
n

+ f(z2
n

),

15



pour tout n naturel, donc f → +∞ lorsque z tend suivant un rayon vers tout point � dyadique

� z = ek.
2πi
2n , (k = 0, 1, ..., 2n−1) du cercle. L'ensemble des points � dyadiques � étant partout

dense sur le cercle {z : |z| = 1}, tout point de ce dernier est un point singulier de f . Donc f

possède toute une ligne composée de points singuliers non isolés (une ligne singulière.)

Théorème 1.1.12 ( Laurent.) Soient D ⊆ C un domaine contenant la couronne Cz0(r, R)

(centre zo, rayons r et R, avec 0 < r < R) et f : D → C une fonction holomorphe. Alors

f(z) =
+∞∑
−∞

an(z − z0)
n, r < |z − z0| < R (1.1.2)

où

an =
1

2πi

∫
Cρ

f(ζ)

(ζ − z0)k+1
dζ, (1.1.3)

Cρ désignant le cercle de centre z0 et de rayon ρ(r < ρ < R) parcouru dans le sens positif.

Dé�nition 1.1.8 La série (1.1.2) dont les coe�cients sont dé�nis par les formules (1.1.3)

s'appelle série de Laurent de la fonction f dans la couronne Cz0(r, R). L'ensemble des puis-

sances positives s'appelle partie régulière de cette série, celui des puissances négatives, partie

principale .

La nature d'un point singulier isolé z = z0 est étroitement liée à celle de la série de Laurent

de la fonction dans un voisinage pointé de z0 (nous dirons plus brièvement série de Laurent

au voisinage de a). Pour les points �nis z0 ce lien est exprimé par les trois théorèmes suivants.

Théorème 1.1.13 Un point singulier isolé z0 ∈ C d'une fonction f est éliminable si et

seulement si la série de Laurent de f au voisinage de z0 ne contient pas la partie principale :

f(z) =
+∞∑
n=0

an(z − z0)
n (1.1.4)

Remarque 1.1.2 En prolongeant f par continuité au point z0, i.e. en posant f(z0) =

limz→z0 f(z), on obtient une fonction holomorphe en z0 (c'est-à-dire z → z0 on élimine

la singularité en z0). Ceci justi�e le terme de � point éliminable �. Nous conviendrons dans la

suite que ces points sont réguliers et non pas singuliers pour la fonction étudiée.

Théorème 1.1.14 Un point singulier isolé a ∈ C d'une fonction f est un pôle si et seulement

si la partie principale de la série de f dans un voisinage pointé de z0 ne contient qu'un nombre
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�ni de termes non nuls :

f(z) =
+∞∑

n=−m

an(z − z0)
n, m > 0. (1.1.5)

Théorème 1.1.15 Un point singulier isolé z0 d'une fonction f est essentiel si et seulement

si la partie principale de la série de Laurent de f dans un voisinage pointé de z0 contient une

in�nité de termes non nuls.

Remarque 1.1.3 Ce théorème est en fait déjà contenu dans les théorèmes 1.1.13 et 1.1.14

(si la partie principale contient une in�nité de termes, le point z0 ne peut être ni éliminable,

ni un pôle, si z0 est un point singulier essentiel, la partie principale ne peut ni pas exister, ni

contenir un nombre �ni de termes).

1.2 Fonctions entières

1.2.1 Dé�nitions de base

Dans ce qui suit f(z) =
∑∞

k=0 akz
k désigne une fonction entière transcendante c'est-à-dire

ayant un nombre in�ni de coe�cients ak non nuls.

Dé�nition 1.2.1 (Le module maximal) Soit f une fonction entière. et soit r > 0. On

dé�nit le module maximal sur le cercle |z| = r, par

M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r}. (1.2.1)

Remarque 1.2.1 D'après le principe du maximum, nous avons

M(r, f) = max{|f(z)| : |z| ⩽ r}.

De plus M(r, f) est une fonction strictement croissante si f est non constante.

17



Exemple 1.2.1

M(r, cos z) = max
|z|⩽r

| cos z|

Puisque

cos z = 1− z2

2!
+ ..., |z| < ∞,

alors

| cos z| ⩽ 1 +
|z|2

2!
+

|z|4

4!
+ ....

Donc

| cos z| ⩽ 1 +
r2

2!
+

r4

4!
+ ... = cosh r.

Par suite

| cos z| ⩽ er + e−r

2
, |z| ⩽ r.

En remarquant que

cos ir =
er + e−r

2

On déduit que

M(r, cos z) =
er + e−r

2
.

De même

M(r, sin z) =
er − e−r

2
, M(r, ez) = er.

Dé�nition 1.2.2 (Ordre) L'ordre ρ d'une fonction entière f(z) non identiquement nulle, est

dé�ni par

ρ = lim sup
r→∞

log logM(r, f)

log logM(r, ez)
= lim sup

r→∞

log logM(r, f)

log r
,

Exemple 1.2.2 Si f(z) = cos z on a

M(r, cos z) =
er + e−r

2
= er

1 + e−2r

2

Comme

log logM(r, cos z)

log r
=

log
∣∣∣r(1 + r−1

(
log 1+e−2r

2

))∣∣∣
log r

,

18



il vient que

ρ = lim sup
r→∞

(
1 +

log
(
1 + r−1

(
log 1+e−2r

2

))
log r

)
= 1,
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CHAPITRE 2

CROISSANCE DES FONCTIONS

ENTIÈRES

Une fonction entière est une fonction d'une variable complexe. Il a une représentation de la

série de Taylor qui a une rayon in�ni de convergence

Il existe trois façon di�érentes d'une fonction entière f(z) peut se comporter à l'in�ni.

1. f(z) peut avoir un point d'holomorphie à l'in�ni, dans ce cas f(z) est une constante

(théorème de Liouville) f = C

2. f(z) peut avoir un pôle d'ordre supérieure ou égale à un à l'in�ni, puis f(z) se réduit à

un polynôme f(z) =
∑K

k=1 akz
k.

3. f(z) peut avoir une singularité essentiel à l'in�ni puis f(z) serait une fonction entière

transcendante.

f(z) =
∞∑
k=0

akz
k (2.0.1)

Désormais, nous serons concerné principalement avec le troisième type de fonction entière et

l'étude de leur croissance à mesure que z su�samment quand puisque les fonctions entière

peuvent être exprimées en série de Taylor convergente, elles possédant des propriétés similaires

20



à celles des polynômes.

Le taux de croissance d'un polynôme P (z) = anz
n + ...+ a0 lorsque z → ∞ dépend de degré

du polynôme et donc du nombre de racines du polynômes.

Comme nous le verrons plus loin, l'idée de la relation entre la croissance d'un polynôme et le

nombre de zéros qu'elle possède à une généralisation dans l'étude de la croissance des fonctions

entière transcendantes,

Il est nécessaire d'introduire un taux de croissance pour caractériser la croissance d'une fonction

entière.

A cette �n, nous dé�nissons la fonction de module maximum pour une fonction entière

Mf (r) = max
|z|=r

|f(z)|

2.1 L'ordre et le type d'une fonction entière

2.1.1 L'ordre d'une fonction entière

Une fonction entière f(z) est d'ordre �ni si il existe µ > 0 tel que pour r su�samment grande

(r > R),

Mf (r) < exp(rµ) (2.1.1)

Le plus grande limite inférieure de ces µ, pour lequel 2.1.1 est valable, est appelé l'ordre de

la fonction entière fonction f(z), et est désignée par ρ, i.e. ρ = inf µ ≥ 0. Si 2.1.1 n'est pas

satisfaite pour toute valeur �nie de µ, nous dirons que f(z) a un ordre in�ni (ρ = ∞).

Théorème 2.1.1 L'ordre d'une fonction entière est calculé par la formule suivante

ρ = lim
ln lnMf (r)

ln r
(2.1.2)

Preuve. Par dé�nition d'ordre ρ, pour chaque ε > 0 on a l'inégalité

Mf (r) < exp(rρ+ε) (2.1.3)

ln lnMf (r) < ln ln exp(rρ+ε)

21



ln lnMf (r)

ln r
<

ln ln exp(rρ+ε)

ln r

Il existe rn → ∞ lorsque n → ∞ tel que :

Mf (rn) > exp(rρ−ε
n ) (2.1.4)

ln lnMf (rn) > ln ln exp(rρ+ε
n )

ln lnMf (rn)

ln rn
>

ln ln exp(rρ+ε
n )

ln rn

ln lnMf (r)

ln r
< ρ+ ε, r > Rε, ρ− ε <

ln lnMf (rn)

ln(rn)
(2.1.5)

comme ε est arbitraire nous arrivons donc à 2.1.2

Remarque 2.1.1 La formule 2.1.2 peut être utilisée pour la dé�nition de l'ordre d'une fonc-

tion entière f(z).

Remarque 2.1.2 D'après que 2.1.4 et 2.1.5

|f(z)| < exp(|z|ρ+ε), r > R(z), |f(zn)| > exp(|zn|ρ−ε) (2.1.6)

où zn → ∞ (zn dépend de f et ε), et ε > 0 est arbitraire.

Exemple 2.1.1 Soit f(z) = ez. Clairement, |ez| ≤ ez.De plus, pour z = r, nous avons

l'égalité. Donc, Mf(r) = er. En utilisant (2.1.2), nous trouvons ρ = 1. De façon analogue,

on peut véri�er que la fonction f(z) = exp(zm) est d'ordre ρ = m.

ln lnMf (r) = ln ln er

ln lnMf (r)

ln r
=

ln ln er

ln r

ln lnMf (r)

ln r
= 1

Exemple 2.1.2 Soit f(z) = ee
z
. alors Mf (r) = ee

r
, et par conséquent, cette fonction entière

est d'ordre in�ni : ρ = ∞.

ln lnMf (r) = ln ln ee
r
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ln lnMf (r)

ln r
=

ln ln ee
r

ln r

ln lnMf (r)

ln r
=

r

ln r

2.1.2 Le type d'une fonction entière.

Soit la fonction entière f(z) d'ordre ρ (0 < ρ < ∞). Nous dirons que f(z) est de type �ni

(par rapport à l'ordre ρ) s'il existe un α > 0 tel que

Mf (r) < exp(αrρ), r > R (2.1.7)

La plus grande limite inférieure des valeurs de α, pour lesquelles (2.1.7) est satisfaite, est

appelée le type de la fonction entière f(z) et est notée σ. Si (2.1.7) n'est pas satisfaite pour

toute valeur �nie de ρ nous dirons que f(z) est de type in�ni par rapport à l'ordre ρ et nous

écrirons σ = ∞.

Théorème 2.1.2 Le type d'une fonction entière f(z) d'ordre ρ est calculé par la formule

suivante

σ = lim
r→∞

lnMf (r)

rρ
(2.1.8)

Preuve. Nous avons

Mf (r) < exp((σ + ε)rρ), r > R(ε), Mf (r) > exp((σ − ε)rρn), rn ↑ ∞

(2.1.9)

De (2.1.9), nous dérivons (2.1.8).

Remarque 2.1.3 La formule (2.1.8) peut être utilisée pour la dé�nition du type d'une fonc-

tion entière f(z).

Remarque 2.1.4 De l'inégalité (2.1.9) pour σ < ∞, il résulte que

|f(z)| < exp((σ + ε)|z|ρ), |z| > R(ε), |f(zn)| > exp((σ − ε)|zn|ρ), (2.1.10)
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où zn est une suite qui dépend de f et ε > 0.

Exemple 2.1.3 Soit

f(z) = sin z =
eiz − e−iz

2i
(2.1.11)

ρ(f) = 1, σ(f) = 1

. On a :

sin(x+ iy) = sinx cos iy + cosx sin iy

sin(x+ iy) = sinx cosh y + i cosx sinh y

Alors :

|sin z| =
√

(sinx cosh y)2 + (cosx sinh y)2

=

√
sin2 x(1 + sinh2 y) + cos2 x sinh2 y

=

√
sinh2 y + sin2 x

Donc :

|sinh y| =
√

sinh2 y ≤ |sinh y| ≤
√
sinh2 y + 1 = cosh y

et on a

sinh r ≤ max
|z|=r

|sin z| ≤ cosh r

er − 1

2
<

er − e−r

2
≤ M(r, f) = max

|z|=r
|sin z| ≤ er + e−r

2
<

er + 1

2

Donc :

ρ(f) = 1, et σ(f) = 1

.
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2.1.3 Détermination l'ordre et le type à partir des coe�cients d'expansion de la

série de puissances.

L'ordre et le type d'une fonction entière peuvent être déterminés à partir de les coe�cients de

la série 2.0.1. Plus précisément, le théorème suivant est valable.

Théorème 2.1.3 (Lindelof, Pringsheim)

1. L'ordre ρ de la fonction entière f(z) est déterminé par la formule

ρ = lim
n→∞

n lnn

ln| 1
an
|

(2.1.12)

2. Le type de la fonction entière f(z) a l'ordre ρ (0<ρ<∞), alors son type σ est déterminé

par la formule

σ =
1

ρe
limn|an|

ρ
n (2.1.13)

Remarque 2.1.5 Les limites de (2.1.12) et (2.1.13) ne changeront pas, si les coe�cients an

sont remplaces par (n+ 1)an. Ainsi, après dérivation, l'ordre et le type d'une fonction entière

ne changent pas.

En utilisant le théorème (2.1.3), on peut facilement construire des fonctions entières d'ordre

et de type arbitraires.

Exemple 2.1.4 Considérons la fonction

f(z) =
∞∑
n=1

anz
n, an =

(
C

n

)n
α

, C ≡ const

ou 0 < α < ∞. Par (2.1.12), nous calculons

ρ = lim
n→∞

lnn

ln 1
n
√

|an|

= α

Ainsi, la fonction f(z) est entière d'ordre ρ =α .

Exemple 2.1.5 Considérons la fonction

f(z) =
∞∑
n=1

anz
n, an =

(
eαβ

n

)n
α
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ou 0 < α < ∞, 0 < β < ∞. D'après l'exemple précédent, nous avons ρ = α. Par (2.1.13)

nous calculons

(σeρ)
1
ρ = lim

n→∞
n

1
α

n
√
|an| = (βeρ)

1
ρ

Ainsi, la fonction f(z) est entière d'ordre ρ = α et de type σ = β.

Exemple 2.1.6

f(z) =
∞∑
n=1

anz
n, |an| =

1

n
n
αn

, αn > 0

Alors

lim
n→∞

lnn

ln 1
n
√

|an|

= lim
n→∞

αn

Ainsi, si α := limn→∞ αn < ∞, alors la fonction f(z) est entière d'ordre ρ = α.En particulier,

pour α = 0 (par exemple, αn = 1
n
) on obtient une fonction entière d'ordre zéro. Si α = ∞ et

αn = o(lnn) (par exemple, αn = lnδ n, δ ∈ (0, 1)), alors la fonction f(z) = limn→∞
n
√
|an| =

0 est entière d'ordre in�ni.

Exemple 2.1.7 La fonction f(z) =
∑∞

n=1 anz
n , αn =

(
lnn
n

)n
ρ est entière d'ordre ρ est de

type maximal

Exemple 2.1.8 La fonction f(z) =
∑∞

n=1 anz
n, αn =

(
1

n lnn

)n
ρ est entière d'ordre ρ est de

type minimal

Exemple 2.1.9 La fonction f(z) = sin
√
z√

z
=

∑∞
n (−1)n zn

(2n+1)!
, est entière d'ordre ρ = 1

2
est

de type σ = 1

2.2 Les zéros d'une fonction entière

2.2.1 Fonctions entière avec un nombre �ni des zéros.

Une fonction entière f(z) ̸≡ 0 peut n'avoir aucun zéro, ou un nombre �ni de zéros, ou un

ensemble dénombrable de zéros.

� La fonction

f(z) = eg(z) (2.2.1)

où g(z) est une fonction entière, et n'a pas de zéros.
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� Si la fonction entière f(z), a un nombre �ni de zéros z1, z2, ...., zn (chacun étant compté

avec multiplicité), alors la fonction Φ(z) = f(z)
φ(z)

, où φ(z) =
∏n

k=1(z − zk), n'a pas de

zéros, et par conséquent, il peut être représentée sous la forme (2.2.1).

f(z) = eg(z)
n∏

k=1

(z − zk). (2.2.2)

Ainsi, des fonctions entières de la forme (2.2.2) (et elles seules) ont un nombre �ni de

zéros.

� La formule (2.2.2) peut être généralisée au cas où une fonction entière a un nombre

in�ni de zéros. Cela a été fait par Weierstrass et Hadamard. Dans ce cas, le produit

�ni est remplacé par un produit in�ni, dans lequel il faut en général ajouter certains

multiplicateurs pour faire le produit in�ni.

Dans la section suivante, nous fournissons des informations auxiliaires sur les produits in�nis.

2.2.2 Produits in�nis

Dé�nition 2.2.1 Le produit in�ni
∏∞

n=1 gn est dite convergente, si pour un certain N il

existe :

lim
k→∞

k∏
n=N

gn ̸= (0,∞).

Remarque 2.2.1 Pour un produit in�ni converge, on a

lim
n→∞

gn =
limn→∞

∏n
k=1 gk

limn→∞
∏n−1

k=1 gk
= 1

Remarque 2.2.2 parfois il convient d'écrire le facteur commun sous la forme gn = 1 + vn

les proposition suivantes établit un lien entre les produits in�nis et les séries

Proposition 2.2.1 Le produit in�ni
∏∞

n=1 gn = 0 converge si et seulement si la série
∑∞

n=N ln gn

converge pour certain N .

Proposition 2.2.2 le produit in�ni
∏∞

n=1(1+vn) est absolument convergente si et seulement

si la série
∑∞

n=1|vn| converge.
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2.3 Le théorème de factorisation de Weierstrass

Supposons que la fonction entière f(z) a une in�nité de zéros. Puisque dans chaque disque

|z| < R, f(z) a un nombre in�ni de zéros, nous pouvons les énumérer (en comptant la

multiplicité) comme suit :

0, 0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
m

,z1, z2, .., zn, .. 0 < |z′n| ≤ |zn+1|, limn→∞|zn| = ∞

ou z = 0 est un zéros de multiplicité m (si f(0) ̸= 0 on pose m = 0).

Alors convenons ci-dessous que la suite de zéros d'une fonction entière est toujours énumérée

de cette manière.

Le théorème suivant permet de construire des fonctions entières avec des zéros arbitraires

donnés.

Dé�nition 2.3.1 � Posons E0(z) = 1− z et pour tout entier p non nul

Ep(z) = (1− z) exp

{
z +

z2

2
+ ...+

zp

p

}
.

Ces fonctions, introduites par Weierstrass, sont quelquefois connues sous le nom de facteurs

élémentaires. Leur unique zéro est en z = 1. Leur utilité tient au fait que ces facteurs sont

voisins de 1 lorsque |z| < 1 et p su�samment grand, bien que Ep(1) = 0 .

Lemme 2.3.1 � Pour |z| ≤ 1 et p = 0, 1, 2, ..., on a

|1− Ep(z)| ≤ |z|p+1.

Preuve 2.3.1 � Pour p = 0, le résultat est évident. Pour p ≥ 1, un calcul direct montre

que

−E ′
p(z) = zp exp

{
z +

z2

2
+ ...+

zp

p

}
.

De sorte que −E ′
p possède un zéros d'ordre p en z = 0, tandis que les coe�cients du déve-

loppement −E ′
p en série entière sont des nombres réels non négatifs. Puisque

1− Ep(z) = −
∫
[0,z]

E ′
p(w)dw,
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1− Ep admet un zéros d'ordre p+ 1 au point z = 0, et si

φ(z) =
1− Ep(z)

zp+1
,

la série φ =
∑

anz
n a des coe�cients an ≥ 0. Donc |φ(z)| ≤ φ(1) = 1 lorsque |z| ≤ 1. Ce

qui termine le démonstration du lemme

Théorème 2.3.1 Soit (zn) une suite de nombres complexes, ou zn ̸= 0 et |zn| tend vers

l'in�ni lorsque n tend vers l'in�ni. Soit (pn) une suite d'entiers non négatifs telle que pour tout

nombre positif r on ait en posant rn = |zn|

∞∑
n=1

( r

rn

)1+pn
< ∞. (2.3.1)

Le produit in�ni

P (z) =
∞∏
n=1

Epn

( z

zn

)
(2.3.2)

dé�nit alors une fonction entière P qui possède un zéro en chaque point zn et ne possède

aucun autre zéro dans le plan complexe.

Remarque 2.3.1 Plus précisément, si α intervient m fois dans la suite (zn), la fonction P

possède un zéro d'ordre m au point α.

La condition (2.3.1) est toujours satisfaite lorsque par exemple l'on prend pn = n− 1.

Remarque 2.3.2 Pour certaines suites (rn), la relation (2.3.1) est satisfaite en prenant pour

(pn) une suite constante. Il y a intérêt à choisir cette constante aussi petite que possible ;

la fonction ainsi construite selon (2.3.2) est appelée produit canonique associé à (zn). Par

exemple, si
∑

1
rn

< ∞, nous pouvons choisir pn = 0 et le produit canonique s'écrit simplement

∞∏
n=1

(
1− z

zn

)
.

Si
∑

1
rn

= ∞, mais
∑

1
r2n

< +∞, le produit canonique devient

∞∏
n=1

(
1− z

zn

)
e

z
zn .

29



Les produits canoniques jouent un rôle très intéressant dans l'étude des fonctions entières

d'ordre �ni.

Nous pouvons énoncer maintenant le théorème de factorisation de Weierstrass.

Théorème 2.3.2 Soit f une fonction entière pour laquelle f(0) ̸= 0, et soit z1, z2, ..., la suite

des zéros de f , chacun compté avec son ordre de multiplicité. Il existe une fonction entière g

et une suite d'entiers non négatifs (pn) tel que

f(z) = eg(z)
∞∏
n=1

Epn

( z

zn

)
. (2.3.3)

Remarque 2.3.3 (a) Lorsque f possède un zéro d'ordre k en z = 0, ce qui précède

s'applique à la fonction f(z)/zk.

(b) La factorisation (2.3.3) n'est pas unique : une unicité peut être établie pour des fonc-

tions f dont les zéros satisfont la condition requise pour la convergence d'un produit

canonique.

Preuve 2.3.2 � Soit P le produit utilisé au théorème (2.3.1), construit a partir des zéros

de la fonction f . La fonction f/P nous possède que des singularités arti�cielles dans le

plan complexe, donc est une fonction entière. Puisque f/P ne possède aucun zéros sur

ce même plan, qui est simplement connexe, pour une certaine fonction entière g on a

f/P = eg.

2.4 La formule de Jensen

La caractéristique la plus simple des zéros d'une fonction entière f(z) est la fonction de

comptage n(r), qui est égale au nombre de zéros de f(z) dans le disque |z| < r (chaque zéro

est compté avec sa multiplicité). A �n d'estimer lnMf (r) en utilisant n(r), nous avant besoin

la formule de Jensen.

Théorème 2.4.1 Soit la fonction f(z) holomorphe dans le disque |z| < R, f(0) ̸= 0 et soit
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{zn} la suite ordonnée des zéros de f(z). Alors pour 0 < r < R la formule suivante est valable

1

2π

∫ 2π

0

ln|f(reiφ)|dφ = ln|f(0)|+
∑
|zn|<r

ln
r

|zn|
(2.4.1)

(s'appelle la formule de Jensen).

-On peut réécrire (2.4.1) sous une autre forme.

Pour cela on calcule l'intégrale

J =

∫ r

0

n(t)

t
dt

Puisque n(r) = 0 pour r ≤ |z1|, cette intégrale existe, est on obtient

J =

n(r)−1∑
k=1

∫ |zk+1|

|zk|

n(t)

t
dt+

∫ r

|zn(r)|

n(t)

t
dt

=

n(r)−1∑
k=1

∫ |zk+1|

|zk|

k

t
dt+

∫ r

|zn(r)|

n(t)

t
dt

Par conséquent,

J =

n(r)−1∑
k=1

ln

(
|zk+1|
|zk|

)k

+ ln

(
r

|zn(r)|

)n(r)

= ln
|z2|.|z3|2...|zn(r)|n(r)−1.rn(r)

|z1|.|z2|2...|zn(r)−1|n(r)−1.|zn(r)|n(r)

=
∑
|zn|≤r

ln
r

zn

Donc, la formule de Jensen peut être réécrite sous la forme

1

2π

∫ 2π

0

ln|f(reiφ)|dφ = ln|f(0)|+
∫ r

0

n(t)

t
dt (2.4.2)

Il résulte de (2.4.2) que ∫ r

0

n(t)

t
dt ≤ lnMf (r)− ln|f(0)|,

Alors ∫ r

0

n(t)

t
dt ≤ ln

Mf (r)

|f(0)|

(l'inégalité de Jensen)

Cette inégalité relie le nombre de zéros de f(z) dans le disque |z| < r avec Mf (r), c'est-à-dire
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avec le maximum du module de f(z).

2.4.1 L'exposant de convergence

Considérons la suite de nombres complexes

a1, a2, ..., an, ..., 0 < |an| ≤ |an+1|, lim an = ∞ (2.4.3)

Si la série
∞∑
n=1

1

|an|λ
(2.4.4)

Converge pour certain λ > 0, on dira que la suite (2.4.3) a un exposant de convergence �ni.

Si (2.4.4) ne converge pas pour tout λ > 0, convergence in�ni.

Dé�nition 2.4.1 La plus grand borne inférieur de ces λ pour laquelle (2.4.4) converge, est

appelée l'exposant de convergence de la suite (2.4.3) et est notée τ , τ = inf λ.

Théorème 2.4.2 L'exposant de convergence τ de la suite (2.4.3) est calculée par la formule

τ = lim
n→∞

lnn

ln|an|
.

Exemple 2.4.1 La suite (en) a pour exposant de convergence τ = 0, puisque

lim
n→∞

lnn

ln|an|
= lim

n→∞

lnn

n
= 0.

Exemple 2.4.2 La suite (n
1
β ), β > 0 a pour exposant de convergence τ = β.

Exemple 2.4.3 La suite (lnn) a pour exposant de convergence τ = ∞.

2.5 La relation entre la croissance d'une fonction entière et ses

zéros

Il s'avère qu'il existe une relation étroite entre la taux de croissance des zéros d'une fonction

entière f et la croissance de son module maximum Mf (r).
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Théorème 2.5.1 Soit f(z) une fonction entière d'ordre �ni ρ, et soit (zn) la suite ordonnée

de ses zéros.

Alors nous avons :

lim
n→∞

n

|zn|ρ+ε
≤ ρ(ρ+ ε), ε > 0 (2.5.1)

Si en plus 0 < ρ < ∞ et si f(z) de type �ni σ, alors

lim
n→∞

n

|zn|ρ
≤ σeρ (2.5.2)

Preuve 2.5.1 � Estimons le membre de gauche de (2.4.2).

Soit θ ∈]0, 1[. Ensuite nous avons∫ r

0

n(t)

t
dt ≥

∫ r

θr

n(t)

t
dt ≥ n(θr)

∫ r

θr

dt

t
= n(θr) ln

1

θ
.

Ainsi, en vertu de (2.4.2),

n(θr) ≤ 1

ln 1
θ

ln
Mf (r)

|f(0)|
(2.5.3)

Soit f(z) une fonction entière d'ordre �ni ρ.

Alors lnMf (r) < rρ+ε pour r > R0(ε).

Il résulte de (2.5.3) que

n(θr)

rρ+ε
<

1

ln 1
θ

− ln|f(0)|
rρ+ε ln 1

θ

, r > R0(ε).

Donc

lim
n→∞

n(θr)

rρ+ε
≤ 1

ln 1
θ

.

En remplaçant θr dans l'inégalité précédent par r on obtient,

lim
r→∞

n(r)

rρ+ε
≤ 1

θρ+ε ln 1
θ

.

Ou θ est un nombre arbitraire tel que θ ∈]0, 1[ .

Prenons θ = exp(− 1
ρ+ε

), pour ce θ le membre droit de l'inégalité atteint son maximum.

Ainsi,

lim
r→∞

n(r)

rρ+ε
≤ e(ρ+ ε) (2.5.4)

� De plus soit f(z) une fonction entière d'ordre ρ (0 < ρ < ∞) et de type �ni σ.

Alors lnMf (r) < (σ + ε)rρ pour r > R1(ε).
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Il résulte de (2.5.3) que

n(θr)

rρ
<

(σ + ε)

ln 1
θ

− ln|f(0)|
rρ ln 1

θ

, r > R1(ε).

Et par conséquent,

lim
n(θr)

rρ
≤ (σ + ε)

ln 1
θ

.

En remplaçant à nouveau θr par r, on calcule

lim
r→∞

n(r)

rρ
≤ (σ + ε)

θρ ln 1
θ

.

En prenant ici θ = e−
1
ρ , et en utilisant le caractère arbitraire de ε > 0, on obtient

�nalement

lim
r→∞

n(r)

rρ
≤ σeρ (2.5.5)

Soit f(z) avoir un ensemble in�ni de zéros.

Puisque n(|zn|+1) ≥ n, dans (2.5.4) et (2.5.5) nous pouvons remplacer n(r) par n, et

r par |zn|.

Ainsi, le théorème est démontré.

En utilisant le théorème (2.5.1), nous pouvons démontrer l'assertion suivante, qui est due à

Hadamard.

Théorème 2.5.2 Soit f(z) la fonction entière d'ordre �ni ρ.

Alors l'exposant de convergence τ de la suite de ses zéros est �ni, et τ ≤ 0.

Preuve 2.5.2 Il résulte de (2.5.4) que

1

|zn|ρ
<

(
e(ρ+ zε)

n

) λ
ρ+ε

, n > N1(ε).

Par conséquent la série
∑∞

n=1
1

|zn|ρ converge pour λ > ρ+ ε.

Ceci donne l'assertion du le théorème (2.5.2)
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CONCLUSION

L'un des problème les plus importants de la théorie des fonctions entière est celui de la relation

entre la croissance d'une fonction entière et la distribution de ses zéros.

De nombreux autres problèmes dans des domaines proches de la théorie des fonctions com-

plexes conduisent à ce problème.

Le lien entre la croissance d'une fonction entière et la distribution de ses zéros a été étudié

dans les travaux classique de Borel, Hadamard, Lindelof et d'autre auteurs.
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