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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons présenté un traitement précis par I'approche de la supersymétrie en
mécanique quantique de deux modeéles quantiques dans le cadre de la mécanique quantique PT-
symétrique. L'objectif principal de ce travail est de déterminer les états liés de deux potentiels PT-
symeétriques pour une particule non relativiste avec une masse constante.

Dans ce travail, nous avons déterminé le spectre d'énergie et les fonctions d'onde des états liés de
I'équation de Schrodinger a une dimension pour une particule scalaire soumise a deux potentiel
différents PT-symétriques, le premier est I'oscillateur harmonique plus un potentiel linéaire et l'autre
est un potentiel moléculaire hyperbolique. Nous avons obtenu quelques résultats connus dans la
littérature.

Mots clés: Supersymétrie, invariance de forme, équation de Schrddinger, potentiel PT-symétrique,
spectre d'énergie, fonctions propre.

Abstract

In this dissertation, we have presented a precise treatment by using the supersymmetry quantum
mechanics approach of two quantum models in the frame of PT-symmetric quantum mechanics. The
main objective of this work is to determine the bound states of two PT-symmetric potentials for a non-
relativistic particle with a constant mass.

In this work, we have determined the energy spectrum and the wave functions of the bound states of
the one-dimensional Schrodinger equation for a scalar particle subjected to two different PT-
symmetric potentials. The first is the harmonic oscillator plus a linear potential and the other is a
molecular hyperbolic potential. We have obtained some results known in the literature are then found
as particular cases.

Keywords: Supersymmetry, shape invariance, Schrédinger equation, PT-symmetric potential, Energy
spectrum, eigenfunctions.
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Introduction

La mécanique quantique est a la base des théories modernes décrivant les phénomeénes
physiques qui se manifestent a I’échelle atomique, ot & trés basse température pour les systémes
constitués d’un trés grand nombre de particules. Le point de départ est bien stir la détermination
du spectre énergétique de I’Hamiltonien qui décrit la dynamique du systéme en question. Pour
cela, il faut passer par la résolution de I’équation de Schrodinger relative & cet Hamiltonien.

Pour un systéeme a n degrés de libertés, gouverné par un Hamiltonien H, cette équation s’écrit :

d
Zh%\ll (.1’1,$2, ce ,$n,t) = HW¥ ($1,$2, e 7xn7t) : (1)

Si 'opérateur Hamiltonien H ne dépend pas explicitement du temps, il est d’usage de mettre
la fonction d’onde ¥ (1, xo,- - ,x,;t) sous la forme d’un produit d’une fonction de 1'espace et
d’une autre fonction du temps, ¥ (z1, 29, ,x,;t) = D (21,29, -+ ,2,) E(t), de sorte que la
résolution de cette équation se réduit a la résolution d’une équation aux valeurs propres pour
la fonction @,

Hq)<x17x27”'7$n):E(I)('r17$27"'7'rn)7 (2)

appelée aussi équation de Schordinger stationnaire.
Lorsque le systéme étudié ne subit pas l'effet d’un champ magnétique, I'Hamiltonien H est
généralement composé d'une partie cinétique et d’'un potentiel d’interaction. Dans le cas d’une

seule particule placée dans un potentiel scalaire, 'Hamiltonien prend la forme

H:—%A+U(r), (3)

ou A désigne le Laplacien et v (r) est la fonction du potentiel.
Il existe plusieurs techniques en littérature pour résoudre 1’équation de Schrodinger indé-

pendant du temps dans le cas des problémes & une dimension. Parmi ces techniques, la méthode
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de factorisation, la méthode de Nikiforov-ouvarov, la méthode de semi-classique, 'intégrale de
chemin,....etc. Ces méthodes ont été utilisées avec succeés pour résoudre certains types de po-
tentiels connus en physique et en chimie quantique.

Parallelement & ces techniques, la méthode de factorisation est connue depuis les travaux
de Schrodinger lui-méme [1]. Elle a connu un développement notable dans les années quarante
grace aux travaux de Infeld et Hull [2]. Depuis quelques années il y a eu un regain d’intérét
pour cette technique [3] et notamment depuis I'introduction de la notion de l'invariance de
forme d’un potentiel par Gendeshtein [4]. Cette méthode est maintenant connue sous le nom de
méthode supersymétrique ou supersymétrie en mécanique quantique. Le point essentiel dans
cette approche est 'obtention d’un potentiel supersymétrique, par la résolution d’une équa-
tion du type Riccati, a partir duquel on détermine la fonction propre de 1’état fondamental,
supposé d’énergie nulle. Les autres valeurs propres et fonctions propres du potentiel sont alors
déterminées d’une maniére simple et élégante. L’avantage de cette méthode est beaucoup plus
sa simplicité par rapport aux autres approches. Cependant, elle demeure restrictive puisqu’elle
s’applique uniquement pour les potentiels invariants de forme.

Dans les toutes derniéres années, on a commenceé a s’intéresser a 1’élaboration d’une nouvelle
théorie quantique qui pourrait s’appliquer aux potentiels non Hermitiens, mais invariants par
la réflexion de I'espace P et le renversement du temps 7. Elle est parfois appelée mécanique
quantique P7 -symétrique. On montre que si le potentiel est P7 -symétrique et que la symétrie
n’est pas brisée, les valeurs propres de ’Hamiltonien sont réelles [5-9].

La différence entre la mécanique quantique non-Hermitien et Hermitien, réside dans 1’or-
thogonalité des fonctions propres d’un Hamiltonien P7-symétrique. Pour ce faire, Bender
[5] a introduit un produit scalaire dit "P7-produit scalaire" associé aux Hamiltoniens P7 -
symétriques. Mais ce dernier s’est avéré insuffisant pour formuler une nouvelle théorie quan-
tique valable, car la norme d’un état n’est pas nécessairement positive, d’ou la probabilité de
présence n’est pas définie positive et par conséquent il ne peut étre physiquement acceptable.

Pour dépasser le probléme des normes négatives des états, Bender a introduit une symetrie
cachée dénoté par C. Cette symétrie est appelée parfois opérateur de conjugaison de charge qui
commutant avec I’Hamiltonien et qui transforme les fonctions de ce dernier dont les normes

sont négatives en d’autres fonctions propres de normes positives. Le but de construire cet
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opérateur possede un produit scalaire défini positif. Il a montré qu’en fait tout Hamiltonien
PT-symétrique posséde une autre symétrie cachée, qui est la CP7T -symétrie [10]. Cette derniére
permet de définir un produit scalaire ol toutes les normes sont alors positives, ce produit scalaire
est dénommé "CP7T -produit scalaire".

Dans les toutes derniéres années, quelques auteurs se sont récemment intéressé a 1’élabo-
ration d’une nouvelle théorie quantique qui pourrait s’appliquer aux potentiels non Hermitiens
qui ont un grand intérét de nos jours, puisqu’ils se retrouvent dans plusieurs branches de la
physique, mais ces potentiels sont invariants par la réflexion de I'espace P et le renversement
du temps 7, qui sont dits P7 -symétriques, et ils possédent les valeurs propres réelles. Par
ailleurs, il existe plusieurs travaux publiées dans ce domaine dans le cadre de la mécanique
quantique P7 -symétrique non relativiste parmi eux : une famille des potentiels singuliers [10],
oscillateur de Morse [11], potentiel de Rosen-Morse I [12], potentiel de Rosen-Morse II [13,14],
potentiel de Coulomb [14], poteniel de Eckart II [15], poteniel de Scarf II [14,16-21], potentiel de
Poschl-Teller généralisé [17], potentiels anharmoniques quartique et sextique [22],...etc. De plus,
le concept des potentiels P7 -symétrique joue un role majeur dans de nombreuses applications
de la physique, optique, ...etc.

Le travail de ce mémoire de Master s’articule sur la résolution de 1’équation de Schrodinger
stationnaire & une dimension sous l'influence de deux potentiel quantiques complexes P7T -
symétrique : potentiel quadratique et un potentiel moléculaire Hyperbolique dans le cadre de
la mécanique quantique supersymétrique pour cela nous avons partagé notre travail en quatre
chapitre ;

Premier chapitre est consacré a un rappel plus ou moins détaillé de la théorie de supersymé-
trie en mécanique quantique (SUSYQM), nous présentons les différentes étapes nécessaires de
cette approche, menant au calcul des valeurs propres et les fonctions propres correspondantes
d’un potentiel & une dimension satisfaisant a la propriété d’invariance de forme.

Deuxiéme chapitre est consacré a une bréve présentation des propriétés générales de la
mécanique quantique P7 -symétrique. Nous présentons aussi, les modifications nécessaires qu’il
faut apporter a I’approche de la SUSYQM dans le cadre de la P7 -symétrie.

Troisiéme chapitre , est réservé a déterminer le spectre d’énergie et les fonctions d’onde des

états liés de I’équation de Schrodinger a une dimension pour une particule scalaire soumise a
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un potentiel de l'oscillateur harmonique plus un potentiel linéaire P7 -symétrique en utilisant
I’approche de la supersymétrie en mécanique quantique.

Quatrieme chapitre est consacré a la résolution exacte, par I’approche de la SUSYQM,
de I’équation de Schrodinger & une dimension pour une particule non relativiste soumise a
un potentiel moléculaire Hyperbolique P7 -symétrique. Nous obtenons exactement le spectre
des niveaux d’énergie réel ainsi que les fonctions propres correspondentes sous forme explicite.
Nous terminons ce travail par la discussion de certains cas spéciaux et la comparaison avec les
résultats de littérature.

Nous terminons ce travail par une conclusion générale.



Chapitre 1

Supersymétrie pour I’étude d’un

potentiel & une dimension

La supersymétrie (SUSY') combine les degrés de liberté bosonique et fermionique dans
une description élégante en fonction de superchamps [3]. Autrement dit, la supersymétrie en
physique est la description de la symétrie entre les bosons et les fermions, en ce sens que chaque
fermion a un “superpartenaire” qui est un boson et vice versa.

Ce formalisme a vu le jour au début des années (1970) avec les travaux de Nicolai [23] et
Witten [24] sur I'unification de la théorie de champs, dont les idées fondamentales ont stimulé
de nouvelles approches dans d’autres branches de la physique, telles que la physique atomique,
moléculaire, nucléaire, statistique et physique de la matiére condensée et fondamntalement en
mécanique quantique non relativiste. Dans cette derniére branche, la supersymétrie est une
approche pour la résolution algébrique de ’équation de Schridinger a une dimension pour les
états liés d’une certaine classe de potentiels dits invariants de forme. Elle peut aussi, servir pour
générer de nouveaux potentiels exactement solubles dont les spectres et les fonctions propres
associées sont liés a ceux d’un potentiel de référence.

La supersymeétrie est une méthode basée sur la factorisation de I’'Hamiltonien H par 'intro-
duction d’opérateurs d’entrelacements A et AT (Intertwining operator), ce formalisme repose
entiérement sur la définition d’un superpotentiel. Ce dernier posséde un grand intérét dans la
théorie de supersymétrique en mécanique quantique, puisqu’il permet de construire la fonc-

tion propre de I’état fondamental du potentiel physique et la détermination de son énergie
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correspondante. Les énergies associées aux états excites peuvent ainsi étre déterminées par la
propriété de I'invariance de forme. Cependant, le concept d’invariance de forme a été introduit
par Gendshtein [4] en 1983 dans la structure de la mécanique quantique supersymétrique pour
déterminer les solutions exactes de 1’équation de Schrodinger & une dimension d’une maniére
algébrique. En outre, les bases de la mécanique quantique supersymétrique "SUSYQM" se sont

développées avec les travaux de Cooper [3], Junker [25] et Khare et al [26].

1.1 Factorisation d’un Hamiltonien quelconque
Soit I’'Hamiltonien & une dimension d’une particule soumise & un potentiel V' (x), qui s’écrit

H=—— +V(2). (1.1)

dx?

Les fonctions propres ¥, (x) et les valeurs propres E,, des états liés associés & H, dans le

cas non relativiste, sont les solutions de I’équation de Schrodinger stationnaire
HY, (z) = E, ¥, (x), (1.2)
avec la condtion de normalisabilité

+o00
/ dz |0, (z)]° < oo, (1.3)
—0o0

ou le nombre quantique n = 0,1,2,... caractérise aussi le nombre de nceuds des fonctions

propres.

On définit le potentiel décalé d'une quantité égale a ’énergie de ’état fondamantal Ej,
vW(z) = V(x) — Ey (1.4)

Ainsi, "'Hamiltonien H™) associé¢ au potentiel v!(x) s’écrit

d2
HY = g T vl (x), (1.5)

ou I’énergie de son état fondamental est nulle, Eél) =0 [25,27] et la fonction d’onde correspon-

dante satisfait ’équation

(5 + o) 0 ) . (1)
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Sachant que \I/((]l) (z) tend vers zéro pour © — +oo et ne posséde aucun noeud. A partir de

I’équation (1.6), on trouve facilement une expression de v (x)

Autrement dit, le potentiel v (x) est complétement défini par la connaissance de la fonction
propre du niveau fondamental et vice versa. En outre, mentionons que les fonctions propres de

H® sont celles de H et les niveaux d’énergie sont translatés de E,

W (1) =T, (z) et EY = E, — E,. (1.8)

’Hamiltonien H® peut étre obtenu par factorisation. Il peut en effet s’écrire sous la forme
HY = At A, (1.9)

ou les opérateurs A et A1, qui doivent étre adjoint I'un de 'autre pour assurer ’hermiticité de

H®W sont définis par

d . d
A—%—l—W(l‘) et AT = %—l—W(x) (1.10)

On peut écrire le potentiel sous la forme

dW (z)

o () = W) — S

(1.11)

cette équation est une équation non linéaire du type Riccati, et la W (x) est une fonction réelle

" superpotentiel". Sachant que EY est les valeurs propres de HV avec

connu sous le nom de
EY >0 pour n =0,1,2, ...

Si le spectre d’énegie de 1’état fondamental (n = 0) de H") est nul (Eél) =0),on a

d2
(EEHWM—WMO%sz& (112)
qui donne le superpotentiel sous la forme
e —_— (ln o) (x)) (1.13)
dx 0 ’

qui s’intégre pour donner la fonction propre de I’état fondamental de H® sous la forme

D (2) ~ exp (— / W) dy) | (1.14)
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Si \I/(()l) (x) est normalisable, on dit que la supersymétrie est non brisée et aussi cette fonction
est s’annule & l'extrémités de I'intervalle de définition de potentiel.

On va maintenant définir 'Hamiltonien H® sous la forme
H® = AAT, (1.15)

qui s’écrira en fonction du superpotentiel sous la forme

d? dW (x)
@ - _Z 2 A s
" dx? W) + dx
de sorte que
v (z) :W2($)+%§x). (1.17)

)

Sachant que ET(LQ) est les valeurs propres de H® avec ET(L2 > 0 pour n = 0,1,2,.... En effet, le

nouveau potentiel v(?)(x) et le premier potentiel v (z) sont liés au méme superpotentiel
v@(z) —vW(z) = H® — O = [A, AT] = 2W' (=), (1.18)

ces deux potentiels v (z) et v®(z) sont appelés "les potentiels supersymétriques partenaires”

1.1.1 Relations entre les niveaux d’énergie et les fonctions propres

correspondantes de deux Hamiltoniens partenaires

L’équation de Schrédinger des partenaires H) et H®?) gécrit

HOYTWD (1) = ATATWY (z) = EDWWD () | (1.19)
HPU® (1) = AATTD (2) = EDUO (2), (1.20)

on a également

HY (AT (7)) = ATAATTD ()
= ATHPUO ()

n

= EQ (ATT® (2)), (1.21)
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H® (Av) (2)) = AATATY (2)
AHOTW ()

= EM (AT (2)). (1.22)

A partir ces relations, on trouve que les valeurs propres et les fonctions propres des Hamiltoniens

H® et H® sont reliées par

E? =EY,, B =0, (1.23)
et
U (@) ~ AT (2) ot UP (2) ~ AT, (7). (1.24)

La relation (1.23) nous montrent que les niveaux d’énergie de H") et H®) sont coincident &
I’exception de 1’état fondamental (pour n = 0) de ’Hamiltonien principal H®) de telle sorte
que le spectre d’énergie est égal a zéro, i.e., E(()l) = 0. Et aussi, la relation (1.24) nous montrent
que si Pon connait toutes les fonctions propres de HM), on peut déterminer celles de H® et
vice versa, par application répétée de A ou AT. A chaque étape, la fonction propre obtenue est

de carré sommable avec la méme valeur propre.

1.2 Hiérarchies d’Hamiltoniens

Nous avons vu dans le paragraphe précédent qu'il est possible de déterminer H®) & partir
H® (Voir les Egs. (1.9), (1.11), (1.15) (1.16) et (1.17)). Nous pouvons ensuite refactoriser H %

3), puis refactoriser H®) pour définir H®, et ainsi de suite. Dans

pour obtenir son partenaire H
le classement des Hamiltoniens H®, H®) H® .. chaque nouvel Hamiltonien a un état lié
de moins que le précédent. Alors, de facon générale, si ’'Hamiltonien de départ H possede p
états liés, on peut poursuivre cette procédure dans le cadre de la supersymétrie est non brisée
jusqu’a un ordre p et construire une hiérarchie de p — 1 partenaires H ™ (ovm=2,3,---,.p)
a partir de 'Hamiltonien de départ H. Chaque Hamiltonien H™ possede (p —m+1) états
liés de valeurs propres E,(LU et de fonctions propres \117(11) avec 0 < n < p— 1. Autrement dit,

H(™) ne posséde pas les (m — 1) premiéres valeurs propres de H(). En revanche, si la symétrie

se brise a une étape quelconque de la construction de cette hiérarchie, on ne peut pas aller plus
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loin et on doit s’arreter a ce niveau. Ainsi, ’Hamiltonien correspondant H™ sera donné par

2

H () = A1 Af  + E™ Y = A+ A, + B = — o™ (), (1.25)
ou
A d+W() t At d+W() (1.26)
mw=—— m(z) et A = —— m (1), .
dx dx
avec - o)
1 du" dln Uy"
Wi (2) = ——= o (@) __dln¥y " (x) (1.27)
U™ (x) dz dz
La forme de v(™ (z) est donnée par
v
o™ (z) = oM (g) -2 - a?x2 (z)
" & 1n <qu1) () - WD (m))
= vV (x)—2 e ;m o= 2,3,...p. (1.28)
On a aussi
B n=01,2.p—m+1
EM =g = =g b : (1.29)
m=2,3,..p
et
T (2) ~ Ap- A A (), m> 2, (1.30)
La relation inverse de cette équation est donnée par
Uy (0) ~ ATAS - AL U (), (1.31)

Connaissant toutes les valeurs propres et les fonctions propres de ’Hamiltonien H™, ces
équations nous permettent de déterminer immédiatement toutes les valeurs propres et les fonc-

tions propres de la hiérarchie des différents Hamiltoniens H ™.

1.3 Invariance de forme

En utilisant la condition d’invariance de forme et les équations du paragraphe "Hiérarchies
d’Hamiltoniens" ci-dessus, on peut obtenir les valeurs propres et fonctions propres d’un poten-
tiel invariant de forme. Parmi ces potentiels trés connus analytiquement solubles : oscillateur

harmonique, potentiel de Coulomb, potentiel de Rosen-Morse, Potentiel de Pochl-teller...etc.
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1.3.1 Définition

Nous considérons les potentiels partenaires supersymétriques v (x) et v (z) sont définis
par
dW (x,
oW (z,ay) = W (x,ay) — M, (1.32)

dx

et
dW (x,aq)

U(2)<5L‘, a;) = WQ(ZL', ar) + I

(1.33)

ol a; est un ensemble de paramétres réels. Ces potentiels ont la méme forme et s’ils ne different
que par certains parameétres, on suppose de plus qu’ils obéissent a la condition d’invariance de

forme [4]

v? (z,a1) = vV (z,a5) + R (ay) (1.34)

ol as est un nouveau ensemble de parameétres, reliés aux anciens par une certaine fonction

ag = f(a1), (1.35)

ol le reste R (a;) est une fonction indépendante de x. Ainsi, on dit que les potentiels vV () et

v () sont invariants de forme.

1.3.2 Formules générales

On va montrer que le spectre entier de H) peut étre obtenu algébriquement en utilisant
(1.34). Pour cela, on va commencer par construire une série d’Hamiltoniens H (s) (s =2,3,...),
en n’oubliant pas que si HV a p états liés. On peut construire p Hamiltoniens H®, H®) ..
H® et que le n**"* Hamiltonien H™ a le méme spectre d’énergie que H*) (les (n — 1) premiers
niveaux d’énergie de H) ne faisant cependant pas partie de ceux de H™). Par application
répétée de la condition d’invariance de forme (1.34) et la relation (1.25), on voit qu’on peut

écrire H® sous la forme

d2
H® (ay) = ~ + 0 (z,a1) et H™Y (ay) = i + 0V (z,ay), (1.36)
x x

avec

v (z,a1) = vV (2,09) + R (a1) . (1.37)
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On obtient ainsi une récurrence de la forme
v (x,a1) = S (x,a2) + R (ay)
v®) (x,a1) = v (r,a2) + R (aq)

= oM (r,a3) + R (az) + R (ay)

s—1
v (z,a1) = oW (2,a,) + Z R (ay) . (1.38)
k=1
avec
as=fofo...of(a); s=2,3,.. (1.39)

~
(s—1) fois

Ainsi, ces Hamiltoniens successifs ont la méme forme et s’ils ne different que par une constante

additive et par la valeur des parameétres. Ils ont mémes fonctions propres aux valeurs des

parametres pres

U (2,01) = OEV (2, a9) . (1.40)

et leurs valeurs propres sont données par

EY (a1) = BV (a,) + i R (a). (1.41)

D’autre part, on peut généraliser la relation (1.38) sous la forme suivante

EY (a1) = ES™V (ag) + R (1), (1.42)
De (1.23), on a
EY (a1) = BSLY () = .. = BY), ) (). (1.43)

A partir de (1.41) et (1.43) et en posant n = 0, on obtient toutes les valeurs propres des états
excités de 'Hamiltonien H() sous la forme suivante
E§” (a1) =Y R(ar). (1.44)
k=1
D’aprés (1.24), les fonctions propres correspondantes dans le cas général sont données sous la

forme

s—1
U (z,01) ~ [T A" (ar) U5 (2, a011) - (1.45)
k=1
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) s—1)

Sachant que Eél = 0 et de la méme maniére précédente, on peut passer de H®) a HE=1 puis
HGE1 3 H=2) et ainsi de suite jusqu’a H® a HW | et dont le n'*™¢ niveau coincide avec celui
de I’état fondamental de ’Hamiltonien H™. Par conséquent, le spectre complet des valeurs

propres de H) est donné par

n—1

EM (a) =Y R(ar); By (a1) =0, (1.46)

k=1

et leurs fonctions propres sont obtenus d’apres (1.45)

n—1
U (z,a1) ~ [ A* () O (2, 0011) - (1.47)
k=1

1.3.3 Forme de la fonction f

La fonction f est une fonction responsable de la classification des solutions a la condition
d’invariance de forme. Le probléme de la classification de ces solutions est d’'une importante
considérable : une fois qu’on dispose d’une telle classification, on peut découvrir de nouveaux
potentiels invariants de forme, solubles par des méthodes purement algébriques.

Dans notre travail, nous allons utiliser deux classes de solutions ont été découvertes [26]
pour tous les potentiels sont invariants de forme et qui admettent des solutions avec I’approche
de la mécanique quantique supersymétrique. Dans la premiére, les paramétres anciens a; et les

parameétres nouveaux a, de ces potentiels sont reliés par une relation de translation,

as = f(ay) = a1 + a, (1.48)
et pour n état lie, on a
a, = ["(ay) :LfOfo....of(all:al—i-n&, (1.49)
(nfsfois

ol « est un parameétre fixe. Dans la seconde, les parameétres a; et as sont reliés par un facteur
d’échelle,
as = f(a1) = qay, avec 0 < g < 1, (1.50)

et pour n état lie, on a

ant1 = f"(a1) = f ofo..ofla)=q"a. (1.51)
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Dans le cas particulier, ¢ = 1, on a

a = fla)=ay, (1.52)

Ap = QApo1 = ..... = a9 = a,. (1.53)

Nous avons obtenu dans ce chapitre que la méthode de supersymétrie est basée sur la
factorisation de 'Hamiltonien H, et nous allons traiter dans le chapitre suivant la théorie de

PT -symétrique.



Chapitre 2

Approche de la supersymétrique en

mécanique quantique P7-symétrique

Il est connu en algébre que si un opérateur est Hermtien, ses valeurs propres sont toutes
réelles et les fonctions propres correspndantes forment une base orthogonale. En revanche, s’il
est non Hermtien alors ses valeurs propres ne sont pas garanties d’étre réelles. Ses valeurs propres
sont en général complexes. En mécanique quantique, I’Hamiltonien d’un systéme physique, qui
est responsable de sa dynamique, est considéré comme un opérateur définit sur un espace de
Hilbert et de plus Hermtien par rapport & cet espace.

Ainsi, un Hamiltonien Hermtien conduit automatiquement & une évolution unitaire de la
fonction d’onde du systéme associé, ce qui est compatible avec son interprétation probabiliste.
Pour ces raisons, I’hermiticité de I’Hamiltonien et de toutes les observables physiques, était
toujous vue comme une condition nécessaire en mécanique quantique pour l'obtention de ré-
sultats physiques. Depuis quelques temps, on voudraient remettre en question cette hypothése
fondamentale de la mécanique quantique en voulant construire une nouvelle théorie quantique

pour des Hamiltoniens qui ne sont pas nécessairement Hermtiens.

2.1 Propriétés des Hamiltoniens P7 -symétriques

La théorie quantique P7 -symétrique, qui est une formulation alternative & la théorie quan-

tique conventionnelle, a été principalement développée par Bender et ses collaborateurs dans
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une série d’articles depuis 1988 [5-9]. L’idée centrale de la théorie quantique P7-symétrique,
est de remplacer ’Hermiticité par la symétrie de réflexion d’espace-temps (symétrie P7 ) sans
violer aucun des axiomes physiques de la mécanique quantique.

On dit que ’'Hamiltonien H est P7 -symétrique, i.e,. il invariant par ’opération composée

PT, s'il satisfait la relation suivante [5,6,9,29]
(PTYH(PT) '=H (2.1)

ou le symbole P est un opérateur linéaire appelé opérateur de parité (ou réflexion d’espace)
et 7 est 'opérateur d’inversion du temps dont leurs actions sur les opérateurs position = et

impulsion p sont données respectivement comme

PiP =—1 et PpP = —p, (2.2)
T2T =2, TpT =—p, TiT = — i, (2.3)
ol i est un nombre imaginaire (i = —1). Autrement dit, si un Hamiltonein H est P7T -

symétrique, il commute avec I'opérateur produit P7T,
[H,PT]=0. (2.4)

Il est bien connu que la réalité des valeurs propres d’un Hamiltonien P7 symétique est une
conséquence de la non birisure de la symétrie P7, qui signifie que les fonctions propres de H
sont simultanément fonctions propres de P7 . En fait, méme si H et PT commutent, d’apres la
relation (2.4), on ne peut pas d’affirmer qu’ils possédent les mémes fonctions propres, comme
c’est le cas en mécanique quantique. La raison est que P7 n’est pas un opérateur linéaire
mais anti-linéaire [10,32], ce qui ne garantie pas l'existence d’un ensemble de fonctions propres
communes.

Ainsi, pour construire une théorie quantique a partir des Hamiltoniens P7 -symétriques,
nous exigeons de plus que la symétrie ne soit pas brisée. Il faut noter cependant que cette
condition n’est pas triviale car il n’existe aucun moyen pour affirmer & priori qu'une telle
symétrie d’'un Hamiltonien P7 -symétrique est brisée ou pas. Il faut tout d’abord déterminer
les fonctions propres pour en tirer une conclusion. Avec cette condition suplémentaire, on peut

démontrer la réalité des valeurs propres d’'un Hamiltonien P7 symétrique.
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En effet, soit donc {®,, ()} ,pour n = 1,2,--- | ’ensemble des fonctions propres communes

a HetP7T,ona

H®,(z) = E,9,(z) , (2.5)
PTP, () = \®y,(2), (2.6)

avec F, et A\, les valeurs propres correspondantes, qui sont & priori complexes. Cependant,
puisque (73’7)2 =1, il résulte que |>\n|2 = 1 pour toutes les valeurs de n possibles. Ainsi )\, est
une phase qui peut étre absorbée dans la fonction propre @, (z) de sorte que, sans perte de

généralité, on peut prendre A, = 1 et écrire
PTP, ()=, (x). (2.7)

Par ailleurs, en appliquant P7 & gauche sur les deux membres de (2.5) et tenant compte
de (2.4) et (2.7), on obtient
H®, (z) = E:®, (x). (2.8)

Cette derniére relation, combinée avec (2.6), entraine que les valeurs propres sont réelles.

E,=F

n*

En effet, dans le cadre de la symétrie P7 est non brisée, la condition de normalisation dans

le nouveau espace de Hilbert [28,29], se donne

/ [PT®, (2)] P, (z)dx = / |D,, (x)|2 de = (—-1)". (2.9)

2.2 Approche de la supersymétrie pour les potentiels
PT-symétriques

Dans le cadre du formalisme de SUSYQM pour les Hamiltoniens hermitiens [3], les valeurs
et les fonctions propres correspondantes d’un Hamiltonien P7 -symétrique H, qui posséde la
symeétrie non brisée (avec des valeurs propres réelles), peuvent étre obtenus de la méme maniére
exposée dans le premier chapitre. Les Hamiltoniens partenaires H(~) et H*) sont associées avec
H par la relation suivante

HY) = H — Ey, = BA, (2.10)
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HY = AB, (2.11)

ou Fjy est I’énergie de I’état fondamental de I’'Hamiltonien H, avec

d d
A= — B=—— 2.12
=+ W(a) =+ W(a) (212)

et le superpotentiel W (x) est une fonction complexe. Dans le cadre des systémes non-hermitiens,
lopérateur B # AT (ou A" est 'adjoint de A), ce qui signifie que A et B sont mutuellement

pseudo-adjoints. Par conséquent, le superpotentiel W (z) est anti-P7 -symétrique
W*(—x) = —W(x), (2.13)
Ceci conduit & que les deux opérateurs A et B sont anti-P7 -symétriques,
(PT)A(PT) " = —A, (2.14)

(PT)B(PT) ' = -B. (2.15)

Par conséquent, d’aprés (2.10), les Hamiltonien H et H(~) ont les mémes fonctions propres

<wn (x) = ) (a:)) et le spectre d’énergie {Eéf) =F, — Eo} correspondant & H(-) est défini

n

semi-positif :

N _ n? d? I ~
HOU (@) = BAU (0) = (=50 4 W) = o) 0l 0)
= EO9) (z2); ou B >0 pour n=0,1,2,--- . (2.16)

On suppose que le spectre d’énergie de ’état fondamental de I’Hamiltonien de départ H() est
nulle B = 0 (i.e., Ap§~ () = 0) dans le cas de la supersymétrie est non brisée. Ainsi, pour

n = 0, I'équation (2.16) devient

(- oz + 7200 = W) ) 0 ) 0. (2.17)

dz?

D’aprés le reangement des termes, I’équation (2.17) devient

(=)
o @) W2(z) — W' (z), (2.18)
(-)
o (2)
qu’on peut écrire convenablement sous la forme

: , W@\ L (0@
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la solution de cette équation par rapport 'inconnu W (z) est donnée par

(=)
Wz = Yo @) 4y 00 (2.20)

v (@) de
En intégrant la derniére équation, on obtient la fonction propre non normalisée de ’état fon-

damental de H(™) sous la forme
o) = 0§ @) ~ e (= [ Wiay). (221
Par conséquent, la fonction d’onde de I’état fondamental 1,(x) est une fonction P7 -symétrique
(PT) to() (PT) " = vig(—2) = do(x), (2.22)
L’action de l'opérateur A sur les deux cotés de 'équation (2.16) conduit &
HO (407 (@) = B (460 (), (2:23)

telle que les valeurs propres Eﬁﬁ de I'Hamiltonien partenaire H*) et les fonctions propres
normalisables correspondantes 7,05;“) (z) pour n = 0,1,2, ..., sont liées & celles de H(™) par les

relations suivantes

ESD = By, (2.24)
et
U () = AV (x). (2.25)

Explicitement, les Hamiltoniens partenaires s’écrivent
(F — d? (¥
Y = Vi (x), 2.26
dz? (z) ( )
ot les potnetiels partenaires sont donnés par

VO o ) = W2 far)) 5 D)) (2.27)

ot {a;} est un ensemble de parameétres réels. Ces potentiels sont dits invariants de forme si ils
satisfont [4]

VO (z:{ar}) = VO (2; {az}) + R ({ar}) (2.28)
ot {a; } et {az} sont deux ensembles de parametres réels liés par une certaine fonction ({as} = f ({a1}))

et le reste R ({a1}) est une fonction independente de z.
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Si la condition (2.28) est verifié, on peut démontrer que le spectre d’énergie de H ) se

donné algébriquement par la relation suivante [3]

R0, B =3 R powrn =12, 20
k=1

avec {ap} = fofo...of({ao}).

k fois
Ainsi, le spectre d’énergie de I’Hamiltonien H est donné par

E,=E+Ey =Y R({a})+ Ep. (2.30)
k=1

les fonctions propres des états excités correspondantes sont données par la relation de récurrence

(Voir la référence [3,30-32])

o (2:{a1}) = B({a1}) ¢ (5 {az2}) (2.31)

Pour plus de simplicité, les fonctions propres 1, (z;{ag}) peut étre obtenue par 1’application
répétée des opérateurs B ({a;})

n

115 ({ai})] Yo (z,{an}) pour n > 1. (2.32)

=1

¥ (#5{a1}) = Ny

ces fonctions sont P7 -symétriques, i.e,. ¥, (—x, {a1}) = ¥, (x, {a1}).

Nous avons obtenu dans ce chapitre que la théorie de P7 -symétrique est traitée des Hamil-
toniens qui ne sont pas nécessairement Hermitiens, nous allons traiter dans le chapitre suivant
particule non relativiste soumise & un potentiel quadratique plus un potentiel linéaire P7 -

symétrique.



Chapitre 3

Particule non relativiste soumise a un
potentiel quadratique plus un potentiel

linéaire P7T-symétrique

Considérons le probléme & une dimension d’une particule non relativiste de masse u soumise

a laction du potentiel non hermitien mais P7 -symétrique suivant [32] :

1
V(z)=V*(-z) = §uw2x2 + inx, (3.1)

ol w et n sont des parameétres réels et positifs. Ce potentiel est la superposition d’un poten-
tiel quadratique qui est a la fois Hermitien et P7-symétrique et d’une partie linéaire, P7 -
symétrique seulement. En I'absence du potentiel non Hermitien, c’est-a-dire pour n = 0, le
probléme se réduit & celui d’un oscillateur harmonique & une dimension dont la solution est
bien connue. Par ailleurs, si 7 est imaginaire pur, i.e.  — =7, on obtient la version Hermi-
tienne du potentiel. Notre but est alors d’étudier I'effet de la complexification sur la structure
du spectre et des fonctions d’onde correspondantes de cet oscillateur harmonique, tout en
s’assurant des résultats généraux que nous avons décrits dans le chapitre 2.

L’équation de Schrodinger stationnaire s’écrit

Raeo1,,

o E est I'énergie de la particule et ® (x) la fonction d’onde correspondante, et / est la constante

de Planck devisé sur 2.
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Effectuant le changement de varaible

_me i -
y= <:13—|—2w2) et ¢, (v) =, (y), (3.3)
avec
d? pw\ 2 d?
= (%) a (34)

ol n est un nombre quantique. En substituant (3.3) et (3.4) dans (3.2), ’équation de Schrédinger

&> A\? ,
{—d—yﬁ (m) y }wn () = enthn (), (3.5)

avec ’expression de ¢, est donnée par

s’écrit sous la forme

2F 2
= T (3.6)
pw? Wt

ol n est le nombre aux niveaux des énergies.

3.1 Spectre énergétique

Afin de résoudre ’équation (3.5) par I'approche de la supersymétrie, on écrire la fonction

d’onde de I’état fondamental sous la forme

o () ~ exp {— ( / "W () dx)} | (3.7)

ou W (y) est appelé le superpotentiel. Substituant (3.7) dans (3.5) et en prenant n = 0, on

obtient I’équation différentielle de type de Riccati sous la forme

dW (y)

w2 ) - (M%)y . (33)

ol &g est le spectre d’énergie de 1’état fondamental. Pour verifier la compatibilité entre les deux
membres de ’équation (3.8), on peut prendre la fonction de superpotentiel W (x) sous la forme

suivante

W (y, A) = Ay, (3.9)

qui s’intégre pour donner la fonction propre de ’état fondamental sous la forme

2

o (y) = Noexp (—ATy) : (3.10)
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ou Ny est une constante de normalisation qui doit étre réel. Par ailleurs, la normalisation de
¥, (x, A) au sens de (2.9) exige que le parameétre A soit strictement positif. Cette fonction est
PT-symétrique (¢, (z, A) = 95 (—x, A)) en choisissant Ny = Nj.

Insérant (3.9) dans (3.8) et en identifiant entre les termes de méme puissances de y, on

obtient
h
A= —, (3.11)
fw
go = A. (3.12)

Ainsi, le spectre d’énergie £q est une valeur réelle. On a donc

h
- 1
=0 MW (3 3)

En tenant compte de (3.6), le spectre d’énergie de 1’état fondamental du systéme original est

donné par
Ey = % + 5—22 (3.14)
En vertu de (3.9), le potentiel partenaire supersymétrique V() (3, A) est donnée par
VO (y, A) = W?(y, A) — %z”q) = A%P? — A, (3.15)
et aussi le deuxiéme potentiel partenaire supersymétriqueV/(*) (y, A) s’écrit
V) (y, A) = W2 (y, A) + %;/,A) =A%+ A (3.16)

L’ensemble du spectre est tout aussi facilement déduit de la condition d’invaraince de forme
VO (y,A) = A%2+ A
= VO (y,a1) + 24, (3.17)

qui est bien de la forme réquise, avec a; = A, as est une fonction de a;. i.e.,

gy = f(al):ale (318)
a3 = f(az)=fof(m)=ar=4
ay = f(az3)=fofof(am)=a1=A

ar = flara)=fo..ofofof(a)=ar=A, (3.19)
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et R (ay) est le reste indépendant de y
R ((1,1> = 2CL1 = 2A (320)

ounk=0,1,2, ...
D’aprés (2.29), on en déduit I’expression des énergies des états excités de V() (y)
5(()_) =0
e) = ZR<ak) = R(a1) + R(az) + .... + R(ay)
k=1

— 244244 ... +24
ngis

= 2nA. (3.21)

En vertu de (3.8), le spectre d’énergie ¢,, qui vérifier ’équation (3.6), est donné par
en =) 4 €. (3.22)

Compte tenu de les équations (3.12), (3.21) et (3.22), on obtient 'expression du spectre d’énergie
e, de potentiel V' (y)

en = A(@2n+1)

h
— o (2n+1), (3.23)

ol n est nombre quantique entier positif ou nul.
Enfin, & partir de I’équation (3.6) et (3.23), on peut trouver le spectre d’énergie du systéme

original, est donné par

1 iy
E, = - iy 24
n <n+ 2) hw + 507 (3.24)

Le nombre des valeurs propres FE, est illimité parce que le nombre quantique est également

illimitée. Par ailleurs, le spectre est entiérement réel et coincide avec celui de l'oscillateur

harmonique, décalé par une quantité positive égale a % Dans la version Hermitienne, n — =+in,

le spectre est aussi celui de 1’oscillateur harmonique, mais décalé par une quantité négative égale
o

a —2%2. Par conséquent, 'effet de la complexification sur le spectre résulte seulement dans le

changement du sens du décalage.
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3.2 Fonctions d’onde normalisées

Afin d’obtenir les fonctions d’onde des états excitées v, () de potentiel P7 -symétrique
V (z), nous appliquons la technique de la mécanique quantique supersymétrique et I'invariance

de forme. Pour ce faire, nous utilisons la relation de récurrence (2.32)
z/}n <y7 al) ~ AJF (y7 (1,1) wn—l (y7 a2)
d
~ <_d_y + Ay) V1 (Y, 1), (3.25)

avec un nouveau changement de varaible
Z = \/Zy et ,lvbn (yv al) = ¥n (Za CZ1> ) (326)

on obtient une nouvelle relation de récurrence, qui donnée par

0, (z,a1) ~ (—d% + z) On_1(z,01). (3.27)

En introduisant une nouvelle fonction H, (z,a;) a travers la relation
i (2,01) = o (2,01) Hy (2,01) (3.28)

ol a; = ay = az = ... = a, = A et en vertu de (3.10), la fonction ¢, (2, a;) est définie par

2

o (2,a1) ~ exp (—’%) . (3.29)

En se servant de I’équation (3.27) et de la transformation (3.28) et aprés un calcul simple, on

obtient
e n = 0= Hy(z,A4) =1.
e n = 1= H(z,A)=2zHy(z,A).
e n = 2 = Hy(2,A)=22H,(2,A) —2H, (2, A)
e n = 3 = Hj3(z,A)=2zHy(z,A) —4H, (2, A)
e n = 4 = Hy(z,A) =2zH;3(2,A) —6Hy(z, A)

e n = m = H,(2,A)=22H,1(2,A) —2(m—1)H,_2(2,A4).
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Ainsi, nous concluons que H, (z) est un polynome d’Hermite de dégrée n ( Voir la formule
(8.952.2) dans [34]). Par conséquent, on obtient la relation

22

0, (2) ~ exp (—5> H, (z). (3.30)

En vertu de la propriété

H,(—z)=(-1)"H,(2), (3.31)

et la relation d’orthogonalité (®,, (z) = ¢, (v) = ¢,, (2))

/_ " exp (—22) [Hy (=) = A2, (3.32)

[e.9]

et aussi, en tenant compte des Egs. (3.31), (3.32), (3.26), (3.3) et (3.30), on obtient les fonctions

d’onde des états excitées de probléme original sous la forme

s N pw ;M 2
D, () = |N,| ¢ e (e tih) H, <~ / /%d <a: + Z%)) , pourn=0,1,2,..., (3.33)
w

ou |N,| la constante de normalisation |N/| peut étre évaluée en normalisant ®,, (z) selon la

avec

relation (2.9). En effet, ces fonctions sont P7 -symétriques,i.e., ®, (x) = &} (—x).
En remplacant n par £in, on obtient les fonctions d’onde dans la version Hermitienne du

probléme, qui sont bien sir réelles.

3.3 Cas spécial

Mentionnons enfin, que dans le cas spécial ou n = 0, on obtient bien le spectre et les

fonctions d’onde de 'oscillateur harmonique

1
EO% = (n + 5) fw, (3.35)
et
% (1) = |N,| T e 5" H,, ( ‘%"x) : (3.36)

oun=20,1,2,....
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3.3.1 Exemple illustratif

Considérons le cas particulier correspondant & = h =w = 1.

Dans ce cas le potentiel de 'oscillateur harmonique s’écrit : VO (z) = %xQ

Figure 1: Potentiel de I’ oscillateur harmonique

1. L’énergie de I'état fondamental, pour n = 0, est donnée par : EY? = %, et la fonction

propre normalisée correspondante s’écrit

N

x

o () = rieT T

L’allure de la fonction d’onde de I’état fondamental est représentée sur la figure ci-dessous

06T

05T

04T

03T

02T

01T

-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4

5
X

Figure 2: Lafonction d' onde de I’ état fondamental de I’ oscillateur harmonique

Il est clair que cette fonction ne présente aucun nceud, c’est-a-dire qu’elle ne s’annule pas
sur l'intervalle de définition de potentiel et par conséquent, elle représente bien la fonction

d’onde d’un état fondamental.

2. L’énergie de premier état excité de I'oscillateur harmonique, pour n = 1, est E?7 = %, et la

fonction propre normalisée correspondante est

1
1 1 2 z2 1 z2
O (2) =q1 (—) e 7T Hy (z) =V2r ize” 7
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L’allure de la fonction d’onde du premier état excité est représentée sur la figure ci-dessous

06T

04T

02T

X L

-06 T

Figure 3: lafonction d’ onde du premier état excité

La courbe montre I'existence d’un noeud et par conséquent elle représente bien la fonction

d’onde du premier état excité.

3. L’¢nergie de deuxiéme état excité de 'oscillateur harmonique, pour n = 2, est EY? = g, et

la fonction propre normalisée correspondante est
1 1
' = (2) ()
s 8
B 1 1
N s 8

L’allure de la fonction d’onde du deuxiéme état excité est représentée sur la figure ci-

N
N|=

e"THy(z); Hy(x)=42>—-2

ST
ol

e (422 — 2) (3.37)

dessous

06t

057

047

037

02T

01T

Figure 4: La fonction d’ onde de deuxiéme état excité

La courbe montre l'existence de deux noeuds et par conséquent elle représente bien la

fonction d’onde du deuxiéme état excité.
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Nous avons obtenu dans ce chapitre le spectre d’énergie et les fonctions d’onde des états
liés de I’équation de Schrodinger & une dimension pour une particule scalaire soumise
a un potentiel de l'oscillateur harmonique plus un potentiel linéaire P7-symétrique en
utilisant I'approche de la supersymétrie en mécanique quantique, et nous allons traiter
dans le chapitre suivant les états liés d’une particule non relativiste soumise a un potentiel

moléculaire Hyperbolique, P7 -symétrique.



Chapitre 4

Etats liés d’une particule non
relativiste soumise a un potentiel
moléculaire Hyperbolique,

PT-symétrique

Dans ce chapitre, nous allons étudier les états liés d’une particule non relativiste de masse
constante u se déplagant dans un espace unidimensionnel sous 'effet d’un potentiel moléculaire

Hyperbolique, P7 -symétrique [32], donné par

5 2
Vi () = (a tanh ax + i—) : (4.1)
o
ol 4, o et o sont des constantes réelles positives et 7 est un nombre imaginaire (2 = —1). Pour

I'existence des états liés, 02 > §. Cependent, la fonction P7-symétrique Vi (z) (ou V7 (z) =
Vi (—z)) prend la forme d’un puits de potentiel de Rosen-Morse II avec un décalage constant.
En 'absence du terme P7 -symétrique, i.e., = 0, ce potentiel se réduit a celui de Pochl-Teller
avec un décalage constant.

[’équation aux valeurs propres de Schrodinger stationnaire & une dimension relative au
potentiel Uy (x) s’écrit

{—d—2 + Un (x)} b () = Enthn (2) (42)

dx?
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d’ou
Up () = _77—; + 2in, tanh au, (4.3)
cosh” ax
avec les abréviations suivantes
21 o 204
m = ﬁff y Ny = F’ (4-4)
2ue, 2 [ 5 0°

ou €, est le spectre d’énergie de Vi (z) et 9, (z) est la fonction d’onde correspondante.

4.1 Deétermination des valeurs propres

En vertu de (3.7). on obtient I’équation différentielle non-linéaire de type Riccati qui réalisé
par le superpotentiel W (x)

dW (x)

W) - dx

= Uy (z) — & (4.6)

ou & est I'énergie de I'état fondamental de Uy (x). Ainsi, le superpotentiel prend la forme

suivante

W (z,B) = Btanham+z%2, (4.7)
oll B est un parameétre réel.

La fonction d’onde de 1'état fondamental

Yy (z, B) ~ exp (— /37 W (y, B) dy) , (4.8)

peut étre obtenue sous la forme

QW

Yo (x, B) = Ny (cosh ax)™ 6_%2””, (4.9)

qui est bien une fonction P7 -symétrique si la constante de normalisation est choisie réelle,
Ny = Ng. Par ailleurs, on peut se convaincre facilement que sa normalisation au sens de (2.9)
exige que B soit strictement positif,

B> 0. (4.10)
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4.1 Détermination des valeurs propres

Par ailleurs, les paramétres B et I’énergie & de ’état fondamental sont déterminés a partir

de la relation (4.6) cette fonction est de carré sommable lorsque le parameétre B doit étre

strictement positif.
Insérant les équations (4.7) et (4.3) dans (4.6), on obtient

BB+a) . > T Ul .
—————— 4+ 2in,tanhax + B* — — = ————— + 2in, tanh ax — &. 4.11
cosh? ax T2 B2 cosh? ax T2 0 (4.11)
Ce qui conduit au systeme d’équations
20>
B(B+a) =n;, M= " (4.12)
et
B 2
&= 12— B~ (4.13)
En tenant compte de (4.12) et (4.10), le paramétre B est donné par
n 1 «
B = ayty-_2
“Var 173
2uc? 1«
= - ——. 4.14
a2h? + 4 2 (4.14)

En tenant compte de (4.13) et (4.5), le spectre d’énergie de I'état fondamental du systéme

original est donné par
52 B2 R
2 2 2
_ _ 2 12 _ " B2 4.15
<0 (U 02) 2uB?  2u (4.15)

A partir 'équation (4.7), les potentiels partenaires supersymétrues V¥ () = W2 (2) ¥

W' (x) s’écrivent
B (B 2
V) (z,B) = —M + 2in, tanh ax + B? — &, (4.16)
cosh” ax B?
B (B - 2
V® (z,B) = —(—20[) + 2in, tanh ax + B? — A (4.17)
cosh” ax B2

D’autre part, la condition de l'invariance de forme est réalisée par les potentiels partenaires

(4.16) et (4.17), s’écrit
U m
REB) =V 08y -V om) = (a1~ L) - (@-2) )
1
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ol a; = B et as = f(41) = B — « et notons que le reste R (a1) est independent de .
En tenant compte de la relation (4.11), on obtient le lien entre le spectre d’énergie de

potentiel effectif Uy, (x) et le potentiel partenaire V() (z)

E,=ET) + &, (4.19)
avec
772
Eo=12—a;. (4.20)

£ = > Ria)

k=1

2 2

~2 T ~2 1
= (i —=)—|a, — = 4.21
(o-3)-(a-3) o

ol a, est une fonction de aq,i.e.
Gp = fofo... o f(a1) = B —na. (4.22)
n}gis

£ :—(&2—’7—%> (4.23)
n n dz Y .

2 2 2
an=a2—5——h—(ai—@), (4.24)

Substituant (4.22), (4.14) et (4.4) dans (4.24), on obtient les valeurs propres du spectre d’énergie

de Vi (z) sous la forme

52 h2 5 772
En = 02————((B—noz) ——22>

2_ - 4.25
+0o - ( )
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ol le nombre d’états liés du systéme original est déterminé par

0<n<{C}. (4.26)

ou {C'} désigne le plus grand entier inférieur a C' = 4/ i’égz +3—3

On constate que les énergies ¢, possibles, sont réelles. Dans la version Hermitienne du
probléme, i.e. & — =id, toutes les énergies possibles sont réelles. En d’autres termes, com-
parativement avec le potentiel de Poschl-Teller (6 = 0), chaque niveau d’énergie du potentiel
de Rosen-Morse est décalé vers le bas ou vers le haut, selon que le paramétre § est réel ou

imaginaire pur, respectivement.

4.2 Détermination des fonctions propres normalisées

Afin de déterminer les fonctions d’onde v, (x) des états excités de potentiel V3 (x), repor-

tons les égs. (4.2), (4.12) dans (4.24). Cette derniére s’écrit

{—dd—; - % + 2iny tanh ax} v, () = (ﬁ — (B - na)Q) v, (r), (4.27)
En utilisant le changement de variable
y = tanh ax avec y € |—1,1[ et ¢, () = ®,, (v), (4.28)
et introduisant la transformation ponctuelle
@ (y) = 1=y ¥ (149 P (). (4.29)

ou P, (y) est un certain polynéme de degré n et a, et b, sont des nombres complexes. Pour que

¥, (x) s’annule aux points x+ — +oo (y — %1), a, et b, doivent satisfaire
Rea, > 0 et Reb, > 0. (4.30)

Ainsi, I’équation differentielle hypergéométrique satisfaite par la nouvelle fonction P, (y) se

déduit de (4.27), est donnée par

dQPn (y) dPn (y>
(1 _y2> d—y2+[bn_an_ (an+bn+2)y] d—y

+n(n+a,+b,+1)P,(y) =0, (4.31)
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ou les parameétres a,, et b, sont définis par

4 = (g - n) + iﬁ (4.32)
by = (g - n) - z’ﬁ = (4.33)

En effet, I’équation (4.31) est dite équation differentiellle de Jacobi et sa solution est donnée
par le polynome de Jacobi P\ (y) (P, (y) = P{"*" (y)). Par ailleurs, nous notons que le
parameétre complexe a,, est I'adjoint de b,, et vice versa. Ainsi, grace a cette propérité, on a la

relation symétrique de polyndéme de Jacobi [33]
Plewt) (=) = (—1)" P ), (434

D’apres (4.28) et (4.29), on peut exprimer les fonctions d’onde v, (x) du probléme sous la forme

bn
2

¥, (x) = |N,| €' (1 — tanh ax)%n (1 + tanh ax)? P (tanh ax), (4.35)

cette fonction est P7 -symétrique, P7 v, (z) = ¢ (—x) = 1, (). En tenant compte des équa-

n

tions (4.35), 4.34), (2.9) et la propriété suivante (Voir la formule (7.391.5) dans [34]),

[0 gy e Py = 2 DT )

: (4.36)

ot Re (v) > 0 et Re () > —1, la constante de normalisation |N,| est obtenue sous la forme

2aa,b, I’ DI (a, + b, 1
N, | = bl (n VP (an +butntl) (4.37)
2antbn (q, +b,) T (ay, +n+ 1) (b, +n+1)
4.3 Quelques cas spéciaux
4.3.1 Premier cas : Potentiel de ’oscillateur harmonique
En remplacant
2\ 3
Jw
0=0eto=|"— 4.38
o= (55)" (4.38)
dans (4.1) et prenant la limite @ — 0, le potentiel (4.1) devient
1
lin%) Vi (:z:)‘ = VO (z) = §uw2x2. (4.39)
a— 6=0
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Ce potentiel est représente 'oscillateur harmonique & une dimension qui posséde une solution

exact est bien connue dans la littérature. Ainsi, le spectre d’énergie (4.25) se réduit a

2
2 2 2ot o?h 1
= EOM _ | PO Ry e i -
5=0 " a0 (2042 202 * 4p20?  pw n 2

2
2 Aot ha? (4 1
hm(“—“;) 1—(1+ 20‘2) 1—Lh2f)
a—0 \ 2 4pfw 1+4'#2%

_ (n N %) o, (4.40)

lim ¢,

a—0

Cependant, la condition (4.26) sur le nombre des états liés devient
0<n<oo. (4.41)

En vertu de (4.38) et la limite « — 0, les parameétres a, et b, donnés par (4.32) et (4.33),

respectivement, ils sont réduisent a

2,42 1 1
an:bn:s—n—>ooof15:< Z2Z4+Z_§>’ (4.42)

Par conséquent, les fonctions d’onde (4.35) et la constante de normalisation (4.37) deviennent
U (#)|5_9 = ¥, (x) = | Nyy| (1 — tanh?® am)% P57 (tanh o) (4.43)
avec

laa, I (n+1)T (2a, +n + 1)]%
22T (@, + 1+ 1)

[Na| =
En utilisant le lien entre le polynome de Jacobi et le polynome de Gegenbauer (Voir la relation

(22.5.27) dans [35]), nous obtenons

(4.44)

'2s—2n+1)I'(s+1) C(s—n—&—%) (2) 1

Pl () = o 1s—n#—= 4.45
" (%) F(s—n+1)I'(2s—n+1) obs—n# 2’ (4.45)
s—n+i
ol CTS +8) est un polynome de Gegenbauer de degré n. Substituant cette relation dans (4.43),
on obtient
¥, (x) = |Ch| A3 (1 — tanh® ax) = Cn(knﬁ) (tanh az) , (4.46)

avec

A=2s—2n+1, (4.47)
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et la nouvelle constante

|On| =

ST (25— 2n 4 1) {a(s—")r(”“) : (4.48)

257 (s —n+1) I'2s—n+1)
Gréace a la relation existant entre le polynéme de Gegenbauer et le polynome de Hermite (Voir

relation (8.936.5) dans [34]),

lim A~ 502 \F 2w (4.49)
- N W TR ‘

et avec les deux limites suivantes

1
iiir[l) (\ [s—mn+ 5 tanh (ozx)) = %x (4.50)

et

lim (1 — tanh® ax) 2 I Lis—mm (1 (2~ 1)
1m — 1 = 1m —(S—n)n I ——
lim anh” ax limexp ¢ o (@ 1)

= limexp

a—0

oy

= exp {—’u—xz} :
2h
La fonction d’onde (4.46) devient
. OH OH| — g2 Hw
hnéwn (z) = @M (z) = |C™| e =" H, <~ / 713) : (4.52)
En effectuant la formule de Stirling de la fonction de Gamma (Voir le théoréme (1.4.1) dans [36])
I'(X)=V2rx¥ze ¥, (4.53)

qui est valable pour un grand X. On obtient facilement la constante de normalisation }C’T?H|

sous la forme suivante

1
) 273 U 1 1 \?2
i%{‘c"’ nl }H‘CSH‘: (%) <2”n!> ' (4.54)

En effet, les deux équations (4.40) et (4.52) sont coincidents exactement du spectre d’énergie et
les fonctions d’onde correspondantes de potentiel de 'oscillateur harmonique a une dimension

[38].

1 wrw? ot 1 (e2@) — 1)
— () m (1o
207 ( Rt o\t (2@a) 4 1)

)}

(4.51)
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4.3.2 Deuxiéme cas : Potentiel de Poschl-Teller

En posant § = 0, le potentiel (4.1) se réduit a un potentiel Hermitien et symétrique de
Poschl-Teller, qui s’écrit

0.2

(Vi (2) = 0?)5_y = Vor (2) = — (4.55)

cosh? (az)’
Ce potentiel a été proposé par G. Poschl et E. Teller pour étudier les états de vibration de
molécules diatomiques [37].

En remplagant 6 = 0 dans (4.25) et (4.26), on obtient le spectre d’énergie de potentiel

Vpr () sous la forme

EET = 5n‘5=0
h2
= —— (B—na)?
24
2
a?h? 2u0? 1 1

et le nombre de niveau d’énergie est déterminé par

202
iy

1
0<n< -
=N a?h? 4

- % (4.57)

Par conséquent, les fonctions d’onde normalisées (4.35) se réduisent a la forme suivante

—n)T HI'(2s — 1
e <x>=¢ e coshiaa) ™ P () (458)

ou s = g et le parameétre B est donné par (4.14)i.e,. s = %% + %1 — % . D’apres (4.45) et

(4.58), la fonction d’onde - " (x) prend la forme suivante

'2s—2n+1) [ a(s—n)'(n+1) : _s H(s—ntd)
n(z) = haz)"*Cs  ?/ (tanh 4,
v, () TGontl) (225—2”F Pr— (coshax)"™°C (tanh ax), (4.59)
s—n+2
ol ng +3) est un polynome de Gegenbauer de degrée n.

Ces résultats coincident avec ceux obtenus dans la littérature [39].
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Exemple illustratif

Considérons le cas correspondant & f = h = o = 1 et 0 = 2. Dans ce cas le potentiel

correspondant s’écrit
4

Ver () = ————— 4.60
e (@) cosh? (z) (4.60)
Figure 5: Potentiel de Poschl-Teller
1. L’énergie de I'état fondamental est donnée par, ET = —2.8139, et la fonction d’onde
correspondantes, normalisées a 1, s’écrit
PT —( ﬁ—l)
o () =(0.90812) (coshz) 472) (4.61)

avec

33 1 33
S:“Z_§et Cy * (tanhzx) =1 (4.62)

L’allure de ¢ " (z) est représentée sur la figure suivante

Figure 6: La fonction d'onde de I" état fondamental pour y = h = a = leto = 2

cette fonction ne présente aucun noeud.

2. L’énergie et la fonction d’onde correspondante du premier état excité sont données par

BT = —0.94158, (4.63)
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et
PT (7) = (1.5045) . tanh = (coshz) vV * 72, (4.64)

cl< #) (tanh z) = 2 <\/3;3 - 1) tanh z (4.65)

L’allure de ¢/} " (z) est donnée sur la figure suivante

avec

05T

047

03T

02T

0.1/

04/t X
o0pt
g3t

04T

-05—

Figure 7: lafonction d’ onde du premier état excitépour u =h = a = leto = 2

En effet, notons que les énergies propres sont classées dans un ordre croissant, i,e ES ' <

PT
EPT.

4.3.3 Troisiéme cas : Potentiel de l’oscillateur harmonique plus un

potentiel linéaire P7-symétrique

1 [puw? np
— il == 4.
0= \/ 5 et o 5’ (4.66)

et en prenant la limite & — 0, le potentiel (4.1) se réduit au potentiel d’oscillateur harmonique

En changeant les paramétres

plus un potentiel linéaire P7 -symétrique

52 1
(VH () + ﬁ) —V(z) = 5/%02:1:2 + inp. (4.67)
a—0

Ce potentiel est déja traité dans la section précédente. Ainsi, en tenant compte de (4.66) et la

limite & — 0, la contrainte (4.26) se réduite a

0<n<oo. (4.68)
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Ceci conduit & des états lices de spectre d’énergie sont illimitées. D’aprés (4.25) et (4.66), on a

2 2 2 hz ﬂﬁ
. ) . W h 9 21 (ah2>
En = clxli% (ffn + ;) = ili% r‘éz — ﬂ (B — na) -+ m . (469)

En vertu de (4.66) et prenant la limite « — 0, on a
1 2 4 1
(B —na)? — o [ﬁ <%) +%— <n+§>

- ()25 () e

et

L () (2 o))

(%)2 (4.71)

En insérant les équations (4.70) et (4.71) dans (4.69), on obtient le spectre d’énergie de potentiel
V (x) est donnée par

En:< )hw+’“7

2w?’

En vertu de (4.66), les constantes a,, et b,, données par (4.32) et (4.33) respectivement deviennent

par
ap — Ay = %_L +1 n—:w Ty 00 (4.72)
et
by — by =at =10 M (4.73)

" a?h ahw a—0

Ceci rameéne a la fonction d’onde (4.35) devient

1+ tanh TS (G
M) PTE ! )(tanh ax), (4.74)

Y, () ‘N ‘e El (1—tanh2a:c)2a2ﬁ <1—tanha:z:

et d’apres (4.53), (4.72) et (4.73), la constante de normalisation (4.37) se réduite a

lim [N,| = [Ny | = 4 /2y /5. (4.75)
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Par ailleurs, le polynome PTS ) () peut étre mise sous la forme de formule de Rodrigues

(Voir la relation (8.960.1) dans [34]), qui s’écrit

o

;N
-1)" _ o /14 tanh iake
<2nn>! (1 = tanh? az) 4 (M)

n

>< —_—
dx™

P,S&"’B"> (

tanh =
anh o) 1 — tanh azx

i
w 1 t h “ahw
1 — tanh ax

] . (4.76)

Apres un calcul simple de limites, on obtient

e 2 1 2
lim (1 — tanh® 0436)ia2+ = limexp (j:l2 + c) In|1-— u
a—0 a—0 o (62ar + 1)

= exp (Fy2?), (4.77)
et
. 1 + tanh ax g . 1 1 + tanh ax
lim ({ —— = limexp (iz—) In| ——
a—0 \ 1 — tanh ax a—0 o 1 —tanh ax
= exp (*2ixx), (4.78)
en admettant que (c = 0or c=n), (y = 57 or vy = 5°) et (3c = 5= or s« = J£). Par conséquent,

2h 2hw

=t

la limite de (4.76) quand o — 0, est donnée par

lim P () = CU s (eriz)” 4 [6_%(“'1@%)2} , (4.79)

a—0 2nn)! dam
cette équation est représente la formule de Rodrigue de polynome de Hermite (Voir la relation

(8.950.1) dans [34]). Ainsi, nous obtenons

lim P () = %mHn ( ’%‘" <a: + z%)) . (4.80)
En tenant compte de (4.77), (4.78), (4.75) et (4.80), la fonction d’onde ,, () s’écrit
Y, (z) = | Ny ei%e’%(%fe’%(“i%)QHn ( % (:L‘ + 2%)) ) (4.81)
avec )
1 2
| = <%>4 (2”1n!> ' (4.82)

Ces résultats sont identiques avec celles obtenus dans le premier chapitre.

Nous avons obtenu dans ce chapitre le spectre des niveaux d’énergie réel ainsi que les
fonctions propres correspondentes sous forme explicite, et nous terminons par la discussion de

certains cas spéciaux et la comparaison avec les résultats de littérature.



Conclusion

Le travail présenté dans ce mémoire consiste en la résolution de ’équation de Schrodin-
ger stationnaire & une dimension pour les états liés de deux potentiels P7 -symétriques par la
méthode super symétrique. Nous rappelons dans le premier chapitre, ’essentiel des résultats
généraux du formalisme de la supersymétrie en mécanique quantique et le concept de 'inva-
riance de forme. Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons quelque notions de la mécanique
quantique P7 -symétrique et les propriétés des potentiels non hermitiens P7 -symétriques, tout
en mettant ’accent sur ceux que nous avons utilisés par la suite dans notre travail propre.

Dans le troisieme chapitre, nous avons étudié les états liés d’une particule non relativiste de
masse constante soumise un potentiel quadratique plus un potentiel linéaire P7 -symétrique en
utilisant ’approche de la supe symétrie en mécanique quantique. Par conséquent, nous avons
obtenu les valeurs propres réelles et les fonctions d’onde correspondantes qui sont exprimées en
termes de polyndmes d’Hermite.

Le quatriéme chapitre est consacré a la résolution de ’équation de Schrodinger station-
naire a une dimension d’une particule de masse constante, soumise & un potentiel moléculaire
Hyperbolique P7-symétrique. En utilisant le formalisme de la supersymétrie en mécanique
quantique, nous avons obtenu les valeurs propres réelles de spectre d’énergie et les fonctions
d’onde correspondantes sont exprimées en termes de polynémes de Jacobi. Enfin, nous avons

discuté de certains cas particuliers et en les comparant avec celles trouvées dans la littérature.
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