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Résumé

N

Ce travail consiste & résoudre numériquement quelques équations aux dérivées partielles

linéaires et non linéaires stationnaires et évolutives par la méthode spectrale.
Notre mémoire est divisé en deux chapitres :

Le premier chapitre est construit pour faire un rappel sur quelques généralités concernant les

espaces de Sobolev, les bases Hilbertiennes et généralité sur les équations aux dérivées partielles.

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude détaillée de la méthode spectrale et la résolution

de quelques types d’équations linéaires et non linéaires.
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Notation

H*(Q) : Espace de Sobolev.
H~*(Q) : Dial topologique de espace de Sobolev.

D(Q) : ensemble des fonctions de classe C*et a support compact dans 2

C>(2) : L’ensemble des fonctions régulieres sur le bord de €.
V=Y &

A=Y 2

w : Fonctin poid .

(.,.) : Produit scalaire.

(., )w : Produit scalaire avec la fonction poids w.

(Th) ey ¢ Les familles des polynomes de Chebychev.

(Ln),ey ¢ Les familles des polynoémes de Legendre.

(In),en : Les familles des polynomes de Laguerre.

(Hp),cn : Les familles des polynoémes de Hermite.

Py(T) : Les familles des polynomes de dégre < N.

L% (Q) : {u : Q — R mesurable, [ |ul® < —i—oo.} :
Q

7y : L'opérateur de projection orthogonale de L*(T) sur Py(T).
Py (T?) ={ve Py (T?) ,v=0surd(I'?)}: Les familles des polynomes de dégre < N, et nul

sur le bord de carré I'2.

Py (M) ={ve Py (I?% ,v=0surd(I'?)} :Les familles des polynomes de dégre < N —1,

et nul sur le bord de carré I'2.

Poyo1 (%) = {ve Py () ,v=0sur d(I"?)} :Les familles des polynomes de dégre <
2N — 1, et nul sur le bord de carré I'?
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Introduction générale

Dans quelques cas particuliers, il est impossible de calculer explicitement des solutions des
différents modeles physiques. Il est donc nécessaire d’avoir recours au calcul numérique pour
estimer qualitativement et quantitativement ces solutions. Le principe des méthodes de réso-
lution numériques des équations aux d’erivées partielles est d’obtenir des valeurs numériques
discréte (c’est-‘a-dire en nombre fini) qui approchent la solution exacte, donc il faut bien etre
conscient de deux points fondamentaux : premiérement, on ne calcul pas des solutions exactes
mais approchées. Deuxiémement, on discrétise le probléme en représentant des fonctions par un
nombre fini de valeurs, c’est-‘a-dire que 1’on passe du continu au discret. Il existe de nombreuses
méthodes d’approximation numérique des solutions d’équations numériques aux d “erivées par-
tielles. Nous présentons dans ce trvail I'unes des plus anciennes méthodes, appelées méthode
spectrale. Depuis de nombreuses années, ces méthodes sont imposées pour la résolution des
équations aux dérivées partielles décrivant les systémes physiques et mécaniques des filuides.
Ce mémoire qui se compose de deux chapitres, et qui a pour but essentiel d’exposer la méthodes
spectrale exemples et application numérique sur la résoulution numériques de quelques types
d’équations différentielles linéaires et non linéairespar conséquent, il est scindé en trois parties

principales :

— Principe de la méthode.

— Exemples d’application

— Simulation numérique par MATLAB.

Premiérement, on donne quelques rappels de base concernant des d’efinitions qui permettront

de 8’y retrouver dans le vocabulaire employé dans la suite de ce travail.

Le premier chapitre : Un petit rappel sur les équations différentielles aux dérivées, et qalques

définitions, et qallque théorémes des bases hilbertiennes .

La deuxiéme chapitre : Les methodes spectrales, prancipe de chaque méthode, exemple
d’application pour chaque méthode, et simulation numérique par Matlab pour chaque exemple.

Et Le dernier partie de cette chapitre I’estimation de I'erreure.

viii



Chapitr
(&

RAPPEL

1.1 Espace de Sobolev

1.1.1 Espaces H"(Q), H}(Q), H*(Q)

Soit © un ouvert de R%. Pour tout entier k > 0, on définit 'espace de Sobolev H*(Q) de la

facon suivante:

H* () = {u e L*(Q), 0% € L*(Q),Ya € N’ |a| <k}, (1.1)

muni de la norme

lall e = | D 0%z | (1.2)

|| <k

De fagon équivalente, on a H°(Q) = L*(Q) et H*(Q) = {ue H*Q),Vu e (H*(Q))*}

On définit enfin HY (), Padhérence dans H*(2) de D(£2) ensemble des fonctions de classe C>

et a support compact dans 2.

Proposition 1 Les espaces H*(Q)) et HY(Q)) ainsi définis sont des espaces de Hilbert et de

plus, si ) est Lipschitzien, alors 'ensemble C*°(Q2) des fonctions réguliéres jusqu’au bord de

est dense dans H*(Q).



1.2. Injections de Sobolev

1.2 Injections de Sobolev

On se contente ici de donner les résultats concernant I'espace H;(§2) méme si des résultats
similaires peuvent étres démontrés pour les espaces Hy(§2) ou les espaces WP(§2), avec p # 2.

Soit 2 un ouvert borné Lipschitzien de R?

e Sid=1": on a linjection continue de H'(€2) dans I'espace de Holder C%2 ().

e Sid=1: on al'injection continue de H'(2) dans I’espace L?(2) pour tout p < +o0.Par

contre, on n’a pas l'injection continue de H'(f2) dans L>(Q)

e Sid > 3: on a l'injection continue de H'(2) dans l'espace LF"(Q2) avec p*=2L.
Dans le cas non borné, les résultats sont essentiellement les mémes (& part quelques variantes
du fait que les espaces LP ne sont pas emboés dans ce cas). La différence essentielle est que la
compacité des injections de Sobolev n’est plus vérifiée. Comme on va s’intéresser par la suite
a la discrétisation de probléme aux dérivées partielles, le cadre de domaines bornés suffira a

notre étude.

1.3 Procédé de Gram-Schmidt

Proposition 2 (Procédé de Gram-Schmidt). Soit Eun ecpace euclidien et (ey, ea, ....... en) une

base de E. pour chaque 0 < i < n,notons F; le sous-espace vecteriel Vect (e, e, ....... €n) en-

gendre par ey, e, ....e,. Alors,la famille (€}, ...,€l,) définie de la maniére suivente est une base

oy Cp

orthonormale de E:

! €1
T el
0] — € PFi71 (Q})
C e = Prs, @)
i1
ei — > {ei,ep)e;
= ]::1 ;pour 0 < i < n.
ei — > {ei,ep)e;
k=1




1.4. Bases hilbertiennes

1.4 Bases hilbertiennes

1.4.1 Espace de Hilbert

Définition 1 Un espace de Hilbert réel est un espace vecteriel sur R, muni d’un produit
scalaire,notée (x,y) qui est complet la norme associée & ce produit scalaire ,notée ||z| =
Az, z). On rappelle un espace vectoriel normé est complet, si tout suite de Couchy est une-

suite convergente dans la limite appartient a cet scalaire.

Définition 2 Soit V. un espace de Hilbert pour le produit scalaire ( , ). On appelle base

hilbertienne (dénombrable) de V une famille dénombrable (e,) d’élément de V qui est or-

neN
thonormale pour le produit scalaire et telle que [’éspace vectoréil engendré par cette famille est

dense dans V .

Proposition 3 Soit V. un espace de Hilbert pour le produit scalaire ( , ). Soit (en), oy une

base hilbertienne de V . Pour tout élément x de V , il existe une unique suite (x,),~, de réel

P

telle que la somme partielle » . x,e, converge vers x qund p tend vers l'infini, et cette suite est
n=1

définie par x,, = (r,e,). de plus, on a

| )|* = (2, 2) =) [, ea) (2.2.2)

n>1

on écrit, alors

T = Z(x,en>en.

n>1

Preuve. S’il existe une suite (xn)n21 de réels telle que nirﬁoo nXp:l Tne, = x, alors par projiction
sur e, (et comme cette suite par définition independante de p) on’a z,, = (z, e,), ce qui prouve
I'unicité de la suite (2,),>,. Montrons maintenant son existance . Par définition de base
hilbertienne, pour toute x € V et pour toute € > 0, il existe y, combinaison linéaire finie des

(€n), telle que ||z — y|| < e. En utilisent le Théoréme suivant

Théoréme 1 (2.2.2) (de projection sur un covexe) Soit V un espace de Hilbert . Soit K C V

un convexe fermé non vide. Pour tout x € V, il existe un unique xx € K telle que

|z — | = min ||z —y] (2.2.2.1)

De facon équivalente, xx est caractérisé par la propriété

zp € K, (xx —x,2x —y) <0 Vy € K. (2.2.2.2)



1.4. Bases hilbertiennes

On appelle xx la projection orthogonale sur K de x. Preuve de Théoréme (2.2.2) voire [5]

Grace au Théoreme (2.2.2) on peut définir une apllication linéaire S, qui a tout point z €
V. fait correspondre S,z = 2z, ou 2y est la projection orthogonale sur sous-espace vecteriel W
engendré par les ppremies vecteurs (e,), <, En vertu de (2.2.2.2), (z — S,2) est orthogonal

a tout élément de W, donc en particulier & S,z. On déduit que

21* = Il = Spzll”* + ISzl (2.2.3)

ce qui implique

1Sp2ll < Izl Vz € V.

Comme S,z est engendré par les (en),.,<,, et que (z —S,2) est orthogonal & chacun des

(€n)1<n<y on vérifie facilement que

p

Spz = Z(z, €n)en.

n=1

Pour p suffisamment gand, on a S,y = y car yest une conbinaison linéaire finie des (e, ), <n<p*

Par concéquent

[15pr — x|l < 1Sy (z = y)l| + lly — =],
<2z —yl,

< 2e.

On en diduit la convergent de S,z vers x. De cette convergence et de I’équation (2.2.3) on tire

. 2 2
T [Se® = Jla],

qui n’est rien d’autre que la formule de sommation (2.2.2),est dite Parseval.ble de m

Proposition 4 Soit V un espace de Hilbert séparable (i.é il existe une famille dénombrable

dense dans V ). Alors, il existe une base hilbertienne dénombrable V .

Preuve. Soit (v,),., la famille dont le sous espace vecterile engendré est dense dans V' (on
peut toujoure supposer que (vn)n21 sont libres). Par application ddu procédé de Gram-Schmidt
a cette famille, on obtient une famille orthonormale (en)n21. Comme [v1, ....., v] = [€1, .eery €0]
on en déduit que le sous-espcace vecteriel engendré par (en)nZl coincide avec celui engendré

par (v,),~, qui est dense dans V. Donc, (e,),~, une base hilbertienne. m

10



1.4. Bases hilbertiennes

Théoréme 2 Soit V un espace de Hilbert réel de démension infinie et A un application linéaire
continie,définie positive,outo-adjonte,compacte de V dans V. Alors les valours propres de A
forment une suite ()\k)k21 de réels, stictement positifs que tend vers 0, et il existe une base

hilbertienne (uy)>, de V formée de vecteurs propres de A avec :

Auy, = A\puy, pourk > 1.

et on obtient la décomposition specctrale de tout élément

“+oo

veV U = Z<U7uk>uka

k=1

avec

+o00
loll” = > 1o i)
K=1

Preuve. En utilisent deux lemme suivant

Lemme 1 (2.1.1) Soit V un espace de Hilbert reél (non réduit au seul vecteur nul) et A une

application linéaire continue auto-adjointe compacte de V dans V. On défint

A A
m = inf (A, u) ,etM = sup < u’u>-
weV\{0} (u,u) uevi{o} (U, )

Alors, ||Al| = max (|m|,|M|), et soit M , est valeur propre de A.

Lemme 2 (2.1.2) Soit V un espace de Hilbert et A une application linéaire continue compacte
de V dans V. Pour tout reél 6 > 0, il néexiste au plus qu’un nobre fini de valeur propres en
dehors de lintervalle |-, +0[, et le sous-espace des vecteurs propres de ces valeurs propres est

de dimension finie. Preuve Lemme (2.1.1) el Lemme (2.1.2) voire [5]

Le lemme (2.1.1) montrons que 1’ensemble des valeures propres de A n’est pas vide, tandis que
le lemme (2.1.2) montre que cet ensemble est soit fini, soit infini dénombrable avec 0 comme
seul point d’accumulation . Par ailleurs, comme A est définie positive , toutes valeurs propres
sont strictement positive. Notons (\g) les valeurs propres de A et Vi = ker (A — \¢Id) les
sous-espace propres associés (le lemme (2.1.2) nous dit aussi que chaque Vj est de dimension
finie ). On remarque que les sous-espaces propres Vj, sont orthogonaux deux a deux :en effet,

si vy € Vi et v; € Vj avec k # j,alors, comme A est auto-adjaoint, on a

(Avg,vj) = Mok, v;) = (vg, Avj) = X (g, V),

d’ou l'on diduit que (vg, v;) = 0 puisque \; # A;. Soit W 'adhérnce dans V' de I'union des Vj,

k
W:{UGV,EIKEltelqueu:Zuk,ukEVk}.

=1

11



1.4. Bases hilbertiennes

On construit facilement une base hilbertienne de W par réunion des bases orthonomales de
chaque V} (chacun dimension finie etborthogonaux entre eux). Montrons qu’en fait W =V (ce
qui prouvera aussi que la suite (\;) est infinie puisque V' est de dimension infinie). On introduit

l’orthogonal de W défini par

W+ ={uecV tel que (u,v) =0 VYo € W}.

comme W est stable par A (AW C W), on vérifie que W= est aussi stable par A car (Au,v) =
(u, Av) = 0 si u € Wt et v € W. On peut définir la restriction de A & W qui est aussi
une application linéaire continue auto-adjointe compacte. Par application du Lemme (2.1.1) ,
si Wt #£ {0}, cette restrection admet aussi une valeur propre et un vecteur propre v € W+
qui sont aussi valeur et vecteur propre de A. C’est bien sur une contadiction avec le fait que,
par définition , W contient déja tout les vecteurs propres de A et que W N W+ = {0}. Par
conséquent , on’a nécessairement W = {0}, et comme fermé on en déduit que W = {0}~ = V.

|
Preuve. Preuve de corollaire suivant voire [5, (corollaire 7.3.7)(P:224,225)] m

Corollaire 1 Soit Q un ouvert borné ,réqulier de R™ dont la frontére 02 décompose en deux
parties disdjonts réquliére OQy et OQp. Il existe une suite croissante (\g) r>1 de réel positif ou
nul, qui tend vers linfini , et il existe une base hilbertienne de L? (£2) (ur) >, telle que chaque

uy, appertient H' (Q) est vérifie

—Auy, = Agug dans ),

ur =0 sur OSp,
% =0 sur Oy

Preuve. Preuve de théoréme suivant voir [5, (theoréeme (7.17)(p.222 et 223)] =

Théoréme 3 Soit Q un ouvert borné régulier de class C* de R™. Il ewiste une suite crois-
sante (\i),s, de réels positifs qui tend vers Uinfini,et il existe une base hilbertienne de L* ()

(ug),,,telle que chaque uy, € Hy () et vérifie

{ —Auy, = A\puy, p.p dans 2, (1.22)

ug =0 p.p sur OS.

Preuve. Preuve de théoréme suivant voir [5, (théoréeme 7.3.2) (P:219,220)] m

Théoréme 4 Soit V et H deux espaces de Hilbert réels de dimension infinie. On suppose que

VC H avec injection compact et que V est danse dans H. Soit a (.,.) une formulle bilinéaire

12



1.5. Généralités sur les équations aux dérivées partielles (EDP)

symétrique continue et coircives sur V. alors les valeurs propres de [a (u,v) = A(u,v) g, Vv € HJ
Jorment une suite croissante (), de réels positifs qui tend verts Uinfini,et il existe une base

hilbertienne de H (uy), de vecteurs propres associés,i.e que

u € Vet a(ug,v) = A\p{ug, v)yg.Yo € H.

de plus (uk, \/)\k) 4>, est une base hilbertienne de V' pour le produit scalaire a (.,.).

1.5 Généralités sur les équations aux dérivées partielles

(EDP)

Définition 3 En calcul différentielles, une équation aux dérivées partielles (EDP) est une équa-
tion dont les solutions sont des fonctions vérifiant certaines conditions concernant leurs dérivées
partielles. Le caractére particulier d’une équation aux dérivées partielles (EDP) est de mettre

en jeu des fonctions de plusieurs variables

(2, y,....) = u(z,y,....).

Une (EDP) est alors une relation entre les variables et les dérivées partielles de u.

1.Une (EDP) a souvent de trés nombreuses solutions, les conditions aux limites restreignent

I’ensemble des solutions.

9u — (), ou u est une fonction inconnue de z et Y,

Une équation différentielle trés simple est : 2% =

cette relation implique que les valeurs u(x,y) sont indépendantes de x. Les solutions de cette
du

équation sont u(x,y) = f(y). L’équation ordinaire : % = 0 a pour solution u(z) = ¢, avec c

une valeur constante (indépendante de x).

2.Ces deux exemples illustrent qu’en général, la solution d'une (EDO) met en jeu une constante

arbitraire, tandis que les (EDP) mettent en jeu des fonctions arbitraires.

3.Dans le cas de deux variables, une (EDP) d’ordre 1 s’écrit sous la forme

ou ou
F (l’,yﬂt(.f,y) ) O_mu(x7y)’8_y (C(I,y)) = 0.

4.Une équation du second ordre s’écrit comme

ou ou 0%*u 0%*u
F (xay7u($7y>7%u(m7y)7a_y (xuy)7% <$7y)aaTy($7y>> =0.

5.L’ordre d'une (EDP) est alors le plus grand ordre de dérivation m; + n; qui apparait dans

I’équation.

13



1.5. Généralités sur les équations aux dérivées partielles (EDP)

6.Résoudre une (EDP) dans un domaine € de R? (d est le nombre de variables), c’est de trouver
une fonction suffisamment différentiable dans €2,telle que I’équation soit satisfaite pour toutes

les valeurs des variables dans €.

7.0n parle également d’(EDP) linéaire homogene lorsque la fonction nulle v = 0 est solution.
En d’autres termes tous les termes de I’équation contiennent la fonction inconnue ou 'une de

ses dérivées partielles.

8.Comme pour les (EDO), les (EDP) linéaires homogeénes ont une propriété particuliére, com-
munément appelé principe de superposition : toute combinaison linéaire de solutions est encore

une solution.

9. Enfin lorsque 'on ajoute a une solution d’une (EDP) linéaire inhomogeéne une solution quel-

conque de I’(EDP) homogene associée, on obtient encore une solution de I'(EDP) inhomogéne.

1.5.1 Les types des équations aux dérivées partielles
Equations elliptiques

Les équations elliptiques régissent les problémes stationnaires, d’équilibre, généralement défini
sur un domaine spatial borné €2 de frontiere I' sur laquelle I’inconnue est soumise a des conditions
aux limites, le plus souvent de type Dirichlet ou Neumann. Le probléme elliptique type est
celui fourni par 1’équation de Laplace (ou de Poisson) soumise & des conditions aux limites, par
exemple de Dirichlet

{ —Au=f dans 2,

U = Ug dans I'.

Equations paraboliques

Les équations paraboliques régissent les problémes d’évolution ou instationnaires dans lesquels
intervient le mécanisme de diffusion ou de dissipation. Ces problémes sont généralement définis
sur un domaine spatial borné €2 de frontiére I" sur laquelle I’inconnue est soumise a des conditions
aux limites du méme type qu’en elliptique (quelquefois elles-mémes instationnaires), ainsi qu’a
des conditions initiales. Le probléme elliptique type est celui fourni par I’équation de la chaleur

soumise a des conditions aux limites, par exemple de Dirichlet, ainsi qu’a des conditions initiales

%—f = vg% dans (2,
T="1T, dans T,
T (x,0) = f(x) dans Q.

14



1.5. Généralités sur les équations aux dérivées partielles (EDP)

Equations hyperboliques

Les équations hyperboliques modélisent la propagation d’ondes sans dissipation. En linéaire,
c’est par exemple la propagation du son dans un milieu homogeéne. En électromagnétisme,
les équations de Maxwell sont hyperboliques et linéaires. En non linéaire, les équations hyper-
boliques sont I'expression de lois de conservation. Par exemple, les équations d’Euler expriment
la conservation de la masse, de la quantité de mouvement et de I’énergie totale dans un fluide

parfait compressible.

1.5.2 Exemples d’équations aux dérivées partielles

Equation de Laplace

0%u N 0%u N Pu 0
ox2 Oy 022
ou u(z,y, z) désigne la fonction inconnue.
Equation de la chaleur
0
a—:: —vAu=f
Equation de poisson
Au = f.
Equation des ondes
0*u
Equation de burgers
ou N ou 0%u ny
— tu— =v=— :
ot ox 0x?

15
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Méthode spectrale

2.1 Polynéme Orthogonaux

2.1.1 Fonction poids

Définition 4 Soit I un intervelle de R, On appele une fonction poids w sur I toute fonction

w: I — RY continue telque pour tont n € N :

/yg;”y w(z)dz < +oo. (1.1.1)

On consideére ’espace vecteriel E des foction continue sue I telle que:

171, = | [ 1 @F wiz)ds < +0, (1.12)
T
E est muni d’un produit scalaire { , ), définit par

(f. g = / f (@) g () w (z) de, (1.1.3)

et ||.||,, est la norme associée a ce produit scalaire.

2.1.2 Qalque exemples de polyndme orthogonaux
Polynéme de Chebychev

Les polynémes de Chebychev, nommés ainsi en ’honneur du mathématicien russe Lvovich

Chebychev

16



2.1. Polynéme Orthogonaux

Polynomes de Chebychev de la premiére espéce 7,, Soit n un entier naturel. Il existe

un et un seul polynoéme noté T, tel que

VO € R, T,,(cos ) = cos(nb). (1.3.1)
Unicité 7, est déterminé sur [—1,1] qui est infini et donc uniquement déterminé .

Existence Soient n un entier naturel et € un réel .

cos(nf) = Re(e™),
= Re((cosf +isinf)"),

e ( Y C* ((cos 0)" % + (i sin&)k>) ,
)

o]

=0
E

—~
w[3

(—=1)" C% (cos 0)" " (isin ),

(]

i
o

S|
—~
w3
SN—

(—1)? O (cos )" (1 — cos? 0)" .

i
o

B(3)

Et le polynome > (—1)" C2 ()" * (1 — 22)" convient
p=0
B(3)
VneN,T, = Y ()P C¥ (2)" 7 (1-2%)". (1.3.2)

p=0

Propriétés simples

T,, est une fonction paire si n est pair, impaire si n est impair.
o T/ (1)=n?
o T/ (—1) = (—1)"""n2

En effet

do d
I _ —_———
" (z) = T 70 cosnb,

sin n6

Il
3

sinf

17



2.1. Polynéme Orthogonaux

Orthogonalité Les polynomes T,,, orthogonaux sur 'intervalle de de support [—1, 1] avec la
fonction poids w(x) définie par

0 r < —1,
w(z) = ey —-l<z<l1, (1.3.3)
0 x> 1.
Et sont normalisés par I'exigence que 7,,(1) = 1.
Relation rucurence de T,
e pour n > 0,
Toi1 () = 22T, () — Ty (), (1.3.4)

avec Ty (z) =1 et T3 (z) = x.

e Définissons quelques suites qui permettront de condenser les relations de récurrence en
des formulations valables pour n € N

(cn)peg cn=0sin<0,c=2,¢,=1sin>0.
(dn)pez dn=0sin<0,d,=1si n>0.

a:

Ty () + dyy 1Ty () = 22T, () ,n € N.

(1.3.4)
Cette relation résume les égalités suivantes :

{ Toi1 () +Thq (z) = 22T, () ,n >0, (1.3.5)

2T (z) = 2275 ().
°
chi;%(f) + dnzT:;%(f) = 2T, (z),n € N. (1.3.6)
Cette relation résume les égalités suivantes :

L) Tl 90, (2) > 2,
LD — o7y (), (1.3.7)

o (z) = 2Tp (X).

18



2.1. Polynéme Orthogonaux

Pour £ > 1 le changement de variable x = cos ) permet de calculer:

de d
T} (z) = - 75 ¢ ko,

sin kO

sinf

=k

D’ot pour n > 2
T (2) _ T,-q(x) sin[(n+1)0] —sin[(n —1)0]

n+1 n—1 sin 6

Y

= 2cosnb,

= 2T, (z).

Degré, coefficient dominant 1.Soit n € N* On rappelle que
T (=1 C% (z)" % (1—2%)".
p=0

Puisque pour tout entier naturel p € [0, E (%)] ,on’an —2p+ 2p =n, T, est un polynéme de

degré inférieur ou égal & n.De plus ,le coefficient de 2" dans vaut

1
cg—i—ci—l—c‘é—k ....... 25((Cg+c}l+ci+ci+ ...... )+(cg—c}1+ci—cz ..... )),
1 n n
=S (D" + 1 -1,
1
:5(2”+O)((1—1)n:06arn20),
:2n71

Les points de collocation de Gauss et Gauss-Lobatto les pointes de collocation Gauss-

Chebyshev sont

(2j+)m T .
I]*COSW7UJJ':N+1,OSJSN. (139)
les points de collocation Gauss-Lobatto-Chebyshev sont
29=0,2y =1, wg = wy = %;xj = COS%,UJJ' = %,1 <j<N-1 (1.3.10)

Polyn6émes de Legendre

Equation différentielle de Legendre .Les polynomes de Legendre satisfait Péquation dif-
férentielle )
d~y dy
2 _
(1—x)dx2—2:cdx—i—n(1+n)yf0, (1.4.1)

définit sur Uintervalle [—1, 1] avec n = 1.2.3......

19



2.1. Polynéme Orthogonaux

Formule de Rodrigues pour les L, Les polynomes de Legendre L, (z) de degré n sont

donnés par la formule de Rodrigues

1 da 9 n
Ln(2) = gm0 [(*—=1)"]. (1.4.2)
Fonction poids de Legendre La fonction poids pour les polynémes de Legendre est
w(z) =1, et
i 0
our m # n
/Ln(m)Lm(x)dx: P 7 n,m=1,2,3....
I Zfﬁ pour n =m

Les relation rucurence de L,

e N+ 1)Lyt (x)=02n+1)aL, () —nl,—; ().
e Ona

(® +1) % (L, ()] =nxL, (x) — L1 (x),

_n(n+1)
= 51 L (2) = Lo ()]

o & [Losr (2)] — 2t [Lo (@) = (n+1) L, ().

Les points de collocation de Gauss et Gauss-Lobatto

Proposition 5 Le polynéme L, (x) admet n racines distinetes dans [ = |—1,1] ,—1 < x; <
Ty < 13 < ... < x, < 1, c’est racies s’appellent points de collocation de Gauss. Le polynome
(1 —2?) L. (z) admet (n+ 1) racines dans [—1,1] , =1 =zg < 21 < 13 < 13 < ... < T, = 1,

c’est racies s’appellent points de collocation de Gauss-Lobatto.

Corollaire 2 Pour tout entier n > 0 on note k, le coefficient de x,, dans L, (z) tel que

b — (2n)!2'
27 (n!)

Corollaire 3 Pour tout entier n > 0, on a la formule

1
1

/Li (x)dx =

“1

20



2.1. Polynéme Orthogonaux

Polyn6émes de Laguerre

Formule de Rodrigues pour les [, Les polynémes de Laguerre /,, de degré n sont donnés

par la formule de Rodrigues

T dn
I, (x) = %% [e7"a"]. (1.5.1)

Equation différentielle satisfaite par les I, Les polynomes de Laguerre satisfaisaient

I’équation différentielle

d*y dy
— 1—a)— = 1.5.2
xdx2+( x)dx+ny 0, (1.5.2)

deéfinit sur lintervalle [0, oo[, avec n =0, 1,2, ...

Fonction poids de /,, La fonction poids pour les polynomes de Laguerre est w (z) = ™%, et
T 0 our m=n
/e_mlm ()1, () de = P n,m=1,2,3, ... (1.5.3)
/ 1  pourm#n

Relation récurence de [,

e N+ 1)l (x)=2n+1—-2)l,(z) —nl,— (z).
o x4 (2)] =nl, (z) —nly_y (2).

o =1l

Polynémes de Hermite.

Equation différentielle satisfaite par les H, Les polynomes de Hermite H, satisfait
I’équation différentielle

d?y dy

Définit sur Uintervalle | — oo, o0o[, tel que n =0, 1,2, ...

Formule de Rodrigues pour les H, Les polynémes de Hermite H, (x) de degré n sont

donnés par la formule de Rodrigues

Hy (2) = (—1)" L [e*ﬁ] . (1.6.2)

dz™
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2.1. Polynéme Orthogonaux

Fonction poids de H, La fonction poids pour les polynémes de Hermite de degree n est

w (:L“) = e 27
our m
/ €7I2Hn (.I‘) lim (.T) ar = TL’

Relation récurence de H,
o H, 1 (x)=2zH, (z)—2nH, 1 (x).
o LIH, (v)] =2nH, (x).

o Hy(x) =~ [Hy (2)] +ag; [Hy ()]
2.1.3 L’expression explicite et implicite de v’ et u”

1.En utiliser les Polynémes de Legendre

(Ln),>, la famille de polynome de Legendre

1

Lo (@) = 5= (@ = 1)),

on’a la relaction récurence suivente

L _ (L —cp, L 0 sin<0
me:{Qﬁl(MM@ b (1) nzL%:{ $n_6
1 sin>0.

L’expression de U’

u(x) = Z an Ly, (2),

n>0

et

i (@) = Y anL (),

n>0
= Z oL, (z).
n>0
1 . 0 si n<0,
Ln(@) = =L (@) = 2L (2) , n>0,c,=4 . (1.12)
2n+1 2n+1 1 si n>0.
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2.1. Polynéme Orthogonaux

en multipliant I’équation (1.12) o on a

) 0 sin<0
oMLy (1) = 5Ly (&) = oML (1), 1> 0,0, = -
2n+1 2n +1 1 sin>0
en somme pour 7 > 0
M 0 sin<0
M, — LL’ _ _ O OF >0 — -
o, Ly, (x it (T o, 'L, 4 (x), n>0,c¢,

(1) (1)
an a?’L
> anL, (z)=> 2n—+1L;‘“ (@) => ST 1%71 (),

n>0 n>0 n>1

en changé les indices de la somme on a
O6(1)1 04(1421
/ o n— / N n /

n>0 n>1 n>0

1) 1)
l Q1 l Qi1 l
E = g — - E —=
a, L) (z) 5 an (x) 25013 ' (z),

n>1 n>1

par identification on a

NOREENC
n — T - - >v > 15
R S T i LR
(1) (1)
Qn, an+2
n - - 7v > 07
Gt = o 1 2nt5 T
O‘(lJ)r2 O‘(1+)4
n - h - “ ,\V/ > 07
Gntd = o s ng 9 T
0‘(1424 (1426
— n _ n v > 07
Wnt5 = 5010 m413 T
NG NG

on+13 2n+ 17’

en somme «, sur p pour p =n+ 1 on a

p=n+1
step 2
d’ou
o) = (2n +1) Z Q. (4.4.1)
p=n-+1
step 2
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2.1. Polynéme Orthogonaux

L’expression de U”

a® = (2n+1) Z ozél),

p=n+1
step 2
=@2n+1) Y @2p+1) D am,
p=n-+1 m=p-+1
step 2 step 2

=@2n+1) Y Y @2p+1)am.

p=n-+1m=p+1
step 2 step 2

d’apres Fubini parmiti les sommes

—

m

a? = (2n +1) Z QU i (2p+1)

m=n+2 p=n-+1

step 2 step 2
et
m—1
1 2n+3+2m—1
Z(2p—|—1):—(m—n) )
2 2
p=n+1
step 2
1 2 2
=3 (m n°+m n) ,
d’ou
2 1
o = 2D S (2t m—n)a, (4.42)
m=n-+2
step 2

2.En utiliser les Polynémes de Chebychev

1.L’expression de U’
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2.1. Polynéme Orthogonaux

et

= Z o, T, (x)

n>1

= Z oV, (z

n>1

on a la relation récurrence suivante pour

=0sin<0,c =2,

o <C”)nEZ Cn

¢, =1sin>0.

).

® (dn)yey dn=0sin<0,d,=1si n>0.
T (2) T, (2)
n+1 n—2
n———— + dy_g————= = 2T, eN, 5.5.1
¢ n+1 >n-1 (z),m ( )
T’ T’
a®¢, Intl (x) ad, _,n=2 (z) _ 20[%1)T (z),n €N
" n+1 " -1
Z (1) n"“ —i—Za —2204 ),n €N,
n>1 n+l n>1
( n+1 !
Z: . +Zan+1 —ZZanT ),n €N,
n>1 n>1 n>1
Z S)lnl +Z n+1n1 nl —2Zan neN
n>0 n>1 n>1
ZO{n 1n_ +Z n+1n ]_ —2ZanT/ nGN
n>1 n>1 n>1
Par identification
oW 1)
nilcn—l + mtl dn—l - 204n,n > 17
pour n=1on a
QOz(() ) — agl) = 2ay,
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2.1. Polynéme Orthogonaux

pour n > 1 on a

o) —allly =2(n+1) anp,
o)y —allly =2 (n+ 3) anys,
a1(11+)4 - O‘SJZG =2(n+5) anys,
047(11+)6 - 0‘511427 =2(n+7) antr,
o — p:%l 2,

! aél) =0+ %&;1),

d’ou

L’expression de U”

o' (2) =) oV (2),

n>1

= Z o, (z).

n>1

on a

2
2 E (1
qu(l ) = C— pO[p ),

n p=n+1
setep 2
2
= — E pl 2 E mon, |,
C
n p=n-+1 m=p+1
setep 2 setep 2
4
= — E p E mao,.
Cn
p=n+1 m=p+1
setep 2 setep 2

26
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2.1. Polynéme Orthogonaux

D’aprés Fubini en parmitie les sommes

m—1
@ _ 4
o, = — mao,, p,
" m=n+2 p=n-+1
setep 2 setep 2
et
m—1
_»1 2 2
p=g(m"=n7),
p=n+1
setep 2
d’ou
1
2 E 2 2
a;)-— — Wl(ﬂl —-ﬂ/)(lm
" m=n+2
setep 2

3.En utiliser les Polynémes de Lagurre

On a la relation suivant de [,

on a

oV, = oMl — oM, ),

Z aW], = Z oWy — Z oWl .,

n>0 n>1 n>0
I 1) (1)
g apl, = E oWy — g o, qly,
n>1 n>1 n>1

27
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2.2. Méthode Spectrale

par identification on a

Donc on a

p=n-+1
= - E <_ E am) ;
p=n-+1 m=p+1

-y Y e

p=n-+1m=p+1

d’apres Fubinie on a parmitie les sommes

o= ) (Tnzl 1>am,

m=n-+2 \p=n+1
= Z (m—mn—1)ap,.
m=n-+1

2.2 Meéthode Spectrale

Une formulation générale d’un probleme d’EDP:

%(x,t) =F

w) (x,t) + f(x,t) reQt>0.
u(x,0) = ug () x €.

e () :un domaine borné de RY de frontiére Of).

28

(
Bu (z,t) = g (t) x €I t>0. .

(1.7.1)



2.2. Méthode Spectrale

On cherche u (z,t) fonction du temps a valeur dans un espaces de Hilbert V muni d’une

norme ||.|| .

f un elément de V.

F est fonction de V dans V.

e [:un opérateur de trace, déterminant les conditions aux limites, on I’omettra si le domaine

est périodique.

e ug (x) : une condition initiale.

Les méthodes spectrales consistent a décomposé les éléments de V sur une base de fonctions

(V&) p—o.1. -On cherche :
tn (2,8) = > o (v) (1.7.2)

élément de ’espace Bn engendré par les n premiéres fonctions de base, de telle sorte que cette

fonction approxime la vraie solution du probléme.

On défini le résidu associé a 'approximation u,, par

_ Ouy,

Ftn ot

— F(uy) — f (1.7.3)

ce résidu serait nul si u, était la vraie solution. On cherche donc & le rendre "petit". Pour
cela on impose que R,, soit nul en projection sur un sous-espace de V de dimension n. Cette
projection P, dépend de la méthode spectrale employée .On a donc remplacé le probléme initial

par le probléme approché

trouvé u, € B, telle que P,R,=0

On est alors ramené notre probléme a la résolution de n équations différentielles en temps dont

les inconnues sont les «y,.

2.2.1 Meéthode de Galerkin

En mathématiques, dans le domaine de ’analyse numérique, les méthodes de Galerkin forment
une classe de méthodes permettant de transformer un probléme continu (par exemple une

équation différentielle) en un probléme discret.
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2.2. Méthode Spectrale

Principe de la méthode

La méthode de Galerkin est applicable pour les équations avec des conditions aux limites
périodiques ou homogenes. Soit B = {v € H,Bv = 0} le sous-espace des fonctions de H vérifiant
les conditions aux limites. Dans cette méthode les (¢,,),_q ;1 forment une base de B. En

cherchant

N
uy = Z O Pn (1.7.4)
n=0

dans Bengendré par les (¢n),_g12. x » On est stir de trouver une fonction (une solution) vérifiant
les conditions aux limites. Soit Py la projection orthogonale de H sur By. La méthode de

Galerkin consiste a résoudre le probléme approché suivant

N
Uy = Z anon € By, telle que PﬁRN =0, (1.7.5)
n=0

avec

9
RN:%—F(UN)—]C.

Exemple 1 On applique la méthode de Galerkin sur le probleme aux limite suivant

—u"4+u -2u=-2 ,—-1<z<l,
u(=1)=u(l) =0,
La solotion exact est
B sinh (2) sinh (1)
u (@) = sinh (3) exp () sinh (3)
dans léspace V.= L? (]-1,1[), et B ={u € H,u(—1) = u (1) = 0} ,s0us-espace de V. En util-

isant les polynome de Tchebyvhev (T),), .y, avec le poid w = \/11_7 La fonction

exp (—2x),

on="T, —T, 5.
Tel que la fonction (gpn)n22 est base da B est vérifiant les condition aux borsds. Donc ¢, =
(1 0 00 0]

0 -1 00 O
v 1 0 . 0 O v
> @pnTy, onpose o =10 1 0 . 0 |. Alos On cherche la solition uy (x) = > appn.
e 0 0 .0 -1 "~

0O 0 0 . O

0 0 00 1]

Calculons le résudé R,,



2.2. Méthode Spectrale

OnposeA:j—;—l—%—QI, tel que

N
" _§ : (2)
uN - an SOTL)
n=2

et
1
o) == 3 m (= ) o = 2.0 = 1,
" m=n+2
setep 2
d2
T da?
Et
N
uy = Z 047(11)9071
n=2
Bt

N N N N N
<A90n7 §0Z> = <A Z SpknTlm ) Z Spszma Z Z PknPmi ATk7 Z Z PknPmi Z AlkT‘la
N k:](\)[ N m=0 m:ON ON m=0 k=0
= Z Z Z onngpmiAlk«Tl, Tm) = Z Z SOanOmzAmk ||Tm||§12(_1’1) )
m=0 k=0 =0 m=0 k=0

] =

2
||Tm||L2(—1,1) Prmi (A(p)mn )
0

3
I

t
on pose Qi = <||Tm||iz(_171) <,0mz'> , alors, (Apy, i) = (QAP),,;

N
(Aun, i) = Z n (QAP),; 1 =2.N,
n=2
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2.2. Méthode Spectrale

N
et f =3 fuTln,
0

N N
(f,0i) = Zfs 5 1) :Z fsTs, i) ZZSﬁszs 15, Tk), i m?

s=0 k=0

N
= @i Tl Z211) = Z@st QF,i=2N,
n=0

Donc

Ry, ¢i) =0 < (QAp),; .an = QF.

Tel que a, = (g, s, ooy an)' F = (f1, for oo, ) et HTSHiQ(ﬂ’l) =

Mise oeuvre de exemple (1): % Méthode de Galerkin chebyshev
% Resoudre I'equation u”+u’-2u=-2,u(-1)=0,u(1)=0
cle;

n=100;

h=2/n;

x=-1:h:1;

A=zeros(n,n);

B=zeros(n,n);

I=zeros(n,n);

E=zeros(n,n-2);

%chebyshevT

for j=3:2:n

A(L)=0.5%((-1)"3);

end

for i=2:n

for j=(i42):2:n

A1) =(-1)* (217 2-2%)+2%);

end

end
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2.2. Méthode Spectrale

for j=2:2:n
B(1,j)=(-1);
end

for i=2:n

for j=(i+1):2:n
B(i,j)=2%(j-1);
end

end

for i=1:n

I(i,i)=1;

D=A+B-2*;

for i=1:n-2
E@i,i)=-1;
E(i+2,i)=1;end
for j=1:n-2

for i=1:n

if i==
F(1,j)=(pi)*E(1,);
else
F(i,j)=(0.5*pi) *E(i,);
end

end

end

b=zeros(n,1);

% b(1)=-2;

b(1)=-2;
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2.2. Méthode Spectrale

% b(2)=2;

S=F.*D*E; % QDphi

c=F."*D;

u=S\c;

syms y

W=0;

for m=3:n
W=W-+u(m-2)*(chebyshevT(m-1,x)-chebyshevT(m-3,x));
end

format long

figure (1)

plot(x,W,’r—" "linewidth’,3);

hold on
V=1-(sinh(2)/sinh(3))*exp(x)-(sinh(1)/sinh(3))*exp(-2*x);
%figure (2)

plot(x,V,-"’linewidth’,2);

legend(’Solution num’,’Solution exacte’) ;

Les figures de solution numeérique et solution exacte de exemple (1)
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2.2. Méthode Spectrale

0.6

= Solution num
— Solution exacte

-1 0.8 06 04 02 ] 0z 04 0.6 0.8 1

Figure 2.1: Solution numérique Galarkin et solution exact de Laplace

2.2.2 Méthode Tau
Principe de la méthode

La méthode Tau de Lanczos est applicable pour les équations avec des conditions aux limites
non périodiques. Si F' (opérateur de différentiation) contient des dérivations d’ordre k les

conditions aux limites sont au nombre de k : Bu = g (g ayant k composantes). Soit (©,),,_ o

une base orthogonale ne vérifiant pas les conditions aux limites. La méthode consiste a chercher

N
un = E OnPn,
n=0

dans By

Py ,R,=0 N —k équations,
Buy =0 k équations .
1: Py, Ry désigne la projection orthogonal de H sur By _.

2:uy est alors déterminé par N équations différentielles.

Exemple 2 On consédére ’équation de la chaleur avec les condition de Neumann
%—?—%+2%—u:x re[-1,1],t >0,
Qu(—1,t)=9"(1,t)=0 t>0,

u (,0) = uo (),

dans Uéspace V- = L? (|—1,1[). En utilisant les familles des polynomes de Legendre (L), .y,

tel que la famille des polynomes (L), sont orthogonaux pour le produit scalaire suivant
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2.2. Méthode Spectrale

1

(f.9)w = | fgw avev le poid w = 1. Et en cherche la solotion uy (x) aproche de u (x) tel que
“1

N
uy (1) =Y o () Ly (2)
n=0
Calculons le residu Ry ,
RN: 6UN _ 0 un +26UN —uy — .

ot 0x? Ox

Et on calculons la projection orthogonal de H sur By (engendré par N + 1 fonctions de base)

(Ry,L;) =0 ;i=0.N—2, N —2 équation,

O (=1%) ,2 équation, ( )
Qu(1,t)=0
avec condition initiale u (x,0) = ugy () . En pose
u N—2
o= > (t) Ly (2)
n=0
Et
aUN o N2 (1) t L
or ZO g’ (t) L (2)
Et
duy N-2 o
o Z;%(t) n (T)
Donc
<RN,Ll>:0 ,ZZON—2
<~
N-2 N—2 N-2 N-2
<Z aiz <t> Ln ($)— 05512) <t> Ln ($)+2 Z 047(11) (t) Ln ((E)—Z Ay (t) Ln ((E) L, Lz> =0 3= 0.N —2
n=0 n=0 n=0 n=0
et on'a
N—2 N—2 N—2 N-2
(>l (1) L (2)=) P (t) Ly (2)42 ) al) () Ly (€)= 0 (£) Ly (2) , L) = (2, Ly);i = O.N — 2
n=0 n=0 n=0 n=0
—2 N2 o N2
(X a0 () Ly (@) L) (£ o (0 Ly (), L) + (2 T ol () Ly (@) . L)
N—2
— (> ay (t) Ly (), L) = (x, L;) 11 =0.N —2
n=0
N-2 N2 N2
>l () (L (2), L) = 3 i (0) (Lo (2) Ly + 2 X2 afl’ (6) (L (@), L)
n=0 n=0 n=0
N-2
— > ay (t) (L, (x), L) = (z, L;) ;i =0.N—2
n=0
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=
2 1
o} (O | Lill 72y = 0 @) 1 Lill oy + 208 @ 1Ll
—ai () 1 Lill g1 = (2 L) ;1 =0.N =2
<~
L; .
ol (t) — aZ(Q) ) + 2V () — oy (t) = —<x?’—>;z =0.N —2.
I LillZ2 (1.1
Et on a
21+ 1
agz)(t) = ( Z;_ ) Z (mz—z’2+m—i)am,
m=i+2
step 2
= DQO( (t) .
Et
o) = (2n +1) Z ap,
p=n-+1
step 2
= DlOé (t) .
Et
1
(x, L;) = /xLZ- (x)dz,i=0.N — 2,
el
done
L; .
ol (1) = (1) — 20D () + o (1) — <“Z—> i=0.N—2.
Ll (-1,

Donc le systéme finale est
(
o (t) = (D3 — 2Dy + In_,) o (t) — F,

> o) (1) L (<1) = 0,

N 1
S o) (t) L, (1) =0,
\ n=0

tel que o (t) = (a (), (£) ooy o (1)), @ (t) = (g (£), 00 (), ooy an o ()7, et F =
( (z,Lo) (z,L1) (z,LN_2)
|

ILolz2 v,y " MEallzzgoay " Iy —2la 1)

T
) . Pour trouver les costante o, résoudre le systéme

difirentielle (Sy). Avec les condition initiales

Mise oeuvre de exemple (2)
% ut-u”+2*u’-u=x,u’(-1)=u’(1)=0

% spectrale Tau method, les fonctions de bases Legendre,init condition L2-L0
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2.2. Méthode Spectrale

function Neumann _spectra_Legendre chaleur()

cle; clear all;
n=100;

h=2/n;
dt=(h"2)*0.3;
x=-1:h:1;
A=zeros(n,n);
B=zeros(n,n);
I=zeros(n,n);
F=zeros(2,n);
b=zeros(n,1);
Fl=zeros(2,n-2);
x0=ones(2,1);
b(2)=1;

% legendreP (n,X);
for i=1:n

for j=(i4+2):2:n
A(L))=((2%-1)/2)* ()" 2-17 2-j+1);
end

end

for i=1:n

for j=(i+1):2:n
B(i,j)=(2%-1);
end

end

for i=1:n

I(i,i)=1;
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2.2. Méthode Spectrale

end
% D=-A;
D=-A+2*B-I;

a0=zeros(n,1);

adotO=zeros(n,1);

% syms 'y

% for i=1:n

% a0(i)=((2%-1)/2)*int( (1.5*(y."2)-1.5).*legendreP(i-1,y),y,-1,1);

% end

y = fsolve(@sustem non lineaire,x0);
adot0=v0 ;

tspan = (0:100)*dt;
[t,a]=0delbi(@example,tspan,al,adot0);
figure

plot(t,a(:,10),-’linewidth’,2);

W=0;

for m=1:n
W=W-+a(:,m)*(legendreP(m-1,x));
end

figure (2)

[T,X]=meshgrid(t,x);

surf(T, X, W);

grid on

format long

hold on
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2.2. Méthode Spectrale

format long

figure (1)

plot(-1:h:1,W(1,1:n),’r-’ -1:h:1,W(40,1:n),’b-’ -1:h:1,W(90,1:n),’c-",’linewidth’,2);
save Tau Neumann metho evo Legendre
function [nour| = example(t,a,adot)
nour=zeros(n,1);

z=D*a-b;

z1=B*a;

for i=1:n

22(1)=((-1)"(i-1))*z1(i);

end

for k=1:n-2

nour(k)=adot(k)+z(k);

end

nour(n-1)=sum(z2(1:n));
nour(n)=sum(z1(1:n));

end

function [G] = sustem non_lineaire(y)
v0=zeros(n,1);

v00=-D*a0+Db;

for i=1:n-2

vO(i)=v00(i);

end

vO(n-1)=y(1);v0(n)=y(2);

v1=B*vO0;

for i=1:n

v2(1)=((-1)~(-1))*v1(1);
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2.2. Méthode Spectrale

end
sl=sum(v1(1:n));s2=sum(v2(1:n));
G=[s1;s2];

end

end

Les figure des solutions de L’éqution de I’exemple (2)

%1073

1

0.5

056

-156

-2.5
0.015

-3.5

o 0.002 0.004 0.006 0008 0.01 0012

Figure 2.2: Solution numérique de chaleu Figure 2.3: Solution numérique de chaleu

Tau Taur en point t=0.24

2.2.3 Meéthode de collocation
Principe de la méthode

Comme la méthode de Galerkin, elle est applicable pour les problémes ot les conditions aux lim-
ites sont périodiques ou bien homogenes. Et comme pour la méthode de Galerkin les (vg),—;
forment une base compléte de B, et vérifiant donc les conditions aux limites. On se donne de
plus (z;)i=1...~y (N points) dits de collocation dans € tels que lamatrice (¢, (z;))yyy SOit

inversible. La méthode consiste a chercher
N

uxe (2,8) = 3 (t) o ().
n=0
dans B (engendré par N fonctions de base) telle que son résidu
8u N

RN:W_FF(UN)_]C;

vérifier les N conditions

Ry (z;) =0,i=0,N.
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2.2. Méthode Spectrale

Exemple 3 On consideére le probléme suivant (équation de Burgers)

{%—?Jrug—;‘—u:o 0<x<1;t>0,

u(z,0) = up(x),

avec la solution exact est

u(z, 1) = (wexp(=1))/(2 — exp(1)

dans Uéspace V = L? (]—1,1[). En utilisant les familles des polynémes de Chebychev (T;,)

neN,tel

que la famille des polynomes (T},), o sont orthogonaux pour le produit scalaire suivente (f, g)., =

1 :
[ fgw avev le poid w = \/11_7 Avec les points Gauss-Lobatoo-Chebychev x; = — cos 72
1

N

cherche la solotion uy (z) aproche de u (x) tel que

N
uy () =D an (t) T, (2)
n=0
Calculons le residu Rytel que uy = (ul, u?, .. , uN)t .Calculons le residu Ry
. 8UN 6U,N 8uN
BN =5 T "% " o
tel que
N
uy () =Y oy (1) T, (2)
n=0
et N
8uN ’
Bt 50 = L e o)
et N
02uN
— ©))
7 (@)= 3ol Oen o)
et N
8’&]\7 o (1)
03: (l’,t) - ;an (t) ¥ (ZL’),
et
aUN N N (1)
uN—5= = ;an (t) ¢n (2) ;an (t) on (),
avec
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2.2. Méthode Spectrale

Et
2 1
017(12):(712_'_ ) Z <m2_n2+m—n>am7
m=n-+2
step 2
= DQCK
N N N N
Ry () =06 > al, (1) Ty () + Y an (1) T (1) Y o) (1) T () = > aP () T, () = 0
n=0 n=0 n=0 n=0
On pose My, =T, (x;), on a
N N N N
Z a, (t) My, + Z ay, (t) My, Z oW (t) M;, — Z o (t) M;, =0,
n=1 n=a n=0 n=0

tel que la matrice M est inversible . En multiplier par M~ en trouve le systeme défirentielle
finalle
o (t) =M (Ma(t)) (MDya(t)) + Dy (t).

Tel que o (t) = (ay (1), (t) ooy ol ()T, @ (8) = (g (t) 1 () 5 ooy (E))T

Mise oeuvre de I’exemple (3)

%% ut+ux*u=-u

% spectrale Galerkin method, les fonctions de bases Chebyshev initial
% u0=x

function equation burgers Chebyshev forme2()

n=10;

h=2/n;

dt=(h"2)*1.2;

x=-1:h:1;

a0=zeros(n,1);

tspan = (0:100)*dt;
[t,a] = ode45(@example, tspan, a0);
% figure

% plot(t,a(:,10),-, linewidth’,2);
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2.2. Méthode Spectrale

W=0;

for m=1:n
W=W-a(:,m)*chebyshevT(m-1,x);

end

R=W’;

figure (1)

[T, X]=meshgrid(t,x);

surf(T,X,W’);

Y%format long

figure (2)

[T, X]=meshgrid(t,x);
Fexact=(X.*exp(-T))./(2-exp(-T));
surf(T,X,Fexact);
Yolegend(’Solution exacte equat Burgers’);
plot(0:h:1-h,W(90,1:n),’r-",0:h:1-h,W(20,1:n),’b-",0:h:1-h,W(40,1:n),’c-’, linewidth’,2);
R=W’;

save(’equation burgers Chebyshev forme2’ 'R’ ’Fexact’);
function adot = example(t,a)
adot=zeros(n,1);

Dxx=zeros(n,n);

Dx=zeros(n,n);

M=zeros(n,n);

YolegendreP (n,X);

for j=3:2:n

Dxx(1,j)=0.5%((j-1)"3);

end

for i=2:n
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2.2. Méthode Spectrale

for j=(i4+2):2:n
Dxx(i,j)=(-1)*(j~2-1"2-2*j42*1);
end

end

for j=2:2:n
Dx(1)=(-1):
end

for i=2:n

for j=(i+1):2:n
Dx(i,j)=2%(-1);
endend

for i=1:n

for m=1:n

M(i,m)=chebyshevT(m-1,(-cos((i-1)*pi/n)));%point de collocation -1+2i/nend

end;
N=inv(M);
vl=M*a;
v2=M*Dx*a;
v=v1.%v2;
al=N*v;
adot=-al-a;
end

end
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2.2. Méthode Spectrale

Les figures des solutions

Figure 2.5: Solution numérique de léquation

Figure 2.4: Solution exect de Burgers

de Burguers Collocation

2.2.4 Meéthode Tau-Collocation

Sont les mémes que pour la méthode Tau. Conditions aux limites non périodiques.

Principe de la méthode

1.Comme pour la méthode Tau (p,),_, . est une base orthogonale ne vérifiant pas les k

conditions aux limites.

2.Comme pour la méthode de collocation (;);—1.. y sont les N points du domaine 2 et 'on
sait appliquer rapidement M = (¢, (x;)) et son inverseble. On calcule la projection P Ry avec
allers et retours entre 'espace spectral et 'espace physique. Soit Py, la projection orthogonale

sur By_;. Les N conditions déterminant uy € By par cette méthode sont

Py PSRy =0,
Bu, =0,

Exemple 4 On considére l’équation Burgers

Up — Upy + U U = 6T —1l<z<1,t>0,
u(—1,t) =u(1,t) =0,
u(z,0) = uo (z),

dans léspace V = L*(|—1,1[). En utilisant le polynome de Chebishev (T),) tel que la famille

neN?

1
des polynomes (T,,), .y sont orthogonaux pour le produit scalaire suwente (f, g), = [ fgw avev
1
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2.2. Méthode Spectrale

le poid w = ﬁ Et en cherche la solotion uy (x) aproche de u (x) tel que

N
un (l’, t) = Z Qn (t) Tn (JZ)
n=0
Calculons le residu Ry
R _8u_N_82uN u aU—N—6t
Moo a2 Y o ’
tel que
8UN N ’
— = T
TR LACEAE
Et v
82uN
— 2
Et v
Oun 0
S = ;an )T, (z).
Et
0 2
ap, (t) - C_ Z bay, (t)a
n p=n+1
setep 2
= Dla (t) .
Et
1
a® = — Z m (m? —n®) oy, (1),
n m=n+2
setep 2
= DQO./( ) .
Calculons le Py Ry
_ X L@ - S
Ry (zi) =0 > ap, () T (zi) — D2 am” () T (23) + D2 o () T (i) Y- am” (8) T, (2)
n=0 n=0 n=0 n=0
N
=6 2;0 fTo ()
On pose My, =T, (z;), on a
N N N N N
> al () My = > a (t) My + > o (8) My > ol (8) My = 6 f M,
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

on a M est tnversible
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Tel que o (t) = (o (t) , &, (£) ooy O, () = (a9 (£) 1 (£) ooy ()T, F = (fo, fry oo )T
En calculon

(

Mise oeuvre de ’exemple (4)
Yout-uxx+ux*u=6t
%u(-1)=0,u(1)=0

Y%spectrale tau-collocation method les fonctions de bases chebyshev poly
%u0=x, initial

function Tau_collocation burgers Chebyshev()
n=20;

h=2/n;

dt=(h"2)*1.2;

x=-1:h:1;

x0=ones(2,1);

a0=zeros(n,1);

a0(2)=1;

b=zeros(n,1);

adotO0=zeros(n,1);
Dxx=zeros(n,n);

Dx=zeros(n,n);

b=zeros(n,1);

M=zeros(n,n);

%legendreP (n,X);

for i=1:n

for j=(i4+2):2:n
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if i==
Dxx(i,j)=0.5%(j-1)*(j~2-1~2-2*j+2*{);
else
Dxx(i,j)=(-1)*(j~2-1"2-2*j+2%});
end

end

end

for i=1:n

for j=(i+1):2:n

if i==1

Dx(i,)=(-1);

else

Dx(1,j)=2%(j-1);

end

end

end

for i=1:n
for m=1:n

M(i,m)=chebyshevT(m-1,(-cos((i-1)*pi/n)));

end

end;

N=inv(M);

y = fsolve(@system_ non_ lineaire,x0);
adot0=v0;

tspan = (0:100)*dt;

[t,a]=0delbi(@example,tspan,a,adot0);

figure
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plot(t,a(:,10),’-’ "linewidth’,2);
W=0;

for m=1:n
W=W-+a(:,m)*chebyshevT(m-1,x);
end

figure (1)

[T, X]=meshgrid(t,x);

surf(T,X,W’);

R=W’;

save(’equation _evolutive burgers Chebyshev’’R’);
function [nour| = example(t,a,adot)
al=zeros(n,1);

nour=zeros(n,1);

b(1)=6*t;

vl=M*a;

v2=M*Dx*a;

v=v1.*v2;

a2=N*v;

z=Dxx*a-a2+Db;

for i=1:n

end

for k=1:n-2
nour(k)=adot(k)-z(k);
end
nour(n-1)=sum(al(1l:mn));

nour(n)=sum(a(l:mn));
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end

function [G] = system non_ lineaire(y)
v0=zeros(n,1);
ul=M*a0;
u2=M*Dx*a0;
u=ul.*u2;
u3=N*uy;
v00=Dxx*a0-u3-+Db;
for i=1:n-2
v0(1)=v00(i);

end

vO(n-1)=y(1);v0(n)=y(2);

for i=1:n
v1(i)=((-1)"(-1))*v0(i);
end

sl=sum(v0(1:n));s2=sum(v1(1lmn));
G=[s1;s2];

end

end

Le figure de solution numérique de ’exemple (4)
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Figure 2.6: Solution numérique de Burgers avec Tau Colocation

2.2.5 Domaine d’application des méthodes spectrales

Méthode

Domaines d’appliquation

Galerkin-colication

Condition aux limitses périodique ou homogéne

Tau et Tau colication

Condition aux limites non périodique

2.2.6 Fonction de bases

usuelles

Condition aux limites

Méthode

Domaine et fonction de base

C.L periodique

Galerkin et collocation | 2 € [0,27], (€™),,cy, (sin (n)),5q, (cos (nx)),=,

C.L non periodiques

Tau et Tau-collocation | z € [—1,1], polynome de Tchibychev, Legendre,..

2.3 D’approximation polynomiale en dimension une

On étudie tout d’abord la distance & 1’espace Py(T"), pour le norme de 1'espace L?(T"). Avec

I =]-1,1[.

2.3.1 Le projection 7wy

On note 7y l'opérateur de projection orthogonale de L?(T') sur Py(T'). Pour toute fonction ¢

de L*(T), mxp € Py(T) et vérifié que

1

Vi € Py(D), / (0 — mv) (€) da (€) dE = 0 (6.1.1)

-1
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La famille (L,), des polynomes de Legendre est base hilbertienne de L? (T'), et ces poly-
nome sont orthogonaux deux a deux dans L?(T'),pour tout fonction ¢ € L*(T") admet le

d “eveloppement

1
—+00
1

p=> ¢"Ly, avec " = ——— /90 (&) Ln (§) d€ (6.1.2)

2
= 1Lallzqry /)

et I'on a

N
TNY = Z ©"Ly,.
n=0

Théoréme 5 pour tout entier m > 0, il existe une constante c¢ positive ne d‘ependent que de

m telle que, pour toute fonction ¢ de H™(T'), on ait

lp = v @l oy < N el gmqry » (6.1.3)

on commence par prouver un 1 esultat de continuit ‘e de [’opérateur auto-adjoint positif A dans
L*(T)
!/
Ap=—((1-8)¢)-

Lemme 3 pour tout entier | > 0, l'opérateur A est continue de H+ (') dans H'(T) et pour
tout entier | > 0;m > 0 lopérateur A, est continue de H'™>™(T')dans H'(T)

Preuve. On vérifie par récurrence sur I'entier £ > 0

dF (AS0> ) dk+2g0 dk+1<p dkgo
d—f’f:_(l_g)W+2(1+k>€w+k(l€+l)d—§k’ (3.3)
lorsque £ =0
Py . dp
Ap = — 1_2 //:_1_2_ 9
p=—((1-8)¢) =-(1-€) g +2.
lorsque k£ =1
d (Ap) o Lo Ao dPp
dg :_<1_§)d£3+4§d52+2d52’
si % =—(1-¢&% % + 21@5% +k(k—1) flz;—i“f, est vrais alors (3.3) est virifiant.
En appliquant l'identité Vk,0 < k <
d* (A dk+? dktt d*
o (‘ e I e ) |
L3(T) L2() L2(1) L2(T)

alors A : H*2(T') — HY(T) est continue. En étirant m fois on obtient
A™ . HP2™(T) — H'(D)estcontinue.
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u
En voire la preuve de Théioréme (8):

Preuve. Etant donnée une fonction ¢ de H™(I') pour laquelle on écrit la décomposition

(6.1.2),il faut estimer
1
1
o= [ PO La(©) de

= 2
1Ll

On va distinguer deux cas, suivant quem est pair ou impair

1

1.Lorsque m est pair m = 2k et (*),o" = W [ ¢ (&) Ly, (§) d¢,d’aprés Péquation différen-
n LQ(F) el
tielle
1
e e © AL @
¥ = ¥ n )
|1 ZallZ2qry 7 (R + 1)

comme l'opérateur A est auto-adjoint dans L? ('), on obtient

1
1 1

T weTEsy JEIGIAGES

-1

En itérant k fois ce résultat, on en déduit

1 1 h
G- Ak L, (&) dE.
T <n<n+1>>’f/ (470) (O L (6) d¢

On constate donc que

1 2
N 1 J (45) (€) L () de
o — mngl o = - [P
2o %(nmm)% IZal2er) Fo

On minore alors les n(n + 1) par N? ,ce qui donne
. 2
v [ (AF) () L (€) d€

2 _dn ]
I — 7TN90||L2(F) <N Z e
n=N+1 ” n||L2(F)

2
[l Z2ry »

—=

) (AR @) (&) Ln(&)de

([ Ln

comme les sont les coefficients de A¥¢ dans la base des polynéomes de Legendre,

2
HLz(I‘)
on a
1 2

+00 f (Ak§0) (&) L (&) d€

_4n 1
||S0_7TN90||%2(1“) <N Z 2
eI i1 [ Lnll 22y

ILnll3oy = N7 A%y
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En utilisant le Lemme(3) on obtient

A¥ . H?M(T) — HY(T) = L*(I),
alors

2 —4n 2 —4n 2
o — 7rN‘P”LZ(F) <NT* ||Ak(10HL2(F) <eNT* ||90||H2k(r)>

= o — mveliay < N7 || A2y

Lorsque m est impair : m = 2k + 1 on obtient comme précédent:

1 1 h
n_ Ak L, (&) d¢.
T <n<n+1>>’“/ (470) () L (6) €

On utilise ’équation différentielle et On intégre par partie:

1 1 / /
"= A L — &%) de.
= Tl e | A O L0 -8k

On voit alors que

=, (Jeweoneo-o)

lo — vl Ty =
L2(T) n:XN;rl (n (n + 1))2(k+1)

2
[ Lnll2

On note que, comme (L/),;n > 1,sont deux & deux orthogonaux pour la mesure (1 — &£?)d¢
pour toute fonction ¢ de H'(T") admet le développement

1

o0 [ () Ly, (§) (1— &%) dg
¢:Z¢nLn avec @/)n:ill pour n > 1.
n=0

J (L (€)* (1 —€2) d¢

-1

<
ml\)
3
[
Le—

W (©)* (1 =€) de = (™) | Lulljor -

. (_fllw’@)L;(g)(l—s?)dg)g 1

= <Jl" (L, (5))2(1—52)dg) 2 [(L; O (-

=, (lvenea-e)

2
o " (n+1) ||Ln||L2(F)

35



2.3. D’approximation polynomiale en dimension une

En appliquant cette formule pour la fonction ¢ = A¥p et en minorant (n(n + 1))%**! par
N2@k+1) “on voit que

1

o= meligy < X7 [ ((449)') € (1 - €) .

-1

Et on conclut

2
—om !
lio = mveellfay < N2 || (A%) |

—om 2
12(r) <cN? HAk90||H1(r)’

d’ou ,d’aprés le lemme(3)

2 —om 2
le = mneplamy < N7 Hlelmry -

Corollaire 4 our tout entiern > 0 , k > 0 existe une constante C' positive ne dépendant de

m et k tels que pour tout fonction ¢ € H™ (I') on ait

2 —k-m 2
l = nlzg-rry < N7 @l pmry

Preuve. par définition de léspace H " (T')

f (o — 7n) (€)1 (€) de

lo = Tx@llriy = sup
o YgHE(D) ||¢||Hk(r)
En utilisant (6.1.1) on voit que

1

/(90 —7ng) (§) ¥ (§) dE = /(SO —mne) (&) (¥ — ) (§) d€ < o — Tl oy 1 — TNl oy

-1

il suffit alors d’applique la majoration (6.1.3) du théoréme (8)

1

/ (o — 7 ) () ¥ (€ dE < N "™ [l ey N™* [y
-1
1

[ (o —mng) (€)1 (€) dE

-1

< N ol gy -
10 vy o

le = 75l sy = CN T @l gnry

26



2.4. Methode spectrale de collocation pour le probléme de Dirichlet

si l'on essaie d’écrire une majoration dérreur optimale de || — T |- ) On s’apercoit qu’elle

ne peut pas etre amélioré on démontre dans le cas particulier =
1
lo = mnell ey = ON2 [l gy »

on choisie ¢ = Lyy1 — Ly_1

<P, = LIN+1 - L?\f—1 = (2N + 1) Ly,

2 2
||90||H1(F) = ||90/||L2(r) =2(2N+1),

el iy = V2(2N +1).

g =—Ly_1et o —mnp = Ly1.

le = mnellz e = (N +1) (N +2),
le = mxllry = VIV +1) (N +2),

il s’agit de construire un autre opérateur pour lequel une majoration d’erreur soient vérifier
dans la norme ||.[| ;1 - On s'intéresse dans un premier temps & 'approximation de fonction de

H} (T) sur I'espace Py(T). =

2.4 Methode spectrale de collocation pour le probléme

de Dirichlet

On s’intéresse a la discrétisation du probléme de Dirichlet homogene sur le carré T'? = |1, 1[?
—Au = sur I'?,
(Pb) = / (8.1)
ue H (1),

On part de I’approximation de Galerkin avec le choix suivente pour la famille d’espace d’aproximation

(XN)wew : Xnv =Py (%) ,ou Py (I?) = {ve P} (I?) ,v=0surd(T?)}.
Avec un tel choix, Xy est bien contenu dans Hy (T') .
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2.4. Methode spectrale de collocation pour le probléme de Dirichlet

Ensuite, on remplace I'intégration mathématique par une intégration numérique basée sur
(N +1)? points de collocation de Gauss_Lobatoo. Le produit scalaire (f,v) est remplacé par

le produit scalaire némurique

<f7U>N :Z

1=

N N
> F (&, &) wawy, (8.2)
0 7=0

J

et la forme bilinéaire a(u,v) qui était définie comme (Vu, Vv) est remplacée par la forme
bilinéaire

an (u,v) = (Opu, 0,v) N + (Oyu, 0yv) N . (8.3)

On obtient ainssi un nouveau probleme discret

(PbQ) _ { \V/’UN c XN, an (UN,UN) = <f, UN>N; (84)

uy € Xn.

On va introduire le lemme suivante
Lemme 4 Soit N > 1. Tout polynome ¢y € Py (') vérifie :

N
lonllFamy < D@k (&) wi < 3llenllaq - (85)
i=0

Preuve. (L,), . une famille de polynome de Legendre, et

2
Lo|? = ——— .

on’a pour toute polynomes ¢ € Py (I') on peut léécrire comme

YN = Z a; L, (8.7)
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2.4. Methode spectrale de collocation pour le probléme de Dirichlet

N
3l eey = D lIZl (8.7.1)
=0

N-1
(Z OélL —{—CYNLN) (Z Oéij —|—O(NLN) )

7=0

1
oo L L+ ayLy (Z o; L + Za] ) + a3 LA
=0

N—

-1
=0 j=

N-1N-1
Px (&) =D oy Li (&) Lj (&) +anLy (&) (Z aiLi (&) + Z a;L ) ) |+ Ly (&),
=0 j=0
en sommet sur k
N N-1N-1 N
> ok (&) wi = i Y Li (&) Li (&) wi + oy Y I (&) wi,
k=0 i=0 j=0 k=0 k=0
N-1 N N-1 N
(Z @y Li@)wi+ Y a; ) Li(&)w > +04NZLN &) W,
i=0 k=0 Jj=0 k=0
N-1N-1 N _
= QL Z L; (&) Lj (&) wi + Z ;N Z L; (&) Ln (&) wy,
i=0 j=0 k=0 i=0 k=0
N-1 N
+ Oé]CYNZLJ (&) L (&) wi +aNZLN &) Wi,
=0 k=0 k=0
N—1N-1
= ;0 LZ Z le% OéN/ LN( )
=0 j=0 i
N-1
+ OéjCYN/Lj (z) Ly (2) +04?vZL?v (&k) wi,
j:O r =

comme (L), oy est orthogonaux sur le poids w = 1 alor [ L; (z) Ly (z) = 0,Vi = 1.N — 1d’ou
r

N
ZSO (&) wk—Z%HL”LW)JFO‘NZL (&) we,

=0

on’a le polynome L2 + N2 (1 — €2) (L.,)? est de degré < 2N — 1.

/ (L8 + 72 (1= ) (2)7) de = i(Li@kHN2(1—£,%)<L;<sk>>2)wk,

/ d§+/N ZL (&) wk+ZN (1= &) (L, (&) wn,
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2.5. L’estimation de 'érreur

donc

k=0

N
[r©dar [82a-e) @ ©r =3 B
r r

En intigré par parti 'intégrel suivante :

Ju-eyw@r=nw+ [ B

r r

(24 ) Mol = - 22 (6 (5.7

et on’a 2 + % < 3, donc

ZCYNLQ (&) wk—QNZL (&k) wi,

k=0

d’apres (8.7.2)

N
IEN NGy < D0 L2 (6w < 3| Ln e »
k=0

|1 In 72y < ZanLQ (&) wie < Ba || Ly 72(r -

N-1 N— N

2 2 2
Zai ||Li||L2(F) +O‘n||LN||L2 Z ||Lz'HL2(P) +ZO‘HL$L (&k) Wi,
=0 i=0 k=0

N-1
2 2
(Z i || Lil |72y + o ||LN||L2(F)) ;
1=0

d’ou
N

oAy < Dk (@) wn < 3lloA ey -
i=0

2.5 L’estimation de ’érreur

Théoréme 6 Il existe ¢ > 0 tel que pour tout f € C°(I'?) et tout N € N on ait 'estimation
d’erreur entre la solution u du probléme (8,1) sur le carré T? | la solution uy du probléme (8,4)
vwefi’éli(ﬂ) lw = vnllagrey + [1f = INFll 2o

e = Sl

HU_UNHHl(F?) <c (8.8)
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2.5. L’estimation de 'érreur

Remarque 1

i=0 j=0

et (1;),_gw le polynome de l’agrange

La preuve de Théoréme est basée sur le lemme de Cea.

Lemme 5 (Lemme de Cea):On suppose que la forme ay est coercive et soit ay sa constante

d’ellipticité, c’est-a-dire la plus grande constante > 0 telle que pour tout vy € Xy on ait

N ||'UN||§{1(Q) < ay (un,vn),

lors pour tout f € F on a l’estimation d’erreur entre la solution u du probléme (8.1) et la

solution uy de probléme (8.4)

la(vn,zn)—an (vn,2N)|

inf [lu —unl| g + sup

b=l < (o) | T e 89)
S T TenTe
Preuve. Pour tout vy € Xy, on a
lu = unllgigy < llu—onllgg) + lluv = on il (8.10)
Fixons vy € Xy et posons wy = uy — vy . Lellipticité de la forme ay nous donne :
an lux — vl g X Wl < av (uv —on, wn ). (8.11)
Comme uy est solution du probléme (8.4), on a :
ay (uxy — vy, wy) = {f,wn)n — ay (U, wN) - (8.12)
Similairement, comme u est solution du probléme (4.3), on a :
a(u—ovy,wy) = (f,wy) —a(vy,wy). (8.13)

Mettant bout a bout les deux derniéres identités, on obtient

an (uy — vy, wy) = a(u— vy, wy) + (f,wn)n — (f,wn) + a vy, wy) — ay (vy, wyN) .
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2.5. L’estimation de 'érreur

Combinant avec (8.11), on en déduit

an lun = vl ) X lwnll gy < v —onllm@) % [wnll g

la (vn, 25) — an (U, 2n)]

+ sup X ||wn]|
NEXN [E2N ||H1(Q) D
f7 ZN - fJZN N
+ sup i ) | )| X |lwnll i) -
NEXN ||ZN||H1(Q)

Divisant tout par [[wy || ;g et réutilisant 'inégalité triangulaire (8.10), on obtient, pour tout

vy € Xy

la(vy,2n)—an (v ,2N)|

inf [lu—unl|piq + sup

1 UNEXN X 2n o)
— < _ ZNEXN
e = ol @y < (H aN> © sup 2wl (8.14)
ZNGXN “ZN”Hl(Q)

u
En va la preuve de théoréeme (8)

Preuve. théoréme (8):Pour tout v, € Py, (I'?) et tout zy € Py (I'?) , le polynome VuyVzy
est dans Py 1 (I'?), donc

a(vy,zn) = an (v, 2N)

donc

a(vy,zy) — an (vy, zy) = 0.

Il nous reste a majorer |(f,zy)n — (f, 2n)|, pour tout zy € Py (I'?) et pour tout fy_; €

Py, (T?) on’a

[(f, 2n)n — (f, 2n)] < I 2w — (fven, 2w 4 [fv-n, 2n) — (Fs 2]

comme (f, ZN)N = (INf, ZN>N7 on’a

[(frzv)n = (foan)] S HInfoznv) v — (fv-1, 2 v+ (v, 2n) = (fzw)]
[(fszn)n = (fran)| < Unf = v en) vl + [(fves = £ 280,
<9 <H[Nf - fN*1HL2(F2) + HfN—l - fHL2(1“2)> HzNHLQ(FQ) )

IN

|<f,ZN>N - <fazN>|

||zN||L2(F2)

<9 (I f = f-lany + -1 = Fllag))
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